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Torwort. 


An  der  Aufstellung  der  bunten  Schar  der  mannigfaltigen^  speziellen 
algebraischen  und  transscendenten  Kurven  haben  fast  alle  Mathematiker, 
angefangen  von  der  griechischen  Epoche  bis  auf  unsere  Tage,  mit- 
gearbeitet: die  einen  trieb  der  Wunsch  nach  Vermehrung  der  Zahl  inter- 
essanter geometrischer  Figuren,  die  anderen  der  Wunsch,  analytische 
Formeln  geometrisch  interpretiert  zu  sehen;  wieder  andere  beseelte  die 
Hoffnung,  gewisse,  bis  dahin  unbezwungene  geometrische  Probleme  zu 
lösen;  noch  andere  führten  Anwendungen  aus  der  Mechanik  und  Physik 
dazu.  Die  nachfolgenden  Untersuchungen  über  diese  Gebilde  sind  nicht 
blofs  ihrer  äufseren  und  inneren  Natur  nach  ganz  verschiedener  Art, 
sondern  sie  finden  sich  auch  zerstreut  in  allerlei  ganz  verschiedenen 
Werken,  von  den  gewaltigen  Publikationen  der  grofsen  Akademien  an 
bis  zu  den  bescheidenen  Abhandlungen,  in  den  für  die  Studierenden 
bestimmten  Zeitschriften,  von  den  Büchern,  die  heute  zu  den  klassischen 
der  exakten  Wissenschaften  zählen,  bis  zu  den  kleinen  Arbeiten,  denen 
es  vom  Schicksal  bestimmt  ist,  sich  nur  einer  beschränkten  Bekanntheit 
zu  erfreuen,  wie  die  Inauguraldissertationen,  die  Habilitationsschriften 
und  Programmabhandlungen.  Die  sehr  häufigen  Fälle,  dafs  ein  und 
dieselbe  Kurve  oftmals  entdeckt  worden  ist,  dafs  derselbe  Satz  von 
verschiedenen  Autoren  gefunden  wurde,  dafs  dasselbe  Problem  mehr- 
mals als  ein  neues  behandelt  worden  ist,  liefsen  es  dringend  nötig  er- 
scheinen, einer  solch  beklagenswerten  Arbeitsverschwendung  ein  Ende 
zu  machen,  machten  dringend  das  Bedürfnis  fühlbar,  das  bisher  vorhan- 
dene ungeheuere  Material  zu  ordnen,  liefsen  den  sehnsüchtigen  Wunsch 
hervortreten  nach  einem  Werke,  in  welchem  alle  bekannten  Kurven 
nach  ihrer  Definition  und  ihren  Haupteigenschaften  dargelegt  seien. 

Es  ist  das  Verdienst  der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Madrid,  zuerst  öffentlich  diesen  Wunsch  ausgesprochen  und  zu 
seiner  Erfüllung  dadurch  beigetragen  zu  haben,  dafs  sie  als  Thema 
für  die  am  31.  Dez.  1894  fällige  Preisaufgabe  stellte  die  Ausarbeitung 
„eines  geordneten  Verzeichnisses  aller  Kurven  jeglicher  Art,  die  einen 
speziellen  Namen  erhalten  haben,  mit  kurzen  Angaben  über  ihre  Ge- 
stalt, ihre  Gleichungen,  ihre  Erfinder".  Da  die  genannte  Akademie 
die  gewünschte  Beantwortung  nicht  erhielt,  so  wiederholte  sie  dieselbe 
Aufgabe  für  den  am  31.  Dez.  1897  fälligen  Wettbewerb.  Inzwischen 
hatte  der  berühmte  französische  Mathematiker  Häton  de  la  Gou- 
pi liiere  ein  ähnliches  Thema  im  Intermediaire  des  matJiematiciens 
(Band  I,  1894,  S.  37)   zur  Bearbeitung  vorgeschlagen.     Eben  diesen 


VI  Vorwort. 

öffentliclien  imd  von  Autoritäten  ausgegangenen  Aufforderungen^  sich 
nietliodiscli  mit  den  speziellen^  bis  jetzt  vorhandenen  Kurven  zu  be- 
schäftigen, verdankt  das  vorliegende  Werk  seine  Entstehung.  Es  fand 
auch  bei  der  Königl.  Akademie  zu  Madrid  die  schmeichelhafteste  und 
vollständigste  Anerkennung,  nachdem  es  Ende  1897  (in  einer  von  der 
vorliegenden  abweichenden  Form)  dem  erlauchten  Urteile  jenes  hohen 
Gelehrten-Kollegiums  unterbreitet  worden  war"^). 

Die  Ausführung  eines  Werkes  wie  des  vorliegenden,  dessen  Fehlen 
in  der  Litteratur  von  vielen  Seiten  beklagt  worden  ist,  bietet  nicht 
wenige  und  nicht  geringe  Schwierigkeiten.  Zuerst  mufsten  vor  allem 
die  Grenzen  desselben  sorgfältig  festgelegt  werden,  dann  mufste  mit 
peinlicher  Sorgfalt  das  Material  zur  Ausbeute  gesammelt  werden, 
schliefslich  mufste  die  Methode  ausfindig  gemacht  werden,  um  das 
Material  wohl  zu  ordnen  und  einzuteilen. 

Bezüglich  der  Frage,  welche  Kurven  zu  betrachten  seien,  habe 
ich  mich  entschlossen,  auszuschlief sen :  1)  Diejenigen  Kurven,  die  aus 
heterogenen  Bogenstücken  zusammengesetzt,  und  daher  nicht  durch 
eine  einzige  Gleichung  darzustellen  sind,  weil  sie  auch  eher  der  Archi- 
tektur, der  Physik  oder  angewandten  Disziplinen,  als  der  reinen 
Mathematik  angehören.  2)  Die  Linien  doppelter  Krümmung,  da  sie 
bekanntlich  Gebilde  von  ganz  anderer  Natur  als  die  ebenen  Kurven 
sind;  ihre  Behandlung  bleibt  daher  einem  Werke  über  die  ver- 
gleichende Geometrie  des  Raumes  vorbehalten,  analog  diesem 
Versuch  einer  vergleichenden  Geometrie  der  Ebene.  Hin- 
gegen habe '  ich  eingeschlossen  alle  ebenen  oder  transscendenten 
Kurven,  die  schon  einen  speziellen  Namen  erhalten  haben,  ebenso 
manche  andere,  die,  wenngleich  sie  namenlos  sind,  dennoch  eine  feste 
Anstellung  in  der  Wissenschaft  verdienen. 

Was  nun  das  verwendete  Material  angeht,  so  habe  ich,  kann  ich 
wohl  sagen,  auf  die  gesamte  mathematische  Litteratur  zurückgegriffen, 
die  mir  erreichbar  gewesen,  weil  ich  durch  die  Erfahrung  überzeugt 
wurde,  dafs  nur  in  sehr  wenigen,  vielleicht  in  keinem  Zweige  der 
Mathematik  wichtige  Forschungen  über  spezielle  Kurven  gänzlich  fehlen. 
Aber  wenn  ich  auch  nicht  von  vornherein  irgend  welche  Kategorie 
mathematischer  Arbeiten  ausgeschlossen  habe,  so  soll  damit  nicht  ge- 
sagt sein,  dals  mir  kein  Gegenstand  von  Bedeutung  entgangen  sei,  und 
daher  erbitte  ich  mir  für  die  sowohl  unvermeidlichen  als  auch  unbeab- 
sichtigten Mängel  meines  Werkes  schon  jetzt  die  Nachsicht  der  kom- 
petenten Fachleute,  und  hege  das  Vertrauen,  dafs  diese  mir  von  jedwedem 
gewährt  werde,  der  auch  nur  eine  annähernde  Vorstellung  von  dem  un- 
ermefslichen  Reichtume  der  heutigen  mathematischen  Wissenschaft  hat. 

*)  S.:  Ännuario  de  la  Beat  Academia  de  Ciencias  exactas,  fisicas  y  naturales , 
1900  (Madrid)  S.  141—153,  299—322,  und  El  progreso  matematico,  1900,  S.  201 
—225. 
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Es  möge  an  dieser  Stelle  auch,  bemerkt  werden,  dafs  icli  mich  hei 
jeder  Kurve  darauf  beschränkt  habe,  ihrem  Ursprünge,  soweit  dies  mög- 
lich war,  nachzuforschen,  und  ihre  hauptsächlichsten  Eigenschaften  nach- 
zuweisen und  die  besten  XJntersuchungsmethoden,  welche  auf  sie  an- 
wendbar sind,  anzugeben,  ohne  jedoch  alle  Sätze  und  alle  mit  ihr 
zusammenhängenden  Arbeiten  aufzuzählen.  Zu  einer  derartigen  Be- 
schränkung des  Stoffes  wurde  ich  bewogen  einerseits  durch  den  enormen 
Umfang,  den  sonst  meine  Arbeit  angenommen  hätte,  anderseits  durch 
die  Hoffnung,  dafs  andere  sich  daran  geben  möchten,  eine  vollständige 
Bibliographie  der  ebenen  Kurven  aufzustellen.  Die  besten  Proben  in 
dieser  Hinsicht  hat  Herr  Prof.  Wolf  fing  gegeben*)  und  rechtfertigen 
diese  die  Ansicht,  dafs  gerade  er  der  geeignetste  Mann  für  diese  ver- 
dienstliche Arbeit  sei. 

Was  endlich  die  Anordnung  des  Stoffes  angeht,  so  glaubte  ich 
ein  zweifaches  Prinzip  beachten  zu  müssen.  Bei  der  Teilung  des 
Werkes  in  Abschnitte  habe  ich  mich  durch  die  Natur  der  unter- 
suchten Kurven  leiten  lassen,  und  behandelte  darnach  zuerst  die  al- 
gebraischen Kurven  von  bestimmter  Ordnung  (Abschn.  I — IV),  dann 
die  von  beliebiger  Ordnung  (Abschn.  V);  alsdann  ging  ich  zu  den 
transscendenten  Kurven  über  (Abschn.  VI),  um  schliefslich  (Abschn.  VII) 
gewisse,  für  alle  geometrischen  Kurven  anwendbare  Gesetze  für  die 
Ableitung  einer  Kurve  aus  einer  anderen  zu  behandeln.  Hingegen  in 
der  Anordnung  der  Kapitel  der  einzelnen  Abschnitte  wählte  ich  als 
hauptsächliches  Prinzip  die  historische  Reihenfolge;  jedoch  habe  ich 
mich  davon  frei  gemacht,  wenn  es  galt^  die  aus  der  einzelnen  Kurve 
im  Laufe  der  Zeit  durch  einen  der  Verallgemeinerungsprozesse  hervor- 
gegangenen Kurven  zu  beschreiben,  deren  Fruchtbarkeit  die  heutige 
Geometrie  hauptsächlich  ihren  Reichtum  verdankt.  Weitere  Einzel- 
heiten über  die  behandelte  Materie  und  deren  Anordnung  ersieht  der 
Leser  aus  dem  ausführlichen  Inhaltsverzeichnisse. 

Die  von  mir  angewendete  Form  der  Darstellung  trägt  einen  wesent- 
lich algebraischen  Charakter  und  wurde  von  mir  vornehmlich  des- 
wegen gewählt,  um  den  jüngeren  Lesern  einen  unbestreitbaren  Beweis 
zu  liefern  von  der  gewaltigen  Hilfskraft,  die  die  analytische  Geometrie 
jedem  bietet,  der  die  Kunstgriffe  ihres  wunderbaren  Mechanismus  inne 
hat;  ferner  auch  deswegen,  weil  die  reine  Geometrie  heute  wohl  noch 
nicht  eine  Grundlage  von  gleicher  Allumfassung  und  Ausdehnung 
bieten  kann,  um  daraufhin  die  mathematischen  Wahrheiten  zu  er- 
forschen. Inwiefern  der  Verfasser  Verbesserung  nach  Inhalt  und  Form 
erreicht  hat  (insbesondere  in  Bezug  auf  die  transscendenten  Kurven), 
das  Urteil  darüber  sei  dem  einsichtigen  Leser  überlassen;  sollte  er  sich 
veranlafst  fühlen,  Anordnung  und  Auswahl  des  Stoffes  zu  tadeln,   so 

*)  Ich  erwähne  nur  den  wunderschönen  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand 
der  Lehre  von  den  cyMischen  Kurven  (Bibl.  math.  3®  Reihe,  II.  Bd.  1901). 
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möge  er  aucli  bedenken^  dafs  es  ist  eine  ^^res  ardua,  vetustis  novitatem 
dare^  novis  autoritatem^  obsoletis  nitorem,  obscuris  lucem^  fastidiis 
gratiam,  dubiis  fidem^  omnibus  vero  naturam  et  naturae  suae  omnia"*). 
Dafs  ein  Werk  wie  das  vorliegende,  trotz  der  grofsen  Sorgfalt, 
die  der  Verfasser  auf  dasselbe  verwandt  hat,  die  erwünschte  Voll- 
kommenheit erreichen  könne,  ist  undenkbar,  nnd  ich  werde  allen  denen 
sehr  dankbar  sein^  die  mich  auf  etwaige  Mängel  und  Lücken  auf- 
merksam machen  werden,  und  mich  in  den  Stand  setzen,  die  einen  zu 
beseitigen,  die  anderen  auszufüllen.  Einige  derartige  Berichtigungen 
und  Zusätze,  die  sich  nachträglich  ergaben,  finden  sich  am  Schlüsse 
des  Werkes  aufgezählt  (s.  Berichtigungen  und  Zusätze). 

Das  Grefühl  der  Dankbarkeit  veranlafst  mich  an  dieser  Stelle  einiger 
Herren  rühmlich  zu  gedenken,  die  in  verschiedener  Weise  zu  dem  guten 
Ausgange  meines  Unternehmens,   das  jetzt  in  fertiger  Form  vorliegt, 
beigetragen  haben.    Unstreitig  an  erster  Stelle  steht  Herr  H.  Brocard, 
nicht    nur   wegen    seiner    wertvollen  Kurvenverzeichnisse,    die   er  im 
Intermediaire  des  matJiematiciens  (Bd.  IV,  1897,  S.  103-,  V,  1898,  S.  33 
u.  37;  Vn,  1900,  S.  271)  veröffentlicht  hat,  und  der  beiden  Bände  der 
Notes  de  Bibliographie  des  courbes  geometriques  (Bar-le-Duc  1897  u.  1899), 
sondern  auch  wegen  der  häufigen  und  reichhaltigen  Aufklärungen,  die 
er  mir  grofsartiger  Weise  allemal  gegeben  hat,  wenn  ich  ihn  darum 
bat.    Alsdann  folgt  Herr  Prof.  Dr.  E.  Wölffing,   der,   indem   er  es 
übernommen  hatte,  an  der  schwierigen  und  undankbaren  Aufgabe  der 
Revision  der  Druckbogen  sich  zu  beteiligen,  mir  in  vielen  Fällen  wert- 
volle  Zusätze   zu  den  von  mir  gegebenen  bibliographischen  Notizen 
lieferte,  die  ich  in  allen  den  Fällen  nützlich  verwendet  habe,   wo  sie 
nicht  den  ursprünglichen  Plan  meines  Werkes  veränderten.    Ein  Wort 
aufrichtigen  Lobes  verdient    auch  Herr    Oberlehrer  Fritz   Schütte, 
nicht  nur  wegen  seiner  fieifsigen  Arbeit  der  Übersetzung,  sondern  auch 
für  das  von  ihm  fortwährend  dem  von  mir  gewählten  Thema  erwiesene 
Interesse;  und  mit   dankbarem  Herzen  erkenne  ich  es  an,   dafs  seine 
nicht  gewöhnliche  Geschicklichkeit  in  der  Erfassung  und  Zeichnung  der 
Kurvenformen  zur  Verbesserung  mancher  Einzelheiten  beigetragen  hat. 
Schliefslich   kann    ich    auch    dem    Hause    des  Verlegers  meine  An- 
erkennung nicht  versagen,  da  es  keine  Opfer  gescheut  hat,  das  gegen- 
wärtige Werk  einer  gröfseren  Vollendung  in  der  Form  entgegen  zu 
führen,   als  ich  es  hätte  erwarten  können.     Aber  was  soll  ich  noch 
meinen  Worten  der  Anerkennung  hinzufügen  für  ein  Haus,  das  schon 
durch  seine  gewaltigen  Unternehmungen  im  Dienste  der  Wissenschaft 
sich  selber  eine  bleibende  Stelle  in  der  Geschichte  der  Wissenschaften 
und  den  fortwährenden  Dank  der  ganzen  Gelehrten  weit  errungen  ha.t? 

Genua,  im  März  1902. 
Cr,  Loria, 

*)  Plinius,  Vorrede  zu  seiner  Historia  naturalis. 
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b)  die  in  Bezug  auf  eine  Axe  symmetrischen  Kurven,  insbesondere 

die  Konchoide  von  Varignon 31 — 35 

Kap.  4.  Die  Cissoide  des  Diokles.  23.  Erfindung  der  Cissoide.  Die 
Begleitkurve  der  Cissoide.  Die  unendlichen  Zweige  der  Cissoide. 
24.  Polar-  und  kartesische  Gleichung  der  Kurve.  Hinweis  auf 
Probleme,  bei  denen  man  auf  die  Cissoide  trifft.  25.  Darstellung 
der  kartesischen  Koordinaten  der  Punkte  der  Cissoide  in  ratio- 
nalen Funktionen  eines  Parameters.  26.  Darstellung  derselben 
Koordinaten  vermittelst  trigonometrischer  Funktionen  eines  Para- 
meters. Quadratur  und  Kubatur.  Sätze  von  Huygens,  Joh.  Bernoulli 
und  R.  de  Sluse.  27.  Rektifikation  der  Cissoide,  Satz  von  P.  Fufs  36—45 
Kap.  5.  Terallgemeinerimgen  der  Cissoide.  28.  Die  schiefe  Cissoide; 
Gleichungen  zur  Darstellung  geeignet;  sie  ist  die  Inverse  der 
Parabel.  29.  Cissoidale  Kurven.  Allgemeine  Cissoiden.  Kon- 
struktion der  Tangente.  Hinweise  auf  einige  Cissoiden  dritter 
und  vierter  Ordnung.     30.   Die  Ophiuride,    ihre   kartesische  und 

Polargleichung;  parametrische  Darstellung 45 — 49 

Kap.  6.  Die  Cartesische  Parabel.  31.  Eine  allgemeine  Methode 
von  einer  Kurve   unzählige  andere  abzuleiten.     Die  Cartesische 

Parabel.     Ihre  Gleichung  und  Eigenschaften 50—51 

Kap.  7.  Das  Foliiim  Cartesii.  32.  Gleichung  und  Geschichte  der 
Kurve.  33.  Transformationen  der  obigen  Gleichung;  daraus  sich 
ergebende  Konstruktion  der  Kurve.  34.  Polargleichung  und  para- 
metrische Darstellung  des  Foliums ;  Anwendungen ;  Verallgemeine- 
rungen des  Folium  Cartesii 51 — 57 

Kap.  8.  Die  Fokale  ron  Quetelet  oder  schiefe  Strophoide,  die 
Logocyklica  yon  Bootli  oder  gerade  Strophoide.  35.  Ver- 
schiedene Definitionen  einer  Gruppe  von  Kurven.  36.  Verschie- 
dene Entdecker  derselben,  Namen  derselben.  37.  Gleichungen 
der  Strophoide,  ihre  Eigenschaften.  38.  Spezielle  Sätze  über  die 
gerade  Strophoide.  Quadratur  und  Rektifikation  derselben. 
39.  Einige  Untersuchungen,  bei  denen  die  Strophoide  vorkommt. 
Verschiedene  Arten  sie  zu  verallgemeinern.  Hindeutung  auf  ein 
Problem  von  Magnus  und  auf  einen  Satz  von  Steiner,  welche  diese 

Kurve  betreffen 58—67 

Kap.  9,  Terallgemeinerimgen  der  Strophoide.  40.  Die  Panstropho- 
iden.  41.  Von  Cesäro  und  Piquet  angegebene  Verallgemeinerung 
der  Strophoide.  Strophoidale  Linien  und  allgemeine  Strophoiden  67 — 71 
Kap.  10.  Die  Sluse'sche  Konchoide.  42.  Definition  und  analytische 
Darstellungen  der  Kurve.  Andere  Art  der  Konstruktion.  Para- 
metrische Darstellung;  Anwendungen.     Die  Sluse'sche  Konchoide 

als  Fufspunktkurve 71—74 

Kap.  11.  Rationale  Kurven  dritter  Ordnung,  die  die  unendlich 
ferne  Gerade  hertihren,  insbesondere  die  Kurve  von  KoUe. 
43.  Allgemeine  Gleichungen  und  Konstruktion  der  die  unendlich 
ferne  Gerade   berührenden  Kurven  3.  0.     Besonderer  Fall;    die 

Kurve  von  Rolle 74—75 

Kap.  12.  Yersiera,  Yisiera  und  Pseudo -Yersiera,  44.  Konstrak- 
tion  und    Gleichung   der  Versiera.     Parametrische   Darstellung. 
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Quadratur  und  Kubatur,  Yerallgemeinerungen  der  Yersiera;  die 
Newton'sclie  Schlangenkurve  (Serpentine).  45.  Die  Visiera;  ihre 
G-leicliungen  und  Eigenschaften.  46.  Die  Pseudo -Versiera ;  von 
G.  de  Longchamps  angegebene  Konstruktionen;  ihr  Auftreten  in 
Schriften  von  Leibniz  und  J.  Gregory 75—  80 

Kap.  13,  Die  Trisektrix-Kiirven  von  Maclauriiij  von  Catalan  und 
von  Longchamps.  47.  Definitionen  und  Gleichungen  der  Trisektrix 
von  Maclaurin;  von  Gramer  angegebene  Verallgemeinerungen. 
48.  Über  die  Transformation  von  Maclaurin,  ihre  Anv^endung  bei 
der  Zeichnung  der  „Agnesiscben  Kurve",  des  Folium  Cartesii,  der 
Cissoide  des  Diokles,  der  geraden  Strophoide  und  der  Trisektrix 
von  Maclaurin.  49.  Die  erste  negative  Fufspunktkurve  des  Brenn- 
punktes einer  Parabel  ist  nach.  Catalan  eine  Trisektrix;  ihre 
Gleichung  und  Eigenschaften.  Die  Trisektrix  von  Longchamps, 
Definition,  Gleichungen,  Eigenschaften 81 —  88 

Kap.  14.  Die  kubische  Duplikatrix  und  das  parabolische  Blatt. 
50.  Definition  und  Gleichungen  der  kubischen  Duplikatrix.  51.  Das 
schiefe  und  das  gerade  parabolische  Folium.  Bemerkung  über 
einige  andere  von  Longchamps  betrachtete  und  benannte  Kur- 
ven 3.  0.  Summarische  Hinv^eise  auf  einige  bemerkenswerte 
Kurven  3.  0.,  die  nicht  benannt  sind 89 —  93 

in.  Abschnitt. 

Kurven  vierter  Ordnung. 
Kap.  1.  Allgemeines.  Klassifikation.  52.  Bemerkungen  über  den 
gegenwärtigen  Stand  der  Theorie  der  allgemeinen  Kurve  vierter 
Ordnung.  Einige  kovariante  und  kontravariante  Formen;  ihre 
Eigenschaften.  Klassifikationen  von  Bragelogne,  Euler  und  Gra- 
mer. Klassifikationen,  die  sich  auf  das  Geschlecht  oder  auf  die  Ge- 
stalt gründen.  53.  Über  einige  spezielle  Kurven  vierter  Ordnung, 
die  ohne  vielfache  Punkte  sind:  Kurven  4.  0.  von  Clebsch,  Lüroth, 
Geiser,  Caporali  und  Halphen.  Die  homolog-harmonischen  Kur- 
ven 4.  0.,  insbesondere  die  von  Cremona  und  Klein 94 — 101 

Kap.  2.  Rationale  Kurven  vierter  Ordnung  im  allgemeinen. 
54.  Zwei  Methoden  zur  Untersuchung  der  Kurven  4.  0.  vom  Ge- 
schlechte Null.  55.  Parametrische  Darstellung  der  Kurven  4.  0. 
mit  3  Doppelpunkten.  Anwendungen.  56.  Bemerkung  über  zwei 
Kurven  4.  0.,  die  von  einem  centrischen  Kegelschnitt  abgeleitet 
werden  können.  57.  Kurven  4.  0.  mit  dreifachem  Punkte;  ins- 
besondere das  parabolische  Trifolium      102 — 108 

Kap.  3.  Elliptische  und  bicirkulare  Kurven  vierter  Ordnung  im 
allgemeinen.  58.  Die  elliptischen  Kurven  4.  0.  als  Projektionen 
der  Raumkurven  vierter  Ordnung,  erster  Spezies;  dieselben  als 
Transformationen  ebener  Kurven  dritter  0.  Yon  Clebsch  ange- 
gebene parametrische  Darstellung.  Anwendungen.  59.  Die  bicirku- 
laren  Kurven  4.  0. ;  einige  ihrer  Eigenschaften.  Möglichkeit  sie  als 
Hüllkurve  eines  beweglichen  Kreises  zu  betrachten.  60.  Die  bi- 
cirkularen  Kurven  vierter  Ordnung  als  Ort  der  Kreispunkte  eines 

quadratischen  Komplexes  von  Kreisen 109 — 116 

Kap.  4-.  Die  spirischen  Linien  des  Perseus.  61.  Die  ebenen  Schnitte 
eines  Kreisringes  parallel  zur  Rotationsaxe,  oder  die  Spirica  des 
Perseus.    Ihre  Gleichung  und  Eigenschaften;  verschiedene  Formen, 
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die  sie  darbieten  kann.  62.  Von  R.  de  Slnse  vorgesclilagene  Er- 
zeugung der  spirischen  Linien.  63.  Definition  von  Siebeck  und 
daraus  folgende  Erweiterung  des  Begriffes  der  spirischen  Kurven; 
bezügliche  Sätze.  64.  Die  spirischen  Kurven  als  isoptische  zu 
den  Kegelschnitten.  Yorkommen  der  spirischen  Linien  in  der 
Theorie  der  isogonalen  Transformationen.  65.  Die  spirische  Linie 
mit  Doppelpunkt  oder  die  Lemniskate   von  Booth;    verschiedene 

Definitionen  und  Eigenschaften 117—128 

Kap.  5.    Die  Konchoide  des  Mkomedes.     66.  Geschichte  und  Er- 
zeugung der  Konchoide;  ihre  Gestalt;  Konstruktion  der  Tangente. 

67.  Analytische  und  geometrische  Bestimmung  der  Wendepunkte. 

68.  Quadratur.    Praktische  Anwendung  der  Konchoide 128—133 

Kap.  6.    YeraUgemeineriiiigen  der  Konchoide  des  Mkomedes,  ins- 
besondere  die   Konchoide   mit   der  Kreishasis.     69.   Hinweis 

auf  eine  Kurve,  von  der  sowohl  die  Konchoide  als  auch  die 
Strophoide  besondere  Fälle  sind.  Konchoiden  mit  beliebiger 
Basis  sind  konchoidale  Kurven;  Eigenschaften  der  ersteren. 
70.  Die  Konchoiden  mit  Kreis  als  Basis  oder  die  Pascal'schen 
Schnecken;  sie  sind  die  Fufspunktkurven  von  Kreisen;  ihre  Eigen- 
schaften. 71.  Parametrische  Darstellung  einer  Schnecke.  Die 
Schnecken  als  Transformationen  von  Kegelschnitten  und  als 
Hüllkurven  von  Kreisen.  Die  Schnecken  sind  Trisektrixkurven. 
Eine  Frage  aus  der  Mechanik,  bei  der  diese  Kurven  vorkommen.  134 — 142 
Kap.  7.  Die  dreispitzigen  Kurven  vierter  Ordnung.  72.  Definition, 
Gleichung  und  Eigenschaften  der  Kardioide.  Die  Kardioide  als 
Polarreziproke  der  Trisektrix  von  Maclaurin.  Gleichung  derselben 
in  natürlichen  Koordinaten.  Die  Sternkardioiden.  73.  Die  drei- 
spitzige Hypocykloide  als  Hüllkurve  der  Simson' sehen  Geraden 
eines  Dreiecks;  andere  Definitionen  der  Kurve;  ihre  Gleichung,  Folge- 
rungen, die  sich  daraus  ergeben.  74.  Eigenschaften  der  dreispitzigen 
Hypocykloide.  Die  dreispitzigen  Kurven  4.  0.  im  allgemeinen  .  142 — 154 
Kap.  8.  Einige  riifspunktknrven  vierter  Ordnung  der  dreispitzigen 
Hypocykloide.  75.  Die  dreispitzige  Hypocykloide  als  Hüllkurve. 
Eine  Kurve  mit  3  Knotenpunkten,  die  mit  ihr  in  Beziehung  steht. 
Fufspunktkurven  derselben  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  dreifach 
berührenden  Kreises:  das  schiefe  Trifolium.  76.  Das  gleichseitige 
Trifolium,  das  gerade  Trifolium  und  das  gerade  Bifolium.  Das 
Cramer'sche  Trifolium  und  das  doppelte  schiefe  Bifolium.    77.  Die 

Brocard'sche  Fufspunktkurve ;  ihre  speziellen  Fälle 154 — 161 

Kap.  9.  Die  Cartesischen  Ovale.  78.  Die  von  Descartes  für  seine 
Ovale  gegebenen  Definitionen.  Andere  zur  Charakterisierung 
dieser  Kurven  geeignete  Eigenschaften.  Konstruktion  der  Tan- 
gente. 79.  Die  Pascal'sche  Schnecke  ist  ein  besonderes  Carte- 
sisches  Oval.  Methode,  eine  derartige  Kurve  in  eine  andere  zu 
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suchung; Konstruktion  und  Quadratur  solcher  Kurven.  Hinweis 
auf  die  von  Huygens  konstruierte  und  quadrierte.     82.  Die  virtuale 
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Parabel  von  Gr.  von  St.  Yincentius;  ihre  von  diesem  dafür  ange- 
gebenen Konstruktionen.  83.  Einige  symmetriscbe  Polyzomal- 
kurven,  die  sich  in  dem  Briefwechsel  zwischen  Hnygens  und 
Leibniz  finden.  84.  Yon  Gramer  betrachtete  Polyzomalkurven  4.  0., 
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Kap.  11.  Eationale  Kurven  vierter  Ordnung  mit  Berührungsknoten. 
85.  Ein  Ortsproblem  von  G.  van  Gutschoven;  die  gerade  Kappakurve, 
ihre  Gleichungen  und  Eigenschaften;  Konstruktion  der  Tangente 
und  Quadraturformeln.  Andere  Arten  der  Erzeugung  der  Kappa- 
kurve. Die  Knoten.  Die  schiefe  und  die  projektive  Kappakurve. 
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die  Jerabek'sche  Kurve.      87.   Die   „Quartiques  pyriformes"   und 

die  „Apienne'^  von  G.  de  Longchamps 182 — 189 
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Namen,  der  Cassini'schen  Kurve,  ihre  kartesische  Gleichung,  ihr 
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rV.   Abschnitt. 
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129.  Modifikationen  dieser  Resultate  in  speziellen  Fällen.  Zer- 
fallende Polyzomalkurven 287—297 

Kap,  7.  Die  Kurven  von  Darlboux  und  die  Equilateren  von  P.  Serret. 

130.  Begriffserweiterung  einer  charakteristischen  Eigenschaft  der 
Parabel;  Die  Hüllkurven  A  oder  Kurven  von  Darboux  erster  Spezies. 

131.  Andere  Eigenschaften  dieser  Kurven.  132.  Kurven  von 
Darboux  zweiter  Spezies.  133.  Begriffserweiterung  einer  charakte- 
ristischen Eigenschaft  der  gleichseitigen  Hyperbel;  die  Equi- 
lateren  von  P.  Serret ;  eine  Gruppe  solcher  Kurven,  auf  die  man  bei 

der  Untersuchung  einer  speziellen  isogonalen  Transformation  trifft     297 — 297 

Kap.  8.  Die  Bhodoneen  (Eosenkurven)  von  Gr.  Grandi.  134.  Polar- 
gleichung der  Rhodoneen;  die  Erfinder  und  die  gestaltlichen 
Eigenschaften  dieser  Kurven.  Quadratur  und  Rektifikation. 
135.  Die  algebraischen  ßhodoneen;  ihre  Ordnung;  wie  viele  ver- 
schiedene Arten  von  Rhodoneen  einer  bestimmten  Ordnung  giebt 
es?  136.  Untersuchung  einiger  besonderer  Rhodoneen.  137.  Die 
Inversen  der  Rhodoneen,  die  Ährenkurven.  Die  Rhodoneen  als 
Oscillationskurven 297—306 

Kap.  9.  Die  geometrischen  Blätter.  138.  Untersuchungen  von  Habe- 
nicht;  Zweck  derselben.  Gleichungen  der  geometrischen  Blätter. 
Spezialfälle:  die  Herzkurven 307—309 

Kap.  10.  Die  Ovale,  die  dreieckigen  Kurven  und  die  Orbiformen. 
139.  Konstruktion  von  unendlich  vielen  Ovalen  nach  J.  Münzer. 
Andere  Konstruktionen  für  die  Ovale  sechster  Ordnung.  140.  Unter- 
suchungen von  Euler  über  Kurven  von  vorher  bestimmter  Gestalt. 
Die  triangulären  Kurven  und  ihre  Evolventen.  Die  orbiformen 
Kurven.  141.  Analytische  Darstellung  der  orbiformen  und  der 
dreieckigen  Kurven;  Folgerungen 310 — 316 

Kap.  11.  Multiplikatrix-  und  Mediatrixkurven.  142.  Spezialisie- 
rung der  Münzer'schen  Konstruktion;  daraus  sich  ergebende 
Kurven.  Konstruktion  aller  Kurven  von  der  Gleichung  9  =  a  •  cos^^a. 

143.  Die  Kampyla  des  Eudoxus  nach  der  Konjunktur  von 
P.  Tannery.    Yon  Tortolini  erdachte  Yerallgemeinerung  derselben. 

144.  Die  Multiplikatrix-  und  Mediatrixkurven  von  Clairaut  .    .    .     316 — 323 
Kap.  12.   Die  Sektrix-  (Teilungs-)  Kurven.    145.  Allgemeines  über 

Sektrixkurven.  I.  Die  Sectrices  von  T.  Ceva  oder  anomale 
Cykloiden.  146.  H.  Die  Sectrices  von  Schonte;  ihre  Gleichungen 
und  Eigenschaften.  Fall  in  welchem  sie  rational  werden. 
147.  Die  Quadratrix  als  Grenzfall  der  Sectrices  von  Schonte.  Die 
Araneiden.  148.  Eine  bemerkenswerte  Klasse  der  Sectrices  von 
Schonte:  Die  Kreiskonchoiden  höherer  Ordnung.  149.  III.  Die  Sectri- 
ces von  Hesse.  lY.  Die  Sectrices  von  Burali -Forti.  150.  Y.  Die 
Sectrices   von  van  Grinten.     YL  Die  Sectrices  von  Oekinghaus. 
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151.  YIL  Die   Sectrices  von  Kempe.     152.    VIII.    Die  Polyoden, 

ihre  Konstruktion  und  Anwendung 323 — 343 

Kap.  13.  Kurven  mit  Ceiitrum  oder  Symmetrieaxen.  153.  De- 
finition des  Centrums  einer  Kurve.  Central-symmetrische  Kurven, 
ihre  allgemeine  Gleichung  und  Eigenschaft;  ihr  Yorkommen  in 
der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Kurven.  154.  Durch- 
messer und  Axen  einer  Kurve.  Axial-symmetrische  Kurven.  Glei- 
chung einer  Kurve  mit  Durchmesser,  ihre  Eigenschaften.  Die 
Kurven  mit  mehreren  sich  schneidenden  Durchmessern.  155.  Ana- 
lytische Entwickelung  die  Bestimmung  der  verschiedenen  Durch- 
messer einer  Kurve  betreffend.  Algebraische  Kurven  mit  n  Sym- 
metrieaxen.    Beispiele:  Die  Kurven  mit  n  Bäuchen  und  die  iso- 

phanen  Kurven 343—356 

Kap.  14.  Autopolare  Kurven,  anallagmatische  und  Richtungs- 
kurven. 156.  Methode,  die  Gleichung  unendlich  vieler  auto- 
polarer Kurven  zu  erhalten.  157.  Die  anallagmatischen  Kurven. 
Eigenschaften,  die  sich  aus  der  Betrachtung  derselben  als  Hüll- 
kurven von  Kreisen  ergeben.  158.  Die  anallagmatischen  Kurven 
von  Picquet.  159.  Die  Potenzkurven.  160.  Die  Richtungskurven. 
Methode  aus  einer  derselben  unzählige  andere  abzuleiten.  .  .  .  357 — 367 
Kap.  15.  Creometrie  der  Polynome.  161.  Die  Wurzelkurven,  ihre 
Entstehung  und  Eigenschaften.  162.  Die  irregulären  Hyperbeln 
oder  die  regulären  höheren  Grades  und  die  Lemniskate  höherer 
Ordnung,  insbesondere  die  Cassinoide  mit  n  Brennpunkten. 
163.  Die  Stelloiden,  ihre  Definitionen  und  Eigenschaften.  164.  Fort- 
setzung.    Die  halysischen  Linien,  die  isodynamischen  Linien  und 

die  Kardioiden  vom  Grade  2n 368—380 

Kap.  16.  Allgemeines  über  die  Untersuchung  der  algebraischen 
Kurven,  deren  Rektifikation  von  einer  vorher  bestimmten 
Funktion  abhängt.  165.  Aufstellung  des  Problems,  von  Euler 
angegebene  Methoden  der  Lösung.     166.    Kurven,    rektifizierbar 

durch  Parabel-,  Kreis-  oder  Hyperbelbogen 380 — 386 

Kap.  17.    Algebraisclie  Kurven   die   durch  Ellipsenbogen  rekti- 
fizierbar sind.     Die  Kurven  von  Serret.     167.  Eulers  Unter- 
suchungen   über   Kurven,    die    durch    Ellipsenbogen    rektifiziert 
werden  können.      168.   Analoge  Forschungen  von   Legendre  und 
Serret.     Die  Kurven  von  Serret,  insbesondere  die  der  I.  Klasse         386 — 391 
Kap.  18.   Algebraische  Kurven,  die  vermittelst  Lemniskatenbogen 
rektiflzierbar  sind.    Die  Sinusspiralen.     169.  Euler'sche  For- 
schungen und  deren  Resultate.     170.   Serret'sche  Formel  für  den 
Ausdruck  der  Gesamtlänge  der  Lemniskate;  Yerallgemeinerung. 
Analoge  Formel  für  die  Quadratur.     171.  Die  Sinusspiralen  und 
ihre  Eigenschaften.     Problem  des  Grafen  von  Fagnano,  das  jene 
Kurven  lösen.     Die  Sinusspiralen  mit  ganzem,  positivem  Index  n 
sind    spezielle    Cassinoiden    mit  n  Brennpunkten.      172.    Andere 
charakteristische  Eigenschaften  der  Sinusspiralen.     Diese  Kurven 
sind  auch  spezielle  triangulär-synametrische  Kurven.     Natürliche 
Gleichung  aller  Sinusspiralen.     Einige  spezielle  Sinusspiralen  391 — 403 

Kap.  19.  Die  Lissajous'schen  Kurven.  173.  Definition  und  Glei- 
chung. Die  algebraischen  Lissajous' sehen  Kurven;  zwei  Metho- 
den zur  Bestimmung  ihrer  Singularitäten,  Aufzählung  derselben. 
Spezialfälle 403—405 
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YI.  Abschnitt. 

Transscendente  Kurven. 
Kap.  1.  Einleitimg.  174.  Algebraische,  transscendente  und  inter- 
scendente  Kurven.  Unterschiede  und  Analogieen  zwischen  beiden. 
Algebraische  Systeme  aus  transscendenten  Kurven  bestehend. 
Eigenschaften  transscendenter  Kurven,  die  algebraische  Systeme 
bilden.  Bemerkung  über  eine  ausgedehnte  Klasse  transscendenter 
Kurven,  die  unter  solchen  Bedingungen  auftreten.  175.  Über- 
blick über  die  verschiedenen  Methoden,  durch  Vielehe  man  zu  den 

hauptsächlichsten  transscendenten  Kurven  gelangt 406 — 410 

Kap«  2.  Quadratrixkuryen.  176.  Die  Quadratrix  des  Hippias  und 
Dinostratus;  Erzeugung,  Grleichung  und  Haupteigenschaften. 
177.  Fortsetzung.  Konstruktion  der  Tangente,  Quadratur.  178.  Ste- 
reometrische Erzeugung  der  Quadratrix;  verlängerte  und  ver- 
kürzte Quadratrixkurven.  179.  Die  Tschirnhausen 'sehe  Quadratrix. 
180.  Eine  dritte  Quadratrix;  andere  Erzeugung  derselben;  die 
Kochleoide,  ihre  vs^eiteren  Eigenschaften.  181.  Eine  Quadratrix 
für  die  Hyperbel  und  ihre  Eigentümlichkeiten.  Verallgemeine- 
rung derselben 410 — 426 

Kap.  3.  Die  Archimedische  Spirale.  182.  Definition,  Grleichung  und 
Gestalt  der  Archimedischen  Spirale.  183.  Konstruktion  der  Tan- 
gente, Quadratur  und  Uektifikation.  184.  Stereometrische  Er- 
zeugung und  mechanische  Zeichnung  der  Archimedischen  Spirale. 

Die  Neoide 426—433 

Kap.  4.  Die  Spiralen  höheren  Orades.  185.  Verallgemeinerung  der 
Archimedischen  Spirale;  die  Spiralen  höheren  Grades  und  ihre 
Eigenschaften.  186.  Die  Galilei'sche  Spirale.  187.  Die  parabolischen 
Spiralen;  Definitionen  und  Eigenschaften.  Wendepunkte,  Quadra- 
tur und  Rektifikation 434 — 441 

Kap.  5.  Andere  algebraische  Spiralen.  188.  Bemerkungen  über 
die  Spiralen  im  allgemeinen  und  über  die  algebraischen  im  be- 
sonderen. Jede  algebraische  Spirale  gehört  einem  algebraischen 
System  an.  189.  Qie  hyperbolische  Spirale,  Gleichung,  Eigen- 
schaften, verschiedene  Entstehungsweisen.  190.  Eine  andere  al- 
gebraische Spirale.     Der  Lituus  von  Cotes 441 — 448 

Kap.  6.  Die  logarithmische  Spirale  und  yon  ihr  ahgeleitete 
Kuryen.  191.  Erfindung  der  logarithmischen  Spirale  seitens 
Descartes;  Gleichung  und  Haupteigenschaften  dieser  Kurve. 
192.  Erfindung  derselben  Kurve  seitens  Torricellis;  Rektifikation 
und  Quadratur,  natürliche  Gleichung,  Evolute  und  Antevolute. 
Die  logarithmische  Spirale  kann  als  Spezialfall  einer  interscen- 
denten  Binomialkurve  angesehen  werden.  193.  Von  der  logarith- 
mischen Spirale  abgeleitete  Kurven.  I.  Summen-  und  Differenzen- 
spiralen. II.  Die  logarithmische  Doppelspirale.  IH.  Die  Konchospirale  448—457 
Kap.  7.  Die  Klothoide.  194.  Ein  Problem  von  BernouUi;  Lösung 
desselben.  Eigenschaft  der  lösenden  Kurve;  die  Klothoide. 
Einige    Untersuchungen,   bei    denen    diese  Kurve    auftritt.      Die 

Kurven  mit   der  natürlichen  Gleichung   B  =  Ic  -  s^ 457 — 460 

Kap.  8.  Die  Cykloiden.  195.  Historische  Bemerkungen  über  die 
gewöhnlichen  Cykloiden,  die  verlängerten  und  verkürzten. 
196.  Gleichung  aller  Cykloiden;  algebraisches  System,  welchem 
jede    derartige    Kurve    angehört.      Konstruktion    der    Tangente. 

Loria,  Ebene  Kurven.  b 
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197.  Gestalten  der  Cykloide.  198.  Rektifikation  und  Quadratur. 
Die  Begleitkurve  der  Cykloide.  S'ätze  über  Yolumina  und  Schwer- 
punkte. 199.  Exakt  quadrierbare  Cykloidenfläcben ;  bezügliche 
Sätze  von  Huygens,  Leibniz  und  Joh.  Bernoulli.  200.  Natürliche 
Gleichung  und  die  Evolute  der  gewöhnlichen  Cykloide.  Die 
Cykloiden  als  Parallelprojektionen  einer  Cylin  der  Schraubenlinie. 
Mechanische  Eigenschaften  der  gewöhnlichen  Cykloide.  201.  Die 
hauptsächlichsten  Yerallgemeinerungen  der  Cykloide:  Die  Fermat- 
schen  und  Laisant'schen  Cykloiden.     202.  Die  sekundäre  Cykloide 

von  Michelangelo  Ricci 460 — 478 

Kap.  9.  Die  EpicjMoiden,  Hypocykloiden  und  die  Kreisevolventen. 
203.  Definition  und  historische  Bemerkungen.  204.  Analytische 
Darstellung  aller  cyklischen  Kurven.  Doppelte  Erzeugungsweise, 
deren  diese  fähig  sind.  205.  Die  Epicykloiden  als  Hüllkurven 
eines  Kreises  oder  einer  beweglichen  Geraden.  Ihre  Erzeugung 
vermittelst  eines  gegliederten  Parallelogramms.  206.  System, 
welchem  diese  Kurven  angehören.  Sätze  über  die  Rektifikation 
und  Quadratur  der  Epicykloiden  im  allgemeinen;  natürliche  Glei- 
chungen und  gewöhnliche  Evoluten  derselben.  207.  Andere  Sätze 
über  die  gewöhnlichen  Epicykloiden;  die  Ährenkurven  als  Polar- 
reziproken der  Epicykloiden  und  die  Rhodoneen  als  Epicykloiden. 

207.  Algebraische  Epicykloiden;  ihre  Eigenschaften.    Spezialfälle. 

208.  Die  Kreisevolventen;  besondere  Eigenschaften  der  gewöhnlichen     479 — 503 
Kap.  10.  Die  Pseudocykloiden.    210.  Rollen  eines  komplexen  Kreises 

auf  einem  anderen;  daraus  sich  ergebende  reelle  Kurven;  die 
Pseudocykloiden,  insbesondere  die  Paracykloide  und  Hyper- 
cykloide.  211.  Eigenschaften  dieser  neuen  Kurven.  Die  Summen- 
spirale und  die  Differenzenspirale  als  Pseudocykloiden.  Die  Ephelix.  504 — 508 
Kap.  11.  Die  Kurven  Yon  Delaunay  und  C.  Sturm  (Rollkurven  der 
Ellipse).  212.  Trochoiden  und  trochoidale  Hüllkurven  im  all- 
gemeinen. Die  Kurven  von  Delaunay  und  Sturm;  Definitionen, 
Gleichungen  und  Eigenschaften  derselben.  213.  Das  inverse  Problem 
der  Trochoiden  als  Ausgangspunkt  für  neue  spezielle  Kurven  .  .  508—513 
Kap.  12.  Syntrepente  und  isotrepente  Kurven.  214.  Bemerkung 
über    die    Reptorien    (Kriechkurven).     Syntrepente    Kurven;    ihre 

Definition  und  Determination;  die  isotrepenten  Kurven 514 — 516 

Kap.  13.    Die  De|}eaune'sclien  Kurven.    215.  Eine  von  Debeaune 
dem  Descartes  gestellte  Aufgabe;  Lösung  derselben;  Eigenschaf- 
ten   der   Kurve    von    Debeaune.     216.    Yerallgemeinerung    dieser 
Aufgabe.     Eine  ähnliche  von  Joh.  Bernoulli  behandelte  Frage  .    .     517—521 
Kap.  14.    Die  Rilbaucour'schen  Kurven«    217.  Eine  von  Joh.  Ber- 
noulli gestellte  Aufgabe;  Lösung  derselben.     Die  Ribaucour'schen 
Kurven.     Klassifikation  derselben.     218.  Rektifikation,  Quadratur, 
Krümmung  und  natürliche  Gleichung.    Die  Kurven  von  Ribaucour 
als  spezielle  cykloidale  Hüllkurven.    Tautobaryden  und  Barytropen. 
219.  Eine  ähnliche  wie  die  in  217  bezeichnete  Aufgabe     .    .    .    .     521—530 
Kap.  15.    Die  Spirale  von  l^orwicli  oder  Sturm  und  die  Kurven 
von  Euler.    220.  Bestimmung  der  durch  die  Gleichung  jR  =  qp  (^) 
in  ihren  Eigenschaften  charakterisierten  Kurve;    der   Spezialfall 
B  ==  Q.     221.  Andere  Lösung  des  allgemeinen  Problems;  ein  von 

Euler  betrachteter  Spezialfall 530—537 

Kap.  16.  Die  trigonometrischen  und  hypertrigonometrischen  Kur- 
ven.     223.    Gleichungen   und   Eigenschaften    der  sechs  trigono- 
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metrischen  Kurven.   223.  Über  einige  hyi3ertrigononietrische  Kurven, 

insbesondere  die  Lemniskatrix .     538 — 541 

Kap.  17,  Die  logarithmisclie  Kurve,  die  hyper^eometriselie  Kurve 
und  die  Kurve  von  Wallis.  224.  Historische  Bemerkungen; 
Gleichung  und  Eigenschaften  der  logarithmischen  oder  Exponen- 
tialkurve.    225.  Den  logarithmischen  analoge  Kurven 542 — 550 

Kap.  18.  Die  aufserordentliclien  Kurven.  226.  Yorbemerkungen. 
I.  Die  Kurve  von  Weierstrafs.  IL  Die  Kurve  H  von  Boltzmann. 
III.  Eine  Kurve,  die  eine  ganze  Fläche  ausfüllt.  IV.  Die  polygo- 
nalen Linien 550 — 552 

Kap.  19.  Die  Kurve  W  von  Klein  und  Lie.  227.  Definition  und 
Grleichung  der  Kurve  LT,  ihre  Eigenschaften.  228.  Die  logarith- 
mische Spirale  und  die  trianguläre  Potenzialkurve   als   spezielle 

Kurven  W.     Die  poly tropischen  Kurven 552 — 559 

Kap.  20.  Die  Linien  von  Mercator  und  Sumner,  229.  Formeln 
für  die  Mercatorprojektion.  Linien,  welche  in  der  Ebene  den 
ebenen  Schnitten  der  Kugel  entsprechen.  Die  drei  Typen  der 
Linien  von  Mercator   und  Sumner.     Natürliche  Gleichung    derer 

vom  dritten  Typus 559—562 

Kap.  21.  Die  Traktrixkurven.  230.  Allgemeines  über  physikalisch- 
mathematische Kurven.  Eine  Aufgabe  von  Perrault  und  die  sie 
lösende  Kurve:  die  Traktrix.  Die  verlängerten  und  verkürzten 
Traktrixkurven.  Analytische  Darstellung  der  gemeinen  Traktrix. 
Tangente,  Quadratur,  Kubatur,  Rektifikation,  Krümmungsradius 
und  natürliche  Gleichung.  231.  Verallgemeinerung  der  Traktrix: 
a)  die  Pseudotraktrices ;  b)  die  Syntraktrices ;  c)  die  Traktrices 
mit  beliebiger  Basis  und  die  Äquitangentialkurven.  232.  Die 
Traktrices  mit  Kreis   als  Basis   und  deren  Evolventen.     233.  Die 

„Traktrix  complicata"  und  deren  Eigenschaften 562 — 574 

Kap.  22.  Die  Kettenlinien.  234.  Problem  der  Seilkurven.  Die 
Kettenlinie,  Gleichung  und  Eigenschaften;  ihre  Evolute.  Das 
Problem  der  Segelkurve  und  andere  durch  die  Kettenlinie  gelöste 
Fragen.  235.  Yerallgemeinerungen  der  Kettenlinie:  a)  die  Pseudo- 
kettenlinien ;  b)  die  Gewölbelinien,  insbesondere  die  Kettenlinie 
mit  zwei  Nasen.  Bemerkungen  über  die  Klinoiden.  236.  Die 
Kettenlinie  von  gleichem  Widerstände.  Yerallgemeinerung  .  .  .  574—582 
Kap.  23.  Die  ebene  Elastizitätskurve  (Muldenkurve) ,  die  para- 
centrische  Isochrone  und  die  Meridiankurve  des  Körpers  vom 
geringsten  Widerstände.  237.  Problem  der  elastischen  Kurve; 
charakteristische  Eigenschaften  und  Gleichung  der  resultierenden 
Kurve.  238.  Die  paracentrische  Isochrone ;  ihre  parametrische  Dar- 
stellung.    Die  Kurve,  die  den  Körper  von  geringstem  Widerstand 

erzeugt 582—586 

Kap.  24.  Die  Herpolhodie,  insbesondere  die  Poinsot'sche  Spirale. 
239.  Bemerkung  über  einige  mechanische  Untersuchungen  von 
Poinsot.  Die  Differenzialgleichung  der  Herpolhodie;  vollständige 
Integration    derselben    in    einem    Spezialfälle:    Die    Poinsot'sche 

Spirale 586—558 

Kap.  25.  Andere  physikalisch -mathematische  Kurven.  240.  Die 
elektromagnetische  Kurve  von  Em.  Weyr  und  die  magnetischen 
Kurven.  241.  Eine  von  H.  Schubert  untersuchte  Kurve  und  einige 
Linien,    auf   welche    die   mathematische   Theorie    der   Evolution 

führt 589—591 
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VIL  Abschnitt. 

Abgeleitete  Kurven. 

Kap.  1.  Die  Methode  der  Koordinatenverwandlung^,  242.  Vorbe- 
merkungen. Die  abgeleiteten  positiven  oder  negativen  Kurven. 
Entsprechende  Probleme.  Die  Dualisierung.  243.  Methode  von 
Varignon;  Anvi^endungen.  244.  Ähnliche  Methode  von  Peters  und 
Krause;  Anwendungen:  die  Antiloga.  Die  Mannheim'sche  Kurve. 
245.  Eine  v^eitere  verwandte  Methode;  Anwendungen.  246.  Fort- 
setzung: die  Kurven,  deren  Bogen  proportional  einer  Potenz  der 
Abscisse  ist.  247.  Einige  Fragen,  bei  denen  die  obigen  Kurven 
auftreten   (barocentrische  Kurven).     248.   Die  Bildkurven  anderer 

Kurven 592—607 

Kap,  2.  Die  YerfolgungskurTen,  249.  Das  allgemeine  Problem 
der  Yerfolgungskurven.  YoUständige  Lösung  desselben,  im  Falle 
die  Grundkurve  eine  Gerade  ist.  Hinweis  auf  den  Fall,  dafs  sie 
ein  Kreis  ist,  250.  Ein  geometrisches  Problem,  das  von  der  Yer- 
folgungskurve  der  Geraden  gelöst  wird.     Einige  auf  diese  Kurve 

bezügliche  Formeln 607 — 614 

Kap.  3.  Evoluten  und  Evolyenten.  251.  Definitionen.  Plücker'sche 
Charakteristiken  der  Evolute  einer  algebraischen  Kurve.  Methode, 
um  die  natürliche  Gleichung  der  Evoluten  und  Evolventen  einer 
in  ähnlicher  Weise  dargestellten  Kurve  zu  erhalten.  Anwendung 
auf  die  Untersuchung  der  successiven  Evolventen  des  Kreises  oder 
des  Punktes.  251.  Anwendung  der  „magischen''  Gleichung  der 
Geraden  auf  das  Studium  der  Evoluten  und  Evolventen.  252,  Unter- 
suchung derjenigen  Kurven,  die  ihrer  Evolute  von  bestimmter 
Ordnung  ähnlich  sind.  253.  Hinweise  auf  andere  Fragen  und 
andere  Kurven,  die  mit  der  Theorie  der  Evoluten  zusammen- 
hängen  614 — 626 

Kap.  4.  Yerallgemeinerun^  der  Evoluten  und  Evolventen.  255.  All- 
gemeines über  die  verschiedenen  Yerallgemeinerungen  des  Be- 
griffes Evolute  und  Evolvente.  I.  Die  Developpoiden ;  Sätze  hierüber. 
256.  Anwendung  der  „magischen''  Gleichung  der  Geraden  auf  die 
Untersuchung  der  Developpoiden.  Satz  von  Laueret  und  Formel 
von  Habich;  Folgerungen  und  Anwendungen.  257.  Andere  Art  der 
Behandlung  der  Theorie  der  Developpoiden.  258.  IL  Die  unvoll- 
kommenen Evolventen  einer  beliebigen  Kurve,  insbesondere  die 
verlängerten  und  verkürzten  Evolventen  des  Kreises.  259.  III.  Die 
elliptischen  Evoluten  und  Evolventen.     260.  lY.  Die  Halphenschen 

Evoluten;  die  Tangentielle  einer  gegebenen  Kurve 626 — 643 

Kap.  5o  Die  Parallelkurven.  261.  Parallel-  oder  äquidistante  Kur- 
ven; ihre  analytische  Darstellung  und  Eigenschaften.  Plücker- 
sche  Charakteristiken  der  Parallelkurve  einer  algebraischen  Kurve. 
Sätze  von  Grelle  über  die  Quadratur  und  Rektifikation  der 
Parallelkurven.  Natürliche  Gleichung  eines  Systems  von  Parallel- 
kurven. 262.  Die  Parallelkurven  eines  Kegelschnittes,  insbeson- 
dere die  Toroide.  263.  Die  Parallelkurven  der  Epicykloiden,  ins- 
besondere die  der  regulären  Astroide,  die  Parastroiden 643—651 

Kax).  (>.  Die  Radialen.  264.  Definition.  Die  Plücker'schen  Zahlen 
für  die  Radiale  einer  algebraischen  Kurve.  265.  Methode,  um  aus 
der  natürlichen  Gleichung  einer  Kurve  die  Polargleichung  der 
Radialen  abzuleiten.    Beispiele.     266.  Die  Antiradialen 652—661 


Inhalt.  XXI 

Seite 

Kap.  7.  Die  Brennlinien.  267.  Definitionen  und  historisclie  Be- 
merkungen. Satz  über  die  L'änge  des  reflektierten  Strahles-,  Hülfs- 
satz  und  Anwendungen.  Die  Brennlinie  eines  Kreises  für  parallele 
Strahlen,  einer  Parabel  für  Strahlen  senkrecht  zur  Axe,  einer 
Cykloide  für  Strahlen  senkrecht  zur  Basis,  sowie  einer  logarithm. 
Kurve.  268.  Yerallgemeinerung  des  Vorhergehenden.  Lehrsätze 
über  die  Rektifikation  der  Brennlinien.  Satz  von  Grergonne;  die 
antikaustischen  Linien.  Hinweise  auf  andere  Untersuchungen 
über  Brennlinien.     269.  Eine  Yerallgemeinerung  der  Brennlinien: 

die  Kaustikoiden 662—672 

Kap,  8,  Fufspunktkiirven,  Gegenf uf spunktkurven ,  Podoiden. 
270.  Definition  der  Fufspunktkurven  und  der  Gegenfufspunkt- 
kurven.  Successive  Fufspunktkurven;  Beispiele.  271.  Beziehun- 
gen zwischen  den  Flächen  der  Fufspunkt-  und  Gegenfufspunkt- 
kurven  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  eine  geschlossene  Kurve. 
Sätze  von  Steiner  über  die  Flächen  der  Fufspunktkurven. 
272.  Andere  Sätze  über  die  Fufspunktkurven.  273.  Negative 
Fufspunktkurven;  ihre  Eigenschaften.  274.  Podoiden  und  Inver- 
sionskurven          672 — 686 

Kap.  9.  Die  isoptischen  und  orthoptischen  Kurven.  275.  Defini- 
tionen, Gleichung,  historische  Bemerkungen.  Verallgemeinerung  686 — 689 
Kap.  10.  Differenzial-  und  Integralkurven  |  ähnliche  Ableitungs- 
gesetze. 276.  Die  Differenzialkurven  nach  Kästner.  Anwendung 
auf  die  Cykloide.  277.  Integralkurven,  ihre  Eigenschaften;  Kon- 
struktion des  Krümmungsmittelpunktes.  278.  Andere  Ableitungs- 
gesetze.  I.  Die  Differenzialkurven  nach  Hochheim.  Beispiele. 
279.  IL  Abgeleitete  Kurven;  Definitionen  und  Eigenschaften; 
Anwendung  auf  die  Kegelschnitte.  280.  III.  Tangentenkurve  und 
Normalkurve;  Anwendung  auf  die  Parabel.  281.  lY.  Pseudo- 
Newton'sche  und  Roberval'sche  Transformation.  282.  V.  Die 
Tangentialkurven ;  Fall  der  Kegelschnitte.    YI.  Ein  von  d'Ocagne 

herrührendes  Ableitungsgesetz 689 — 705 

Kap.  11.    Die  G-egenkurven.     283.  Definitionen.    Eine  Transformation 

von  de  Jonquieres  und  ihre  successiven  Potenzen,  bezügl.  Formeln  706 — 709 
Kap.  12.  Die  von  einer  Kurvengruppe  abgeleiteten  Kurven. 
284.  I.  Die  hyperarithmetischen  und  hyperharmonischen  Kurven, 
n.  Andere  analoge  Kurven.  III.  Die  Äquidistanten.  IV.  Mittel- 
faserkurven oder  „Fibre  moyenne".  Y.  Die  Axoiden.  VI.  Die 
Resultantenkurven.     VII.  Die  Sektorien 709—713 

Note  I.     Note  II 714—716 

Nachwort.    Eückblick  über  die  historische  Entwickelung  der  Theorie 

der  ebenen  Kurven.     Die  panalgebraischen  Kurven 717 — 730 

Berichtigungen  und  Zusätze .  731 — 733 

Namen-Register 734—738 

Sach-Register 739—743 

Nachweis  für  die  Tafeln 743—744 


I.  Abschnitt. 

Ebene  und  körperliclie  Örter. 

Erstes  Kapitel. 
Die  Gerade. 

1.  Während;  wie  wir  sehen  werden,  es  möglicTi  ist,  anzugeben, 
wer  zuerst  den  gröfsten  Teil  derjenigen  Linien,  die  heute  zum  Erb- 
teile der  Greometrie  gehören,  erdachte,  definierte  und  untersuchte, 
mufs  das  historische  Problem,  anzugeben,  wer  sich  zuerst  mit  der 
einfachsten  Yon  ihnen,  der  Geraden  beschäftigt  hat,  als  unlöslich 
bezeichnet  werdgn.  Giebt  es  doch  so  zahlreiche  und  auffallende  Natur- 
erscheinungen, bei  denen  diese  Linie  auftritt  (wir  erinnern  nur  an  den 
freien  Fall,  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem  homogenen  Me- 
dium) dafs,  um  auch  nur  ungefähr  ihr  erstes  Auftreten  anzugeben, 
man  nicht  nur  auf  einen  Zeitlauf  yon  Tausenden  von  Jahren  zurück- 
greifen, sondern  auch  auf  das  Gebiet  der  Zoologie  übergehen  müfste, 
da  alle  Umstände  zu  der  Ansicht  führen,  dafs  auch  den  intelligenteren 
Tieren  die  hervorstechendsten  Eigenschaften  der  geraden  Linie  nicht 
entgangen  sein  können.  Weil  somit  der  Uranfang  der  Geraden  wohl 
ewig  verborgen  bleiben  wird,  so  müssen  wir  uns  darauf  beschränken, 
das  Auftreten  dieser  Linie  in  den  ältesten  noch  erhaltenen  mathe- 
matischen Werken  anzugeben. 

2#  Jeder  hat  eine  mehr  oder  weniger  bestimmte  Vorstellung  von 
der  geraden  Linie,  aber  eine  mathematische  Definition  dieses  Gebildes, 
die  alles  anführt,  was  streng  nötig  ist,  und  nichts,  was  überflüssig, 
ist  ein  so  schwieriges  Problem,  dafs  trotz  der  Anstrengungen  vieler 
tüchtiger  Kräfte  eine  annehmbare  Lösung  desselben  nach  allgemeiner 
Übereinstimmung  noch  aussteht.  In  der  That  dürfte  dieses  Problem 
schon  dem  Pythagoras  sich  aufgedrängt  haben,  als  er  auf  die  Not- 
wendigkeit, klare  Definitionen  für  die  Fundamente  eines  jeden  wissen- 
schaftlichen Systems,  das  auf  diesen  Namen  Anspruch  machen  könnte, 
aufzustellen  aufmerksam  machte.  Jedoch  die  Notwendigkeit  einer 
Lösung  desselben  wird  offenkundig  geworden  sein,  als  durch  Aristoteles 
die  deduktive  Logik  jene  bestimmte  Gestalt  erhalten  hatte,  in  der  sie 
eine  lange  Reihe  von  Jahrhunderten  sich  erhalten  sollte. 

Loria,   Ebene  Kurven.  1 


2  I.  Abschnitt:  Ebene  und  körperlicbe  Örter. 

Die  Definitionen^  die  mutmafslicli  die  ersten  Bearbeiter  der  Geo- 
metrie angaben  —  Hippokrates  ans  Chios^  Leon^  Teydins  von 
Magnesia  —  sind  nicht  anf  uns  gekommen^  am  allerwenigsten  mit 
ihrer  Fabrikmarke.  Was  nun  diejenige  angeht,  die  Euklides  vor- 
schlägt oder  annimmt,  so  kann  diese  keineswegs  als  genügend  oder 
brauchbar  bezeichnet  werden^).  Dieselbe  lautet  bekanntlich  folgender- 
mafsen:  ,,Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  die  in  gleicher  Weise  in 
Bezug  auf  alle  ihre  Punkte  liegt^^^).  Wie  könnte  wohl  jemals  einer, 
der  noch  keine  Kenntnis  von  der  geraden  Linie  hat,  sich  aus  diesen 
Worten  einen  Begriff  davon  machen,  und  welcher  Mathematiker  könnte 
darauf  ein  festes  Gebäude  errichten?  — 

Diese  Un Vollkommenheit  hat  der  berühmte  Alexandriner  zweifellos 
bemerkt,  indem  er  die  Notwendigkeit  erkannte,  jene  Definition  zu  er- 
gänzen, dadurch,  dafs  er  unter  den  „allgemeinen  Bemerkungen^^,  die 
im  Anfange  des  ersten  Buches  der  Elemente  enthalten  sind,  den  Satz 
aufstellte:  „Zwei  Geraden  können  keinen  Raum  einschliefsen^^-  derselbe 
besagt  mit  anderen  Worten:  „Zwischen  zwei  Punkten  giebt  es  nur 
eine  einzige  Gerade/^  Bekannt  und  einleuchtend  ist  die  ungemeine 
Wichtigkeit  dieses  Zusatzes,  der  in  geeigneter  Weise  mit  dem  dualen 
Satze  kombiniert  gestattet,  zu  den  höchsten  Gipfeln ,_  der  projektiven 
Geometrie  zu  gelangen. 

Nichtsdestoweniger    kann    die    Arbeit    des   Euklides    in    diesem 
Punkte   nicht    als   vollkommen   erachtet  werden,    und    es   würde    von 
hohem  Interesse  sein,  zu  wissen,  ob  und  in  welchem  Sinne  Apollo n ins 
von  Pergae  diese  modifiziert   hat  in  der  Überarbeitung,   der  er  die 
von  seinem  Vorgänger  verfafsten  „Elemente^^  im  „Museum  zu  Alexan- 
dria" unterwarf;  leider  fehlen  jedoch  hierüber  die  Angaben.  —  Einem 
anderen  bedeutenden  Geometer  des  goldenen  Zeitalters  der  griechischen 
Mathematik  glaubt  man  (dem  schlechten  Beispiele   des  Pro  eins  fol- 
gend, der  zuerst   fälschlich  den  Satz    des   Archimedes   als   eine  De- 
finition ausgab)   eine  neue  Definition    der  Geraden  zuschreiben   zu 
müssen,  nämlich  dem  Archimedes;   aber  der  Satz:  „Die  Gerade  be- 
zeichnet den  kürzesten  Weg  zwischen  zwei  Punkten",  der  von  ihm  im 
ersten   seiner   berühmten   Bücher    über   die  Kugel   und   den   Cylinder 
ausgesprochen  wird,  gehört  unter  die  Axiome  oder  wenn   man  will 
Postulate.  —  Wie  könnte  man  übrigens    zugeben,   dafs   einem  solch 
berühmten  Geometer  es  entgangen  sein  sollte,  dafs,  so  lange  die  Ent- 
fernung noch  nicht  unabhängig  vom  Begriffe  der  Geraden  definiert  ist, 
diese   angebliche   Definition   sich   in  einem  Circulus  vitiosus  bewegt? 
Von   anderen  Versuchen,   die  von   den  Alten  gemacht  sind,   die 

1)  „Haec  definitio",  bemerkt  mit  Recht  Leibniz,  „nullius  momenti  est, 
neque  uspiam  ab  Euclide  in  demonstrando  adliibetur,  neque  satis  intellegitur. 
Leihnizens  mathematische  Schriften  herausg.  v. Gerhardt,  Bd.  Y.  Halle  1858.  S.  185, 

2)  Elemente y  Buch  I,  Definition  4. 
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Gerade  zu  definieren^  sind  keine  Nachrichten  auf  uns  gekommen.  Die 
Versuche^  die  zu  demselben  Zwecke  Yom  Mittelalter  an  gemacht  sind^ 
zu  beschreiben^  wäre  dasselbe,  als  wollte  man  alle  die  Wandlungen, 
welche  die  elementare  Greometrie  mitgemacht  hat,  darstellen;  dies 
Thema  „würdig  der  Dichtung  und  Geschichte^^  überschreitet  jedoch 
die  dieser  Schrift  gesteckten  Grenzen.  Wir  beschränken  uns  somit 
darauf  zu  bemerken,  wie  heute  an  Stelle  des  alten  Verfahrens,  die 
Gerade  mit  wenigen  Worten  zu  definieren  —  was  notwendigerweise 
dem  Zwecke  nicht  genügen  kann  —  man  das  andere  gesetzt  hat, 
jedesmal  die  Grundeigenschaften  anzuführen,  die  man  dem  geometri- 
schen Gebilde  zuerteilt,  das  man  „gerade  Linie^^  nennt.  Wenn  man  in 
dieser  Weise  vorgeht,  kommt  man  allerdings  auf  eine  sehr  grofse 
Schwierigkeit,  nämlich  anzugeben,  welches  die  geringste  Zahl  von 
Eigenschaften  der  Geraden  sei,  die  man  notwendig  in  die  Definition 
einschliefsen  mufs,  um  daraus  mit  Folgeschlüssen  alle  übrigen  abzu- 
leiten. Es  ist  dies  eine  Schwierigkeit,  die  man  noch  nicht  als  end- 
gültig überwunden  bezeichnen  kann,  und  diese  zu  überwinden  bemüht 
man  sich  thatsächlich,  indem  man  mit  Vorliebe  die  Methoden  der 
mathematischen  Logik  als  die  geeignetsten  anwendet. 

3.  Die  Gerade  bildet  nicht  nur  einen  wichtigen  Bestandteil  der 
Geometrie  der  Lage,  sondern  auch  ebensosehr  der  des  Mafses,  da  man 
jeglichen  Bogen  einer  Kurve  mit  einer  geradlinigen  Strecke  zu  ver- 
gleichen pflegt,  und  daher  ist  die  Strecke  der  Kern  unseres  ganzen 
Mafs-Systems  für  Flächen  und  Volumina.  —  Zwei  Punkte  durch  eine 
Gerade  zu  verbinden  und  eine  Strecke  nach  beiden  Seiten  zu  verlängern 
sind  Operationen,  die  (nach  den  Vorschlägen  des  Euklid)  dem  Geometer 
zugestanden  werden;  beide  werden  praktisch  vermittelst  eines  Instru- 
mentes —  des  Lineals  —  ausgeführt,  und  der  Inbegriff  der  Aufgaben, 
die  mittelst  desselben  gelöst  werden  können,  bildet  einen  besonderen 
Zweig  der  Geometrie,  der  im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  viel 
kultiviert  wurde,  besonders  in  Frankreich,  wo  er  mit  dem  besonderen 
Namen  Geometrie  de  la  regle  bezeichnet  wurde.  Es  soll  bemerkt  werden, 
dafs,  wenn  in  der  Ebene  ein  Kreis  gezeichnet  vorliegt,  man  mit  alleiniger 
Hilfe  des  Lineals  alle  Aufgaben  zweiten  Grades  lösen  kann.  Es  ist  dies 
eine  Bemerkung  von  Poncelet^),  welche  Steiner  meisterhaft  entwickelt 
hat^).  Liegt  dagegen  eine  Kurve  dritter  Ordnung  gezeichnet  vor,  so 
kann  man  in  ähnlicher  Weise  alle  Probleme  dritten  und  vierten  Grades 
lösen  ^).  Wahrscheinlich  trifft  Analoges  zu  für  Probleme  höherer  Grade. 


1)  Tratte  des  ])ro'prietes  projectives  des  figures  (Paris  1822)  Nr.  351 — 357. 

2)  Die  geometrischen  Constructionen,  ausgeführt  7nittelst  der  gerädert  Linie 
und  eines  festen  Kreises.     (Berlin  1833.) 

3)  London,  Die  geometrischen  Constructionen  dritter  und  vierter  Ordnung 
ausgeführt  mittels  der  geraden  Linie  und  einer  festen  Kurve  dritter  Ordnung 
(Zeitschrift  f.  Math.  XLI,  1896). 

1* 
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Von  der  Geraden  nimmt  anfser  dem  Lineal  noch  ein  anderes  sehr 
gebräuchliches  Instrument  seinen  Ursprung:  das  Winkelscheit.  Alle 
praktisch  mit  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  und  Winkelscheits 
ausführbaren  Konstruktionen  werden  neuerdings  einem  neuen  Zweige 
der  Geometrie  zugewiesen,  welchem  G.  de  Longchamps  eine  be- 
sondere Arbeit  widmete:  Essai  sur  la  geometrie  de  la  regle  et  de 
Vequerre  (Paris,  1890),  die  wir  im  Folgenden  gelegentlich  mehrmals 
zitieren  werden^).  Im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  wuchs  die 
Wichtigkeit  der  Geraden  gewaltig,  als  man  nach  Entdeckung  des  Prin- 
zips der  Dualität  bemerkte,  dafs  sie  im  Stande  sei,  als  erzeugendes 
Element  aller  ebenen  Figuren  zu  fungieren.  Was  soll  man  noch 
sagen  Yon  der  Wichtigkeit,  die  sie  erhielt,  als  um  das  Jahr  1865 
Plücker  sie  als  das  Element  des  dreidimensionalen  Raumes  betrachtete 
und  darauf  eine  Neue  Geometrie  des  Baumes  gründete? 

Alle  Geraden  des  Raumes  —  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene 
mit  einbegriffen  —  sind  unter  sich  identisch,  lassen  daher,  an  und  für 
sich  betrachtet,  keine  Einteilung  in  Kategorieen  zu.  Dennoch  trifft 
man  in  bestimmten  Theorieen  auf  besondere,  bemerkenswerte  Geraden, 
denen  man  einen  speziellen  Namen  gegeben  hat.  So  in  der  Theorie 
der  Kegelschnitte  die  Pascalsche,  Steinersche,  Plückersche  Gerade  u.  s.  w., 
in  der  modernen  Geometrie  des  Dreiecks  die  Eulersche,  Simsonsche, 
Wallacesche  Gerade  u.  s.  w.;  bei  Unterscheidungen  dieser  Art  wollen 
wir  uns  aber  nicht  aufhalten,  weder  jetzt  noch  bei  künftiger  ähn- 
licher Gelegenheit. 


Zweites  Kapitel. 

Der  Kreis. 

4.  Nicht  weniger  schwierig,  als  den  Ursprung  des  Begriffes  der 
Geraden  anzugeben,  ist  die  Beurteilung,  wem  die  Entdeckung  des 
Kreises  zukommt,  weil  mit  dem  Begriffe  der  Entfernung  sich  alsbald 
derjenige  der  Gesamtheit  der  Punkte,  die  Yon  einem  festen  Punkte 
gleichen  Abstand  haben,  aufdrängt.  Anderseits  verlangt  —  um  eine 
Thatsache  anzuführen,  die  frei  von  irgend  einer  hypothetischen  Bei- 
gabe ist  —  die  Konstruktion  der  ältesten  vorhandenen  Bauwerke 
durchaus  den  Gebrauch  des  Zirkels;  ferner  bringen  diese  auf  ihren 
Wänden  Figuren  gezeichnet,  welche  die  Anwendung  dieses  Instru- 
mentes und  die  einfachsten  geometrischen  Kenntnisse,  auf  welche  sie 
sich  gründet,  voraussetzen.  —  Gehen  wir  von  dieser  ziemlich  unbe- 
stimmten allgemeinen  Bemerkung  zu  bestimmten   Nachrichten    über, 

1)  Ein  drittes  ähnHches  Instrument  ist  das  Lineal  mit  zwei  Parallel- 
Schienen  auf  dessen  nützliche  Anwendung  in  jüngster  Zeit  hingewiesen  wurde. 
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SO  können  wir  anführen,  dafs  in  dem  berühmten  Mathematischen 
Handbuch,  das  in  Ägypten  nicht  weniger  als  17  oder  vielleicht  20 
Jahrhunderte  yor  Chr.  verfafst  wurde  ^)7  man  schon  eine  Auflösung 
des  Problems  der  Quadratur  des  Kreises  liest,  die  zu  einem  genügend 
angenäherten  Werte  des  Verhältnisses  jt  des  Umfanges  zum  Durch- 
messer führt,  nämlich  jt  =  l-^\  ==  3,1064  —    Mit  demselben  Probleme 

beschäftigten  sich  die  Griechen,  nachdem  sie  aus  ihrer  Barbarei  kaum 
sich  erhoben  hatten  ^  das  beweisen  die  Lösungsversuche,  die  man  dem 
Hippokrates  von  Chios,  dem  Antiphon  und  Bryson  verdankt. 
Übrigens  wer  erinnert  sich  nicht  einer  Stelle  aus  den  Vögeln  des 
Aristophanes  ^),  in  welcher  der  berühmte  Astronom  Methon  zum  Spott 
dargestellt  wird,  wie  er  über  eine  Lösung  dieses  Problems  nachsinnt, 
und  wer  sähe  darin  nicht  eine  sichere  Bestätigung  der  grofsen  Be- 
rühmtheit, die  diese  Frage  schon  im  4.  Jahrhundert  v.  Chr.  erlangt  hat? 
5.  Dafs  man  den  Kreis  im  Altertume  auch  unabhängig  von  der 
Frage  nach  seinem  Inhalte  betrachtet  hat,  geht  daraus  hervor,  dafs 
man  einem  der  sieben  Weisen  Griechenlands  —  dem  Thaies  —  die 
Entdeckung  der  Eigenschaft  zuschreibt,  dafs  jeder  Kreis  und  seine 
Peripherie  durch  jeden  beliebigen  Durchmesser  in  zwei  gleiche  Teile 
geteilt  wird,  und  dem  Pythagoras  die  Beobachtung,  dafs  der  Kreis 
die  vollkommenste  Figur  der  Ebene  ist,  wie  die  Kugel  unter  den 
räumlichen  Gebilden^).  Dazu  kommt  noch,  dafs  in  einem  von 
Hippokrates  aus  Chios  herrührenden  Abrifs  der  Geometrie,  den  man 
für  das  älteste  übrig  gebliebene  Denkmal  griechischer  Geometrie  an- 
sieht, sich  nicht  wenige  teils  ausgesprochene,  teils  bewiesene  Sätze 
finden,  die  sich  auf  den  Kreis  und  seine  Teile  beziehen.  Diese  Sätze 
—  einige  derselben  beziehen  sich  auf  die  Möndchen  des  Hippokrates  — 
wurden  jedenfalls  den  ersten  Bearbeituiigen  der  Geometrie  beige- 
fügt und  zugleich  mit  anderen  in  den  Elementen  des  Euklides  ver- 
öffentlicht; das  dritte  Buch  derselben  behandelt  ausschliefslich  den 
Kreis,  das  vierte  hingegen  umfafst  die  regelmäfsigen  ein-  und  um- 
beschriebenen Vielecke  und  ein  Teil  des  zwölften  das  Verhältnis  der 
Flächen  zweier  Kreise.  Andere  Eigenschaften  des  Kreises  und  der 
Geraden  wurden  von  Apollonius  von  Pergae  zusammengefafst  und 
zwar  in  einem  leider  verloren  gegangenen  Werke  üher  die  ebenen 
Öfter]   in  demselben  Avird  diese  Linie   (ebenso  die  Gerade)  betrachtet 


1)  A.  Eisenlohr,  Ein  mathematisches  Handbuch  der  alten  Aegypter  (Papynts 
Bhind  des  British  Museum).    Leipzig;  1.  Aufl.  1877,  2.  Aufl.  1891. 

2)  Lebte  etwa  um  440  oder  380  v.  Chr. 

3)  Pythagoras  bewunderte  am  Kreise  und  an  der  Kugel  ohne  Zweifel  die 
vollendete  Regelmäfsigkeit  der  G-estalt;  Montucla  {Histoire  des  mathematigiies 
Bd.  I  2.  Aufl.  S.  113)  will  dagegen  in  den  Worten,  mit  denen  Diogenes  Laertius 
über  die  von  dem  Samischen  Philosophen  gemachte  Beobachtung  berichtet,  einen 
ersten  Hinweis  auf  die  Theorie  der  Isoperimeter  erkennen. 
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als  Ort  derjenigen  Punkte^  die  gewissen  gemeinsamen  Bedingungen 
genügen;  andere  ähnliche  Sätze  findet  man  bei  Durchsicht  der  be- 
wunderungswürdigen Mathematischen  Sammlung,  die  viel  später  von 
Pappus  von  Alexandria  geschrieben  wurde. 

Die  angedeutete  Zusammenfassung  des  Kreises  mit  der  Geraden 
tmter  dem  Begriffe  der  ^^ebenen  Örter^^^)  ist  nicht  der  einzige  Be- 
rührungspunkt^ den  die  Alten  zwischen  diesen  beiden  Linien  aufstellten. 
Es  ist  wohl  bekannt^  dafs  Euklides  aufser  den  beiden  in  Nr.  3  bezeich- 
neten ausführbaren  Operationen  dem  Geometer  auch  einräumte,  um 
einen  gegebenen  Mittelpunkt  mit  gegebenem  Radius  einen  Kreis  zu 
beschreiben  (Elemente,  Buch  I,  Postulat  3).  Folglich  betrachtete  man 
den  Gebrauch  des  Zirkels  ebenso  wie  den  des  Lineals  als  zulässig; 
auch  hielt  man  die  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  nur  dann  für  an- 
nehmbar, wenn  sie  mit  Hilfe  nur  dieser  beiden  Instrumente  ausgeführt 
werden  konnte.  Da  es  ferner  in  der  praktischen  Ausführung  leicht 
ist,  einen  Kreis  ganz  exakt  zu  zeichnen,  es  hingegen  sehr  schwer  ist, 
eine  Gerade  genau  zu  zeichnen,  so  hat  es  Geometer  gegeben,  die  es 
für  der  Mühe  wert  gehalten  haben,  ein  System  geometrischer  Kon- 
struktionen aufzustellen,  die  nur  die  alleinige  Anwendung  des  Zirkels 
erfordern;  so  entstand  „die  Geometrie  des  Zirkels^  die  in  Lorenzo 
Mascheroni^)  einen  hervorragenden  Bearbeiter  gefunden  hat. 

6.     Die  Leichtigkeit  des  Begriffes  und  der  Zeichnung  des  Kreises 
liefs   die  trügerische  Hoffnung  erstehen,    die  Länge  desselben,  sowie 
die  von   ihm  umschlossene  Fläche  messen  zu  können.     Auf  den  sehr 
alten  Ursprung  dieser  Frage,   die  sowohl  von  theoretischem  wie  von 
praktischem  Interesse  ist,  haben  wir  schon  vorhin  (Nr.  4)  hingewiesen. 
Wir  fügen  nunmehr  hinzu,  dafs  wir  die  ersten  wichtigen  Beiträge  zur 
Lösung   derselben  dem  Archimedes  verdanken,   der  nachwies,   dafs 
zwischen  ihnen  eine  so  enge  Beziehung  bestehe,  dafs,  wenn  man  eine 
dieser  Gröfsen  als  fest  wählt,   es  die  andere  auch  ist,  und  die  kind- 
liche Beweisführung  des  Antiphon  und  Bryson  in  eine  Methode  um- 
wandelte, mit  beliebig  grofser  Annäherung  den  Wert  des  Verhältnisses 
irgend   eines  Kreisumfanges    zu    seinem   Durchmesser   zu   berechnen. 
Andere  wichtige  Beobachtungen  über    denselben   Gegenstand  wurden 
von   dem  berühmten  niederländischen   Mathematiker  Huygens,  und 
ferner  von   dem   hervorragenden   deutschen    Geometer  Lambert  ge- 
macht.    Diesen  gelang  es,  die  Irrationalität  von  7t  nachzuweisen,  und 
dies    wiederum    veranlafste  Legendre    noch    tiefer    gehende   Unter- 
suchungen   anzustellen^);    diese    führten   ihn    zu  dem    Schlüsse,    dafs 
auch  7C^  irrational  ist.     Überdies   äufserte    der   letztere    Gelehrte    die 


1)  „Körperliche  Örter"  sind  hingegen  die  Kegelschnitte  und  „Lineare  Örter" 
alle  anderen  Linien. 

2)  La  geometria  del  compasso.    (Pavia  1797.) 

3)  Diese    zugleich   mit    den  vorhergehenden  der  obengenannten  Geometer 
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Vermutung:  ,^11  est  meme  probable  que  le  nombre  7t  n'est  pas  meine 
compris  dans  les  irrationelles  algebriques^  c'est-a-dire  qu'il  ne  peut 
pas  etre  la  racine  d'une  equation  algebrique  d'un  nombre  fini  de 
term.es  dont  les  coefficients  sont  rationeis".  Dafs  diese  Vermutung 
mit  der  Wahrheit,  sieb  decbt^  wurde  1882  von  P.  Lindemann  ge- 
zeigt ^)^  dem  das  bobe  und  unbestreitbare  Verdienst  zukommt^  end- 
lich eine  Frage  gelöst  zu  haben,  die  Ströme  von  Tinte  hat  fliefsen 
lassen,  die  zu  langen  und  lebhaften  Polemiken  Veranlassung  geboten 
und  zum  Umsturz  von  Ansichten  geführt  hat,  die  man  ganz  ge- 
festigt glaubte.  Der  Lindemannsche  Satz  gestattet  ferner  auch  ohne 
vorherige  Prüfung  jegliche  Quadratur  oder  Eektifikation  des  Kreises, 
die  durch  eine  algebraische  Kurve  ausgeführt  wird,  speziell  solche 
mit  Lineal  und  Zirkel  ausgeführte,  als  falsch  zu  erweisen. 

7.  Die  leichte  Definition  des  Kreises,  die  in  so  scharfem  Kon- 
traste mit  der  schwierigen  Definition  der  Geraden  steht  (vgl.  2),  liefs 
die  Hoflfnung  entstehen,  die  Gerade  entstehen  zu  lassen,  indem  man 
vom  Kreise  ausging.  Es  ist  dies  eine  geniale  Idee,  deren  Keime  sich 
schon  im  Anhange  eines  Briefes  finden,  den  Leibniz  am  8.  Sept.  1679 
an  Huygens  richtete^).  Eben  diese  Idee  wurde  viel  später  von 
Johann  Bolyai  entwickelt,  der  daraus  das  Fundament  jenes  geo- 
metrischen Systems  bildete,  welches  seinen  Namen  ruhmbekränzt  der 
fernsten  Nachwelt  überliefern  wird. 

Vergeblich  wäre  der  Versuch  alle  Untersuchungen  der  reinen 
und  angewandten  Mathematik  aufzuzählen,  in  denen  der  Kreis  eine 
Rolle  spielt^),  oder  ein  möglichst  vollkommenes  Verzeichnis  der  an 
ihm  beobachteten  Eigenschaften  aufzustellen.  Nur  eine  deskriptive  und 
eine  Mafseigenschaft  wollen  wir  hervorheben:  erstere  besteht  darin, 
dafs  alle  Kreise  der  Ebene  durch  die  beiden  unendlich  entfernten 
imaginären  Kreispunkte  (oder  die  cyklischen  Punkte)  der  Ebene  gehen; 
letztere  darin,  dafs  die  Kreislinie  von  allen  Linien,  welche  eine  gleich- 
grofse  Fläche  umschliefsen,  die  kleinste  ist.  Wir  schliefsen  dieses 
Kapitel  mit  der  Bemerkung,  dafs  man  neuerdings  die  Möglichkeit 
entdeckt  hat,  den  Kreis  als  Element  des  Raumes  zu  benutzen,  und 
so  hat  man  eine  „Geometrie  des  Kreis-Raumes^^  aufgestellt,  die  ge- 
wissermafsen  ein  Analogon  ist  zu  der  von  Plücker  auf  die  Betrach- 
tung der  Geraden  gegründeten. 


finden  sich  zu  dem  interessanten  Werkchen  von  F.Rudio,  Arcliimedes,  Huygens^ 
Lambert,  Legenäre,  Vier  Abhandlungen  über  die  Kreismessung  (Leipzig  1892). 

1)  Vgl.  F.  Klein,  Vorträge  über  ausgeioählte  Fragen  der  Elementarmathe- 
matih  (LeiJ)zig  1895). 

2)  Leibniz,  herausg.  v.  Gerhardt,  B.  II  (Berlin  1850)  S.  20—25. 

3)  Poppe,  Ausfuhrliche  Geschichte  der  Anwendung  aller  Icrummen  Linien 
in  mechanischen  Künsten  und  in  der  Architelitur ,  seit  den  ältesten  Zeiten  bis  zu 
Anfang  des  19.  Jahrhunderts  (Nürnberg  1802)  S.  1—98  und  130—194. 
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Drittes  Kapitel. 

Die  Kegelschnitte. 

8.  Die  Entdeckung  der  Kegelsclinitte  wird  von  Proklus  dem 
Menächmus  zugeschrieben,  einem  ScMler  des  Eudoxus  von  Kni- 
dos und  vielleicM  Mathematiblelirer  Alexanders  von  Makedonien, 
Daher  rührt  die  in  einem  antiken  Werke  vorkommende  Bezeichnung 
„Triade  des  Menächmus",  in  dem  Sinne  „ebene  Schnitte  eines  geraden 
Kreiskegels".  Von  der  Parabel  und  Hyperbel  kannte  Menächmus  die 
Fundamentaleigenschaft,  die  man  in  kartesischen  Koordinaten  durch 
die  Gleichungen  ausdrückt 

y'i  ^^^  2px      und       xy  ===  Ic^^ 

und  wufste  diese  in  geschickter  Weise  auf  zwei  verschiedenen  und 
zugleich  einfachen  und  eleganten  Wegen  zur  Lösung  des  Problems 
von  der  Würfelverdoppelung  (Delisches  Problem)  zu  benutzen.  Es 
wäre  jedoch  eine  durch  nichts  gerechtfertigte  Kühnheit,  zu  be- 
haupten, dafs  Menächmus  auch  die  charakteristischen  Eigenschaften 
der  Asymptoten  gekannt  hätte.  Behauptet  wird  ferner,  dafs  er  schon 
die  drei  Hauptformen,  die  ein  Kegelschnitt  darbieten  kann,  erhalten 
habe,  indem  er  einen  geraden  Kegel  mit  einer  Ebene  senkrecht  zu 
einer  Erzeugenden  schnitt;  demnach  hat  die  Kurve  keinen,  einen  oder 
zwei  Punkte  im  Unendlichen,  je  nachdem  die  Öffnung  des  Kegels 
kleiner,  gleich  oder  gröfser  als  ein  rechter  Winkel  ist.  In  welcher 
Weise  er  jedoch  die  Zeichnung  der  Kegelschnitte  ausgeführt  hat,  die 
doch  unumgänglich  notwendig  war,  um  die  von  ihm  erdachte  Lösung 
des  Delischen  Problems  wirklich  auszuführen^),  ist  eine  ungelöste 
Frage,  und  auch  heute  unlösbar,  da  von  den  Werken  des  Menächmus 
keine  Spur  erhalten  ist. 

Dasselbe  Los  traf  die  Schriften  Aristaeus  des  Alteren,  eines 
nur  ungenügend  bekannten  Geometers,  der  fünf  Bücher  über  hörper- 
liehe  Orter  und  vielleicht  ebensoviele  Über  die  Schnitte  des  Kegels 
schrieb,  und  dem  man  die  KTamen  zuschreibt  „Schnitte  des  spitzwink- 
ligen", „Schnitte  des  rechtwinkligen"  und  „Schnitte  des  stumpfwink- 
ligen Kegels",  um  diejenigen  Kurven  zu  bezeichnen,  die  wir  heutö 
nach  Apollonius  bezüglich  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel  nennen. 
Wenn    das    Gerücht   wahr   ist,    so    würde   aus    diesen   Schriften    des 


1)  Diese  mit  Rücksicht  auf  die  zahllosen  Anwendungen  der  Kurve  2.  Ordn. 
praktisch  höchst  interessante  Frage  (vgl.  Poppe  a.  0.  S.  99 — 110  und  194—209) 
hat  im  Laufe  der  Zeit  viele  Lösungen  gefunden,  die  Braunmühl  in  der 
lesenswerten  Arbeit  aufzählt:  Historische  Studie  über  die  organische  Erzeugung 
ebener  Kttrven  von  den  ältesten  Zeiten  tis  zum  Ende  des  18.  Jahrhunderts  (Katalog 
mathem.  u.  math. -physikalischer  Modelle.    München  1892). 
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Aristäus  Euklid  bei  der  Abfassung  einer  eigenen  Bearbeitung  der  hier 
behandelten  Kurven  in  reicblicbem  Mafse  geschöpft  haben.  Sie  sind 
verloren  gegangen  und  waren  es  auch  schon  vom  6.  Jahrhundert 
unserer  Zeitrechnung  an^  und  es  ist  sogar  zweifelhaft,  ob  sie  zu  Zeiten 
des  Papp  US  noch  vorhanden  waren-  jedenfalls  aber  bringen  uns  ver- 
schiedene Umstände  zu  dem  Glauben,  dafs  der  bedeutende  Alexan- 
driner jeden  Kegelschnitt  für  sich  betrachtet  hat,  indem  er  ihn  ver- 
mittelst jener  Eigenschaft  charakterisierte,  die  wir  durch  die  bekannte 
kartesische  Gleichung  ausdrücken 

dafs  er  übrigens  die  Asymptoten  derselben  kannte  und  die  Anwendung 
auf  das  Delische  Problem,  und  dafs  er  zum  wenigsten  Forschungen 
über  die  Ähnlichkeit  der  Kegelschnitte  und  ihrer  Segmente  anzustellen 
begonnen  hat.  —  Man  hat  auch  geglaubt,  dem  Archimedes  eine 
methodische  Bearbeitung  der  Kegelschnitte  zuschreiben  zu  müssen 
and  verstieg  sich  sogar  zu  der  Behauptung,  dafs  ApoUonius  ihn  in 
so  unverschämter  Weise  ausgeplündert  habe,  dafs  er  den  Beinamen 
des  Plagiators  verdiene.  Aber  wenn  auch  die  tiefen  und  weitgehen- 
den Kenntnisse  des  Syrakusaners  über  die  fraglichen  Kurven  bestätigen, 
dafs  er  im  stände  gewesen  wäre,  eine  solche  abzufassen,  so  berech- 
tigt doch  nichts  zu  der  Behauptung,  dafs  er  sie  thatsächlich  ge- 
schrieben habe. 

Dennoch  verdankt  die  Theorie  der  Kegelschnitte  dem  Archimedes 
wenigstens  zwei  bemerkenswerte  Fortschritte:  der  eine,  die  von  ihm 
auf  zweierlei  Art  ausgeführte  Quadratur  eines  Parabelsegmentes  — 
das  erste  Beispiel  der  exakten  Berechnung  eines  Fläch enstückes,  das 
nicht  blofs  von  Geraden  oder  Kreisbögen  begrenzt  ist  —  der  andere, 
die  von  ihm  bemerkte  Beziehung  zwischen  einer  Ellipse  und  dem 
über  ihrer  grofsen  Axe  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  und  die 
Anwendung  derselben  auf  die  Quadratur  jener  Kurve.  Daher  kann 
man  sagen,  dafs  es  dem  Archimedes  gelungen  ist,  all'  die  Fälle  der 
Quadratur  eines  Kegelschnittes,  die  sich  algebraisch  behandeln  lassen, 
auszuführen,  indem  die  Quadratur  der  Hyperbel  ja  Logarithmen  ver- 
langt. 

9,  Alle  diese  Bearbeiter  der  Kegelschnitt-Theorie  —  Archimedes 
höchstens  ausgenommen  —  gehören  der  Vorgeschichte  dieser  Kurven 
an;  die  wirkliche  Geschichte  beginnt  mit  ApoUonius  von  Pergae, 
dem  wir  eine  „instauratio  ab  imis  fundamentis^^  dieser  ganzen  Disziplin 
und  eine  treffliche  Darlegung  derselben  verdanken,  die  im  Laufe  der 
Jahrhunderte  zu  den  Klassikern  der  exakten  Wissenschaft  gerechnet 
wurde,  und  die  noch  heute  nach  zweitausend  Jahren  Bewunderung 
einflöfst  und  eingehendes  Studium  verdient.  Nach  Einigen  würden 
die  Neuerungen,  die  man  dem  Geometer  von  Pergae  zuschreibt,  darin 
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bestanden  haben,  dafs  er  die  Existenz  aller  drei  Arten  von  ebenen 
Schnitten  an  jedem  geraden  Kegel  bemerkt  habe,  aber  weil  es  nn- 
znlässig.  scheint,  dafs  diese  Beobachtung  in  der  That  den  älteren  Geo- 
metern  gänzlich  entgangen  sein  sollte,  so  ist  es  wahrscheinlicher,  dals 
die  von  ihm  vorgeschlagene  Änderung  vielmehr  aus  methodischen  Grün- 
den aufgestellt  sei,  und  in  der  Wahl  des  Ausgangspunktes  von  jener 
allgemeinen  Definition  eines  Kegelschnittes  bestanden  habe,  die  zu  allen 
möglichen  Gestalten  führt.  Dies  zugegeben,  wird  es  klar,  warum  er 
gezwungen  wurde,  die  frühere  Nomenklatur  des  Aristäus  aufzugeben 
(vgl.  Nr.  8)  und  eine  neue  aufzustellen,  die  noch  heute  in  Gebrauch  ist. 
Mit  dem  Tode  des  ApoUonius  beginnt  der  Verfall  der  griechischen 
Mathematik;  kein  Wunder  also,  wenn  nach  ihm  die  Theorie  der 
Kegelschnitte  im  Stillstande  blieb.  Als  einzigen  Fortschritt  kann  man 
eine  Stelle  der  Mathematischen  Sammlung  des  Pappus  von  Alexandrien, 
welche  die  Kegelschnitte  als  Orter  derjenigen  Punkte  betrachtet,  deren 
Abstände  von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  in  einem, 
konstanten  Verhältnisse  stehen.  Was  nun  eine  bekannte  Arbeit  des 
Serenus  (von  Antissa  oder  Antinuopolis)  betrifft,  in  welcher  bewiesen 
wird,  dafs  die  von  einer  Ebene  mit  einem  Cylinder  erzeugten  Schnitte 
elliptische  seien,  so  erwähnen  wir  diese  nur  als  unzweifelhaftes  An- 
zeichen des  tiefen  geistigen  Niveaus  jenes  Zeitalters,  in  welchem  sie 
geschrieben  wurde. 

10,  Auch  in  der  darauf  folgenden  Zeit,  dem  Mittelalter,  ver- 
blieb die  Theorie,  deren  Entwickelung  wir  verfolgen,  fast  auf  dem- 
selben Standpunkte,  in  welchem  ApoUonius  sie  verlassen  hatte.  Später 
aber  waren  es  zwei  Entdeckungen  von  hervorragender  Bedeutung,  die 
ihr  neues  Leben  einfiöfsen  und  sie  wieder  zur  Geltung  bringen  sollten; 
nämlich  die  Entdeckung  Keplers,  dafs  die  von  den  Gestirnen  unseres 
Planetensystems  beschriebenen  Bahnlinien  nichts  anderes  sind  als 
Ellipsen,  welche  die  Sonne  als  Brennpunkt  haben;  dann  die  Ent- 
deckung der  analytischen  Geometrie,  die  zu  dem  Schlüsse  führte,  dafs 
in  dem  kartesischen  System  alle  Kegelschnitte  durch  Gleichungen 
zweiten  Grades  zwischen  den  Koordinaten  ihrer  Punkte  darstellbar 
sind,  mit  Ausnahme  der  Geraden,  die  durch  eine  solche  ersten  Grades 
dargestellt  werden.  Von  da  ab  wurden  nun  die  Kegelschnitte  mehr 
als  „Kurven  zweiten  Grades^^  betrachtet,  denn  als  „körperliche  Orter^^, 
ebenso  wie  die  Geraden  vorzugsweise  als  Linien  erster  Ordnung  be- 
trachtet wurden^). 


1)  Da  die  Kegelschnitte  Kurven  2*®^'  Ordnung  sind,  so  nannte  Bellavitis 
sie  Bittome,  da  sie  2*^^*  Klasse  sind,  Diattomene\  analog  bezeichnete  er  mit  n-tome 
Kurven  von  der  n^^"^  Ordnung  und  mit  n-tomene  solche  n^^^  Klasse.  Diese  Be- 
zeichnung wurde  jedoch  nicht  angenommen  und  fiel  bald  in  Vergessenheit.  Von 
Cayley  hingegen  wurden  die  Kurven  dritter  Ordnung  Tertians^  die  4*^^*  Qaar- 
Hans  u.  s.  w.  benannt. 
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Bekanntlicli  führte    die   Erfindung    der   Koordinaten   viele   Zeit- 
genossen  und  unmittelbaren  Nachfolger  Descartes  und  Permats  von 
Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  reinen  Geometrie  weg,  so  grofs 
war    die    hervorragende    Anwendbarkeit    und   wunderbare   Macht    des 
neuen  Hilfsmittels.    Nichtsdestoweniger  fehlte  es  auch  in  dieser  Epoche 
der  Geometrie,  im  Sinne  der  Alten  betrieben,  nicht  an  tüchtigen  Be- 
arbeitern, durch  deren  Bemühungen   sich  an  die  Theorie   der  Kegel- 
schnitte  bemerkenswerte   Fortschritte   knüpften.     Man   erinnere    sich 
nur,    dafs  Desargues    die   fruchtbaren   Begriffe    der  Projektion  und 
Involution  einführte  und  dadurch  wichtige  neue  Sätze  aufstellte,  dafs 
Pascal  die  berühmte  Beziehung  entdeckte,  die  zwischen  6  beliebigen 
Punkten  eines  Kegelschnittes  besteht   und   diese   zur  Grundlage  einer 
neuen  methodischen  Bearbeitung  der  Kurven  zweiter  Ordnimg  machte  ^) ; 
femer,    dafs   La  Hire  weitgehende  Anwendungen  von   den  Begriffen 
Pol   und  Polare    machte   und    insbesondere   bei  der  Betrachtung  der 
Polare  eines  Brennpunktes  zum  Begriff*  der  Direktrix  gelangte.     Un- 
gerecht würde  es  auch  sein,  die  von  Newton  entdeckte  „organische 
Erzeugung  der  Kegelschnitte^^  zu  übergehen,  eine  mustergültige  Frucht 
derartiger  Studien,  und   die   eleganten  Konstruktionen,  welche  dieser 
grofse  Mathematiker  angegeben  hat  für  Kegelschnitte,   die  fünf  Be- 
dingungen unterworfen  sind. 

Erwähnt  werden  müssen  auch  die  Namen  M y  d  o  r  g e  und  B  o  s  c o - 
vich,  ebenso  die  Arbeiten  des  Grafen  Fagnano  und  Eulers  über 
die  Rektifikation  der  Ellipse,  die  gehörig  fortgesetzt  und  in  bekannter 
Weise  erweitert  einen  neuen  Zweig  der  Analysis  hervorgerufen  haben, 
nämlich  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen.  Für  uns  ist  be- 
sonders wichtig  die  Bemerkung,  dafs  in  den  Schriften  des  grofsen 
italienischen  Mathematikers  ^)  sich  schon  die  in  rechtwinkligen  kar- 
tesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  x^  -\-  2y^  =  a^  darstellbare 
Kurve  erwähnt  findet;  man  bezeichnet  diese  gewöhnlich  mit  dem 
Namen  Ellipse  des  Fagnano. 

11.  Neue  Methoden  und  neue  Lehrsätze  für  die  Theorie,  deren 
Entwickelungstadien  wir  hier  verfolgen,  verdanken  wir  den  Geometern 
aus  dem  Anfange  de^  19.  Jahrhunderts.  Als  erster  möge  Brianchon 
genannt  werden,  der  seinen  Namen  mit  dem  Pascals  verknüpfte  durch 
den  zum  Pascalschen  dualen  Satze  und  im  Verein  mit  Poncelet  jenen 


1)  Bekanntlich  ist  die  Herauf  bezügliche  Arbeit  Pascals  verloren  gegangen, 
nur  die  von  Leibniz  kopierte  Vorrede  ist  erhalten  und  wurde  neuerdings  ver- 
öffentlicht von  Gerhardt  (Der  Briefiüeclisel  von  G.  W.  Leibniz  mit  Mathematikern^ 
I.  Bd.  Berlin  1899).  Daselbst  wird  zur  Bezeichnung  eines  geschlossenen  Kegel- 
schnittes (Ellipse  u.  Kreis)  das  Wort  Autohole  benutzt. 

2)  Vgl.  besonders  den  Aufsatz  Metoclo  per  misurare  gli  archi  di  quella  ellisse 
eonica^  il  cui  asse  maggiore  e  medio  proporzionale  tra  Fasse  minore  e  il  doppio  del 
medesimo  asse  minore  (Produzioni  matematiche  B.  II,  Pesaro  1750). 
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besonderen  Kegelschnitt  untersuclite;  der  in  Bezug  auf  die  Hyperbel 
gewissermafsen  zu  dem  auf  die  Ellipse  bezogenen  Kreise  analog  ist^ 
nämlich  der  „gleichseitigen  oder  rechtwinkligen  HyperbeF^).  Übrigens 
betrachtete  Poncelet  mit  Hülfe  der  Yon  ihm  erfundenen  Methoden  die 
Kegelschnitte  als  zum  Kreise  homologe  Kurven  und  legte  die  ganze 
Fruchtbarkeit  des  so  gewonnenen  Begriffes  klar. 

Kurz  darauf  brachten  J.  Steiner  in  Deutschland  und  M.  Chasles 
in  Frankreich  den  alten  Begriff  des  Doppelyerhältnisses  wieder  zur 
Anwendung  und  zeigten  so  die  Möglichkeit^  die  Kurven  zweiter  Ord- 
nung aufzufassen  als  Erzeugnisse  von  Grundgebilden  erster  Stufe  in 
projektivischer  Beziehung.  Staudt  ferner  zeigte  nicht  nur^  wie  man 
jene  Definition  von  jeglicher  metrischen  Zuthat  befreien  könne^  son- 
dern auch^  wie  man  in  gleicher  Weise  die  reellen  und  imaginären 
Kegelschnitte  definieren  könne^  indem  man  beide  Arten  betrachtet  als 
Ordnungs-Kurven  ebener  Polaritäten. 

In  der  Zwischenzeit  wandten  die  Analytiker  auf  die  ^^Triade  des 
Menächmus^^  alle  die  Koordinatenmethoden  an^  die  nach  und  nach 
erfunden  wurden,  insbesondere  die  charakteristischen  Fortschritte  der 
Greometria  intrinseca  (Anwendung  der  natürlichen  Koordinaten,  Bogen- 
länge und  Winkel  der  Tangente^  Krümmungsradien)  ^) ;  überdies  wurde 
eine  Beziehung  bemerkt  zwischen  der  Geometrie  der  Geraden  im 
Räume  und  der  Totalität  der  Kegelschnitte  einer  Ebene ^  die  einer 
gewissen  Bedingung  genügen^).  Schliefslich  wurden  die  Grundlagen 
einer  Geometrie  des  Raumes  gelegt^  die  den  Kegelschnitt  als  eigent- 
liches Grundelement  benutzt. 

Das  sind  vielleicht  alle  neuen  Ausblicke,  welche  die  moderne 
Geometrie  der  Theorie  der  Kegelschnitte  eröffnet  hat^  aber  wie  könnten 
wir  uns  einbilden,  auch  nur  eine  Idee  aller  der  besonderen  Eigen- 
schaften anzugeben  —  unter  denen  sich  sogar  die  ,,sozial  properties^^ 
finden^)  —  die  an  dieser  berühmten  Kurve  sich  ergeben  haben.  Eine 
einfache    Sammlung    der   ausgesprochenen  Sätze ,  die  sich  darauf  be- 


1)  Es  ist  die  Kurve,  die  0.  Ter  quem  seinen  Lanclsleuten  kurz  Hypercle 
zu  benennen  vorschlug  (Nouv.  Ann.  X,  1851^  S.  127). 

2)  E.  Cesäro,  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S.  38 — 39; 
G.  Pirondini,  Sur  Ja  conique  oseulatrice  des  lignes  planes  (Jornal  di  Teixeira, 
XI,  1894);  Gr.  Scheffers,  Einführung  in  die  Theorie  der  Curven  in  der  Ebene 
und  im  Baume  (Leipzig  1901)  S.  53 — 54.  Der  Leser,  der  genauere  Angaben 
über  den  Ursprung,  die  Entwickelungsstadien  und  den  sonstigen  Stand  dieser 
Theorie  wünscht,  findet  diese  in  einem  Aufsatze  von  E.  Wolf  fing:  Bericht  über 
den  gegenwärtigen  Stand  der  Lehre  von  den  natürlichen  Koordinaten  (Bibliotheca 
Mathematica  III,  Folge  I  (Leipzig  1900). 

3)  S.  einen  Brief  von  L.  Cremona  an  E.  Beltrami  in  B.  VIII  des  Giornale 
di  Battaglini.     1870. 

4)  S.  die  merkwürdige  Schrift:  Ihe  romance  of  mathematics^  besprochen  in 
Nature.    May  8.     1888. 
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ziehen,  würde  einen  gewichtigen  Band  füllen^).  Wir  müssen  es  dem- 
nach yermeiden,  eine  Arbeit  zu  übernehmen,  die,  wenn  auch  hoch- 
interessant, dennoch  die  vorliegende  Schrift  von  der  ihr  zugewiesenen 
Route  abbringen  würde  und  das,  nachdem  sie  kaum  die  Anker  ge- 
lichtet hat.  Überdies  sind  die  analytischen  sowohl,  als  auch  die 
synthetischen  Lehrbücher  über  die  Theorie,  der  dieses  Kapitel  ge- 
widmet ist,  so  zahlreich  und  so  wertvoll,  dafs  es  ziemlich  leicht 
ist,  sich  einen  Begriff  zu  machen  von  der  Höhe,  auf  welche  zwanzig 
Jahrhunderte  fast  ununterbrochener  Arbeit  eine  der  schönsten  Dis- 
ziplinen, welche  die  Geometrie  aufweist,  gebracht  haben. 


1)  Bezügl.  der   iDraktischen  Anwendungen    sielie  Poppe  a.  0.    S.  99—110 
und  194—209. 


IL  Abschnitt. 

Kurven  dritter  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 
Klassifikation. 

12.  Während  man  daran  war^  die  Theorie  der  Kegelschnitte  zu 
entwickeln^  sammelte  sich  anch^  sozusagen  unbewufst^  das  Material 
für  die  Lehre  von  den  Kurven  höherer  Ordnung  an.  Unter  diesem 
nehmen  die  alten  Untersuchungen  über  einige  Kurven  dritter  und  vierter 
Ordnung,  die  wir  in  diesem  und  im  folgenden  Abschnitte  als  Spezialfälle 
behandeln  werden,  einen  hervorragenden  Platz  ein.  Jedoch  die  all- 
gemeine Theorie  der  Kurven  einer  bestimmten  Ordnung,  im  Speziellen 
die  der  Kurven  dritter  Ordnung,  konnte  nicht  entstehen,  und  entstand 
auch  nicht  eher,  als  nachdem  man  zu  den  Begriffen  „Ordnung  einer 
Kurve^^  und  „allgemeine  Kurve  ihrer  Ordnung^^  gelangt  war,  das  ist 
nach  der  Erfindung  der  Kartesischen  Methode,  nach  welcher  diese 
Begriffe  naturgemäfs  sich  ergeben.  Es  entspricht  dieser  Umstand  der 
Thatsache,  dafs  seit  dem  Geburtsjahre  der  analytischen  Geometrie, 
1631^),  weniger  als  30  Jahre  verflossen  waren,  als  Newton^), 
indem  er  eine  Klassifikation  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  aus- 
führte, den  Grund  für  ein  methodisches  Studium  dieser  Kurven  legte. 
Dieses  Studium  wurde  von  da  an  mächtig  fortgesetzt  und  hat  inzwischen 
so  viele  und  bedeutende  Resultate  gezeitigt,  dafs  die  genannten  Kurven 
zu  denjenigen  geometrischen  Gebilden  gezählt  werden,  deren  Kenntnis 
beinahe  eine  ToUständige  ist^).  Als  Grundsteine  ihrer  Theorie  kann  man 
ansehen:  1.  Die  verschiedenen  Methoden,  sie  geometrisch  zu  konstruieren. 


1)  Im  J.  1637  wurde  nämlich  die  Geometrie  von  Descartes  veröffentlicM. 

2)  Vgl.  die  wertvolle  Abhandlung  von  W.  W.  Rouse  Ball,  On  Neiüton 
Classification  of  ciibic  curves  (Proc.  of.  the  London  Math.  Soc.  XXII  1891),  auf 
welche  wir  mehrmals  im  Verlaufe  dieses  Abschnitts  zurückkommen  werden. 

3)  Man  sehe  auch  übrigens  die  Arbeiten  von  Plücker,  Salmon,  Cre- 
mona  und  Clebsch-Lindemann  über  ebene  Kurven  im  allgemeinen  und  die 
beiden  Spezialarbeiten :  Durege,  Die  ehenen  Kurven  dritter  Ordnung  (Leipzig 
1871)  und  Schroeter,  Die  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  (Leipzig 
1888). 
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2.  Die  Sätze,  die  sich  auf  die  Konfiguration  ilirer  Wendepunkte  be- 
ziehen. 3.  Den  Salmonschen  Satz^),  der  aussagt,  dafs  das  Doppel- 
verhältnis  der  vier  Tangenten,  die  man  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Kurve  (die  keinen  singulären  Punkt  besitzt)  an  dieselbe  ziehen 
kann,  konstant  ist;  der  Wert  dieses  Doppelverhältnisses  ist  eine 
Gröfse,  die  durch  projektivische  Transformationen  der  Kurve  nicht 
verändert  wird,  und  ist  auch  die  einzige  Invariante,  welche  die 
Kurve  besitzt. 

13.     Von    den    Sätzen    aus    der    zweiten    der    oben    angeführten 
Gruppen  richten  wir  unser  Augenmerk  zunächst  auf  den,  der  besagt, 

dafs  eine  reelle^)  Kurve  dritter  Ordnung  wenigstens  einen  reellen 
Wendepunkt  besitzt.  Infolge  dessen  können  wir  diesen  reellen 
Wendepunkt  zur  Ecke  Ä^  des  Fundamentaldreiecks  eines  homogenen 
Koordinatensystems  (pc^^  os^,  oc^)  nehmen,  auf  welches  wir  die  reelle 
Kurve  dritter  Ordnung  F  beziehen,  und  die  entsprechende  Tangente 
als  eine  der  durch  Ä^  gehenden  Seiten,  ag  des  genannten  Dreiecks. 
Die  Gleichung  der  Kurve  erhält  dann  folgende  Gestalt: 

X^  ==  X2  L^l'^i     1     ^22*^2     I     ^33*^3  "i     ^^23"^2'^3      l     ^%3^3%  "T"  ^ CL^'i^l'^^A 

oder: 

%3  ^1  ""^  ^2  Lv%l  %3  ^3  3)  ^1     1     V^22  %3        ^23/  ^2     \     V%3  %    \    %3  ^2    \     %3  ^37 

"1     ^  (%2  %3  %3  ^23)  ^1  ^2.1  • 

Machen  wir  dann  eine  Koordinatenverschiebung,  die  durch  die  I'ormel 

^3  "^^  %3'^l      1     ^23*^2      1     %3^3 

bestimmt  wird,  so  kann  man  schreiben 

^^2^^  3  ==  Oj^2>^i  -p  (^13  %l%3y'^l'^'2     1      (.^23  ^^22  %3)  *^2 

I     ^V%3^23  %2%3)^1^2* 

Wenn  wir  nun  der  Einfachheit  halber  die  Bezeichnungen  ändern, 
so  sehen  wir  schliefslich,  dafs,  wenn  wir  das  System,  worauf  sie  be- 
zogen wird,  passend  wählen,  die  Gleichung  jeder  reellen  Kurve  dritter 
Ordnung  sich  auf  folgende  Form  bringen  läfst: 

JünX'n     — —     (a/qOl/^  [  ij  CinX^dOi)  |~     O  Ctg  ^1   ^9  |  CvnX,^  .  .  ,  \'  ) 

Wird  nun  die  Seite  a^  des  Fundamentaldreiecks  ins  Unendliche  pro- 
jiziert, so  dafs  man  x^  =  x,  ^^2  =  1,  x^-=^  y  setzen  kann,  so  geht 
Gleichung  (1)  über  in 

y'^  =  ciqX^  -f-  ^a^x^  +  ?>a^x  -\-  a^^  .....     (2) 
welche  Gleichung  in  kartesischen  Koordinaten  eine  Kurve  darstellt,  die 


1)  Theoremes  sur  les  courhes  du  troisieme  degre  (Grelles  Jouru.  XLII,  1851). 

2)  Wir  bezeiclmen  im  allgemeinen  eine  Kurve  als  reell,  wenn  sie  durch 
eine  Gleichung  mit  reellen  Koeffizienten  dargestellt  wird,  obwohl  sie  dann  auch 
nur  eine  endliche  Zahl  (Null  einbegriffen)  reeller  Punkte  enthalten  kann. 
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man  divergente  Parabel  genannt  hat.  Projiziert  man  hingegen  die 
Seite  a^  ins  Unendliche  und  setzt  daher  x^===  x,  ^2  "^  ?/?  %  "^  1?  ^^^ 
erhält  man  die  folgende  kartesische  Gleichung 

Wir  werden  im  Folgenden  auf  diese  Gleichung  zurückkommen^  wollen 
indessen  bemerken^  dafs  Gleichung  (2)  noch  weiterer  Umformungen 
fähig  ist.  Wählen  wir  nun  in  der  That  die  Ecke  Ä.2  in  geeigneter 
Weise  ^  so  läfst  sich  (1)  zurückführen  auf  folgende  Gleichung 

Xn  Xn  '    Xi     \.X()  X-i  J     (  /C     Xn  X-i  J     ^=^^^     W  .  .  .  .  V       / 

Die  vom  Punkte  A^  an  die  Kurve  gezogenen  Tangenten  haben  die 
Gleichungen : 

Xn      ■  v/ .  X-I     ^=^    v/ ,  Ji/n  Xh         '  •    Vy  .  iv    Xn  Xh  ■       v/ . 

und  daher  ist  ihr  Doppelverhältnis  /c^-  dieses  ist  also  die  absolute 
Invariante  der  Kurve.  Bezeichnen  wir  nun  mit  q  einen  Proportionalitäts- 
faktor und  mit  l  einen  Parameter^  so  wird  der  Gleichung  (4)  genügt^ 
indem  man  setzt 


QX^  =  X^     QX^  =  2^;     durch  qx^  =  "[/(l  • —  l^)  (1  —  ¥V^). 
Setzt  man  aber  Ki==^S7tiij  unter  der  Annahme^   dafs  h  der  Modulus 
sei^  so  hat  man  weiter 

QX-^  =  sfiii,    QX^  =  sif^u,    Qx.  =  cnii '  dnn.  .    .    (5) 

Diese  Gleichungen  liefern  eine  parametrische  Darstellung  einer  Kurve 
dritter  Ordnung  vermittels  der  Jakobischen  elliptischen  Funktionen  ^)^ 
die  entsprechende  Bedingung  der  CoUinearität^)  dreier  Punkte  lautet: 

%  +  ^%  +  %  =  0 . 

Auf  eine  analoge  Darstellung  durch  die  Weierstrafs'schen  ellipti- 
schen Funktionen  trifft  man^  wenn  man  die  Gleichung  (2)  benutzt. 
Durch  eine  einfache  Verlegung  des  Koordinatenanfangs  verwandelt 
diese  sich  in  folgende  andere: 

y^  ==  %x^  -{-  'da^x  -\-  a. (6) 

Betrachten  wir  nun  eine  Funktion  p^  die  mit  einer  davon  abgeleiteten 
p'  verbunden  ist  durch  die  Bezeichnung': 


p'^^,  =  4:ph  +  -3-^.  p,^  +  ck 


'3? 


und  setzt  man  ^  /^ 

«=  |/— -i^«,   y  =  &'^,  .......    (7) 

1)  A.  Harnack,    über  die  Verwertung  der   elliptiscJien  Funktionen  für  die 
Geometrie  der  Kurven  dritten  Grades  (Math.  Annalen,  Bd.  IX,  1876). 

2)  „Colhnearität"  bedeutet  hier  und  in  ähnlichen  Fällen  d^is  Liegen  auf 
derselben  Greraden. 
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»so  wird  der  Gleichung  (6)  identisch  genügt^  und  somit  können  die 
Gleichungen  (7)  zur  parametrischen  Darstellung  der  Kurve  (6)  dienen. 
Unterwirft  man  die  letztere  einer  beliebigen  projekti vischen  Trans- 
formation^ so  ergiebt  sich^  dafs  jede  ebene  Kurve  dritter  Ordnung 
mittels  Gleichungen  folgender  Form  dargestellt  werden  kann 

QXi  =  üi  (ps  -\-  hi  ^' Z  -\-  Ci (^  =-  1,  2,  3)     .      .      .      .      (8) 

Die  Bedingung  der  Kollinearität  dreier  Punkte  ist  auch  in  diesem 
Falle 

^1  +  ^2   +  %  ^  0  1). 

14,  Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  im  Vorhergehenden  liefern  auch 
die  Antwort  auf  folgende  sehr  wichtige  Fragen:  Trifft  es  auch  für 
die  Kurven  dritter  Ordnung  zu^  wie  für  die  zweiter  Ordnung^  dafs 
alle  aus  einer  einzigen  durch  Projektion  abgeleitet  werden  können?^ 
und  im  verneinenden  Falle  ^  welches  sind  die  Fundamentaltypen ,  aus 
welchen  man  durch  Projektion  die  Formen  aller  übrigen  erhalten 
kann?  Zur  Beantwortung  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (2)  und 
schreiben  sie^  wie  folgt: 

2/2  =  a^  {x  —  a^  [x  —  %)  (x  —  %)  ^  .  .  .  .  (2') 
wobei  wir  a^  immer  positiv  nehmen  und  im  übrigen  die  Bezeichnungen 
so  wählen^  dafs^  wenn  a^^  a^y  %  reell  sind^  %  ^  ^2  ^  %•  Dann  ist 
klar^  dafs  Gleichung  (2')  ihrer  Natur  gemäfs  und'  infolge  der  Gröfse 
der  %,  (^2^  ^3  nur  folgende  fünf  Fälle  darbieten  kann: 

L  ai,  ^2,  as  sind  reell  und  verschieden.  Dann  giebt  es  auf 
der  oc-Axe  die  Punkte  A^^  A^^  A^,  die  als  Abscissen  die  Werte  %^  a^^  «3 
haben;  man  sieht,  dafs,  um  reelle  Punkte  der  Kurve  zu  bekommen, 
die  Voraussetzung  nötig  ist :  %  ^  ^1  ^  ct^ ,  oder  auch  x^a^]  es  ist 
leicht  daraus  abzuleiten,  dafs  die  Kurve  aus  einem  Ovale  besteht,  das 
durch  die  Punkte  A^  und  A2  geht,  und  einem  unbegrenzten  Zweige, 
der  durch  A^  geht;  sie  wurde  von  Newton  Parabola  campani- 
formis  cum  ovali  genannt^),  von  Cayley  Complex^). 

IL  ai  ist  reell,  a^  nnd  a^  konjugiert  imaginär.  Schreiben  wir 
Gleichung  (2')  für  diesen  Fall  folgendermafsen 

y^  =  ao  (^  —  %)  [{x—pY  +  c/], 


1)  Halphen,  Traue  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applications  II, 
Paris  1888.   Cap.  XL 

2)  Emimeratio  Unearum  tertii  ordinis  (Londini  1706),  neiigedruckt  im  I.  Bd. 
von  /.  Neutonii  opuscula  matJiematica  pMlosophica  et  pMIologica  (Lausoniae  et 
Genevae  MDCCXLIV). 

3)  S.  die  Schriften  On  the  inflexions  of  the  eubicdl  divergent  parabolas  (Quart. 
Joiirn.  B.  YI,  1864);  On  the  Classification  of  cuhic  curves  (Cambridge  Trans.  XI, 
Parti,  1866)  nnd  On  the  cuhieal  divergent  paraholas  (Quart.  Journ.  IX,  1868), 
neugedruckt  in  Bd.  Y  u.  YI  von  The  coUected  papers  of  Ä.  Cayley  (Cambridge 
1892—93). 

L  o  r  i  a ,  Ebene  Ivuryen.  2 
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so  sehen  wir^  dafs  wir  reelle  Punkte  der  Kurve  nur  dann  erhalten^ 
wenn  x  ^  a^ ;  daraus  kann  man  die  Folgerung  ziehen^  dafs  die  Kurve 
nur  aus  einem  einzigen  unbegrenzten  Zweige  bestellt;  es  ist  die 
Parabola  pura  Newtons^);  die  Simplex  Cayleys.  —  Diese  Kurve 
ist  ebenso  wie  die  vorige  ohne  singulare  Punkte.  I  und  II  sind 
auch  die  typischen  Fundamentalformen  aller  ebenen  Kurven  dritter 
Ordnung  mit  nicht  verschwindender  Determinante.  Ist  eine  Kurve 
durch  ihre  Grleichung  in  kartesischen  oder  homogenen  Koordinaten 
gegeben^  so  genügt  es^  um  zu  erkennen^  ob  sie  von  der  Form  I  oder  11 
ist^  die  absolute  Invariante  zu  berechnen-,  ergiebt  sich  diese  als  reell, 
so  ist  die  Kurve  eine  Complex,  ist  sie  imaginär,  so  ist  sie  eine 
Simplex.  Somit  ist  eine  Complex  jede  harmonische  Kurve  dritter 
Ordnung,  eine  Simplex  jede  aequianharmonische^).  Für  die  Kurven 
I  und  II  ist  auch  in  vielen  Fällen  die  Anwendung  folgender  kanoni- 
scher Form  der  Gleichung  sehr  nützlich: 

^\  +  ^i  +  ^z  +  ^l^x^x^Xo^  =  0 (9) 

die  man  erhält,  wenn  man  als  Fundamentaldreieck  dasjenige  der 
Wendepunktsdreiecke  nimmt,  welches  reell  ist. 

III.  a\  =  Chi  und  a^  reell.     Die  Gleichung  (2')  wird  in  diesem 
Falle 

f  =  ^0  (^  —  0^2)^  {x  ~  a^ 

und  zeigt,  dafs  der  Punkt  A^  (%;  0)  ein  isolierter  Punkt  der  Kurve 
ist;  sie  enthält  ferner  unzählig  viele  reelle  Punkte,  die  den  Werten 
^  >:  %  entsprechen.  Von  Newton  wurde  diese  Parahola  punctata^  von 
Cayley  Acnodal  genannt. 

IV.  cii  und  rf2  =  «3  reell.     Aus  der  Gleichung 

y^  =  %(po  ■ —  %)  {x  —  a^y 
geht 'hervor,  dafs  Ä^  (%,  0)  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  ist,  von  der 
man    alle  reellen  Punkte  erhält    durch  x'^_a.     Es  ist   die   Parahola 
nodata  Newtons,  die  Cnmoäal  Cayleys. 

V.  Wenn  schliefslich  die  drei  Werte  «1,^2,  a^  unter  sich  gleich 
und  reell  sind,  so  kann  man  Gleichung  (2')  schreiben 

die  entsprechende  Kurve  hat  eine  Spitze,  und  ist  daher  von  Newton 
Parahola  mspidata^  von  Cayley  Cuspidal  genannt  worden.  Aus  der 
oben   in   kurzen  Zügen    gegebenen  Diskussion    ergiebt    sich    der  be- 


1)  Murdoch  {Neiitonii  genesis  ctirvantm  per  uiiibras,  Londini  1746)  unter- 
schied drei  Arten  der  reinen  Parabel,  die  er  ampullata^  campaniformis  und 
neiitralis  nannte. 

2)  Diese  wiclitige  Bemerkung,  welche  die  Gestalt  einer  Kurve  dritter  Ordnung 
mit  dem  Werte  ihrer  absoluten  Invariante  verknüpft,  rührt  her  von  Cremona 
(s.  Considerazioni  sulle  airve  piane  del  terz'  ordine,  Giorn.  di  Ma,t.  11  1864). 
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rühmte  von  seinem  Entdecker,  Newton  ^^genesis  curvarnm  per  umbras^^ 
betitelte  Satz,  der  die  zu  Anfang  dieser  Nr.  gestellten  Fragen  beant- 
wortet, und  folgendermafsen  lautet:  Jede  ebene  Kurve  dritter  Ordnung 
kann  in  eine  der  fünf  divergenten  Parabeln  projiziert  werden. 

Ein  Gregenstück  zu ,  diesem  Satze  bildet  ein  anderer  nicht  wenig 
bemerkenswerter,  den  wir  Chasles  verdanken^).  Um  diesen  auf- 
zustellen, benutzen  wir  die  Gleichung  (3)  und  bemerken,  dafs  sie 
eine  Kurve  darstellt,  die  den  Koordinatenanfang  als  Mittelpimkt  hat, 
da  sie  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Vorzeichen  beider  Koordinaten 
umkehrt.     Schreiben  wir  sie  nun  in  der  Form 

y  =  aQ(x  —  a^y)  {x  —  a^y)  ix  —  a^y)  ....     (8') 
so  sieht  man,  dafs  sie  eine  durchaus  analoge  Diskussion  zuläfst,  wie 
diejenige,    die    wir   bei  (2')  gemacht   haben,    daher    werden    die    ent- 
sprechenden Kurven  sich  ebenfalls    in  fünf  verschiedene   Kategorieen 
einteilen  lassen.     Somit  ergiebt   sich  hieraus   der  folgende   Satz  von 
Chasles:  Jede  ebene  Kurve  dritter  Ordnung  kann  in  eine  der  fünf 
mit  Centrum  versehenen  Kurven  dritter  Ordnung  projiziert  werden. 
15,     Bei  der  Einteilung  aller  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  in 
fünf  Kategorieen  blieb  Newton  nicht  stehen;  indem   er  auch  die  Art 
und  Weise  betrachtete,  wie   sie  sich  im  Unendlichen  verhalten,  wies 
er  die  Existenz  von  72  Arten  nach,  zu  denen  noch  sechs  andere  hinzu- 
gefügt wurden.     Für   deren  Benennung   wandte   er  eine  Nomenklatur 
an,  deren  Wesen  aus  folgenden  seinen  Worten  hervorgeht:  „Enumerando 
curvas  horum  casuum  hyperbolam  vocamus  Inscriptam,  quae  tota 
jacet  in  assymptoton  angulo   ad  instar  hyperbolae  conicae;    Circum- 
scriptam,  quae  asymptotos  secat  et  partes  abscissas  in  sinu  suo  am- 
plectitur;    Ambiguam,   quae  uno   crure   infinito   inscribitur  et  altero 
circumscribitur;    Convergentem,  cujus  crura  concavitate   sua  se  in- 
vicem    respiciunt    et    in    plagam    eandem    diriguntur;    Divergentem 
cujus   crura   convexitate  sua  se   invicem   respiciunt   et  in  piagas  con- 
trarias   diriguntur;    Cruris    contrariis    praeditam,    cujus  crura  in 
partes  contrarias  convexa  sunt,  et  in  piagas  contrarias  infinita;  Con- 
choidalem  quae  vertice  concava  et  cruris  divergentibus  ad  asympto- 
ton  applicatur;  Anguineam,  quae  flexibus  contrariis  asymptoton  se- 
cat, et  utrimque  in  crura  contraria  producitur;   Cruciformem,  quae 
conjugatam    decussat;    No^atam,    quae    se    ipsa    decussat    in    orbem 
redeundo;   Cuspidatam,   cujus  partes  duae  in  angulo  contactus  con- 
currunt  et  ibi  terminantur;    Punctatam   quae  conjugatam  habet  in- 
finite parvam,  id  est  punctum;  et  Pur  am,  quae  per  impossibilitatem 
duarum  radicum,  ovali,  nodo,   cuspide   et  puncto    conjugato  privatur. 
Eodem  sensu  parabolam  quoque   convergentem,  divergentem,  cruris 
contrariis  praeditam,  cruciformem,  nodatam,  cuspidatam,  punctatam  et 

1)  S.  Note  XX  des  Apercu  historiqiie  (Bruxelles,  1837), 

.      2* 
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puram  nominabimns."  —  Aufserdem  nannte  Newton  den  Hyper- 
bol Ismus  einer  Kurve  diejenige  Kurve ,  die  man  aus  der  Grleicliuiig 
in  kartesisclien  Koordinaten  erhält  durch  die  Transformation  x  =x, 

y  =z  m~^\     Die   Bezeichnung    der   übrigen    von  ihm   angewendeten 

Namen  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Tabelle^  die  seine  Klassifikation 
zusammenfafst.  Zu  dieser  Klassifikation  gelangte  der  grofse  Geometer^ 
indem  er  durch  geeignete  Transformation  der  Koordinaten  die  karte- 
sische  Grieichung  aller  Kurven  dritter  Ordnung  auf  vier  kanonische 
Formen  zurückführte,  die  auch  in  der  folgenden  Tabelle  angeführt 
sind;  in  der  letzten  Spalte  ist  die  Zahl  der  Spezies  jeder  Gattung 
angegeben,  wobei  die  Zahl  derjenigen  Spezies,  die  von  späteren  Kom- 
mentatoren hinzugefügt  wurden,  besonders  angeführt  ist. 


a>0 

adiametrales 

9Species 

Hyperbolae  re- 
dundantes 

monodiametrales 
tridiametrales 

L2+2      „ 
2+2      „ 

oder 
Hyperbolicae 

asymptotibus  concurren- 
tibus 

9      . 

a<0 

Hyperbolae  defi- 

cientes 

adiametrales 

6      . 

I. 

ax^-Ybx^-^-cx 

-   ■ 

+d 

I 

oder 
lUipsicae 

Hyperbolae 
parabolicae 

monodiametrales 
adiametrales 

monodiametrales 

7      „ 
4+2      „ 

a=0< 

Hyperbolis- 

hyperbö- 

lismi 
centrales 

c>0,hy.  hyper- 
bolae 
c<0,  „   ellip- 

4      „ 
3      . 

mi  conicae 

y                       öfciü 

. 

\ 

c^=0,  ,,   para- 
bolae 

2      „ 

II 

3  +  &a;ä  +  ca;  +  (l{  Tridens 

xy==ax 

1      » 

IIL 

'  +  hx'^  -\-  cx-\-d  \  Parabola  divergens 

y^  =  ax' 

5      „ 

IV. 

f 

y  =  ax' 

+  i 

X^  +  t 

^.x-\-d  [  Pai 

rabola  cub 

ica  von  Wallis 

1      „ 

1)  Die  Bezeichnung  centraler  HyperboUsmus  wurde  von  Cayley  eingeführt, 
um  den  Hyperbolismus  eines  Kegelschnittes  mit  Centrum  zu  bezeichnen. 
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16.  Die  Newton'sche  Klassifikation  erlitt  im  Laufe  der  Zeit  Um- 
wandlungen und  erfuhr  Verbesserungen^  jedocli  die  angewendete 
Nomenklatur  wurde  beibehalten,  weil  man,  auch  als  man  ihre  Mängel 
bemerkt  hatte,  es  für  unnötig  erachtete  die  Namen  zu  yerändern,  da 
die  Gelegenheit  sich  ihrer  zu  bedienen  so  selten  ist.  Es  sind  je- 
doch jetzt  dreifsig  Jahre  her  —  als  ein  Landsmann  Newtons,  F.  W. 
Newman,  es  für  ratsam  hielt,  einen  vollständigen  Wandel  zu 
schaffen,  indem  er  Namen  einführte,  die  er  der  Botanik,  der  Archi- 
tektur oder  dem  gewöhnlichem  Leben  entlehnte.^)  Seine  Vorschläge 
wurden  jedoch  mit  Gleichgültigkeit  aufgenommen  und  fielen  alsbald 
der  Vergessenheit  anheim.  Wenn  wir  sie  hier  aus  dem  Grabe,  in 
dem  sie  ruhen,  wieder  hervorrufen,  so  thun  wir  dies  nicht,  um  ihnen 
wieder  neues  Leben  einzuflöfsen,  sondern  gezwungen  von  der  Herr- 
schaft des  hier  zu  behandelnden  Stoffes.  Wir  begnügen  uns  daher 
auch,  blos  die  Namen  und  die  zugehörige  Gleichung  anzuführen. 


1.  ay^  =  xK 

2.  %f  =  ax^-\-hx^A^GX-^d. 


aif^x^-^-cx-^d   ^ 


3. 

4. 
5. 
6. 

7.1 

8. 

9. 

10. 

11.  x^f  =  a^. 

12.  xy^  =  U\a  —  x), 

13.  x{y'-  +  V)  =  aby. 

14.  x(y^  —  h^'^==aby. 


''ay^=x^-~U^x+2c 


.3J 


The  Whip-Snake. 

Peitschensclinur. 
The  Calyx. 
Kelch. 
c=d=0.        The  Lily. 

Lilie. 
c>0,d>0,     The  Tulip. 

Tulpe. 
c=0,d>0.     The  Hyacinth. 

Hyazinthe. 
c==0,(i<0.     The  Convolvulus. 

Winde. 
(c>0,c>h.    The  Pink. 

Nelke. 
c=h.  Puchsia,orFucia  or  knotted  Calyx. 

Fuchsia  od.  Knotenkelch. 
c= — h.  Anti-Fucia  or  studded  Calyx. 

Umgekehrte  Fuchsie  od.Nagelkelch. 
c<6.  Bulbus. 

Zwiebel. 
The  Palmstems. 

Palmenstamm. 
The  Archer's  Bow. 

Schützenbogen. 
The  twisted  Bow. 

Geschweifter  Bogen. 
The  Pilaster. 
Pilaster. 


1)  S.  den  Aufsatz:    On  curves  of  the  thircl   degree,   liere  called   Jertians" 
(Br.  Ass.  Rep.  Exeter  1869). 
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15.  x{y^  —  ?>^)=  ab-. 

16.  xi/==  mx^-\-nx  -\-  p,  m>0. 
17.1 


>xy^—m\{x+l)f+c^'] 


18. 
19. 

21.  iiHi/  =  {a  —  xf 

22. 

23. 

24. 


ö>0 


&<0 


The  Archway  or  Tunnel. 

Schwibbogen  od.  Tunnel. 
Tlie  Vas. 
Vase. 
c4=0.  The  ürn. 

Urne. 
c==0.  The  studdet  Goblet. 

Nagelbecher. 
jc4=0.  The  Gohlet. 
I  Becher. 

c=0.  The  knotted  Goblet. 
^  Knotenbecher. 


li^Xlß  ==  {et  ~~  x){h-~~  xY 


a>h. 
a<l). 


25. 
26. 

21: 

28. 
29. 


31. 
32. 
33. 


>^^xy^=  {a  —  x)  (h~\-  x^^ 


The  Pyramid. 

Pyramide, 
The  Festoon  or  Cirrus. 

Guirlande  od.  Ranke. 
The  overstudded  Hillock. 

Hügel  mit  Nagel  oben. 
The  understndded  Hillock. 
Hügel  mit  Nagel  unten. 
a>8&.   The  Capito  (great  Head). 

Dickkopf. 
a  =  8?>.   The  Cassis  (Heimet). 
Helm. 
d>W.   The  Tumulus  or  Mons. 

Grabhügel  od.  Berg. 
d=W,  The  Tomhstone  or  Cippus. 
Grabstein  od.  Säulenstumpf. 
d<b\   The  Sphinx. 
Sphinx. 

30.    ^i^xy^  =  (m  —  x){n  —  x)  (p  —  x).  Mountain  and  Moon. 

Berg  und  Mond. 
'd^V.   Mountain  and  Tarn. 

Berg  und  See. 
d=^W.  Bell  and  Clapper. 

Glocke  und  Klöppel. 
d<l)^.   Clock  and  Pendulum. 
Uhr  und  Pendel. 


li^xy^^  —  x^+'dhx^+DCX-^-d 


li^xy^=  (7n—x){n-\-x)(p-{-x) 


) 

34.  Q^  =  aHgc3±h\ 

35.  ^^cos2o3  =  a^tgG)  4:^^- 
36.1  (a=HO. 


g^  }li^xy^^  =  x(x  —  ay~^h\^^^ 
38.  ^^xy^-  ={x  —  nJ'K 


The  Cornutus. 

Gehörnte  Kurve. 
The  Butterfly. 

Schmetterling. 
The  Trijuga  or  Triga. 

Dreigespann. 
The  starry  Triga. 

Gestirntes  Dreigespann. 
The  Crane. 

Kran. 
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39.  ^'^xif  =  {x  —  my{x  —  n),  Crane  and  Sack. 

Kran  mit  Sack. 

40.  ^^xy^  =  (x  —  m)  (x  —  n)  (x  — p).   Swing  and  Cliair. 

Schaukel  und  Stuhl. 
4t.   11^ xy^  =  (x  —  m)  (x  +  n)  (x  +  p)  •   The  Trophy. 

Trophäe. 
42.   ii^xy^  =  {x  —  m)(x-\-ny,  The  knotted  Flower-pot. 

Blumentopf  mit  Knoten. 

Unter  den  soeben  aufgezählten  Kurven  befinden  sich  einige^  die 
einer  unbestimmten  algebraischen  Quadratur  unterworfen  werden  können; 
einige  von  diesen  sind  jene^  welche  die  Nummern  22 — 26^  39  und  42 
haben  und  im  allgemeinen  alle  diejenigen^  die  sich  durch  eine  Glei- 
chung von  folgendem  Typus  darstellen  lassen: 


ax  -i/x-\-'Sm  ^ 
^         Sm  V    X  —  m  ' 

solche  Kurven  sind   von  Marie  —  der  sie   zuerst  betrachtet  hat  — 
Trefles  genannt^). 

17,  Überlassen  wir  es  dem  Leser  über  die  Vorteile  und  Güte 
der  Newmanschen  Nomenklatur  sich  ein  Urteil  zu  bilden,  und  be- 
merken, dafs  alle  Kurven  dritter  Ordnung,  mit  denen  wir  uns  hier  zu- 
nächst beschäftigen  werden,  mit  Doppelpunkten  versehen  sind,  oder 
durch  die  cyklischen  Punkte  (unendl.  fernen  imag,  Kreispunkte)  hin- 
durchgehen, oder  auch  sich  dieser  beiden  Besonderheiten  erfreuen; 
wir  halten  es  daher  für  angemessen,  in  den  beiden  folgenden  Kapiteln 
die  hervorragenderen  Eigenschaften  der  rationalen  und  der  cirku- 
laren  Kurven  dritter  Ordnung  auseinanderzusetzen. 

Zuvor  wollen  wir  jedoch  noch  drei  besondere  Kurven  dritter  Ord- 
nung erwähnen,  welche  weder  der  einen,  noch  der  andern  der  soeben 
erwähnten  Kategorieen  angehören: 

Die  erste  gehört  zur  Klasse  der  physikalisch-mathematischen 
Kurven,  indem  sie  folgendes  mechanisches  Problem  löst:  „Gegeben 
auf  einer  horizontalen  Geraden  zwei  Punkte  Ä  und  jB;  eine  Kurve  F 
zu  finden,  derart,  dafs,  wenn  P  ein  beliebiger  Punkt  derselben  ist, 
die  Zeit  des  Herabgleitens  und  Aufsteigens  eines  schweren  Punktes 
auf  den  beiden  Geraden  ÄP  und  PB  konstant  ist.^^  Nimmt  man 
als  Axen  die  Gerade  AB  und  die,  welche  die  Strecke  ÄB=2a 
senkrecht  halbiert,  so  findet  man  bald  als  Gleichung  der  Kurve 
folgende 


f  QX  f  QX 


1)  Bealisation  et  iisage  des  formes  imaginaires  en  geometrie  (Nouv.  Ann.  3, 
Ser.  X,  1890). 
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oder  wenn  man  die  Konstante  mit    y  -jr~  bezeichnet 

2        xQ)  ■ —  x){c  —  x) 

^  /' —  X 

N.  Fuss^  der  diese  Gleichung  aufgestellt  hat^  bemerkt^  dafs  die  dar- 
gestellte Kurve  in  ihrer  Form  viele  Analogieen  mit  der  Konchoide 
der  Alten  (Nr.  66  ff.)  darbietet i). 

Die  zweite  ist  der  Ort  der  Punkte^  deren  Abstände  von  drei 
gegebenen  Geraden  ein  konstantes  Produkt  bilden.  Ihre  Gleichung 
lautet  daher 

(x  cos  a^  -{-  y  sin  a^  —  ^h)  (x  co^  a^  -}-  y  sin  a^  —  P2) 

•  [x  cos  %  +  ^  sin  ^3  —  2h)  ^^  ^^• 
Die  Kurve  hat  drei  reelle  Wendepunkte  im  Unendlichen^  und  wurde 
von  Korneck;  der  sich  mit  ihr  beschäftigt  hat^  kubische  Hyperbel 
genannt^);  sie  ergiebt  sich  auch  als  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte von  gegebenem  Inhalt ^  die  drei  gegebene  Geraden  berühren. 
Nebenher  wollen  wir  noch  bemerken^  dafs  der  analoge  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Kegelschnitte ;  die  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen^ 
von  der  sechsten  Ordnung  ist. 

Die  dritte  hat  in  kartesischen  Koordinaten  die  Gleichung 

^y  i^  +  y)  ==ct^]^) 

sie  liegt  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  x  ■—  y  =  0  und  hal; 
drei  reelle  Wendepunkte  im  Unendlichen ;  die  entsprechenden  Tangenten 
haben  die  Gleichung  x  ==  0,  y  ==  0^  ^  -\-  y  ==^  0.  Ihre  Hessesche 
Kurve  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  die  beiden  komplex- 
konjugierten Geraden  dargestellt  durch  die  Gleichung 

x^  ~{-  xy  '\-  y^  ==  0 .^) 

1)  De  descensii  gravium  super  arcti  lemniscatae,  Mem.  de  Petersbourg  IX, 
1824). 

2)  Eine  mathematische  ÄbhandUmg  über  den  geometrischen  Ort  der  Mittel- 
punkte von  Kegelschnitten  j  von  denen  drei  Tangenten  oder  drei  Punkte  nebst  der 
Fläche  gegeben  sind  (Progr.  Oels,  1868). 

3)  J.  Alvera,  Die  Ku7've  dritten  Grades  xy{x-\-y)  =  a^  (Diss.  Rostock, 
1873). 

4)  Zu  anderen  Kurven,  die,  wie  die  hier  zuletzt  betrachtete,  drei  in  einen 
Punkt  zusammen  laufende  Asymptoten  haben,  gelangt  man,  wenn  man  diejenigen 
Kurven  dritter  Ordnung  aufsucht,  in  Bezug  auf  welche  es  oü^  Punkte  giebt, 
deren  erste  Polare  ein  Kreis  ist.  S.  die  Abh.  von  Stuyvaert,  Point  remar- 
qiiable  dans  le  plan  d'une  cubiqiie  (Nouv.  Ann.  3.  Serie,  XYIII,  1899). 


Zweites  Kapitel:  Rationale  Kurven  dritter  Ordnung. 


25 


Zweites  Kapitel. 

Rationale  Kurven  dritter  Ordnnng. 

18.  Von  den  in  Nr.  14  bezeichneten  divergenten  Parabeln  sind 
drei  je  mit  einem  singulären  Pnnkte  versehen^  schneiden  wir  diese  mit 
einem  Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  der  betreffende  singulare 
Punkt  ist,  so  entsteht  eine  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten 
der  Kurve  und  den  Werten  eines  Parameters,  woraus  sich  ergiebt, 
dafs  die  Kurve  rational  ist.  Projizieren  wir  eine  solche  Kurve  in  be- 
liebiger Weise,  so  gelangt  man  zu  folgenden  Formeln: 

QXi  =  üi^X^  +  anl^  +  ai^X  +  a,-3       (*==  1,2,  3)     .     .     .     (1) 

wo  Q  ein  Proportionalitätsfaktor  und  X  der  Parameter  ist.  Diese  liefern 
die  gemeinsame  parametrische  Darstellung  für  alle  die  oo^  rationalen 
Kurven  dritter  Ordnung,  die  es  in  einer  Ebene  giebt^).  Führen  wir 
nun  die  Bedingung  an  dafür,  dafs  die  drei  Punkte  (a)j  {ß),  (y)  in  ge- 
rader Linie  liegen^),  so  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  das  Pro- 
dukt der  beiden  Matrizen 


\a. 


a. 


ür 


10       ^''ll 
0-20       0^21 


Ctn^ 


a^. 


a' 

«2     «     1 

ß' 

ß'     ß     1 

/ 

f    V    1 

^^30       ^'^ai       "^"32       ^^^33 

gleich  Null  ist;  daher  wird  man  haben: 


a,, 


(Xoj 


a. 


a< 


'21 


Cto 


%1 
^25 


%3 


=  0  .     (2) 


""30  ^""31  ^32  ^^33 

oder  auch,  wenn  man  mit  fc^,  \,  /%,  /%  die  Determinanten  bezeichnet, 
die  man  aus  der  Matrix 

Cv-i  -(  Cv-I  Q  Cv-i  > 


a,, 


^9i 


-^12 


a. 


<^23 


^30       ^31       ^32       ^^^33 

erhält,   indem  man  der  Reihe  nach  die  erste,    zweite,   dritte,  vierte 
Vertikale  ausstreicht 

]c^^\{a+ß  +  Y)  +  k,(ßy-\-ya  +  aß)  +  \aßy  =  0.    .     (2') 

Setzen  wir  die  a^  /3,  y  einander  gleich,  so  verwandelt  sich  Gleichung 


1)  S.  hierüber  Igel,  Über  ebene  Kurven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
pimU  (Math.  Ann.  YI,  1873). 

2)  Wir  bezeichnen  hier  und  im  folgenden  mit  (X)   den  dem  Werte  X   des 
Parameters  entsprechenden  Punkt. 
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(2)  oder  (2')  in  eine  Gleichung^  deren  Wurzeln  cd  die  drei  Wendepunkte 
der  Kurve  bestimmen.     Die  so  sich,  ergebenden  Gleicliungen  sind: 


3(ö     3ca2     cö^ 


a, 


12 


CL. 


^30 


^^30 


^31 


a., 


=  0 


(3) 


oder 


Mit  Hilfe  von  (2)  oder  (2')  ist  es  sehr  leicht,  aus  diesen  Gleichungen 
abzuleiten,  dals  die  drei  Wendepunkte  der  Kurve  in  gerader 
Linie  liegen*,  davon  ist  einer  oder  alle  drei  reell,  je  nachdem  die 
Diskriminante  von  (3') 

J5  =  (feo?%  —  /^J%)'  — 4(7^1  ^•3  —  )(;o/%)-(feo'%  —  *i^3)-     •     (4) 

positiv  oder  negativ  ist.  —  Einem  Doppelpunkte  der  Kurve  entsprechen 
zwei  Werte  des  Parameters,  ^iS^]  diese  müssen  so  beschaffen  sein, 
dafs',  wenn  man  irgend  einen  Punkt  (l)  auf  der  Kurve  annimmt^  in 
bezug  auf  X  der  KoUinearitäts-Bedingung  der  drei  Punkte  {S^)  (ß^)  (l) 
identisch  genügt  wird.     Gleichung  (2')  ergiebt  dann: 

7,^  +  \  {d,  +  d,)  +  \d,d,  =  0,   \  +  k,  {d,  +  d,)  +  k,d,d,  =  0. 

Daraus  folgt,  dafs  d^  und  d^  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind: 

1     ~-d     ö' 


=  0 


(5) 


Die  Diskriminante  dieser  Gleichung  ist  ebenfalls  D,  und  daher  ist 
der  Doppelpunkt  der  Kurve  ein  Knotenpunkt  oder  ein  isolierter,  je 
nachdem  D  positiv  oder  negativ  ist.  Dieser  Umstand  zugleich  mit 
einem  oben  hervorgehobenen  führt  zu  dem  Schlüsse:  Eine  rationale 
Kurve  dritter  Ordnung  besitzt  einen  oder  drei  reelle  Wendepunkte, 
je  nachdem  sie  einen  Knoten-  oder  isolierten  Punkt  hat.  Im  Falle 
D  =  0,  wenn  die  Kurve  eine  Spitze  hat,  hat  sie  einen  einzigen,  natür- 
lich immer  reellen,  Wendepunkt. 

Aus   Gleichung  (1)   folgt,    dafs    die  Verbindungslinie   der  beiden 
Punkte  (A)  und  (|x)  die  Gleichung  hat: 


^1  %o 

X'2  (X20 

X.,  ago 

0  3 


«■..1 


«13 

«2S 
«3S 


0 


0 


^^31  '^''32 

-(yl+|[i)      Aft  0 

1        (^+f^)     3>l|Ll 


=    0 


.        .        (6) 
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Setzen  wir  insbesondere  ft  =  2,   so  ergiebt  sicli^   dafs   die  Gleicbmig 
der  Tangente  im  Punkte  (l)  sieb  folgendermafsen  darstellt: 


X, 

*30 

«21 

<^22 

(^is 

X,    . 

»30 

«31 

*32 

*33 

0 

3 

— 2;l 

l^ 

0 

0 

0 

1 

—2X 

3;l^ 

=  0 


(■■?) 


Daraus  gebt  bervor^  dafs  die  betracbtete  Kurve  im  allgemeinen  vierter 
Klasse  ist. 

19.  Die  gewöbnlicbe  Gleicbung  der  von  uns  betracbteten  Kurve 
würden  wir  erhalten^  wenn  wir  aus  Gleicbung  (1)  A  eliminierten.  Wir 
wollen  diese  Recknung  nicbt  ausfübren^)  und  lieber  die  einfacbsten 
kanoniscben  Formen,  auf  welcbe  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung 
zurückfübrbar  ist,  je  nacbdem  sie  einen  Knoten-,  ßückkebr-  oder  iso- 
lierten Punkt  bat,  aufstellen. 

a)  Im  ersten  FalleJ  wenn  wir  als  Ecke  Ä^  des  Pundamentaldreiecks 
den  singulären  Punkt  der  Kurve  wäblen,  so  ist  sie  durcb  folgende 
Gleicbung  darzustellen: 

Setzen  wir  X2  ==  Ix^^^  so  ergiebt  sieb 

QX^  ==  m2,     QX2  =  ml^,     Qx^  ==  Cq  -{-  c^l  -\-  c^)?  -j-  CgA'^, 
und  daber  die  Bedingung  der  KoUinearität  der  drei  Punkte  ia)  (/3)  {y) 

aßy^lc (9) 

indem  wir  der  Kürze  balber  fc  = ~  setzen. 


Es  ist  liier  der  Platz  zu  bemerken,  dafs  viele  der  Kurven  dritter 
Ordnung,  mit  denen  wir  uns  in  den  folgenden  Kapiteln  dieses  Ab- 
scbnittes  bescbäftigen  müssen  (nämlicb  die  gerade  Cissoide,  das  Polium 
Cartesii,  die  gerade  Stropboide  und  die  Trisectrix  von  Maclaurin)  ratio- 
nale Kurven  dritter  Ordnung  sind,  die  eine  Gleicbung  von  folgender 
Form  baben 

x{x^  4"  ^^y^)  =  ^^"^  +  ^y^' 

Barisien^)   bat  vorgeschlagen   diese   cubiques  elliptiques,  para- 
boliques  oder  byperboliques  zu  nennen,  je  nacbdem  h^O. 


S.  887. 


1)  Gl  eb  seh -Lindemann,    Vorlesungen   über  Geometrie  I.   (Leipzig  1876) 


1870). 


2)  Em.  Weyr,  Zur  Geometrie  der  Kurven  dritter  Ordnung  (Zeitschr.  XV, 
). 

3)  Intermediaire,  YII.  1900,  S.  79--80. 
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b)  Wenn  hingegen  die  Kurve  eine  Spitze  hat,  ist  ihre  Gleichung 
auf  folgende  Form  zu  bringen^) 

x^x.^ -^  x.^^     ....,,.,     (10) 

also  ^^1  =  ^ ')     QX.^  =  Xy    ^rCo  =  !_, 

und    statt    der    Gleichung   (9)    erhält    man    folgende    KoUinearitäts- 
bedingung 

c,  4-/3  +  ^  =  0 (11) 

c)  Wenn   schliefslich   die  Kurve   einen  isolierten  Punkt  hat^    so 
wird  man  ihre  Gleichung  schreiben  können^): 

und  hat  dann  folgende  parametrische  Darstellung 

und  die  Kollinearitätsbe dingung 

a  +  ß+  y  —  aßy  =  0 (13) 

Setzen  wir  allgemein  ;i  =  tg?,  so  wird  diese  zu  ig  (a  -^  h  -\-  c)  =  0, 

''^^''  a  +  l)  +  c=0  (mod.  ^)    .......     .     (14) 

Diese  Formeln  wenden  wir  auf  die  Untersuchung  der  Steiner 'sehen 
Polygone  an^),  die  einer  rationalen  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung 
einbeschrieben  werden  können.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  als 
^^Fundamentalpunkte  des  Polygons"  die  beiden  Punkte  (r^)  und  (tg) 
der  Kurve;  wir  nehmen  auf  derselben  einen  dritten  beliebigen  Punkt 
(1^),  verbinden  diesen  mit  (r^)  und  bestimmen  den  dritten  Schnitt- 
punkt der  Verbindungslinie  mit  der  Kurve  (Ig);  wir  verbinden  (Ig) 
mit  (Tg)  und  nennen  den  Punkt,  in  welchem  diese  Gerade  die  Kurve 
nochmals  trifft  (I3)  ...     So  erhalten  wir  nach  2n  Operationen  auf  der 

Kurve  2^  ~t-  3  Punkte,  (t^),  (t^),  (y,  {^2)^.ih) i^^n),  {i2n+i\ 

zwischen  deren  Parametern  eine  der  folgenden  Gruppen  von  2n  Be- 
dingungen bestehen,  je  nachdem  die  Kurve  einen  Knoten-,  Rückkehr- 
oder isolierten  Punkt  hat: 


1)  Salmon,  Analytische  Geometrie  der  höheren  ebenen  Kurven,  deutsch  v. 
Fiedler  (Leipzig  1873)  S.  221. 

2)  Daselbst  S.  226.  Ygl.  Zahradnik,  Contrihution  ä  la  theorie  des  cuhiques 
cuspidales  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  XVIII,  1899). 

3)  Diese  Anwendung  findet  sich  für  die  Kurve  mit  Knotenpunkt  entwickelt 
in  einer  Bemerkung  von  Em.  Weyr,  Über  Kurven  dritter  Ordnung  mit  einem 
Mittelpunkt  (Math.  Ann.  III,  1871);  für  die  übrigen  in  einem  Artikel  vom  Verf., 
I  poligoni  di  Steiner  nelle  cubiche  rcmonali  (Prager  Ber.  1896). 
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T1I3I4  ='k, 


^2  '2  63 
"^^2  ?3  64 


fl^in- 

-1I2M 

=  fc, 

T2  52«?2 

»+1== 

^. 

^1 

+  ll   +  I2 

=  0, 

•^2   +  ^2 

+  I3 

=  0 

^1 

+  is  +  I4 

=  0, 

%+i4 

+  I5 

=  0 

•    (15) 


•    (16) 


T^l  -f-  b2w~^l  ~|-  52«  =  0^  '^2   4"  §2?^  +  §27Z— 1    =  0_ 

^1   ~h  ^1      1     «^2  ^=  ^;  ^2      I     *^2  ~l     ^3  =  ^ 

^1      1      "^S      l*  "^4  ^^  ^?  ^2   "1      ^4      I      -^5  ^=^=  ^^ 

(mod.  it) 


0 


(17) 


^1  -H  i^27i  —  1  -f-  ^'2  w  =  Ö^  ^2  "r  ^2  w  -f  1  ~r  -^2  71  = 

Sollen  nun  die  angeführten  Operationen  zu  einem  geschlossenen  poly- 
gonalen Linienzuge  führen^  also  zu  einem  Steiner'schen  Polygon^  so 
mufs  I2W+1  =  li  sein.  Machen  wir  diese  Veränderung  in  den  Be- 
ziehungen (15)^  (16);  (l'^)  ^1^^  multiplizieren  dann  die  n  Gleichungen 
(15)  mit  einander  oder  addieren  die  n  Beziehungen  (16)  oder  (17) 
und  zwar  diejenigen^  die  in  derselben  Vertikalreihe  stehen^  so  ergeben 
sich  aus  den  resultierenden  Gleichungen^  wenn  man  sie  in  geschickter 
Weise  vergleicht ^  folgende  Beziehungen  für  die  beiden  Fundamental- 
Punkte 

<r^  ==  r^  .  .  (18)         r^  ==  r2  .  .  (19)         nt^^:nt^  (mod.  7t)  .  .  (20) 

Jede  derselben  wird  zur  Bestimmung  eines  der  Punkte  (t^)  (t^  dienen 
können^  wenn  man  den  anderen  kennt.  Wenn  nun  n  ungerade,  so  ist 
die  einzige  reelle  Lösung  von  (18)  r^  =  Tg;  wenn  aber  n  eine  gerade  Zahl 
ist,  so  kann  man  auch  setzen  r^^  =  —  t^\  dies  zeigt:  In  einer  Kurve 
dritter  Ordnimg  mit  Doppelpunkt  giebt  es  nur  solche  Steiner'sche 
Polygone,  deren  Seitenzahl  ein  vielfaches  von  4  ist;  ist  nun  eine 
Zahl  dieser  Art  gegel)en  und  auf  der  Kurve  helielbig  ein  Punkt  an- 
genommen, so  gielbt  es  nur  einen  Mnzigen  ihm  zugeordneten  Punkt 
der  Kurve,  der  mit  ihm  ein  Paar  Fundamentalpunkte  bilden  kann. 
Die  Gleichung  (19)  dagegen  wird  nur  befriedigt  durch  t^  =  r^  und 
also:  Auf  einer  Kurve  mit  Spitze  gieht  es  keine  Steiner'schen  Poly- 
gone im  eigentlichen  Sinne.     Aus  (20)  endlich  ergiebt  sich 

4  =  ^1  +  ^^^;        (^^1,  2,  3,  ...... -1) 

und  demnach:  Auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung  mit  isoliertem  Punkte 
gielbt  es  Steiner'sche  Vielecke  jeder  geraden  Ordnung  2n\  nimmt  man 
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einen  Punkt  der  Kurve  beliebig  an,  so  giebt  es  noch  n~l  weitere, 
von  denen  jeder  mit  diesem  ein  Paar  Fnndamentalpunkte  eines 
Steiiierschen  2it-Ecks  bildet. 

20.  Die  parametrisclien  Darstellungen^  die  mit  solcher  Leichtig- 
keit zu  diesen  Resultaten  fülirten^  dienen  auch  im  allgemeinen  dazu^ 
in  vorzüglicher  Weise  alle  Fragen,  die  die  Geometrie  der  rationalen 
Kurve  dritter  Ordnung  betreffen,  zu  behandeln.  Z.  B.  eignen  sie 
sich  zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  eines  Systems  von  Punkten 
Ä^y  Ä2.J  Ä^,  von  denen  jeder  der  Tangentialpunkt  des  folgenden  ist^). 
Mit  dieser  speziellen  Frage  wollen  wir  uns  hier  nicht  aufhalten,  wollen 
jfedoch  bemerken,  dafs  man  durch  Anwendung  der  Grafsmann'schen 
Begriffe  und  Methoden  zu  einer  einfachen  Konstruktion  jeder  Kurve 
dritter  Ordnung  mit  Knotenpunkt  gelangt^),  ebenso  zu  ihrer  Hesseschen 
Kurve  ^). 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  auf  das  Problem  der  Rektifikation 
der  rationalen  Kurve  dritter  Ordnung  hinweisen.  Die  Aufgabe  hangt  im 
allgemeinen  von  hyperelliptischen  Integralen  vom  Geschlechte  3  ab,  ver- 
einfacht sich  jedoch  in  speziellen  Fällen.  So  werden  wir  sehen,  dafs 
die  gerade  Cissoide  (Kap.  4)  und  die  Semikubische  Parabel  (Abschn.  V, 
Kap.  2)  elementar  rektifizierbar  sind;  so  hat  Salmon  vor  ca.  50  Jahren '^), 
und  neuerdings  Longchamps^)  bemerkt,  dafs  die  elliptischen  Inte- 
grale genügen,  um  alle  rationalen  cirkularen  Kurven  dritter  Ordnung 
zu  rektifizieren;  so  fand  endlich  Darboux^),  dafs  die  Krümmungslinien 
der  Enneper'schen  Minimalfiächen  algebraisch  rektifizierbare  Kurven 
dritter  Ordnung  sind"^).  Raffy^)  stellte  sich  und  löste  das  Problem 
der  Bestimmung  aller  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung,  deren  Rekti- 
fikation durch  Funktionen  von  niederer  als  der  dritten  Art  sich  aus- 
führen läfst,  und  durch  eine  erschöpfende  Untersuchung,  deren  Wieder- 
gabe wir  uns  hier  versagen  müssen,  gelangte  er  zu  folgendem  Satze: 


1)  Diirege,  Über  fortgesetztes  Tangentemiehen  an  Kurven  dritter  Ordnimg 
mit  einem  Doppel-  oder  BücMehrpunkte  (Math.  Ann.  I,  1869). 

2)  Dingeldey,  Über  Kurven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  (Math.  Ann. 
XXVII,  1886). 

3)  Id.,  Zur  Construction  der  HessescJien  Curve  der  rationalen  Curven  dritter 
Ordnung  (Math.  Ann.  XXVIII,  1887). 

4)  Higher  plane  Curves  (Dublin  1852.  S.  267). 

5)  Sur  la  rectification  de  quelqiies  courbes  remarquaUes  (Mathesis  VII,  1887). 

6)  Legons  sur  la  tJieorie  generale  des  surfaces  I.  S.  318  (Paris  1887). 

7)  Jede  dieser  Kurven  ist  die  Brennlinie  einer  Parabel  für  Strahlen  senk- 
recht zur  Axe,  man  kann  sie  aber  auch  betrachten  als  negative  Fufspunkt- 
kurven  der  Parabel  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der  Axe,  daher  der  von  Raffy 
angewendete  ISTame  caustique  podaire. 

8)  S.  die  Denkschrift  Sur  la  rectification  des  cubicßtes  planes  nm'cursales 
(Ann.  Ec.  norm.  3.  Ser.  VI,  1889). 
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Von  den  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  sind  rektifizierbar: 
L  Algebraisch:  1)  diejenigen^  welche  in  rechtwinkligen  kartesi- 
schen  Koordinaten^  folgender  parametrischen  Darstellung  fähig  sind: 

X  =:  a   ,  ^    ,  y  =  ^ :     2)  die  semikubischen  Parabeln:   3)  die 

geraden  und  schiefen  Cissoiden  (Kap.  5  dieses  Abschnittes). 

IL  Durch  Funktionen  vom  Geschlecht  1,  diejenigen,  die  eine 
der  folgenden  Singularitäten  aufweisen:  1)  zwei  Wendepunkte  mit  einer 
isotropischen ^)  Tangente  im  Endlichen;  2)  eine  Spitze  im  Endlichen 
und  Berührung  mit  der  unendlich  fernen  Geraden;  3)  eine  Spitze  und 
einen  Wendepunkt  im  Unendlichen;  4)  Durchgang  durch  die  cykli- 
schen  Punkte. 

III.  DurchFunktionen  vomGeschlecht2:  1) diejenigen, welche 
eine  Spitze  im  Endlichen  haben  oder  2)  eine  einfache  Berührung  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  oder  auch  einen  Doppelpunkt  im  Un- 
endlichen. 

Mit  Berücksichtigung  der  Einzelheiten  dieses  Satzes  ist  der  Leser 
in  den  Stand  gesetzt,  die  analytische  Natur  der  Funktionen,  von  denen 
die  Rektifikation  aller  in  diesem  Abschnitte  betrachteten  Kurven  ab- 
hängt, zu  bestimmen. 


Drittes  Kp^pitel. 

Cirkulare  Kurven  dritter  Ordnung.^) 

21,  Eine  cirkulare  Kurve  ^)  dritter  Ordnung  oder  Kata- 
spirica^)  ist  durch  sieben  oder  sechs  Punkte  bestimmt,  je  nachdem 
sie  vom  Geschlechte  1  oder  0  ist.     Ihre   Gleichung,  bezogen  auf  ein 


1)  Man  nennt  bekanntlich  isotropisch  eine  Gerade,  wenn  sie  durch  einen 
cykhschen  Punkt  der  Ebene  geht. 

2)  Ygi.  C.  A.  Bjerknefs,  Sitr  une  certaine  classe  de  courhes  de  troisüme 
ordre  ra^porUes  ä  lignes  droites,  qiii  dependent  de  parametres  donnes  (Journ.  f. 
Math.  LV,  1858);  J.  Casey^  On  hicircular  quartics  art.  90—115  (hish  Traiis. 
XXIV,  1869);  L.  A.  Strnad,  Üher  Gircularciirven  dritten  Grades.  Progr.  d. 
Kealsch.  Königgrätz,  1883  (böhmisch);  F.  Fricke,  Über  ebene  Kurven  dritter 
Ordnung ,  toelche  durch  die  imaginären  Kreispunläe  gehen  (Diss.  Jena  1898). 

3)  Die  cirkularen  Kurven  werden  mifsbräuchlich  bisweilen  cyklische 
Kurven  genannt,  wodurch  Verwechselungen  mit  Kreisrollkurven  (vgl.  Abschn. 
VI,  Kap.  9)  herbeigeführt  werden. 

4)  Eine  von  Laguerre  benutzte  Bezeichnung  in  dem  Aufsatze  Sur  Ja 
courhe  enveloppee  par  les  axes  des  coniques  qui  passent  par  quatre  points  donnes 
(Nouv.  Ann.  2®  Serie,  XVIII,  1879)  um  daran  zu  erinnern,  dafs  eine  cirkulare 
Kurve  dritter  Ordnung  betrachtet  werden  kann  als  eine  spirische  liinie  mit  un- 
endlich fernem  singulären  Brennpunkte.     Vgl.  Abschn.  III^  Kap.  4. 
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rechtwinkliges  kartesisches  x\.xensystem^  kann  immer  auf  die  Form 
gebracht  werden 

{ax  -{-  ßy)  (x^  +  y^)  -\-  ax^  -j-  2 hxy  -\-  hy^  +  2gx  -\-  2fy  4-  c  =  0 .     (1) 

Aufser  den  cyklischen  Punkten  besitzt  die  Kurve  im  Unendlichen 
noch  einen  immer  reellen  Punkt^  nämlich  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Geraden  ax  -{-  ßy  =  0-^  wenn  man  daher  die  ^-Axe  parallel  zu 
dieser  Geraden  nimmt^  so  vereinfacht  sich  Gleichung  (1)  und  wird  zu 

y{x^  +  y^)  +  ax^  +  2hxy  +  hy^  +  2gx  -{- 2fy  -\- c  =  0  .  (2) 
In  jedem  der  cy Mischen  Punkte  giebt  es  eine  bestimmte  Tangente 
an  die  betrachtete  Kurve;  die  beiden  so  erhaltenen  Geraden  sind  kon- 
jugiert imaginär  und  treffen  sich  in  einem  reellen  Punkte  F^  dem 
aufserordentlichen  Brennpunkte  oder  Centrum  der  Kurve ^  dessen 
Koordinaten  _, 

x  =  h^     y  =  — - —   sind (3) 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  als  Koordinatenanfang,  indem  wir  die 
Richtung  der  Axen  beibehalten,  so  bekommt  Gleichung  (2)  die  Gestalt: 

(y  +  a)ix'  +  y')  +  2gx-i-2fy  +  c^0      ...     (4) 

Von  jedem  cyklischen  Punkte  lassen  sich  vier  Gerade  ziehen,  die 
anderswo  die  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung  vom  Geschlechte  1  be- 
rühren-, es  entstehen  so  zwei  Büschel  von  je  vier  Strahlen,  die  nach 
dem  Salmonschen  Satze  projektiv  sind  (s.  Nr.  12).  Beachtet  man,  dafs 
die  Projektivität  sich  auf  vier  verschiedene  Weisen  aufstellen  lälst, 
und  dafs  ferner  jede  der  Tangenten,  die  von  dem  einen  Kreispunkte 
gezogen  sind,  die  von  dem  anderen  gezogenen  trifft  in  Punkten,  welche 
die  Brennpunkte  der  Kurve  sind,  so  sieht  man:  Die  16  Brennpunkte 
einer  cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  (von  denen  jedoch  nur  4  reell 
sind)  liegen  zu  je  vieren  auf  vier  (durch  die  cyklischen  Punkte  gehen- 
den Kegelschnitten,  d.  i.)  Kreisen,  ein  bemerkenswerter  Satz,  der  ge- 
wöhnlich „der  Hart 'sehe  Satz^^  genannt  wird^)..  Für  eine  rationale 
cirkulare  Kurve  giebt  es  nur  4  gewöhnliche  Brennpunkte,  wenn  sie 
einen  Knoten-  oder  isolierten  Punkt  besitzt,  1  nur,  wenn  sie  eine 
Spitze  hat. 

Jegliche  Parallele  zur  ^r-Axe  trifft  die  Kurve  (4)  in  zwei  in  end- 
licher Entfernung  belegenen  Punkten,  deren  Abscissen  man  durch 
Auflösung  der  entsprechenden  Gleichung  nach  x  erhält;  nimmt  man 
jedoch  y  =  —  a,  so  wird  eine  Wurzel  der  Gleichung  (4)  unendlich 
grofs,  und  daher  stellt  die  Gleichung 

2/  +  «  =  0 (5) 


1)  Salinon-Fiedler,J5&e^ieZi^r^?m (Leipzig  1873)  S.177;  s.  auchM.Disteli, 
Die  Metrik  der  cirJciilaren  Kurven  dritter  Ordnung  im  Zuscmimenliang  mit  geo- 
metrischen Lelirsätzen  Jacob  Steiners  (Züricli.  Ges.  XXX YIII,  1893). 
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eine  Asymptote  der  Kurve  (4)  dar.  Diese  Asymptote  schneidet  übrigens 
die  Kurve  in  einem  Punkte  Ä,  dessen  Koordinaten  sind 

^  =  — ^y— ;     y  =  ~-a      ......     (b) 

und  der  ein  Haupt-Punkt  der  Kurve  heifst.  Mediane  derselben 
nennt  man  die  durch,  den  Punkt  M^  den  Mittelpunkt  der  Strecke  FÄ^ 
parallel  zur  Asymptote  gezogene  Gerade;  deren  Gleichung  ist  daher 

y  +  i-o •   •   (7) 

Man  beachte  auch/  dafs  Gleichung  (4)  als  das  Resultat  der  Elimination 
von  r^  aus  folgenden  beiden  Gleichungen  angesehen  werden  kann 

^2  ^y2^  ^2^     (^  ^  „)  (^2  ^  2/-)  -{-2g(x-  '4----?)  =  0. 

Dies  in  geeigneter  Weise  interpretiert,  liefert  folgenden  Satz  von 
Czuber^):  Jede  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung  läfst  sich  erzeugen 
durch  ein  Strahlbüschel  und  ein  projektives  Büschel  konzentrischer 
Kreise;  der  Scheitel  des  Strahlhüschels  ist  der  Hauptpunkt,  und 
das  gemeinsame  Centrum  aller  erzeugenden  Kreise  der  aufserordent- 
liche  Brennpunkt  der  Kurve.  Daraus  folgt  als  CoroUar  folgender 
Satz  von  Eckardt^):  Jede  durch  einen  Hauptpunkt  einer  cirkularen 
Kurve  dritter  Ordnung  gezogene  Grerade  trifft  aufserdem  die  Kurve 
in  zwei  Punkten,  die  gleichen  Abstand  vom  aufserordentlichen  Brenn- 
punkte haben. 

22.  Bemerkenswert  ist  der  Fall,  dafs  die  Kurve  dritter  Ordnung 
durch  ihren  aufserordentlichen  Brennpunkt  geht,  oder  auch,  was  das- 
selbe ist,  dafs  die  beiden  Kreispunkte  auf  ihr  „konjugiert"  sind;  dieser 
wurde  von  Schröter^)  und  Durege^)  untersucht  infolge  der  Be- 
merkung von  Salmon*''),  dafs  eine  solche  Kurve  der  Ort  der  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte  einer  Schar  ist;  daher  der  Name  Pokalkurve,  den 
sie  in  der  Geometrie  führt;  in  der  Kinematik  dagegen,  wo  sie  eine 
wichtige  Rolle  spielt,  heifst  sie  Kr  e  isp  unkt  kurv  e^).     Im  vorliegen- 


1)  Die  Kurven  dritter  und  vierter  Ordnung,  ivelche  durch  die  unendlich  fernen 
KreispunMe  gehen  (Zeitschr.  f.  Math.  XXXII,  1887.) 

2)  Vgl.  Durege,  Üier  eine  leichte  Konstruktion  der  Kurve  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  imaginären  Kreispunlcte  geht  (Zeitschr.  f.  Math.  XIV,  1869;  s.  auch 
X,  1865).  __ 

3)  über  eine  besondere  Kurve  dritter  Ordnung  und  eine  einfache  Erseugungs- 
art  der  allgemeinen  Kurve  dritter  Ordnung  (Math.  Ann.  V,  1872). 

4)  Über  die  Kurve  dritter  Ordnung^  welclie  den  geometrischen  Ort  der  Brenn- 
punkte  einer  Kegelschnittschar  bildet  (Math.  Ann.  V,  1872). 

5)  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte ,  deutsch  v.  Fiedler.  2.  Aufl. 
S.  355  u.  397. 

6)  Vgl.  R.  Müller,  Konstruldion  der  Fokalkurve  aus  sechs  gegebenen  PtmJden 
(Zeitschr.  l  Math.  XL,  1895). 

Loria,  Ebene  Kurven.  3 
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den  Falle  müfste  man  in  der  vorigen  Gleichung  c  =  0  setzen.  Die 
Gleicliungen  (4)  und  (5)  werden  dann 

y{x'  +  f  +  ay-\-2f)^x{ax  +  2g)^0{^)y     x  =  ^,     ^  =  -a  (50 

Demnach  ergieht  sich  (4')  durch  Elimination  von  l  aus  den  Grlei- 
chungen 

woraus  folgt:  Jede  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  ihren 
aufserordentlichen  Brennpunkt  seihst  enthält,  läfst  sich  erzeugen 
durch  ein  Strahlenhüschel ,  welches  ehen  jenen  Brennpunkt  zum 
Scheitel  hat  und  ein  projektives  Kreishtischel,  indem  der  Mittelpunkt 
eines  jeden  Kreises  des  Büschels  auf  dem  entsprechenden  Strahl  und 
auf  der  Mediane  der  Kurve  liegt. 

Eine  andere  bemerkenswerte  Gruppe  von  cirkularen  Kurven  dritter 
Ordnung  ist  diejenige^  die  gebildet  wird  von  solchen^  die  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  eine  Axe  sind;  nehmen  wir  diese  als  x-kx.e 
und  als  Anfang  den  reellen  Punkt,  in  welchem  sie  die  Kurve  schneidet, 
so  kann  man  als  allgemeine  Gleichung  derselben  folgende  nehmen: 

x{x^  +  y'^)  +  (^^x^  +  ^y^  -\-  ex  ^=  Q (8) 

Gehen  wir  nun  zu  Polarkoordinaten  über^  so  erhalten  wir  die  andere: 

9    ,        a  cos^  (o  -\~h  sin^  co     ,  ^ 

Q^  +  Q '- U  c  =  0  . 

^         '      ^  COSCÖ  ' 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dafs  c=[=0;  nennen  wir  nun  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  q-^  und  q^,  so  haben  wir  q-^  -  q^  =  <^;  '^^^  daher  wird 
die  Kurve  (8)  in  sich  seihst  transformiert  durch  eine  Inversion,  die 
zum  Centrum  den  Koordinatenanfang  und  zur  Potenz  e  hat^).  Zwei 
andere  analoge  Inversionen  giebt  es,  wenn  die  Kurve  von  der  Sym- 
metrieaxe  in  zwei  weiteren  reellen  Punkten  geschnitten  wird.  — 
Wenn  c  ==  0,  kann  man  die  Gleichung  (8)  durch  folgende  ersetzen: 

(x  —  a)  (x^  +  y^)  +  ^^^  =  ^'-j 

die  so  dargestellte  Kurve  wird  in  Italien^)  Percissoide  genannt, 
wenn  a  >  6,  und  Ipocissoide,  wenn  a  <  ö;  im  besonderen  Falle, 
wenn  a  =  +  &;  ist  sie  eine  gemeine  Cissoide  resp.  die  Begleitkurve 
derselben  (vgl.  Nr.  24). 


1)  Daraus  ergiebt  sich,  dafs  die  Tangenten  an  die  Kurve  in  den  beiden 
Punkten,  die  auf  einer  Geraden  durcb  den  Koordinatenanfang  liegen,  mit  dieser 
Geraden  gleiche  Winkel  bilden. 

2)  Man  sehe  den  §  22  der  Abhandlung  von  E.  Cavalli,  Le  figure  red- 
procJie  e  la  trasfofmazione  quadratica  nella  cineynatica.  (Napoli  Mem.  2,  Serie, 
IX,  1899). 
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Eine  dritte  Gruppe  wird  gebildet  von  den  cirkularen  und 
rationalen  Kurven;  nimmt  man  zwei  recMwinldige  Axen^  die  den 
Doppelpunkt  als  Koordinatenanfang  liaben,  so  hat  man  für  die  Kurve 
folgende  Gleichung: 

{x^  +  y')  {ccx  +  ßy)  +  ax'  +  2hxy  -{-ly^^O.     .     .     (9) 

Diese  führt  zu  folgender  parametrischen  Darstellung 

a-\-^hl  +  hV  ,  a  +  ^hX  +  hl^ 


Aus  dieser  folgt^  dafs  ein  beliebiger  Kreis^  der  durch  den  Koordinaten- 
anfang geht,  also  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dar- 
gestellt wird:  ^,  ^  ^2  _  2^x-2rjy==  0  , 

die  Kurve  noch  in  zwei  Punkten  trifft,  die  durch  die  Gleichung  be- 
stimmt werden: 

{a  -f  2ai)  -f  2A  (fe  +  /3|  -i-  arj)  +  (&  +  2hri)  l^  =  0; 
damit  nun  diese  beiden  Punkte  zusammenfallen,  mufs  sein 

(^1  —  a^if  +  2  (fe/3  --  &a)  I  +  2  (7^a  —  aß)  ^  +  {li^  —  aV)  =  0 . 

Diese  Gleichung  in  %  und  r^  stellt  eine  Parabel  dar;  nennt  man  nun 
den  Ort  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kreise,  die  durch  den  Doppel- 
punkt einer  rationalen  cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  gehen  und 
sie  anderswo  berühren,  Nebenevolute,  so  folgt:  Die  Nebeiievoliite 
einer  rationalen  cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  ist  eine  Paral)eP). 
Zu  dieser  Gruppe  gehört  auch  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

x^  —  ^]^x^  -\-  xy^  +  P^x  —  4^^  =  0, 

deren  Konstruktion  durch  zwei  Hyperbeln  Varignon  angegeben  hat^) 
und  welche  er  zur  Untersuchung  der  Wendepunkte  Rolle  vorlegte  im 
Verlaufe  der  bekannten  Disputation,  die  zwischen  diesen  berühmten 
Mathematikern  über  den  Wert  der  Infinit esimal-Metho de  statt  fand. 
Varignon  nannte  sie  Conchoide,  weil  sie  eine  Ähnlichkeit  in  der 
Gestalt  mit  der  Konchoide  des  Nikomedes  (s.  Abschn.  III,  Kap.  5) 
aufweist. 


1)  Dieser  Satz  für  den  Spezialfall   der  Cissoide  findet  sich  in  M.  Simon, 
Analytische  Geometrie  (Leipzig,  Gösclien  1900)  S.  283. 

2)  S.  den   an  Leibniz  gerichteten  Brief  v.  23.  Mai   1702,   veröffentlicht  in 
Leilmiz  von  Gerhardt,  IV  (Halle  1859)  S,  101. 


35  II.  Abschnitt:  Kurven  dritter  Ordnung. 

Viertes  Kapitel. 

Die  Cissoide  des  üiokles. 

23.  Die  Probleme  der  Quadratur  des  Kreises,  der  Verdoppelung 
des  Würfels  und  der  Teilung  des  Winkels  in  gleiche  Teile  bildeten 
viele  JahrbLunderte  lang  das  Ziel  der  Anstrengungen  aller  hervor- 
ragenden Geometer;  viele  derselben  versuchten^  da  sie  einsahen,  dafs 
die  ,,ebenen  und  körperlichen  Örter'^  nicht  im  stände  seien  sie  zu  lösen, 
die  Schwierigkeiten,  die  sich  der  Erlangung  einer  Lösung  entgegen- 
stellten, dadurch  zu  überwinden,  dafs  sie  andere  Kurven  von  kom- 
plizierterer Erzeugung  anwandten;  so  entstanden  zahlreiche  Arten  von 
Kurven,  die  man  bezüglich  Quadratrix,  Duplikatrix,  Sektrix 
nannte.  Unter  der  zweiten  Art  finden  wir  aufser  den  Kegelschnitten 
auch  die  bemerkenswerte  Kurve,  von  der  dieses  Kapitel  handelt. 
Erdacht  wurde  sie  von  Diokles,  einem  nur  wenig  bekannten  Geometer, 
der  sicherlich  später  als  Archimedes  gelebt  hat,  wahrscheinlich  zwischen 
250  und  100  v.  Chr.  ^)  In  welcher  Weise  er  sich  derselben  zur  Ver- 
doppelung eines  Würfels  bedient  hat,  erfahren  wir  aus  dem  Kom- 
mentar des  Eutokius  von  Askalon  zum  zweiten  der  Bücher  des 
Archimedes   ü&er  die  Kugel  und  den  Cylinder^). 

Um  die  Entstehung  der  Diokleischen  Linie  klar  zu  machen,  be- 
trachten wir  einen  Kreis  F  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  zwei  zu  einan- 
der senkrechten  Durchmessern  AB  und  CD  (Taf.  I,  Fig.  1);  wir  nehmen 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  zwei  untereinander  gleiche  Bogen  AE 
und  AG^  ziehen  durch  G  die  Parallele  zu  AJB,  diese  schneidet  CE 
in  einem  Punkte  M  der  Diokleischen  Kurve.  Dafs  der  Ort  der 
Punkte  M^  welcher  von  Eutokius  mit  keinem  besonderen  Namen  be- 
zeichnet wurde,  derselbe  ist,  den  Proklus  und  Pappus  Cissoide  nennen 
(%i(j6osidrjg  ^Qa^iiiri  von  rj  %l6<3og^  der  Epheu),  ist  aufserordentlich 
wahrscheinlich,  wenn  auch  nicht  mathematisch  sicher,  da  keine  ältere 
Schrift  existiert,  in  welcher  sich  der  Name  Cissoide  mit  dem  Namen 
des  Diokles  verknüpft  findet.  Nichtsdestoweniger  wird  der  Ort  der 
Punkte  M  allgemein  die  Cissoide  des  Diokles  genannt. 

Bemerken  wir  noch,  dafs,  wenn  OE  die  in  D  an  den  Kreis  ge- 
legte  Tangente  d  in  F  schneidet,  sich  die  beiden  Strecken  CE  und 
MF  als  gleich  und  gleich  gerichtet  ergeben,  so  läfst  sich  die  Cis- 
soide einfacher  auf  folgende  Weise  konstruieren.  Man  trage  auf  je- 
dem von  C  ausgehenden  Strahle  CF'  ein  Stück  FM  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet  mit  CE  ab.  Wenn  man  dagegen  F'IVF 
gleich  und  in  gleichem  Sinne  mit  CE  abträgt ,   so  würde   man  eine 


1)  G.  Loria,  Fe  scienze  esatte  nelV  antica  Grecia  Lib.  II,  n.  73. 

2)  Archimedes^  heransg.  von  Heiberg  III  (Leipzig  1880)  S.  81  ff. 
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neue    Kurve    erhalten^    welche    die    Begleitkurve    der    Cissoide 
heifst^). 

Die  Cissoide  des  Diokles  ist  augerLScheinlicli  symmetriscli  in  Bezug 
auf  den  Durchmesser  CD  des  Erzeugungskreises  und  enthält  die  End- 
punkte Ä  und  B  des  dazu  senkrechten  Durchmessers.  Obwohl  sie  sich 
ins  Unendliche  erstreckt^  so  betrachteten  die  Alten  nur  die  beiden  Bogen- 
stücke  innerhalb  des  Kreises  F,  die  von  C  bis  zu  den  Punkten  A  und  B 
gehen.  Diese  Bogen  begrenzen  zugleich  mit  dem  Halbkreise  ABB 
ein  Gebiet^  dessen  Gestalt  an  die  Blätter  des  Epheu  erinnert;  damit 
ergiebt  sich  die  Erklärung  des  Namens  Cissoide.  Die  Existenz  der 
unendlichen  Zweige  scheint  erst  um  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts 
bemerkt  zu  sein;  thatsächlich  bemerkte  Robervalin  einem  an  Fermat 
gerichteten  Briefe  vom  4.  August  1640^  als  er  von  Cissoiden  spricht  ^)j 
dafs  j^ces  deux  lignes  courbes  sont  infinies  de  leur  nature  et  ont  des 
asymptotes  paralleles  entre  elles^  ce  qu'on  m'a  assure  avoir  ete  dejä 
demoiistre  par  un  auteur  dont  on  ne  m'a  pas  pu  dire  le  nom"^). 

Unabhängig  von  diesem  wurden  die  unendlichen  Zweige  der 
Cissoide  von  R.  de  Sluse  bezeichnet;  daher  schlug  Huygens  vor^)^ 
die  ganze  Kurve  die  Slusianische  Cissoide  zu  benennen;  aber^ 
obwohl  dieser  Name  die  Billigung  des  Hauptinteressenten  gefunden 
hatte -''),  so  wurde  er  doch  nicht  adoptiert,  und  man  fuhr  fort,  den 
Ort  aller  vorhin  definierten  Punkte  M  Cissoide  des  Diokles  zu 
nennen;  in  diesem  Sinne  genommen,  hat  dann  die  Kurve  die  Gerade 
d  als  Wendeasymptote. 

24.  Nehmen  wir  nun  C  als  Pol  und  CD  als  Axe  eines  Polar-; 
koordinaten-Systems  q,  co  und  bezeichnen  den  Radius  des  gegebenen 
Kreises  mit  r,  so  erhalten  wir- 

n  =  CM  ==  EF  =  CF  —  CE  =  ^^^  ^  2r  C08  03 , 

^  cos  (O  ^ 

und  daher  ist  die  Polargleichung  der  Cissoide: 

2r-sin^a)  ... 

Q  = .      .      (i) 

^  cos  CO  ^   ^ 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  erhalten  wir 

x{x'  +  y')  =  2ry' (2) 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Cissoide  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ord- 


1)  G.  Bellacchi  {Introduzione  storica  alla  teoria  delle  funzioni  elUttidiey 
Florenz  1874,  S.  136)  nennt  sie  la  conjugata  della  cissoide. 

2)  Um  den  folgenden  Passus  zu  verstehen,  ist  nötig  zu  wissen,  dafs  Roberval, 
zusammen  mit  der  Cissoide  die  in  Bezug  auf  die  Spitze  symmetrische  Kurve 
betrachtete. 

3)  Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  201, 

4)  S.  den  Brief  an  R.  de  Sluse  v.  5.  April  1658  in  Oeuvres  de  Huygens  IT, 
S.  164. 

5)  S.  die  Antwort  Sluses  v.  17.  Apr.  1658,  ebendaselbst  S.  168. 
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imng  mit  C  als  Spitze  und  CD  als  entsprecliender  Spitzentangente  ist. 
Schreiben  wir  Grleichung  (2)  folgendermafsen 


SO  tritt  deutlich  hervor^  dafs  die  Gerade  d  eine  Wendeasymptote  ist. 

Betrachten  wir  hingegen  die  Begleitkurve  der  Cissoide,  so  werden 
wir  haben 

n  =  CM'  ^GF  +  FM'  :=^CF-\'CE^  -^-  +  2r  -  cos  co 

>^  '  '  cos  Co      ' 

Die  Polar-  und  die  kartesische  Gleichung  sind  daher 

g    ===  ^_J ^  y^    =    ---^^ —  . 

^  cos  CO  '  "^  2r  —  X    ^ 

diese  Kurve  ist  also  auch  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung. 

Die   angegebene  Erzeugungsweise  gestattet  uns  nicht,  die  Kurve 
in  einem  kontinuierlichen  Zuge  zu  zeichnen;    einer  solchen  aber  be- 
durfte Newton j  um   zu   erreichen,   dafs  die   Gissoide   ebenso   wie   die 
Gerade   und    der    Kreis    (s.  Nr.  5)    zu    denjenigen    Kurven    gerechnet 
würde,   die  man  zur  Lösung  irgend  eines  Problems  anwenden  könne. 
Er  entdeckte  nun   eine   solche  höchst  bemerkenswerte,   die  man  aus 
folgendem  Satze  erkennt  i):  „Ein  rechter  Winkel  FGH  (Taf.  I,  Fig.  2), 
dessen  einer  Schenkel  GF  eine  bestimmte  Länge  hat,  bewege  sich  mit 
dem  Punkte  F  auf  einer  festen  Geraden  r,  während  der  andere  Schenkel 
GH  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  E,  dessen  Abstand  von  F 
gleich  GF  ist,  geht:  dann  beschreibt  der  Mittelpunkt  M  von  FG  eine 
Gissoide."^)     Beweis:  Es  sei  0  der  Fufspunkt  des  von  E  auf  r  ge- 
fällten Lotes  und  D  die  Mitte  von  EO.    Dann  sind  die  Dreiecke  EFG 
und  EFO,  die  eine  gemeinsame  Hypotenuse  und  die  gleichen  Katheten 
EO  und  FG  haben,  kongruent,  daher  ist  <9C  FEO  =  EFG.     Wenn 
sich  nun  EO  und  FG  in  L  schneiden,   so   ist  Dreieck  LEF  gleich- 
schenklig, und  da  ED  {=\E0)  =FM  (=  \FG\  so  ist  Düf  parallel 
zu  EF    Ist  iTder  Schnitt  von  DM  mit  der  zu  EO  durch  F  gezogenen 
Parallelen,  und  beschreibt  man  um   0  mit  OD  als  Radius  den  Kreis 
r  und  zieht  an   diesen   durch   den  D  diametral  gegenüber  liegenden 
Punkt  D'  die  Tangente  t^   so   ist  klar,   dafs   der  Punkt  K  sich  auf  t 
befinden  wird.     Zeichnen  wir  auch  den  Schnittpunkt  N  der  Geraden 
DMK  mit   der  Peripherie   des  Kreises  F  und   den  Radius   ON,   so 
sind  die  beiden  Dreiecke  DON  und  MFK  gleichschenklig  und  kon- 
gruent,   also    ist  DN  ==  MK  und  daher  DM  =  NK-^   dies   beweist, 
dafs   der   Ort  der  Punkte  ikf  eine   Gissoide    ist,    die  man    erhält  aus 
dem  Kreise  T  und  der  Tangente  t.     q.  e.  d. 


1)  Ärithnietique  imiver seile,  übers,  v.  Beaudeux  (Paris  1802)  S.  83. 

2)  Ein  analytischer  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich  in  Magnus,  Samm- 
lung von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  (Berlin  1833) 
S.  279. 
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Wichtiger  als  die  Newton'sche  organische  Erzeugung  der 
Cissoide  sind  vom  theoretischen  Standpunkte  einige  Ableitungsarten 
derselben  aus  der  Parabel^  auf  die  wir  jetzt  hinweisen  wollen. 

Wir  betrachten  die  Parabel  y^==2px]  die  allgemeine  Gleichung 

ihrer  Tangente  lautet:  px  —  ^«/  + y"^^*  ^^^  ^^^^  welches  vom  Ko- 
ordinatenanfang auf  die  so  dargestellte  Gerade  herabgelassen  wird^  hat 
als  Gleichung  tjx  -\-  py  ^=  0-^  der  Ort  der  Pufspunkte  aller  derartigen 
Lote  hat  als  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  rj  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen^  d.  i. 

x{x^  +  y^)  +  jpy^  =  0. 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  (2)^  so  folgt:  Die  Fiifspimkt- 
Kiirve   des    Scheitels   einer   Parabel   ist   eine   Cissoide   des   Diokles. 

Beachten  wir  ferner^   dafs   der  zum  Koordinatenanfang  in  Bezug  auf 

die  Gerade  px  —  'yjy-\~Y  =  0  symmetrische  Punkt  die  Koordinaten  hat 

^  —  'p~j^>        y  —  -—  pqr^2 ; 

und  eliminieren  wir  daraus  iq^  so  findet  man: 
x  {x^  -\-  y^)  -\-  py^  =  0. 
Folglich:  Der  Ort  der  zum  Scheitel  einer  Parabel  in  Bezug  auf  die 
Tangenten  symmetrischen  Punkte  ist  eine  Cissoide  des  Diokles.^)  Da 
ferner  der  zum  Scheitel  der  gegebenen  Parabel  in  Bezug  auf  die 
Tangente  symmetrische  Punkt  der  Scheitel  einer  zur  gegebenen  kon- 
gruenten Parabel  ist,  welche  auf  dieser  rollt,  so  folgt:  Wenn  eine 
Parabel  auf  einer  anderen  rollt,  sie  immer  von  aufsen  berührendj 
so  beschreibt  der  Scheitel  eine  Cissoide^).  Wenn  man  auf  die  Parabel 
y^  =  2px  die  Transformation  durch  reziproke  Radien  vectoren  vom 
Centrum  0  und  der  Potenz  ]c^  anwendet,  so  kommt  man  zur  Cissoide 

mit  der  Gleichung  x(x^  ~{-  y^)  =  y~2/^-  Dieselbe  Transformation  aus- 
geführt für  zwei  Kegelschnitte  mit  Centrum,  die  durch  die  Gleichung 
__  —  2  —  +  -|y  =  0  dargestellt  werden,  liefert  die  beiden  Kurven  dritter 

Ordnung:  Ic^  (h^x^  +  a^y^)  =  2 ah^  (x^  -\-  y^) x , 

die  beide  cirkular  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  Ox]  die  von  der 
Ellipse  hergeleitete  hat  im  Koordinatenanfang  einen  isolierten  Punkt, 
die  von  der  Hyperbel  abgeleitete  einen  Knotenpunkt  daselbst.  Adop- 
tieren wir  die  Nomenklatur  von  IST e üb  er  g^),  so  heifst  die  erstere 
Hypercissoide  oder  acnodale  Cissoide,  die  andere  Hypocissoide 
oder  connodale  Cissoide;  der  Name  cuspidale  Cissoide  wäre 
demnach  synonym  mit  der  Cissoide  des  Diokles. 

1)  Mirman,  Sur  la  cissoide  de  BioJdes  (Nouv.  ann.  3^  Serie,  lY,  1885). 

2)  Hendricks,  Demonstration  of  a  proposition  (Analyst,  IT,  1877). 

3)  Sur  quelques  systhnes  de  lignes  articulees  (Liege  1886)  S.  33. 
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25.  Da  die  Cissoide  eine  rationale  Kurve  ist,  so  wird  man  die 
kartesischen  Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  darstellen  können.  In  der  That,  kombiniert  man  (2)  mit 
der  Gleichung  x  =  Xy^  so  erhält  man 

'^      1  +  ^2'         ^       1(1  +  1^)    ^ ^ -^ 

Daraus  folgt  als  Bedingung  der  KoUinearität  für  die  3  Punkte  (a),  {ß)^  (y) 

a  +  ß-\-y  =  0  .     .     .     .     .     .     .     .     (4) 

und  als  Bedingung  der  Koncyklität  (des  auf  einem  Kreise  Liegens) 
für  die  vier  Punkte  {a)^  (j3),  (j)^  (ß) 

a  +  ß  +  y  +  d==0 (5) 

Die  Sehne  {a)  {ß)  hat  demnach  die  Gleichung 

{1  +  a^  +  aß  +  ß^)cc—aß{a-i-  ß)y-~~2r  =  0    .     .     (6) 
im  speziellen  Falle,  für  die  Tangente  im  Punkte  (a)  ist  die  Gleichung 
(1  +  3a2)  x  —  2a'y-~2r=^0     .     .     .     .     .     (7) 
Folglich  ist  die  Gleichung  der  entsprechenden  Normalen 

2a^x  +  (1  —  3a')  ay  —  2r  (1  +  c^^)  =  0      .     .     .     (8) 

Aus  (7)  kann  man  eine  Konstruktion  der  Tangente  an  die  Cissoide 
ableiten;  sie  liefert  nämlich  als  Ausdruck  für  die  Subtangente 

4o:^r  x(^2r  —  x) 

und  daher  kann  man  die  Subtangente  selbst  durch  Konstruktion  einer 
vierten  Proportionale  erhalten^).  Sucht  man  hingegen  die  Umhüllungs- 
kurve der  durch  (8)  dargestellten  Geraden,  so  findet  man  folgende 
Gleichung  (in  welcher  a  =  2r) 

welche  die  Evolute  der  Cissoide  darstellt^).  Schlielslich ,  sucht  man 
den  Pol  der  Geraden  (7)  in  Bezug  auf  den  Kreis  x^  -^  y'  =  E^,  so 
findet  man  den  Punkt  mit  den  Koordinaten 

^=  27(^ +  ^'^')^      2/ =  -77-^'; 

1)  K.  Zahradnik,  Theorie  der  Cissoide  auf  Grundlage  eines  rationalen 
Parameters  (Prager  Ber.  1873). 

2)  Diese  Methode  wurde  im  Grunde  von  Fermat  angegeben  als  Anwendung 
seiner  Methode  der  Maxima  und  Minima  {Oeuvres  de  Fermat  I  S.  159  und  III 
S.  141);  ein  anderes  Verfahren  rührt  von  Roberval  her,  s.  Ohservations  sur  la  com- 
position  des  moiivements  et  sur  les  touchantes  des  lignes  courhes  (Mem.  de  1' Ac.  des 
Sciences  VI,  Paris  1730);  ein  drittes  werden  wir  in  Nr.  29  kennen  lernen. 

3)  Educ.  Times,  question  2415  (gelöst  von  Watson  und  Dale,  IX,  1868); 
vgl.  Salmon -Fiedler ,  Ebene  Kurven  S.  92. 
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dessen  Ort  zur  Gleichung  hat: 

(^-27)  --si-y- 

Der  Ort  selbst  ist  somit  eine  semikubische  Parabel  (s.  Abschn.  V, 
Kap.  2);  man  sieht  also:  Die  polarreciproke  Figur  einer  Cissoide  in 
Bezug  auf  einen  Kreis  mit  dem  Centrum  in  der  Spitze  ist  eine  semi- 
kuMsche  Parabel^). 

Als  letzte  Anwendung  der  Gleichung  (3)  suchen  wir  die  Hüll- 
kurve aller  Sehnen,  welche  die  Cissoide  mit  ihren  Krümmungskreisen 
gemeinsam  hat.  Beachten  wir,  dafs  Gleichung  (5)  uns  zeigt,  dafs  der 
Schmiegungskreis  an  die  Cissoide  im  Punkte  (a)  sie  ferner  im  Punkte 
{—3  a)  schneidet,  so  hat  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  die 
Gleichung  {1  ^-1  a')x  -  6a'y  ~  2r  ==  0, 

differenziiert  man  nach  a,   so  erhält  man  a  = -— ,   und  daher  durch 

Elimination  von  a  die  Gleichung: 

73      ^2 


y  35  '2r--x  ^ 

die  folgenden  Satz  beweist:  Die  Hüllkurve  der  Sehneu,  die  eine 
Cissoide  mit  ihren  Krttmmungskreisen  gemeinsam  hat,  ist  eine  der 
gegebenen  affine  Cissoide^). 

26.  Zu  einer  anderen,  nicht  weniger  nützlichen  parametrischen 
Darstellung  gelangt  man,  wenn  man  die  Polargleichung  (1)  der  Kurve 
mit  denjenigen  kombiniert,  welche  die  kartesischen  mit  den  Polar- 
koordinaten verknüpfen.     Man  erhält  so  folgende  neuen  Gleichungen 

X  ==  2 r '  sm'' cj  ,         y  =  2r—. (y) 

^  "^  sm  CO  ^  ^ 

Hiervon  wollen  wir    einige  Anwendungen   machen.     Bezeichnen 

wir  mit  S  den  Inhalt  des  gemischtlinigen  Dreiecks,  welches  von  dem 

Durchmesser  CD  (Taf.  I,  Fig.  1)  der  halben  Asymptote  und  der  Hälfte 

der  Cissoide  begrenzt  ist,  so  ist  klar,  dafs 

S  =J  y-dx  =  Sr^J  sm^co-da)  =  8r^-r— ^  •  --  =  -^?>%r^ . 

Da  nun  8  die  Hälfte  der  zwischen  der  Cissoide  und  ihrer  Asymptote 
liegenden  Fläche  ist,  so  kann  man  folgern:  Der  Flächeninhalt  des  von 
der  Cissoide  und  ihrer  Asymptote  begrenzten  Teiles  der  Ebene  ist 
dreimal  so  grofs  als  der  erzeugende  Kreis  ^). 


1)  Eine  von  Jiiel  gemachte  Bemerkung  in  Tidskrift  3.  Ser,  III,  1873. 

2)  K.  Zahradnik,  Beiträge  zur  Theorie  der  Cissoide  (Archiv  LVI,  1876). 

3)  Dieser  schöne  Batz  wurde  von  Format  (Dezember  1661?)  dem  Carcavi 
mitgeteilt  (s.  Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  454),  dieser  übersandte  ihn  am  1.  Januar 
1662  an  Huygens  (Oeuvres  de  Huygens  lY,  S.  2 — 6)  zugleich  mit  einem  Blatte, 
welches  den  von  Fermat  selbst  gelieferten  Beweis  enthielt  {Oeuvres  de  Fermat 
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Betrachten  wir  nocli  das  gemisciltlinige  Dreieck,  welches  die 
Radien  OA  und  OC  des  Grundkreises  F^  sowie  den  Cissoidenbogen 
AMC  als  Seiten  hat,  so  ist  dessen  Inhalt  gleich 

0 

durch  Integrieren  (in  Teilen)  erhalten  wir  der  Reihe  nach 

/.    A         -,                   sinket)  -  cos  cö     ,     o    /"*  .    n         ^ 
sm^  (0  •  a(o  =  — — ^^ TT;  ^^^  ^  '  ^^^ 

sin^  CO  •  cos  CD         B  sin  oj  •  cos  ca    ,    3  m        3  w         3  sin  2  cd         sin^  w  •  sin  2  w  ^ 

folglich  ist  die  Fläche 

C0AMG=^-^^-2r\ 

Um  dieses  Resultat  zu  interpretieren,  ziehen  wir  die  Tangente  in 
A  und  C  an  den  erzeugenden  Kreis  und  bezeichnen  deren  Schnitt 
mit  iV;   infolge   der  vorigen  Relation  haben  wir  dann  für  die  Fläche 

CMANC  =  r'  —  (^'  —  2^2)  =  3  (r'  —  "^^  ; 

r^ —  giebt   aber  den  Flächeninhalt    des   gemischtlinigen  Dreiecks 

GZANC{y\'o  Z  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreisbogens  AC)  und  demnach 

Fläche  GMANC  =  3  •  Fläche  CZANC. 

eine  elegante  Beziehung,  die  von  Huygens  entdeckt  wurde ^). 

Betrachten  wir,  was  noch  allgemeiner,  das  von  dem  Cissoiden- 
bogen  CM  und  den  Koordinaten  seines  Endpunktes  CH  und  HM 
gebildete  Dreieck,  so  zeigt  die  vorhin  angestellte  Berechnung,  dals 
sein  Flächeninhalt  gegeben  wird  durch 

3(r^ci> |r^sin2cL))  —  r^sin^ci)  •  sin2a9. 

Zieht  man  nun  noch  die  Gerade  0(t,  so  erkennt  man,  dafs  die  in 
der  Klammer  stehende  Gröfse  nichts  anderes  ist  als  der  Flächen- 
inhalt des  Kreissegmentes  CZGC,  während  die  Gröfse  r^  sin^  03  •  sin  2  co 
den  Inhalt  des  Dreiecks  CHM  angiebt;  wir  schlief sen  daher 

Fläche  CHMC  =  3  •  Segment  CZGC—  Dreieck  CHM, 


I  S.  285  und  III  238);  unten  auf  diesem  Blatte  setzte  Huygens  folgende  An- 
merkung hinzu:  „J'ai  demonstre  cette  proposition  4  (ans)  auparavant^'.  Erwiesen 
ist  diese  Behauptung  durch  einen  Briefentwurf,  geschrieben  von  dem  grofsen 
holländischen  Geometer  im  April  1658  {Oeuvres  de  Huygens  II,  S.  170 — 73).  Der 
wesentliche  Inhalt  desselben  wurde  im  folgenden  Jahre  von  Wallis  in  Tractatus 
duo  etc.  (Oxoniae  1659)  veröffentlicht.  Die  Priorität  von  Huygens  über  Format 
scheint  hiernach  unbestreitbar. 

1)  Brief  an  Waüis  v.  6.  Sept.  1658  {Oeuvres  de  Huygens  II,  S.  212). 
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eine  Beziehung  von  bemerkenswerter  Allgemeinheit^  die  von  Johann 
Bernonlli  entdeckt  ist^). 

Indem  wir  bekannte  Formeln  anwenden  nnd  der  Kürze  wegen 
statt  2r  a  schreiben ,  erhalten  wir  folgenden  Ausdruck  für  das  Vo- 
lumen Vy  das  erzeugt  wird  durch  Rotation  der  Fläche  zwischen 
Cissoide  und  ihrer  Asymptote  um  die  Tangente  GN 

Tt 
2/  =  OÜ 


ly  ^=  :jt '  j  (a^  —  x'^)  dy  =  Tta^  j(ß  sin^co  -f-  sin^o  —  2sin^(D)  dm 

Qf^^  1  7t        ,         1-3  7t  r^    1  •  ^  •  6      7t~\ 


oder  auch,  wenn  wir  wieder  für  a,  2r  schreiben 

_     F=2.5jz;V. 

Wenn  wir  anderseits  das  durch  Rotation  des  gegebenen  Kreises  um 
dieselbe  Tangente  CN  entstandene  Volumen  mit  V  bezeichnen^  so 
haben  wir  -  023 

und  also  ^^       ^-=r^ 

eine  von  Huygens  mitgeteilte  Gleichheit^),  die  sich  leicht  in  Worte 
kleiden  läfst.  Sei  nun  Xg  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  der  be- 
treffenden Cissoide,  so  hat  man  nach  der  Pappus-Guldinschen  Regel 
27tXg^'  2S  =  V.    Setzen  wir  die  Werte  für  S  und  Fein,  so  ergiebt  sich 

dXn  =  5r,    oder  auch   - — - —  ==  — : 

damit  ist  bewiesen:  Der  Schwerpunkt  der  Cissoidenfläche  teilt  die 
Strecke  der  Symmetrieaxe,  zwischen  Spitze  und  Asymptote  in  zwei 
Teile,  von  denen  der  zur  Spitze  hin  gelegene  fünfmal  so  grofs  ist 
als  der  andere. 

Bezeichnen  wir  in  ähnlicher  Weise  mit  U  das  Volumen,  das  durch 
Rotation  der  Cissoide  um  ihre  Asymptote  entsteht,  und  benutzen  die 
vorigen  Formeln,  so  finden  wir: 

U=2S-2^(2r  —  Xg)====djtr^'27t{2r--^^)====27t'r'^ 

und  demnach:  Das  durch  Rotation  der  Cissoide  um  ihre  Asymptote 
erzeugte  Volumen  ist  gleich  dem  des  Ringes,  der  durch  entsprechende 


1)  Bemarques  sur  le  Uvre  intituU  Analyse  des  infiniment  petites  par  31. 
Stone  in  Joh.  BernoulUs  opera  IV,  S.  175 — 76.  Eine  andere  Interpretation  der 
allgemeinen  Formeln  derselben  Kurve  findet  sich  in  der  0.  a.  AnalytiscJun  Geo- 
metrie von  M.  Simon,  S.  286. 

2)  S.  den  Brief  an  R.  de  Sluse  v.  5.  April  1658  nnd  an  Wallis  v.  6.  Sept. 
1658  {Oeuvres  de  Htiygens  II,  S.  163  n.  212). 
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Rotation  des  gegel)eneii  Kreises  erzeugt  wird.  Es  ist  dies  ein  schöner 
Satz  von  ß.  de  Sluse,  der  neuerdings  die  Aufmerksamkeit  einiger 
Geometer  auf  sich,  gezogen  hat  ^). 

27,  Andere  ähnliche  Volumina  wurden  von  Cotes  berechnet ^)^ 
der  sich  auch  mit  der  Berechnung  der  Fläche  beschäftigt  hat^  die 
durch  Rotation  der  Cissoide  um  ihre  Spitzentangente  entsteht;  seinem 
Beispiele  folgte  Johann  Bernoulli^);  wir  wollen  dies  jedoch  unter- 
lassen und  dieses  Kapitel  beschlief sen,  indem  wir  das  letzte^  die  Cis- 
soide betreffende  nietrische  Fundamentalproblem  behandeln ,  nämlich 
ihre  Rektifikation. 

Aus  (2)  ergiebt  sich  für  den  Bogen  s'  der  Cissoide  gerechnet  von 
der  Spitze  an  folgender  Ausdruck: 


X 

/l       -i/Sr  —  Sx      , 


0 

Um  diese  Integration  auszuführen,  setzen  wir 


v^^x 


2r  =  a,         ^2_l^Lzi^ (iq) 


und  erhalten: 


'/(i  +  ;^t)- "•-«/['  +  ?(; 


1  1 


cU 


oder 


Newton  hat  eine  geometrische  Konstruktion  von  s  angegeben^ 
wir  wollen  uns  dabei  nicht  aufhalten^  sondern  die  Gleichung  (11)  an- 
wenden, um  einen  bemerkenswerten  Satz^  den  wir  Paul  Fufs  ver- 
danken, zu  beweisen^).  Kombinieren  wir  zu  dem  Zwecke  Gleichung 
(2)  mit  (10),  so  findet  man: 


daher  liefert  (11): 


z^ 


3 


_  9  _  (^'-^)^  _1_  Yl  .    ^(^-V^)(2  +  -l/3)  . 


1)  S.  die  Aufsätze  v.  P.  Gilbert,  Massau  und  C.  Le  Paige  in  MatJiesis 
VI,  1886. 

2)  Harmonia  mensurarum  (Cantabridge  1722)  S.  90—92. 

3)  S.  die  18  erwähnten  Bemarques  S.  178—179. 

4)  S.  die  letzte  dieser  Fragen  behandelt  in  der  Abhandlung:  Quantum  dif- 
ferat  longitudo  areus  curvae  ah  asymptota  titraque  in  infmitum  usque  protensa 
inquiritur  (Mem.  de  Petersbourg,  5^  Serie,  IX,  1824). 
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Entwickelt  man  mm  in  eine  Reihe,  so  findet  man 

=  —  2  -\-  Glieder  mit  negativen  Potenzen  von  ^; 
daher  /         /~\  /  \ 

s~y yj .      V        ^/  \       ^^/  9    ,    Glieder  mit  nega- 

a     ~    2     ^^  /       -|/3\/  /~A  "^  tiven  Pot.  von  ^r 

läfst  man  nun  o^  bis  oo  wachsen,  so  wächst  auch  ^  bis  oo,  und  man  hat 

lim  (s  —  1/)  ==  a  yä^log  (2 -I- 1/3 )  —  2  a  •, 

folglich  ist  die  Differenz  zwischen  der  Gesamtlänge  der  Cissoide  und 
der  Asymptote  eine  endliche  Gröfse,  nämlich  das  Doppelte  von 

al/3.1og(2  +  ]/3)  — 2a. 


Fünftes  Kapitel. 

Verallgemeinerungen  der  Cissoide. 

28.  Die  Erzeugung  der  Cissoide  bietet  vielfache  Verallgemeine- 
rungen dar^  von  denen  einige  nicht  ohne  Interesse  sind. 

Vorerst  kann  man  annehmen,  dafs  die  Punkte  C  und  D  nicht 
die  Endpunkte  eines  Durchmessers,  sondern  ebensogut  die  einer  Sehne 
seien  (Taf.  I,  Fig.  3).  Behalten  wir  alle  Bezeichnungen  der  vorigen 
Kapitel  bei,  sowie  dafs  DF  Tangente  des  Kreises  bleibt  und  be- 
zeichnen mit  a  den  Winkel  der  Sehne  CD  mit  dem  Radius  COj 
nehmen  C  als  Pol  und  CD  als  Polarachse,  so  finden  wir 

g  =  CM==EF=CF~CE^  ircos^  _  2^  ^^   ,^  _    , 

^  cos  (w  -\-a)  ^  ^ 

oder  reduziert 

2 r  sinket) 


^         cos  (w  +  a) 

Die  durch  diese  Gleichung  dargestellte  ist  allgemeiner  als  die  durch 
(1)  in  Nr.  24  dargestellte  und  geht  auf  diese  zurück,  wenn  c*:  =  0; 
sie  heifst  schiefe  Cissoide  zum  Unterschiede  von  der  Diokleischen, 
welche  öfters  auch  die  gerade  Cissoide  genannt  wird.  —  Grehen  wir 
zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  verwandelt  sich  (1)  in  folgende 

(x^  -|-  y^)  (x  cos  a  —  y  sin  a)  =  2ry^      ....     (2) 

aus  der  man  leicht  ableitet,  dafs  die  entsprechende  Kurve  C  zur 
Spitze  hat,  mit  CD  als  Spitzentangente;  ferner   geht  auch  sie  durch 
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cyblischen  Punkte  der  Ebene.  Die  schiefe  Cissoide  liat  geringere  Wich- 
tigkeit als  die  des  Diokles-  nichtsdestoweniger  trifft  man  anf  sie  bei 
einigen  Grelegenheiten;  als  Beispiel  möge  folgendes  dienen:  v'^  =  2pii 
sei  die  Gleichung  einer  Parabel^  bezogen  anf  ein  schiefwinkliges  Axen- 
system  mit  dem  Axenwinkel  a;  setzt  man 


y 

V  •  Olli  tt^        UClUllctUJJ.     '(A/  ^^^  iJU 1/    GUL  ^  l^;       V  --^  

SO  wird  man  erhalten 


-f-^-cosc^,   y  =  v-sma,    demnach  ^f  =  ^  —  t/ eotya,    v^==- 


^2  :^^  2^:)  sin  a  (oc  cos  a  —  ^  •  sin  cc) 

als  Gleichung  der  betrachteten  Parabel  in  rechtwinkligen  Koordinaten. 
Macht  man  die  durch  folgende  Formeln  bestimmte  Transforroation 
durch  reziproke  Radien 


^  —  V2  I  ^/2?      y 


x^  ~{-  y'^  ^  x^-\-  y^ ' 

SO  bekommt  man  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Kurve 
(^'2  _|_  y^2^  (^'  COS  a  —  y  sin  a)  =  ^^--^  y' , 

welche  mit  (2)  verglichen  auf  folgenden  Satz  schlief sen  läfst:  Bei 
einer  l)eliel)igen  Inversion,  deren  Centrum  auf  einer  Parabel  liegt, 
verwandelt  sich  diese  Kurve  in  eine  schiefe  Cissoide  (vgl.  Nr.  24). 

29.  Mit  noch  gröf serer  Allgemeinheit  kann  man  auf  folgende 
Weise  die  Konstruktion  der  Diokleischen  Kurve  erweitern:  ^^Gegeben 
sei  ein  Kegelschnitt  F,  auf  ihm  ein  Punkt  C  und  eine  Gerade  d  in 
seiner  Ebene;  man  ziehe  durch  C  eine  beliebige  Gerade  r^  die  F  zum 
zweitenmal  in  E  und  die  Gerade  d  in  F  schneidet;  man  trage  auf  r 
die  Strecke  CM  gleich  und  im  gleichen  Sinne  wie  EF  ab^^:  der  Ort 
der  Punkte  M  ist  eine  Cissoidalkurve^).  Es  ist  leicht  einzusehen, 
dafs  die  so  entstandenen  Kurven  dritter  Ordnung  sind  und  den  festen 
Punkt  zum  Doppelpunkt  haben;  auch  ist  die  Thatsache  bemerkenswert, 
dafs  alle  rationalen  Kurven  dritter  Ordnung  sich  durch  dieses  Verfahren 
konstruieren  lassen,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  die  unendlich 
ferne  Gerade  zur  Wendepunktslinie  haben  ^).  Hierin  besitzt  man  also  eine 
nützliche  Methode,  um  die  Eigenschaften  aller  rationalen  Kurven  dritter 
Ordnung,  mit  Ausnahme  der  eben  angegebenen,  zu  untersuchen^). 

Führt  man  den  Verallgemeinerungspro zefs  noch  weiter  aus,  so 
gelangt  man  zu  folgender  sehr  ausgedehnten  Gruppe  von  Kurven: 
„Es  seien  in  einer  Ebene  zwei  Kurven  F^  und  F^  gegeben  und  ein 
fester  Punkt  0;   durch  diesen  ziehe  man  einen  beliebigen  Strahl,  der 


1)  K.  Zaliradnik,  CissoidalJcurven  (Archiv  LVI,  1874). 

2)  G.  de  Longchamps,   Sur  les  cuhiques  unicitrsales  (Noiwelle  correspon- 
dance  mathematique  IV,  1878  oder  Progreso  I,  1891). 

'3)  Gr.  Stiner,  Metrische  Eigenschaften  der  Kurve  dritter  Ordnung  mit  einem 
Boppelpunlde  (Monatshefte  IV,  1893). 
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die  Kurven  bezüglicli  in  den  Punkten  P^  und  P^  trifft^  auf  dem 
Strahle  bestimme  man  den  Punkt  P  so^  dafs  OP  -==  0P^+  OP^  sei. 
Der  Ort  F  der  Punkte  P  ist  eine  allgemeine  Cissoide"^).  Wenn 
man  die  Polargleichungen  der  beiden  Kurven  F^  und  F^^  q^  =/i(^)? 
Q^  =  f^  (ca)  kennt^  so  findet  man  alsbald  die  von  jT  als  q=  f^  (co)  +  f^  (oj). 
Nennen  wir    ntin    die  polaren   Subnormalen  von  F^  F^,  F^  bezüglicb 

Sn,  Sn,,  Sn^,    SO    hat    man    s^  =  ^^    6\  =  ^;    5^^  =  ^^  und  daher 

s^  =  Sn,  +  Sn^ .      Daraus    folgt ,    wenn    man    die    Tangenten    an    die 
Kurven  F^  und  F^    konstruieren    kann^   man    alsbald  Sn,  und  Sn^  hat^ 
und  also   auch  Sn,  dafs  man  dann  auch  im  stände  ist  die  Tangente 
in    allen    Punkten    der    Kurve    F  zu    konstruieren^).    —    Durch    An- 
wendung  dieser  Idee   ist  man  nicht  nur  im  stände^   die  Tangente  an 
die   Cissoide  des  Diokles  auf  eine  von  der   durch  Fermat  (s.  Nr.  35) 
mitgeteilten  verschiedenen  Weise  zu  ziehen,  sondern  man  kann  auch 
an  die  schiefe  Cissoide  und  alle  Cissoidalkurven  die  Tangente  ziehen. 
Es    soll  noch   bemerkt    werden,    dafs    in    der    dargelegten   Kon- 
struktion   der    allgemeinen    Cissoiden    die    Kurven    F^  und  F^    auch 
zusammenfallen    können;    es    entsteht    dann    folgende    Konstruktion: 
Gegeben  eine  Kurve  z/  und  ein  Punkt  0  ihrer  Ebene,   nennen  wir 
P^  und  Pg    zwei    der   Schnittpunkte    der  Kurve  mit   einem   durch  0 
gezogenen  Strahle  r,  und  nimmt  auf  der  Transversalen  einen  Punkt 
P,  so   dafs  0P=  OP^+OP^,   so   ist  der   Ort   der  Punkte   P  eine 
Cissoide.     Z.  B.    ist  z/   ein    Kreis    mit   dem    Radius    a   und   hat    der 
Punkt  0  vom  Mittelpunkte  C  die  Entfernung  1),  so  hat  die  Cissoide 
(für  0  als  Pol  und  OC  als  Axe)  die  Polargleichung: 


^  =  2")/^^  —  V  sin^  et). 

Die  Kurve  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  eine  Lemniskate  von 
Booth  (Abschn.  III,  Kap.  4),  und  wenn  6  =  a]/6  eine  BernouUische 
Lemniskate. 

Unter  den  zuletzt  allgemein  definierten  Cissoiden  findet  sich  eine 
cirkulare  symmetrische  Kurve  dritter  Ordnung,  die  auf  den  ersten 
Blick  nicht  in  diese  Kategorie  zu  gehören  scheint^).  Ihre  Entstehungs- 
weise ist  folgende  (vgl.  Taf.  I,  Fig.  4) :  „Gegeben  ist  ein  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  r,  sowie  eine  feste  Tangente  des- 
selben a;  man  betrachte  nun  eine  bewegliche  Tangente  h  deren 
Berührungspunkt  i?,  und   deren   Schnitt    mit    a   C  sei;    der    Ort    der 


1)  Schulz  von  Straf snitzky^  Über  die  Cissoide  der  Kurven  (B aumgar tner s 
Zeitschr.  für  Phys.  und  Math.,  VIII,  1830);  Peano,  Applicazioni  geometricJie  del 
cdlcölo  infinitesimale  (Turin  1887)  S.  85 — 86. 

2)  Peano,  a.  a.  0. 

3)  Jerabek,  Sur  une  ciibiqiie  circulaire  (Mathesis  2.  Serie,  VIII,  1898). 
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Mittelpunkte  M  der  Strecke  JBC  ist  dann  die  fragiiclie  Kurve/^  ISTelimen 
wir  0  als  Koordinatenanfang  und  das  von  0  auf  a  gefällte  Lot  OÄ 
zur  x-Axe^  so  können  wir  als  Koordinaten  von  B  nehmen  bezüglich 
r  '  cos  CO ,  r  •  sin  ca ;  die  Gleichung  der  Tangente  h  ist  daher 


X  '  cos  CO  -\-  y  '  sinoo  —  r  =  0 . 

Die  Koordinaten  von  C  sind  x  ===  r,    y  ==  r-~~. — '—  ,  daher  werden  die 
Koordinaten  von  M  ausgedrückt  durch 

Diese  parametrische   Darstellung    beweist   inzwischen   die  Rationalität 
der  fraglichen  Kurve.     Eliminieren  wir  co^  so  ergiebt  sich 

4.x{x'  -{-y')=^r'{r-\-3x) (4) 

Die  Kurve  selbst  ist  also  eine  cirkulare  symmetrische  Kurve  dritter 
Ordnung,  die  den  Punkt  B  l — -,  Oj  als  isolierten  Punkt,  0  als  Brenn- 
punkt und  die  y-Ax.e  als  Wendeasymptote  hat.  Um  zu  zeigen,  dafs  sie 
eine  Cissoide  ist,  bezeichnen  wir  den  A  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  mit  I)  und  die  entsprechende  Tangente  mit  cl  Ziehen  wir  DB 
und  OC,  so  sind  diese  parallel,  indem  beide  zugleich  senkrecht  auf  ^J5 
stehen.  Wir  ziehen  durch  M  die  Parallele  zu  beiden,  diese  trifft  die 
Radien  OB  und  OD  in  ihren  Mittelpunkten  E  bezw.  B  und  schneidet 
d  in  F.  Die  rechtwinkligen  Dreiecke  DFB  und  BMF  sind  kon- 
gruent, also  BF=ME,  und  daher  BM=EF.  Polglich  ist  der 
Ort  der  Punkte  M  eine  Cissoide,  die  entsteht,  wenn  man  B  als  den 

festen  Punkt  und  die  Gerade  d  und  den  Kreis  um  0  mit  —  be- 
schrieben als  Fundamentalkurven  nimmt.  —  Wir  wollen  noch  be- 
merken, ohne  dies  weiter  zu  beweisen,  dafs  man  die  soeben  gekenn- 
zeichnete Kurve  auch  erhält,  wenn  man  einen  Kreis  einer  geeigneten 
quadratischen  Transformation  unterzieht.^) 

30.  Zu  einer  anderen  Kurve  dritter  Ordnung,  die  auch  eine  wirk- 
liche Verallgemeinerung  der  Cissoide  ist,  gelangt  man  durch  folgende 
Konstruktion  (Taf.  I,  Fig.  5):  „Gegeben  ein  rechter  Winkel  0B(\ 
auf  dessen  Schenkeln  die  Punkte  0  und  C  festliegen,  man  ziehe  durch 
C  einen  beliebigen  Strahl,  der  BO  in  D  trifft;  durch  D  ziehe  man 
die  Senkrechte  zu  DC  und  projiziere  auf  diese  den  Punkt  0  in  Jf. 
Der  Ort  der  Punkte  M  ist  eine  Kurve,  die  wegen  ihrer  Schlingen- 
Form  Ophiuride  (o^tg,  Schlange,  und  ovqcCj  Schwanz)  genannt  ist^).^^ 


1)  Retali,  Sw  une  cuhique  circulaire  (Mathesis  2"^  Serie,  VIII,  1898). 

2)  Uhlhorn,  Entdeckungen  in  der  höheren  Geometrie  (Oldenburg,  1809,  S.  12). 
Ygl.  auch  Blasel,  Die  Cissoide  und  eine  ihr  verwandte  Kurve  (Progr.  Neifse  1881). 


Fünftes  Kapitel:  Verallgemeinerungen  der  Cissoide.  49 

Nelrnien  wir  0  als  Pol,  die  zum  Sclienkel  50  SenkrecTite  als  Polaraxe^ 
setzen  OB  =  a,  SC  =  c^  so  haben,  wir 

BD  =  c^ig(D,         OD  =  &  —  c.tg  03,         OJf  =  OD.  sin  CO. 

Die  Polargleiclmng  der  Opliiuride  ist  daher: 

,        .                   sin^w  /r\ 

o  =  6-smcL)  — c , (0) 

^  cos  CO    ^  ^    ^ 

und  ihre  kartesische  Gleichung 

x(x^  -{-  y^)  =  y  {cioc  —  cy) (6) 

Die  Ophiuride  ist  also  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung,  die 
0  zum  Doppelpunkt  hat;  die  bezüglichen  Tangenten  sind  die  Gerade 
OG  und  die  Parallele  durch  0  im  BG.  Lassen  wir  in  (6)  a  ==  0 
werden,  so  erhalten  wir  wieder  die  Cissoide  des  Diokles;  damit  ist 
erwiesen,  dafs  die  Ophiuride  eine  Erweiterung  derselben  ist.  Zu  dem- 
selben Schlüsse  gelangen  wir  auch,  wenn  wir  beachten,  dafs  die  durch 
Gleichung   (6)    dargestellte    Kurve    die    Fufspunktkurve    der   Parabel 

y^  =  2cx  in  Bezug  auf  den  Punkt  (o,  ^  ist;  demnach:  Die  Fufspunkt- 
kurve einer  Parabel,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der  Scheiteltangente, 
ist  im  allgemeinen  eine  Ophiuride,  im  speziellen  (Nr.  24)  eine  Cis- 
soide, wenn  der  Punkt  der  Scheitel  selbst  ist^).  Aus  Gleichung  (6) 
ergiebt  sich  folgende  Darstellung: 


y 


Die  Parameter  der  drei  Wendepunkte,  von  denen  nur  einer  reell  ist, 
sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

acm^  -^  3c^co^  —  3acca  ■\-  a^  =  0, 

die  Wendepunkte  selbst  liegen  auf  der  Geraden 

?»cx  -{-  ay  '\'  a^  =  0 . 
u.  s.  w.  u.  s.  w. 


1)  Von  diesem  Gesichtspunkte  ans  wurde  die  Opliiuride  betrachtet  von 
Matthiesen  {Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Älgehra  der  liUeralen  Glei- 
chungen^ Leipzig  1878,  S.  940 — 41)  im  Verlaufe  einer  Beleuchtung  der  Plato- 
nischen Methode  (s.  Loria,  Le  scienze  esatte  u.  s.  w.  Lib.  I,  n.  62)  zur  Lösung  des 
Deli sehen  Problems. 


Loria,  Ebene  Kurven. 
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Seclistes  Kapitel. 

Die  Cartesische  Parallel. 

31.  Um  ein  allgemeines  Beispiel  einer  Knrve  anzuführen^  auf 
welche  die  von  ihm  entdeckten  Methoden  angewandt  werden  können^ 
betrachtete  Descartes  die  auf  folgende  Weise  erzeugten  Linien^): 
,,In  einer  Ebene  sei  eine  Kurve  F  und  ein  mit  ihr  unveränderlich 
verbundener  Punkt  A  gegeben,  ferner  ein  fester  Punkt  F]  man  denke 
sich  die  Kurve  translatorisch  bewegt  und  bestimme  für  jede  Lage 
den  Schnittpunkt  mit  der  jeweilig  zugehörigen  Geraden  FÄ]  der  Ort 
der  so  erhaltenen  Punkte  ist  eine  Cartesische  Kurve."  Die  Konstruktion 
ist  eine  spezielle  Art  der  Transformation  ebener  Figuren.  Um  sie 
in  Formeln  zu  kleiden,  nehmen  wir  die  vom  Punkte  Ä  während  der 
gedachten  Bewegung  beschriebene  Gerade  zur  x-Axe,  und  das  vom 
Punkte  F  auf  sie  gefällte  Lot  zur  y-Ax.e.  Wenn  nun  y  =  f(x)  die 
Gleichung  der  Kurve  in  ihrer  Anfangslage  ist,  y^  die  Ordinate  von 
F  und  l  die  Abscisse  von  Ä  in  der  Anfangslage,  so  werden 

CG 


y  =  f{x-\-a),         -^  +  -  =  1 


die  Gleichungen  von  F  und  der   Geraden  FA  in   einer   beliebigen 
Lage  der  Bewegung  sein.     Durch  Elimination  von  a  erhält  man 


^      '  \         ^  Vo  —  y) 


als  Gleichung  der  Cartesischen  Kurve. 

Ist  F  eine  Gerade,  so  kann  man  erkennen,  dafs  die  erhaltene 
Kurve  erzeugt  wird  durch  die  Schnitte  entsprechender  Elemente  eines 
Strahlenbüschels  und  eines  projektiven  Büschels  paralleler  Strahlen, 
sie  ist  eine  Hyperbel.  Ist  F  ein  Kreis,  so  ist  die  erzeugte  Kurve 
eine  Konchoide  des  Nikomedes  (Abschn.  III,  Kap.  5).  Wenn  schliefs- 
lich  F  eine  Parabel  ist,  so  entsteht  eine  Kurve,  die  von  Descartes 
besonders  bezeichnet  wurde ^)  und  daher  Parabola  cartesiana  ge- 
nannt wird^).  Andere  nannten  sie  Trident  des  Cartesius^),  andere, 
um  hervorzuheben,  dafs  die  Kurve  aus  zwei  getrennten  Zügen  bestehe. 


1)  La  geomärie  de  Bene  Descartes,  Nouv.  edition.  Paris  1886.  S.  18. 

2)  Ebendas.  S.  19. 

3)  Dieser  Name  findet  sich  schon  in  der  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis 
von  Newton. 

4)  Bellavitis  Sulla  classificazione  delle  curve  del  terz'  ordine  (Mem.  della 
Soc.  Ital.  delle  Scienze  XXV,  Teil  II,  S.  24.  1851);  Bellacchi,  Lezioni  ed  eser- 
zizi  dl  algehra  eomplementare  Bd.  I  (Florenz  1898),  S.  43,  wo  noch  allgemeinere 
Kurven  betrachtet  sind. 
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nannten  die  Teile  parabolisclie  Conclioiden^)  oder  jeden  Begleit- 
kurye  der  Paraboloide  des  Cartesius^). 

Sei  nun  7/^  =  2p^  die  Gleichung  der  erzeugenden  Parabel,  so  ent- 
steht die  der  Cartesisclien  Parabel  durch.  Elimination  Yon  a  aus  den 
Gleichungen:  ^.^^K^  +  a),      \^  +  £  =  1 . 

lautet  also        Ä^^_^  _  (^  _  ^)(^  _  ^^)  +  ^^J_  0. 

Die  Cartesische  Parabel  ist  also  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die 
durch  den  festen  Punkt  i^  geht;  sie  hat  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  iT-Axe  als  Doppelpunkt,  die  entsprechenden  Tangenten  sind  diese 
Axe  und  die  unendlich  ferne  Gerade;  die  Kurve  besitzt  aufserdem 
einen  Wendepunkt,  u.  s.  w.  Roberval  hat  gelehrt,  die  Tangente  zu 
finden^).  Die  Cartesische  Parabel  steht  unter  den  speziellen  Kurven 
dritter  Ordnung  in  Bezug  auf  ihr  Alter  nur  der  Cissoide  des  Diokles 
nach,  sie  ist  aber  viel  weniger  wichtig  und  weniger  bekannt  als  diese. 


Siebentes  Kapitel. 

Das  Polmm  Cartesii. 

32.  Eine  der  unmittelbarsten  und  wichtigsten  Dienstleistungen 
der  Definition  der  Koordinaten  und  des  Begriffes  der  Gleichung  eines 
geometrischen  Ortes  ist  die  Möglichkeit  Kurven,  deren  Punkt- 
konstruktion oder  Entstehung  durch  kontinuierliche  Bewegung  man 
nicht  kennt,  dennoch  in  die  Geometrie  einzuführen.  Eine  solche  unter 
den  älteren  Linien  —  alt,  sofern  es  die  analytische  Geometrie  ist  — 
wird  durch  folgende  Eigenschaft  charakterisiert:  „Für  jeden  Punkt  der 
fraglichen  Linie  ist  die  Summe  der  Kuben  seiner  rechtwinkligen  kar- 
tesischen  Koordinaten  gleich  dem  rechtwinkligen  Parallelipipedon,  das 
als  Kanten  eben  diese  Koordinaten  und  eine  gegebene  Länge  hat. 
Die  Kurve,  um  die  es  sich  handelt,  hat,  wenn  man  diese  Länge  mit 
3  a  bezeichnet,  die  Gleichung 

x^  '\-  y^  =  ?>axy (1) 

Die  Diskussion   ergiebt  leicht,   dafs   sie  im  Koordinatenanfang  einen 
Knotenpunkt  hat  mit  den  Koordinataxen  als  zugehörigen  Tangenten; 


1)  Agnesi,  Institii^ioni  analitiehe  ad  uso  della  gioventü  (Mailand  1748)  I, 
S.  209;    Montucla,  Histoire  des  mathematiques,  Nouv.  ed.  II,  S.  144. 

2)  Agnesi  op.  cit.  II,  S.  506. 

3)  Ohservations  sur  Ja  composition  des  mouvements  (Mem.  de  l'Academie 
Eoyale  des  Sciences,  YI,  Paris  1730)-,  dort  findet  sich  der  Name:  Parabole  de  M. 
des  Cartes. 
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in  dem  von  den  positiven  Richtungen  dieser  Geraden  gebildeten  Winkel 
hat  die  Kurve  das  Aussehen  eines  zum  Winkelhalbierer  dieser  Geraden 

symmetrischen  Blattes.    Die  Länge  des  Blattes  ist  — = .     In  den  beiden 

anliegenden  Winkelräumen  besitzt  die  Kurve  zwei  unendliche  Zweige, 
die  zu  einander  symmetrisch  sind  in  Bezug  auf  jenen  Winkelhalbierer 
und  sich  asymptotisch  der  Geraden  x  -\-  y  -\-  a  =  0  nähern,  jenseits 
welcher  sich  keine  reellen  Punkte  der  Kurve  befinden. 

Zu  diesen  Schlüssen  konnten  die  ersten  Bearbeiter  der  analytischen 
Geometrie  nicht  gelangen,  weil  sie  noch  nicht  die  fundamentalen  Be- 
stimmungen über  die  Vorzeichen  der  Koordinaten  getroffen  hatten 
und  aus  Scheu  vor  dem  Unendlichen,  nicht-endliche  Werte  der 
Koordinaten  ausschlössen.  Infolgedessen  entging  ihnen  die  Existenz 
der  beiden  unendlichen  Zweige  der  Kurve  (1),  dafür  fügten  sie  zur 
Ergänzung  des  Blattes,  welches  nur  einen  Teil  der  Kurve  bildet,  die- 
jenigen, die  symmetrisch  zu  den  Axen  und  zum .  Koordinatenanfang 
liegen,  hinzu.  So  entstand  eine  Gruppe  von  vier  Blättern,  die  ein 
gewisses  Analogon  zum  Blütenkelche  des  Jasmin  bildet,  oder  auch 
eine  Gruppe  von  vier  Schleifen,  deren  Gesamtheit  an  den  Knoten 
einer  Halsbinde  erinnert;  so  erklärt  sich  der  Name  Fleur  de  Jasmin 
und  Galante,  mit  welchem  Roberval  die  betrachtete  Kurve  be- 
zeichnete, und  den  andere  in  der  Folge  annahmen.  Jedoch  aus  er- 
klärlichen Gründen  geniefst  weder  der  eine  noch  der  andere  von 
diesen  beiden  Namen  heute  den  Vorzug:  man  nennt  die  Kurve  C ar- 
tesisch es  Blatt  (Folium  Cartesii)  zum  Andenken  an  den  Geometer, 
der  sie  zuerst  erwähnt  hat. 

Wer  hat  wohl  zuerst  diese  Benennung  angewandt?  Diese  Frage 
wurde  zweimal^)  und  in  verschiedener  Form  von  P.  Tann  er  y  auf- 
geworfen, ohne  jedoch  eine  genügende  Antwort  zu  erhalten^).  Um 
diese,  den  Leser  jedenfalls  überraschende  Thatsache  zu  erklären,  be- 
merken wir  zunächst,  dais  der  älteste  Hinweis  auf  die  Kurve  (1) 
sich  in  einem  Briefe  findet,  den  Descartes  am  18.  Januar  1638 
an  P.  Mersenne  richtete,  damit  er  ihn  dem  Fermat  mitteile^); 
daselbst  findet  sich  die  Definition  in  Worten,  wie  wir  sie  zu  Anfang 
dieses  Kapitels  mitgeteilt  haben,  als  auf  eine  Kurve  sich  beziehend, 
auf  welche  die  Tangentenkonstruktion  des  berühmten  Senators  von 
Toulouse  nicht  anwendbar  sei.  Die  Kurve  wird  mit  einem  Namen 
nicht  bezeichnet  und  die  Definition  wird  mit  einer  Figur  begleitet,  die 
beweist,  dafs  die  Gestalt  der  Kurve  Descartes  unbekannt  war.  Sieben 
Monate  später  (am  18.  August  1638)  machte  dieser  grofse  Geometer 
die  Konstruktion  der  zur  Symmetrieaxe   parallelen  Tangente  bekannt, 

1)  Intermediaire  III,  1896,  S.  85  und  lY,  1897,  S.  125. 

2)  Daselbst  lY,  1897,  S.  19  u.  237;  Y,  1898,  S.  128. 

3)  Oeuvres  de  Descartes,  ed.  Cousin  YII  (Paris  1824)  S.  11. 
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indem    er    ^^la   plus    grande    largeur    de    la   fenille^^    ableitet^).     ^^Soit 
ÄCKFÄ^^y    beginnt    er^)^    „l'une    des    feuilles    de    cette    courbe    dont 
Tessieu   est  ^If  et  le  plus   grand    diametre   de  la  feuille   est  ÄK^^] 
und  diese  Worte  —  bei  denen  sich,  zum  erstenmal  das  Wort  „feuille" 
findet  —  beweisen,  dafs,  obwohl  Descartes  bocbmütig  yersicberte,  dafs 
die  Gestalt  der  Kurve  ,,se  voit  ä  Toeil  sans  aucun  esprit  ni  science"^) 
die  Grestalt   selbst  ihm   in  der  That  YÖUig  unbekannt   war;   eine  be- 
merkenswerte   Thatsache,    wenn    man    bedenkt,     dafs    die    Geometrie 
ein    Jahr    bevor    diese    Worte     geschrieben    wurden,     veröffentlicht 
worden  war.     Der  Name  „Blatt   des   Cartesius"  findet   sich  nicht  bei 
Roberval,  der  in  einem  Briefe  an  Permat  vom  1.  Juni  1638^)  den 
Ausdruck   „sa  (d.  i.  Descartes)  figure  qui  est  une  espece  d^ovale"  an- 
wendet;  jedoch    in    einem   Briefe    von   Huygens    an   Leibniz    vom 
17.  September  1693  findet  sich  die  Bezeichnung  „la  feuille  de  Mr.  des 
Cartes  ou  de  Roberval"^),  jedoch  an  diese  Nomenklatur  hielt  sich  der 
berühmte  Niederländer  nicht,  da  er  in  einem  viel  älteren  Briefe  vom 
12.  Januar  1693,  der  auch  an  Leibniz  gerichtet  war,  folgende  Um- 
schreibung anwendet:   „La  courbe  dont  l'equation  est  x^  -{-  y^  =  nxy 
que  M.  Descartes  reporte  dans  sa  lettre  65®  du  3®  vol.  et  qu'il  a  con- 
sidere    aussi   bien,    que  M.  Hudde"^),    anderswo  zieht  er  es  vor,   ihr 
überhaupt  keinen  Namen    zu   geben '^).     Dagegen  wurde    der  für  die 
Kurve  von  ihrer  angeblichen  Ähnlichkeit  mit  einer  Bandschleife  her- 
genommene   Name    von   Descartes^),    Fermat^),    Leibniz^^)    und 
von  Barrow-^^)  angewendet.     Ohne  ihr  einen  Namen  beizulegen,  be- 
trachteten sie:  Schooten  —  der  im  V.  Buche   seiner  Exercitationum 
mafhematicamm  (Leyden  1657)^^)  eine  Konstruktion  derselben,  die  er 
Hudde  verdankt,  an  einer  Figur  darlegt,  in  welcher  die  Kurve   als 
aus  einem   einzigen  Blatte  gebildet  dargestellt  wird  — ,  der  Marquis 
de  l'Hopital,  in  seiner  Analyse  des  inßiiment  petites  (Paris  1696)^^), 


1)  Oeuvres  de  Descartes  ed.  Cousin  VIl,  1824,  S.  97.        2)  Daselbst  S.  94. 

3)  Das.  S,  98.  Derselbe  Gedanke  findet  sich  in  einem  Briefe  an  P.  Mersenne 
vom  27.  Juli  1638  in  anderer  Form  wieder,  wo  es  heifst:  „Et  M.  Roberval  me 
semble  aussi  vain  avec  son  galantli  qu'une  femme  qui  attache  un  ruban  ä  ses 
cbeveux  affin  de  paroitre  plus  belle;  car  il  n'a  en  besoin  d'aucune  industrie 
pour  trouver  la  figure  de  cette  ligne  dont  je  lui  avais  envoye  la  definition. 
Das.  S.  127—28.        4)  Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  150—51. 

5)  Leibniz  ed.  Gerhardt  II  (Berlin  1850)  S.  161.         6)  Das.  S.  153. 

7)  Oeuvres  de  Huygens  IV,  S.  283,  312,  315.         8)  Das.  S.  33. 

9)  Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  169. 

10)  Brief  an  Huygens  v.  10.(20.)  März  1693,  wo  es  heifst:  „la  galande  de 
Mr.  de  Roberval'S     Leibniz  ed.  Gerhardt  II,  S.  158. 

11)  Lectiones  geometricae  (London  1670). 

12)  Daher  der  v.  Fermat  u.  anderen  angewandte  Namen  curva  Schootenii. 

13)  Ich  habe  die  zu  Avignon  1768  hergestellte  Ausgabe  im  Auge;  voip. 
Folium  ist  die  Rede  auf  S.  9,  59  u.  243;  auf  S.  59  ist  es  bezeichnet  mit  dem 
Namen  „Paraboloide  de  M.  Descartes''. 
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und  Johann  Bernoulli  in  den  Lectiones  mathematicae,  die  er  in  den 
Jahren   1691 — 92  hielt  ^).     Die    Bezeichnung   „Blatt^^    findet    sich    im 
18.  Jahrhundert;  so  in  der  Histoire  de  VÄcademie  des  Sciences  1706, 
wo  sich  S.  94  folgende  Bemerkung  findet,  die  sich  wahrscheinlich  auf 
die  Kurve,  um   die   es  sich  hier  handelt,  bezieht:  „Monsieur  Carre  a 
donne  en  trois  manieres  differentes  la  quadrature  d'une  courbe  appele 
Folium   ou  feuille   a  cause   de   son  contour";    so   nannte  Moivre  die 
Kurve  (1)   „the  Foliate^^^),    und    später   bemerkten   Bragelogne^) 
und   Gramer^),    dafs   „la   partie   finie   d'une  courbe,  qui  renferme  un 
espace,  s'appelle  feuille".    Schliefslich  hat  D'Alembert,  indem  er  dem 
„folium   de  Descartes"  einen  besonderen  Artikel   in  der  Encyclopedie 
meihodique    widmete,    ohne    Zweifel   dazu   beigetragen,    den   Gebrauch 
dieses    Namens,    dessen   Anfänge    sich    zweifellos    in   den.  vorhin   an- 
geführten   Briefen    von    Descartes    (18.   Aug.  1638)    und    Huygens 
(12.  Sept.  1693)  finden,  in  der  ganzen  civilisierten  Welt  zu  verbreiten. 
Zu  den  schon  erwähnten  wollen  wir  noch  den  Namen  ligne  in- 
clinee  hinzufügen,  mit  welchem  das  Blatt  in  einem  von  P.  Tannery 
untersuchten  Manuskripte   des  17.  Jahrhundert  bezeichnet  wird.     Aus 
der  folgenden  Zeit,  in  welcher  die  Gestalt  der  Kurve  genau  bestimmt 
wurde,  sollen  zwei  Punkte  erwähnt  werden:  Erstens,   dafs  Huygens 
und  dann  der  Marquis   de  l'Hopital  die  unendlichen  Zweige  der- 
selben betrachteten  und  auch   die  Asymptote  bestimmten.     Zweitens, 
dafs  sowohl  die  erwähnte  Schrift  von  Moivre  als   auch  die  Lectiones 
von   Bernoulli   mit    exakten   Zeichnungen    der    Kurve    versehen    sind 
Daher    ist    das  Jahr  1691,    oder   wenn    man   nur    das  Jahr   der  Ver- 
öffentlichung rechnen  will,  1715  eine  obere  Grenze  für  die  Entdeckung 
der  richtigen  Gestalt  des  Poliums. 

33.  Der  von  Descartes  am  23.  August  1638  geschriebene  Brief 
enthält  noch  einen  weiteren,  sehr  bemerkenswerten  Passus,  nämlich 
folgenden:  „Au  reste,  puis  que  je  vois  qu'il  (Roberval)  a  pris  plaisir 
ä  considerer  la  figure  de  cette  ligne  laquelle  il  nomme  une  galanth 
ou  une  fleur  de  Jasmin,  je  lui  en  veux  ici  donner  une  autre,  qui  ne 
merite  pas  moins  que  celle-lä  les  memes  noms  et  qui  est  neamoins 
beaucoup  plus  a^isee  ä  decrire,  en  ce  que  l'invention  de  tous  ses  points 
ne  depend  d'aucune  equation  cubique.  Celle-ci  est  donc  teile  qu'ayant 
pris  AK  pour  l'essieu  de  l'une  de  ces  feuilles  et  en  AK  le  point 
iV^  ä  discretion,  il  faut  seulement  faire  que  le  carre  de  l'ordonne  LN 
soit  au  carre  du  segment  AN,  comme  l'autre  segment  NK  est  ä  Tag- 
gregat  de  tout  AK  et  du  triple  de  JLJV  et  ainsi   on  aura  le  point  L, 


1)  Joh.  Bernoulli  opera  III,  S.  403. 

2)  A  ready  description  and  quadrature  of  a  curve  of  the  tJiird  order  resemhUng 
tJiat  commonly  called  the  Foliate  (Pkil.  trans.  IS[r.  345). 

3)  Mem.  de  VAcad.  des  Sciences,  Paris  1730,  S.  165. 

4)  Introduction  ä  Vanalyse  des  lignes  courhes  algehriques  (Geneve  1750)  S.  9. 
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c'est  ä  dire  tous  ceux  de  la  courbe,  puisque  le  point  N  se  prend  ä 
discretion.  Je  pourrais  lui  donner  iine  infinite  d'aiitres  lignes^  qui  ne 
seroient  pas  d'une  natnre  plus  composee  qne  celle-la  et  toiitefois  qui 
representoiraient  des  fieurs  et  des  galantlis  beaucoup  plus  doubles  et 
plus  beaux;  etc."^)  Bringen  wir  diese  Definition  in  Formeln^  so  er- 
sieht man^  dafs  die  neue  Kurve  die  Gleichung  hat. 

y ^     ^  fi)\ 

x'~~  l  +  Sx ^^^ 

Nun  beachten  wir^  dafs^  wenn  wir  als  Koordinataxen  die  Winkelhalbierer 
zwischen  den  alten  Axen  nehmen^  die  Transformierungsgleichungen 


sind.     Infolgedessen  geht  (2)  über  in 

Da  diese  von  derselben  Gestalt  ist,  wie  Gleichung  (1),  so  ist  die  Kurve 
Descartes'  nicht  verschieden  von  dem  Folium.  Dafs  dies  dem  Ver- 
fasser des  Discours  de  la  methode  bekannt  gewesen,  wird  durch  einen 
späteren  Brief  von  Descartes^)  an  Mersenne  bewiesen,  worin  sich 
folgender  Satz  findet:  „J'oubliois  ä  vous  dire  que  la  nouvelle  ligne 
que  je  proposa  au  sieur  R.(oberval)  ä  la  fin  de  la  quatrieme  page  de 
cette  lettre  est  tout  la  meme  que  l'autre,  ce  que  je  fais  pour  me  rire 
de  lui  s'il  ne  reconnoit  pas  a  cause  qu'il  dit  la  connaitre  comme  le 
cercle."  Wenn  demnach  Descartes  die  Identität  der  durch  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  dargestellten  Kurven  erkannt  hat,  so  ist  diese 
Thatsache  von  grofser  Bedeutung,  indem  sie  beweist,  dafs  er  im  stände 
war,  wenigstens  in  besonderen  Fällen,  eine  Transformation  der  Koor- 
dinaten auszuführen. 

Die  Transformation  der  Gleichung  (1)  in  (2)  ist  nicht  blofs  von 
historischem  Interesse,  sondern  kann  auch  benutzt  werden,  um  die 
Kurve  zu  konstruieren.  Es  seien  (s.  Taf.  I,  Fig.  6)  M  und  M^  zwei 
Punkte  der  Kurve  (2)  symmetrisch  zur  x-Khq  gelegen*,  dann  ist  MWI^ 
parallel  zu  OY  und  schneidet  OX  in  einem  Punkte  N.  Beschreiben 
wir  nun  einen  Kreis,  der  durch  0  geht  und  dessen  Centrum  auf  OX 
liegt,  und  projizieren  von  0  aus  auf  diesen  die  Punkte  31  und  M-^ 
in  M'  und  M^,  so  wird  auch  M' M-^,  senkrecht  zu  OX  sein  und  ein 
paralleles  Strahlenbüschel  projektiv  zu  dem  ähnlich  entstandenen  der 
Geraden  MM^  beschreiben.  Umgekehrt:  Es  sei  eine  Projektivität 
zwischen  den  Punkten  N  und  N'  auf  OX  gegeben;  man  ziehe  durch 
N'  die  Parallele  zu  0  F  und  bestimme  deren  Schnitte  mit  dem  Kreise 


1)  Oeuvi'es  de  Descartes  ed.  Cousin,  VII,  S.  92. 

2)  Ick  sage  „späteren",  da  er  später  gedruckt  wurde  (Vol.  cit.  S.  178 — 80) 
und  die  Worte  enthält  „Nous  sommes  au  23  d'aoüt  1638",  während  Cousin  als 
Datum  desselben  „den  31.  März  1638"  angiebt. 
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M'M-^']  projiziert  man  diese  von  0  aus  auf  die  durch  iV  zu  OY  ge- 
zogene Parallele,  so  erhält  man  zwei  Punkte  M  und  M^^  deren  Ort, 
wenigstens  in  speziellen  Fällen,  ein  Folium  Cartesii  ist.  Um  dies  zu 
zeigen,  nehmen  wir  an,  es  sei  R  der  Radius  des  Hülfskreises  und 

axx'  -\-  ßx  -\-  yx'  +  ^  =  0 

die  Gleichung  der  Projektiyität  zwischen  iV"  und  W^  so  hat  man  (wenn 
y,  y'  die  Ordinaten  von  M  und  M'  sind): 

x'(2B  —  x')^y'\        4  =  -^- 

Wenn  man  nun  xy   eliminiert,  erhält  man  als  Gleichung  des  Ortes 

der  Punkte  M,  M^ 

2Bx^    .    ßx  +  d  ^ 


x^ -{- y^        ciX-{-y 
oder  auch       (2B  +  ß)x^  +  ßxy'  +  {By  +  d)^^  +  dy\    ...     (3) 

Diese  Gleichung  ist  allgemeiner  als  (2),  stimmt  aber  mit  ihr  üherein, 
wenn  man  setzt: 

Infolgedessen  wird  die   projektive   Beziehung   zwischen  den  Punkten 
Nj  N'  durch  die  Gleichung  dargestellt: 

/      -TQ    iJ  X    -j-     l 

X    JA/  ;     7"  • 

X-\-l    ^ 

sie   kann   daher    durch    die    Bestimmung    erhalten   werden,    dafs    den 
Werten  x  =  0,  — Z,  oo  die  Werte  entsprechen  x'  =  B,  oo,  3JB. 

Aufser  dieser  direkten  Konstruktion  des  Poliums,  wurde  noch  eine 
andere  von  G.  de  Longchamps^)  angegeben,  während  noch  andere 
sich  als  auf  besonderen  geometrischen  Transformationen  beruhend  er- 
weisen^); auf  einige  derselben  werden  wir  im  Folgenden  noch  zurück- 
kommen (s.  Nr.  47). 

34.  Aus  Gleichung  (1)  ergiebt  sich  folgende  Polar gleichung  der 
jvurve :  3  a  sin  m  •  cos  « 

^  sin^co  -|-  cos^fö  ^ 

die  in  vielen  Fällen  höchst  nützlich  ist,  z.  B.  um  die  Fläche  der  Kurve 
zu  berechnen^);  so  wird  man  im  Speziellen  finden,   dafs  —^  sowohl 

den  Flächeninhalt  der  Schleife  als  auch  den  zwischen  der  Asymptote 
und  den  beiden   unendlichen  Zweigen   belegenen  Teiles    ausdrückt^). 


1)  Essai  sur  la  geometrie  de  la  regle  et  de  Veguerre,  S.  104 — 5. 

2)  Intermediaire  Y,  1898,  S.  102—4. 

3)  Die  Einzelheiten  der  Berechnung  finden  sich  in  Serret,   Calctd  diffe- 
rential  (Paris  1880)  S.  235. 

4)  Andere  verwandte  elegante  Sätze  finden  sich  in  P.  Mansion,  Siir  cer- 
taines  courhes  carrables  algehriquement  (Nouvelle  Correspondance  math.  I,  1878). 
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Die  Rektifikation  der  Kurve  läfst  sicli  hingegen  niclit  elementar  be- 
wirken^  sondern  erfordert  elliptische  Integrale  (vgl.  Nr.  30). 

Ans  derselben  Grleiclinng  (1)  ergiebt  sich  folgende  parametrische 
Darstellung:  ^^i  3^^^ 


^—  i_i.i3?       y  —  ij^i^ 


und  daraus  die  Bedingung  für  die  KoUinearität  der  drei  Punkte  (a)  {ß)  {y) 

aßy  -^1  =  0, 

Die  drei  Wendepunkte  der  Kurve  befinden  sich  also  alle  im  Unend- 
lichen^ und  nur  einer  ist  reell.  Die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  A  ist 

(yl^  —  2X)x  —  (2A^  —  l)y  +  36^22  =  0. 

Die  der  Asymptote  erhalten  wir^  wenn  wir  X  =  —  1  machen ^  daher 

Weiter  wollen  wir  uns  nicht  mit  dem  Cartesischen  Folium  befassen^ 
da  es  eine  Kurve  von  geringem  Interesse  ist^  indem  sie  sich  bei  keinem 
geometrischen  Problem  zeigt.  Bellavitis  glaubte^  dafs  die  Kurve  die 
Inverse  der  gleichseitigen  Hyperbel  sei^  den  Scheitel  als  Pol  genommen^); 
es  läfst  sich  jedoch  leicht  einsehen,  dafs  dies  nicht  der  Fall  ist^). 

Bemerken  wollen  wir  nur  noch,  dafs  man  als  Verallgemeinerungen 
der  Kurve  ansehen  kann  sowohl  alle  diejenigen,  die  durch  Gleichung  (3) 
dargestellt  werden,  deren  Erzeugung  wir  erörtert  haben,  als  auch  die- 
jenigen, die  durch  folgende  Gleichung  dargestellt  werden: 

ay^  -\-  Ix^  ===  alxy  -\-  c^  {x  -^  v) -  0 
Noch  weiter  gehend  und  wichtiger  ist  die  Verallgemeinerung,  die  aus 
der  Betrachtung  der  Kurven  von  folgender  Gleichung  hervorgeht: 

x^n-Ari  _j_  ^2^4-1  ^  (^2n  -r_  1)  ax'^tf'.  ^) 

Giebt  man  dem  n  einen  beliebigen  ganzzahligen  Wert,  so  erhält  man 
dementsprechend  eine  rationale  Kurve  von  der  Ordnung  2n  -\-  1,  die 
im  Koordinatenanfang  einen  2 ^-fachen  Punkt,  und  als  Asymptote  die 
Gerade  x  ■\-  y  =  ( —  1)^-  a  hat-,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade, 
ist  das  Verhalten  der  Kurve  im  Anfangspunkt  verschieden. 


1)  Sulla  classificazione  delle  curve  di  terz'  ordine  (Mem.  de  la  Soc.  Ital.  delle 
Scienze  XXV,  Teil  2,  1851)  S.  23. 

2)  Diese  ist  vielmehr  eine  Strophoide  (Michel,  Demonstration  elementaire 
d'une  tJieoreme  connu,  Journ.  de  Math.  spec.  4.  Serie,  lY,  1895). 

3)  Reichenbach,  Disfcitss.  der  durch  d.  Gleich.  ax^-{-l)y^  =  ahx-\-c^(cc-{-y) 
dargestellten  hrimimen  Linie  (Münster  1872) 

4)  Yon  diesen  Kurven  ist  die  Rede  in  den  Questions  7772  u.  7840  di&cEduc. 
Times  (XLIV,  1886,  S.  88—90),  jedoch  ihre  Haupteigenschaften,  sowohl  wie  die 
Quadratur  finden  sich  in  den  Elementi  di  caleolo  infinitesimale  von  E.  Cesäro 
(Neapel  1899,  S.  180  u.  325). 
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Achtes  Kapitel. 

Die  Fokale  von  ftuetelet  oder  scliiefe  Stropliolde,  die  Logocyklika 
von  Booth  oder  gerade  Stroplioide. 

35.     Wir  betrachten  einen  Rotationskegel  mit  der  Spitze  V  (vgl. 
Taf.  I,  Fig.  7).     Sei  g    eine  Erzeugende  und  t  eine  Tangente   senk- 
recht zu  g.     Jede  Ebene  2t  durch  t  geführt,  schneidet  den  Kegel  in 
einem  Kegelschnitt  F^  dessen  Brennpunkte  M^  und  M^  seien;  der  Ort 
derselben,  wenn  sich  7t  um  t  dreht,  ist  eine  gewisse  Kurve  ^.     Da 
M^  und  iHfg  sich  auf  der  Senkrechten  zu  t^  die  durcb  den  Berübrungs- 
punkt  Ä  geht,  befinden,  so  liegt  die  Kurve  auf  einer  durch  Ä  gehen- 
den zu  t  senkrechten  Ebene,   d.  h.  auf  einer  von  A  durch  die   Axe 
des  Kegels  gehenden  Ebene  ö.     Beachten  wir  nun,  dafs  infolge  eines 
bekannten  Satzes  von  Dandelin  und  Quetelet  es  genügt,  die  Berührungs- 
punkte der  in  den  Kegel  eingeschriebenen  Kugeln,   die  7t  berühren, 
zu  bestimmen,  um  M^  und  M^  zu  finden;  die  beiden  Kugeln  werden 
von  ö  in  zwei  gröfsten  Kreisen  geschnitten,  und  daher  läfst  sich  die 
Kurve    ^  konstruieren,    ohne  dafs  man  aus   der  Ebene  ö  herausgeht, 
durch  folgendes  Verfahren.     Man  zeichne   die  beiden  Erzeugen- 
den g'  und  g'    des    gegebenen   Kegels,    die    in    die    Ebene    ö 
fallen,  ebenso  den  Spurpunkt  Ä  der  Tangente  t]  von  Ä  ziehe 
man  eine  beliebige  Transversale,  die  g'  in  jB  schneide,  dann 
zeichne    man    die    beiden   Kreise,    welche  g^  g"  und   AB   be- 
rühren;   ihre  Berührungspunkte  mit   der  letzteren  sind   die 
Punkte    der   Kurve    0.     Diese   Konstruktion   kann    in   bemerkens- 
werter Weise    vereinfacht  werden.     Man    zeichne   den  Mittelpunkt  P 
von  M^  M^  bezw.  AB\  die  analogen  Punkte  P  liegen   dann  alle  auf 
einer  Parallelen  p  zu  g\     Diese  Gerade  p  wird  dann  durch  die  Mittel- 
punkte H  und  D  der  Strecken  AV  und  AK  gehen,  wenn  K  einen 
Punkt  von  g'  bedeutet,  derart,  dafs  YK=  VA,  also  VKA  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ist.     Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen   VA  ==  a, 
VB=hy   AB=c,  so  ist  bekanntlich 

und  da    ^P  =  y ,     so  ist    TM^  =  FM^  =  ^, 

aber  PD^~BK^^, 

und  also  PM^  ^  PM^  =  PD. 

Nennen  wir  nun   die  Gerade  ÄK  q,   so  ergiebt  sich:   Die  Kurve  3> 
kann  aucb  auf  folgende  Weise  erzeugt  werden:  Gegeben  ein 
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Winkel  joq  und  ein  Punkt  A  auf  seinem  Schenkel  g;  man 
ziehe  durch  A  eine  beliebige  Gerade  r,  welche  p  in  P  schnei- 
det. Diejenigen  Punkte  M^,  M^  von  r^  die  denselben  Abstand 
Yon  P  haben  wie  D  von  P;  gehören  der  Kurve  0  an. 

Betrachten  wir  dagegen  statt  des  Kegels  einen  geraden  Cylinder 
und  verfahren  wie  vorhin^  so  sehen  wir^  dafs  der  Ort  der  Brennpunkte 
der  Kegelschnitte^  die  auf  ihm  von  den  durch  eine  zu  einer  Erzeugen- 
den g  senkrechten  Tangente  t  gehenden  Ebenen  %  erzeugt  werden^ 
eine  Kurve  ist^  die  ganz  in  der  Ebene  6  liegt^  die  durch  die  Äxe  des 
Cylinders  und  den  Berührungspunkt  A  von  t  geht.  (Vgl.  Taf.  I^  Fig.  8.) 
Man  erkennt  überdies,  dafs  die  besprochene  Kurve  sich  auf  folgende 
Weise  in  der  Ebene  6  konstruieren  läfst:  Gegeben  zwei  Parallele  g 
und  g'  und  auf  der  ersteren  ein  Punkt  ^;  man  ziehe  die  Transversale 
AB  und  bestimme  auf  AB  die  Berührungspunkte  M^  und  M^  der- 
jenigen beiden  Kreise,  die  aufserdem  die  Geraden  g'  und  g'  berühren, 
diese  gehören  jener  Kurve  an.  Nennen  wir  den  Mittelpunkt  von 
M^M^  P;  so  wird  der  Ort  der  Punkte  P  die  Halbierungslinie  p  des 
Streifens  /^''  sein.  Ziehen  wir  durch  A  die  Gerade  q  senkrecht  zu 
g'y  g',  seien  D  und  K  die  Schnitte  mit  p  und  g'  und  schliefslich  0^ 
und  Og  die  Mittelpunkte  der  genannten  Kreise,  so  sind  offenbar  die 
Dreiecke  PM^O^  und  PM^O^  einander  als  auch  dem  Dreiecke  PDA 
kongruent  und  daraus  ergiebt  sich  insbesondere,  dafs 

PM^  =  PM^  =  PD, 

Im  vorliegenden  Falle  läfst  sich  also  die  Kurve  ^  auf  dieselbe  Weise 
wie  im  allgemeinen  Falle  zeichnen,  indem  man  sich  als  Fimdamental- 
elemente  des  Punktes  A  und  des  rechten  Winkels  der  Geraden  p 
und  q  bedient.  Es  ist  klar,  dafs  dieselbe  Konstruktion  sich  auch  so 
ausdrücken  läfst:  Gegeben  ein  System  von  sich  in  einem  Punkte  be- 
rührenden Kreisen  und  ein  Punkt  A  auf  ihrer  gemeinsamen  Tangente; 
der  Ort  der  Endpunkte  derjenigen  Durchmesser  dieser  Kreise,  die  durch 
A  gehen,  ist  eine  Kurve  ^  in  Bezug  auf  einen  Cylinder^). 

36.  Es  war  gegen  die  Mitte  des  18.  Jahrhunderts,  als  die 
Kurve  O  ihren  Einzug  in  die  mathematische  Litteratur  hielt;  schon 
im  Jahre  1757  wurde  sie  im  IV.  Bande  der  Instituti  Bononiensis  Com- 
mentarii  veröffentlicht;  diese  enthielten  zwei  Denkschriften  von  Gregor 
Casali,  betitelt  Be  conicarum  sectionmn  fociSj  die  gänzlich  den  Kurven 
^  gewidmet  waren.  Ihr  Ursprung  geht  jedoch  noch  ungefähr  ein 
Jahrhundert  zurück;  dies  bezeugt  in  der  That  Casali;  sie  wurden 
früher  schon  von  Guido  Grandi  in  einer  nicht  herausgegebenen  Ab- 
handlung und  von  Evangelista  Torricelli  behandelt;  so  erklärt  sich 
der   von  Casali   zur  Bezeichnung  der  Kurve   ^  angewendete   Name 

1)  Balitrand,  Note  sur  la  strophoide  (Journ.  de  math.  spec.  3.  Serie,  III, 
1889). 
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Pteroides  torricellanea^).  Demnacli  hätte  es  den  Anscliein^  dafs 
man  die  Erfindung  der  betreffenden  Kurve  auf  den  berülimten  ScMiler 
Galileis  zurückführen  müfste,  wenn  nur  nicht  zwei  Briefe  existierten, 
die  im  Jahre  1645  an  ihn  gerichtet  waren,  und  in  denen  eine  plani- 
metrische  Definition  der  Kurve  0  in  Bezug  auf  einen  Cylinder  zu 
lesen  ist  und  sogar  der  von  Casali  angewendete  Name.  Die  bezüg- 
lichen Briefe^)  wurden  von  Rom  aus  an  Torricelli  von  F.  de  Verdus 
geschrieben,  jenem  „gentilhome  bourdelois^^  und  Herausgeber  der  be- 
rühmten Observations  sur  la  composition  des  mouvements  et  siir  le 
moyen  de  troiwer  les  touchantes  des  lignes  coiirbes  von  Roberval;  von 
diesen  Briefen  ist  der  eine  vom  19.  Mai  1645  datiert,  der  andere  ist 
unbekannten  Datums,  ist  jedoch  früher  als  der  vorige  und  später  als 
ein  dritter  vom  15.  März  1645.  Der  wesentliche  Inhalt  derselben  ist 
übereinstimmend,  indem  sie  beide  „die  Beschreibung  einer  Linie,  die  in 
Prankreich  Ala  oder  Pteroide  genannt  wird^^,  enthalten,  die  de  Verdus 
„an  einem  der  letzten  Tage"  bekommen  hatte,  und  die  Anwendung 
der  Methode  der  Tangenten,  die  unter  dem  Namen  Roberval  geht, 
auf  dieselbe.  Daraus  geht  dann  hervor,  dafs  die  Erfindung  der  be- 
trachteten Kurve  sicherlich  nicht  Torricelli  gebührt,  sondern  einem 
französischen  Mathematiker,  der  vielleicht  Roberval  gewesen  ist. 

Die  auf  einen  Cylinder  bezüglichen  Kurven  ^  scheinen  nicht  so- 
bald untersucht  zu  sein,  weder  in  Frankreich,  wo  sie  das  Licht  er- 
blickten, noch  in  Italien,  wohin  sie  verpflanzt  waren,  noch  anderswo; 
indem  A.  de  Moivre  im  Jahre  1755  ihre  Konstruktion  in  der  Ebene 
fand^),  bemerkte  er  die  Ähnlichkeit  der  Gestalt  mit  dem  Polium 
Cartesii,  und  gab  auch  die  Quadratur  an.  Wir  glauben  nicht  irre  zu 
gehen,  wenn  wir  behaupten,  dafs  es  diese  Arbeit  des  berühmten  eng- 
lischen Mathematikers  ist,  der  man  das  Eindringen  derartiger  Kurven 
in  die  sonst  verbreiteten  Lehrbücher  verdankt-,  wie  z.  B.  die  Insti- 
tutioni  analüiehe  ad  uso  della  gioventü  italiana  von  D^^  Maria  Gaetana 
Agnesi  (I,  Mailand  1748,  S.  378—80  imd  391—92),  die  Änahjse  des 
lignes  courbes  algebriqiies  von  Gramer  (Genf  1750,  S.  411)  und  die 
InstituUones  analyticae  von  V.  Ricati  und  G.  Saladini  (Bononiae 
1765,  I,  S.  328). 

Die  stereometrische  Definition  der  Kurve  ^,  die  Casali  mit  so 
grofser  Gelehrsamkeit  bearbeitet  hatte,  blieb  unbekannt  und  begraben  in 
den  Abhandlungen  der  Akademie  zu  Bologna,  bis  Tortolini  im  Jahre 
1860  es  für  nötig  erachtete,  die  Aufmerksamkeit  der  Gelehrten  wieder 


1)  Von  tb  TCtsQov^  der  Flügel. 

2)  Veröffentlicht  zugleich  mit  anderen  von  B.  Boncompagni  im  Bullettino 
di  Bihliografia  VIII,  1875. 

3)  S.  die  schon  citierte  Abh.  Ä  ready  description  and  qiiadrature  of  a 
curve  of  tJie  tJiird  order  resembling  tJiat  commonly  called  ihe  foUatli  (Phil,  trans. 
Nr.  345). 
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auf  die  Arbeit  des  hervorragenden  Italieners  zu  lenken  ^)j  veranlafst 
hierzu  durch  den  Umstand,  dafs  von  A.  Quetelet  im  Jahre  1819  diese 
selbe  Definition  wieder  gefunden  war;  sie  ist  in  der  That  der  Kern  der 
Dissertatio  de  qiiibusdam  locis  geometricis  (Gent.),  wo   die  Kurven  ^ 
Fokalen^)  oder  reguläre  Fokalen  genannt  werden,  jenachdem  sie 
sich  auf  einen  Kegel  oder  Cylinder  beziehen.  Die  Quetelet'sche  Inaugural- 
Dissertation   wurde    der   Ausgangspunkt    der   Dandelinschen   Unter- 
suchungen {Memoire  sur  quelques  proprietes  remarquahles  de  la  foeale 
pardbolique,  Mem.  de  Belgique  II,  1822),  der  von  E.  Külp  {JDe  eurva 
foeali  regularij  Mannheim  1823)  und  von  M.  Chasles  (Äpergu  histo- 
rique  Note  IV)  während  die  unzähligen  in  Frankreich  über  die  Kurve 
^  gemachten  Untersuchungen   gröfstenteils   ihren  Ursprung  in  einer 
im  Jahre  1840  den  Lyceen   als   Preisaufgabe   gestellten  Frage   haben, 
die  1861   im  Examen  für  die  Zulassung  zur  Ecole  normale  in  Paris 
wieder  vorgelegt  wurde ^).     Es   ist  nicht  unsere  Absicht,  vollständige 
Angaben  hierüber  zu  machen ;  bemerken  müssen  wir  jedoch,  dafs  die 
ältesten  derselben  in  der  Note  von  Midy,  Sur  le  folium  de  Descartes 
(Nouv.  Ann.  III,  1849)  enthalten  sind^),  und  dafs  die  erste  Arbeit,  in 
welcher    sich    der   heute    allgemeine  Name    Strophoide   findet  (von 
örQ6(pog^  Wendung,  Drehung),  der  für  die  Kurve  ^  angenommen  ist^), 
die  mit  dem  Titel  La  strophoide  in  den  Nouv.  Ann.  V,  1846  ist,  die 
man  Montucci  verdankt  und  die  irrtümlicher  Weise  G.  Ritt  zuge- 
schrieben wird.  —  Ferner  wurde   die    reguläre  Fokale    oder    gerade 
Strophoide    (so    genannt  zum  Unterschiede    von  der  allgemeineren 
schiefen  Strophoide)   neuerdings    von    anderen    erforscht   und    zwar 
von  Lehm  US,   der  sie   ihrer  Grestalt  wegen  Kukumaeide  nannte^), 
von  Booth,   der  wegen  ihrer  Beziehungen  zu   den  Logarithmen  und 
zum  Kreise  sie  mit  dem  Namen  Logocyklika  belegte^),   und  von 

1)  S.  die  bibliographische  ßevue  Sulla  curva  logociclica  (Ann.  di  Mat.  III), 

2)  Andere  gebrauchen  den  Namen  Focales  ä  noeud. 

3)  Der  Wortlaut  derselben  ist :  Gegeben  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  homo- 
focaler  Kegelschnitte  und  ein  Punkt  ihrer  Ebene ;  gefragt  wird  1)  welches  ist  der  geo- 
metrische Ort  der  Berührungspunkte  der  von  diesem  Punkte  an  die  genannten  Kur- 
ven gezogenen  Tangenten;  2)  welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Fufspunkte  der 
von  dem  gegebenen  Punkte  zu  den  Kurven  gezogenen  Normalen;  3)  welches  ist  der 
Ort  der  Fufspunkte  der  Senkrechten,  die  von  dem  gegebenen  Punkte  auf  seine  Po- 
laren in  Bezug  auf  die  gegebenen  Kegelschnitte  gefällt  werden.      , . 

4)  Daselbst  ist   die  Kurve  durch    die  Gleichung  y  z==  x\/  —-7—  definiert, 

f    d  — j—  00 

— r— --  für  das  Folium  Cartesii, 

et  — j—  o  OC 

5)  S.  Intermediaire  IV,  1897,  S.  87. 

6)  Aufgaben  aus  der  höheren  Mathematik, Berlm  1842,  S.  120.  Der  NameKuku- 
maeide  war  aber  bereits  von  Uhlhorn  {Entdeckungen  in  der  höheren  Geometrie^ 
Oldenburg,  1809,  S.  57)  an  die  Kurve   [(x-\-ay-\-y^]x^  =  a^y^  vergeben  worden. 

7)  On  the  logocycUc  curve  and  the  geometrical  origine  of  logarithmes  (Quart. 
Journ,  II,  1858).    Ygl.  Ä  treatise  on  some  neio  geometrical  methods  I  (London  1877), 
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Rummer,  der  an  ihr  yiele  Eigenschaften  entdeckte,  die  mit  dem  Be- 
griffe der  harmonischen  Gruppe  zusammenhängen  und  sie  deswegen 
als  harmonische  Kurve  bezeichnete^). 

37.  Die  Gleichung  der  schiefen  oder  geraden  Strophoide  wird 
leicht  abgeleitet,  wenn  man  sich  der  zuletzt  in  Nr.  35  dargelegten 
Definition  bedient.  Bezeichnet  man  den  Winkel  'pq  mit  a,  nimmt  A 
als  Pol,  g  als  Polar- Axe,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Dreiecke  ÄPD^ 
wenn  AB  =  a  gesetzt  wird 

a  _   ÄP  _  DP 

sin  (co  -j-  a)  sin  cc         sin  w  ^ 

daher  AP  ==     ^'^^^^  DP~      ^^'^i^«    . 


sin  (o3  +  a)  ^  sin  {co  -{-  a)  ' 

und  da  nach  der  Konstruktion  die  Radien  vectoren  der  Punkte  M^ 
und  Ifg  gleich  AP^DP  sind,  so  folgt,  dafs 

sin  a  +  sin  cö  ,-j  -v 

^  sm  (co  +  o:)  ^  -^ 

die  Polargleichung  der  schiefen  Strophoide  ist^).  Wenn  a  =  — ,  so 
wird  diese  zu 

welche  Gleichungen  die  gerade  Strophoide  darstellen.  Gehen  wir  zu 
kartesischen  Koordinaten  über,  so  verwandelt  sich  (1)  in  eine  Glei- 
chung vierten  Grades  in  x  und  y,  aus  welcher  sich  jedoch  der  Faktor 
X  '  mia  —  «/  •  cos  a   abscheidet.     Nach  Wegschaffung  desselben  bleibt 

{x^  -f-  y^)  (x^m.a-{-y  cos  a  —  2a^m.a)-\-  a^  {x  sin a  —  y  cos  a)  ===  0   (3) 

als  Gleichung  der  schiefen  Strophoide,  und  demnach 

(x^  +  y^)  (x  —  2a)  +  a^x==0,  oder  y  =  +  {x  —  (^^)y^£zr^    (4) 

als  Gleichung  der  geraden  Strophoide,  deren  Asymptote  die  Gerade 
X  =  2a  ist.  In  beiden  Fällen  ist  die  Strophoide  eine  cirlmlare  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  durch  den  Punkt  A  geht,  und  wenn  gerade, 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  q..  Verlegen  wir  den  Anfang 
nach  dem  Punkte  D,  setzen  also  x  —  a  =  x  und  zur  Abkürzung 
cotg«  =  7^,  so  werden  (3)  und  (4)  in  die  folgenden  übergehen: 

{x  -^yy)  {x^  +  y^)  +  a {x^  —  2yxy  —  y^)  ^  0     ,     .     (5) 

x{x^  +  y^)  +  a{x^  —  y')  =  0.     .....     (6) 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  die  Strophoide,  die  gerade  sowie  die 

1)  Neue  Sätze  über  eine  krumme  Linie  mit  vor zugsiv eise  geometrischer  Ab- 
leitung (Heidelberg  1868). 
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schiefe,  jD  zum  Doppelpunkt  hat,  und  dafs  die  zugehörigen  Tangenten 
zu  einander  senkrecht  stehen.  Nehmen  wir  diese  als  neue  Axen^  so 
nimmt  die  Kurvengleichung  folgende  Gestalt  an: 

{ax  -\-  hy)  {x^  +  y^)  —  exy  ==0 (7) 

Setzt  man  dagegen  in  (6)  x  =  — -=-  y    y  =  ~~7—  ;   ^^  erhält  man 

2y2aU  =  ^^, (8) 

welche  Gleichung  von  De  Moivre  wegen  ihrer  Analogie  mit  der  des 
Folium  Cartesii  (vgl.  Nr.  33)  hervorgehoben  wurde.  Mit  Benutzung  von 
(5)  erkennt  man^  dafs  die  Koordinaten  des  singulären  Brennpunktes 
der  Strophoide  (Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  Kreispunkten)  sind 

r 1  —  y  y(l  —  y) 

Kombinieren  wir  dagegen  die  Gleichung  (7)  mit  y-=lXj  so  finden  wir 


als  parametrische  Darstellung  der  Kurve  ^  die  für  viele  Fälle  sehr 
nützlich  ist^  und  von  welcher  wir  alsbald  eine  Anwendung  machen 
werden.  Aus  (9)  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  die  Kollinearität  der 
drei  Punkte  {a),  {ß),  {y) 

a^i>aßy  =  0, (10) 

während  die  Bedingung  der  Koncyklität  der  vier  Punkte  (a)^  {ß)^ 
(r),(<J)iBt  a^-h^.aßrS  =  0 (11) 

Daraus  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  der  Krümmungskreis  im  Punkte  (cc) 
die  Kurve  in  (a^)  schneidet,  sein  wird 

^2  —  l^-a^a^  =  0. 

Ist  daher  a^^  gegeben,  so  bleiben  die  drei  Punkte  («'),  («''),  {a'')  be- 
stimmt durch 

wo  €  eine  imaginäre  dritte  Wurzel  von  1  ist;  da  nun  hieraus  folgt,  dafs 

so  erhalten  wir  schliefslich  folgenden  Lehrsatz:  Durch  jeden  Punkt 
der  Strophoide  gehen  drei  Kreise,  die  sie  anderswo  oskulieren;  die 
Oskttlationspunkte  derselhen  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  jenen 


1)  Unter  den  schiefen  Strophoiden  ist  wegen  der  Anwendung  auf  die  Kreis- 
Qg  diejenige  besonders  bemerkenswert,  bei  we 
Freeths  Nephroid  (Proc.  of  the  L.  M.  S.  X,  1879). 


teilung  diejenige  besonders  bemerkenswert,  bei  welcher  c^  =  — -;  vgl.  den  Artikel 
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Punkt  geht.  Nennen  wir  nun  „den  einem  Punkte  (a)  korrespon- 
dierenden Oskulationspunkt  der  Strophoide^^  den  Schnittpunkt  (a^) 
derselben  mit  dem  Kreise^  welcher  sie  in  (a)  oskuliert^  und  betrachten 
wir  yier  koncyklische  Punkte  [a) ,  (ß) ,  (y)  ^  (d)  und  die  korrespondieren- 
den Oskulationspunkte  (a^),  (ß^),  (y^),  (^J;  ^^  bestehen  die  Gleichungen: 
a^^h^aßfö,  a^=¥a?a^,  a'==l)'ß'ß^,  a^^t^Vi?  a^=h'ä^^^, 
woraus  durch  Elimination  von  aßyd  sich  ergiebt. 

a^  =  ])^a^ß^y^8^^ 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  ausdrückt:  Wenn  vier  Punkte  einer 
Strophoide  einem  Kreise  angehören,  so  trifft  dasselbe  zu  für  die 
korrespondierenden  Oskulationspunkte. 

38.     Will  man  die  Untersuchung  auf  die  gerade  Strophoide  be- 
schränken^ so  bedient  man  sich  zweckmäfsig  der  Gleichung  (2).    Diese 
liefert  als  Ausdruck  für  die  Radien  vectoren  zweier  konjugierter 
(d.  h.  auf  derselben  von  Ä  ausgehenden  Geraden  gelegener)  Punkte 
1  —  sin  ca  .  t,..  1 -|- sin  od 

J-  cos  CO        ^  ^  cos  CO        ^ 

daraus  folgt:  ÄM^  -  AM^  =  a\ 

und  demnach:  Die  gerade  Strophoide  wird  vermittelst  Transformation 
durch  reziproke  Radien  mit  A  als  Pol  und  cfi  als  Potenz  in  sich 

seihst  verwandelt.     Beachtet   man   ferner,    dafs    0P  = ,    so  er- 

^  cos  ca  ^ 

kennt  man^  dafs  folgende  elegante  Beziehung  besteht: 


AM^     '    AM^         AP 
Seien   nun   5^  und  Sn    die    polare    Subtangente    und    Subnormale    der 
Logocyclica^  so  hat  man 

/i     I       •        N  1  + sin  Co  /14JN 

Der  erste  dieser  beiden  Ausdrücke  zeigt,  dafs  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Endpunkte  der  polaren  Subtangenten  lautet 

^  ==  a(l  +  sinco); 
und  dieser  ist  daher  eine  Kardioide  (vgl.  Abschn.  III,  Kap.  7);  hin- 
gegen   der    Ort    der   Endpunkte    der    polaren    Subnormalen    hat    die 
Gleichung 


1  +  sin  CO  T        ^^    ,    2 1/ 

t—=~ ,       oder  — ^  H — ~ 

cos^  00     ^  a--  — ■   a 


und  besteht  daher  aus  zwei  Parabeln.  Bezeichnet  man  nun  mit  St,  St 
die  polaren  Subtangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten,  und  mit  SnpS'n 
die  entsprechenden  Subnortnalen,  so  hat  man  wegen  (12) 

_1_     ,     _!__  _2_ 

s'i  +  s't  --=  2a,        ~j-  +  "Tj       -^7 
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durch  Einfachlieit  und  Eleganz  bemerkenswerte  Bezieliungen.  Gleichung 
(2)  führt  zu  folgender  neuen  parametrischen  Darstellung: 

/-i     ,  N  sin  Co  (1  +  cos  Co)  r^Q\ 

X  ^=  a{l  +  cos(x))  ^        y  ==  a ^-= .     .     .     (16) 

die  man  dadurch  vereinfachen  kann^  dafs  man  die  doppelten  Vor- 
zeichen unterdrückt^  indem  man  z.  B.  nur  die  unteren  beibehält*,  dann 
ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente: 

[1  —  (1  +  cos^  co)  sin  co]  iT  -f-  cos^  cd  -  y  —  a(l  —  sin  g))^  =  0  .  ^) 

Die  Tangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten  schneiden  sich  im  Punkte 

^         '  ^  ^  ^  cos  CO  ' 

der  Ort  der  Schnittpunkte  hat  die  Gleichung: 

y^(2a  —  x)  ==  (x  —  af 

und  ist  daher  eine  Cissoide  des  Diokles.  Hingegen  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  Normalen  in  zwei  konjugierten  Punkten  eine  Parabel. 
Aus  der  Gleichung  der  Tangente  ergiebt  sich^  wenn  man  mit  t^,  t^ 
die  Längen  der  Tangenten  in  zwei  konjugierten  Punkten  bis  zur 
Asymptote,  und  mit  \jJi^  die  Abstände  der  Tangenten  selbst  von  Ä 
bezeichnet;  dafs 

-j/iT^ol^        ,   .    _    0     cos^«_ 

Vi     In    — —    Ov  *  fO-i  IVn    iiXi 


l-f-  COS^  CO  ^ 

und  daher  t^t^  •  ä^ä^  =  a^. 

Führen  wir  die  hyperbolischen  Funktionen  ein,  indem  wir  setzen 

tg  Y  =  Sg  "2  ,    oder    ßog  ^*  =  sec  g?  ,    (Sin  ^6  =  tg  o , 

so  verwandelt  sich  (2)  in  folgende  Gleichung 

^  ==a(ßo§^t  + ©in^^), (14) 

die  sich  in  hervorragender  Weise  dazu  eignet,  durch  ein  gleichförmiges 
und  elegantes  Rechnungs-Verfahren  alle  Eigenschaften  der  betrachteten 
Kurve  aufzustellen^). 

39.  Die  Quadratur  der  geraden  Strophoide  kann  leicht  mit  Hilfe 
der  Gl.  (4)  ausgeführt  werden;  man  findet  so,  dafs  die  Fläche  der  Schleife 
gleich  o?'  —  \'K0?'  ist,  während  die  Fläche  zwischen  den  unendlichen 

Zweigen  und  der  Asymptote  gleich  a^  -)-  -j-  ist.     Nicht   schwieriger 

ist  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  durch  Rotation  der  Schleife 


1)  Betreffs  Konstruktion  der  Tangente  nach  der  Methode  von  Roberval 
s.  A.  Saint-Germain,  Beciieü  cVexercises  sur  la  mecanigue  rationelle  (2.  Aufl. 
Paris  1889)  S.  166. 

2)  S.  Kap.  III  des  Werkchens  von  S.  Günther,  Parabolische  Logarithmen 
und  parabolische  Trigonometrie  (Leipzig  1882). 

Loria,  Ebene  Kurven.  5 
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um  ihre   Symmetrieaxe    erzeugten  Körpers^).     Die  Rektifikation    der 
Strophoide  hingegen  erfordert  ellip tische  Integrale  (vgl.  Nr.  20),  und 
Booth  hat  gezeigt;  dafs  jeder  beliebige  Bogen  der  Logocyklika  gleich 
der  Summe  eines  Bogens  der   gleichseitigen  Hyperbel  und   dem  einer 
Lemniskate  ist,    oder  auch  gleich  der  Summe   eines   Ellipsenbogens, 
eines  Hyperbelbogens  und   einer  Geraden  ist^).     Sehr   zahlreich  sind 
die  geometrischen  Fragen^  bei  denen  die  Strophoide  auftritt^  z.  B.  ist 
sie  die  Fufspunktkurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf  den  Schnittpunkt 
der  Direktrix    mit    der  A:s:e^);    zwei  Briefe    yon    Gr.  A.  Kinn  er   und 
Chr.  Huygens  vom  18.  Juli  und  9.  Aug.  1653  zeigen^  dafs  sie  eine 
Duplikatrix-  und  eine  Sektrix-Kurve  ist^);  des  weiteren  bildet  diese 
Kurve    die    Lösung   eines    Problems    aus    der    geometrischen    Optik  ^); 
schlief slich  trifft  man  auf  sie  in  Fragen  der  deskriptiven  Geometrie^), 
Zahlreich    sind   ferner    die   Methoden ,    die    zu    ihrer    Erzeugung 
angegeben  sind.     Wir  führen    z.  B.    diejenige    an,    auf   Grund    deren 
die    gerade    Strophoide    sich    als    eine   Cissoide  (s.  Nr.  29)   abgeleitet 
aus  einer  Geraden  und  einem  Kreise  darstellt '^);  wir  erinnern  an  jene 
Stelle,  wo  die  gerade  Strophoide  als  Hüllkurve  von  Kreisen  erscheint, 
deren  Mittelpunkte    C  auf   der   Parabel   y^  =  4ca(a  —  x)    liegen   und 
deren  Radien  ausgedrückt  werden  durch  yCO^  ^^^^^a^,  und  verweilen 
schliefslich  nur  kurz  bei  einer,  die  mit  dem  Namen  zweier  bedeuten- 
der Geometer  verknüpft  ist. 

L.J.  Magnus  hat  in  seiner  Sammlung  von  Aufgäben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometrie  (Berlin  1833)  S.  265  folgende 
Aufgabe  behandelt:  „Gegeben  drei  Punkte  Äj  J5,  (7,  man  suche  den 
Ort  der  Punkte  P  derart,  dafs  die  Winkel  ÄPB,  APG  einander 
gleich  sind."     Magnus  fand  die  Gleichung  dieses  Ortes  und  zeichnete 


1)  S.  Saint  Germain  (op.  cit.  Note  14),  S.  49. 

2)  S.  auch  S.  Günther,  Note  sur  la  logocycUqiie  ou  stropho'ide  (Mathesis  I, 
1881);  P.  Mansion,  Longueur  de  la  houche  de  la  logocyclique  ou  stropho'ide  (Das. 
VI,  1886);  E.  Cesaro,  JEIementi  di  calcolo  infinitesimale  (Neapel  1899)  S.  317. 

3)  Wir  überlassen  es  dem  jungen  Leser,  diesen  Satz  zu  beweisen. 

4)  Oeuvres  de  Huygens  l^  S.  236;  vgl.  G.  Loria,  La  stropho'ide  est  une  sectrice 
et  une  duplicatrice  (Mathesis  II,  Ser.  VIII,  1898). 

5)  „Gegeben  in  einer  Ebene  ein  leuchtender  Punkt  Ä  und  ein  beobachten- 
des Auge  in  5;  ein  geradliniger  Spiegel  rotiert  in  dieser  Ebene  um  den  Punkt  A; 
für  jede  seiner  Lagen  giebt  es  einen  von  A  ausgehenden  Strahl,  welcher  durch 
Reflexion  an  diesem  durch  den  Punkt  B  hindurchgeht;  welches  ist  der  Ort  der 
Incidenzpunkte?"  E.  Sang,  On  the  curves  produced  hy  reflexion  from  a  poUshed 
revolving  straihgt  wire  (Edinburgh  Trans.  XXVIII,  Teil  I,  1877);  G.  Loria,  Identite 
de  la  stropho'ide  avec  la  focale  ä  noeudj  son  application  ä  Voptique  geometrique 
(Nouv.  Ann.  3.  Ser.  XVI,  1897). 

6)  La  Gournerie,  Traite  de  geometrie  descriptive,  2.  Aufl.  III.  Teil.  Paris 
1885.   S.  149—50. 

7)  Bellacchi,  Lezioni  ed  esercizi  di  algehra  compleynentare,  B.  I  (Florenz 
1898).  S.  44. 
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die  Figur;  jene  beweist  und  diese  bestätigt  uns,  dafs  derselbe  eine  im 
allgemeinen  schiefe  Strophoide  ist.     Diese  Tbatsacbe  wurde  nur  zu- 
fällig ein    halbes    Jahrhundert    später   bekannt,    als   0.  Hermes   der 
ausführlicheren  Untersuchung   der  Magnusschen  Kurve   eine  Abhand- 
lung widmete^);  P.  H.  Schonte^)  hob  dann  kurz  darauf  hervor,  dafs 
sie  eine  Strophoide  sei  und  ferner  machte  er  die  Bemerkung,  dafs  der 
von  'Magnus  untersuchte  Ort    ein   Spezialfall    eines  von    Steiner    mit 
folgenden  Worten  definierten  sei:  „Sind  in  einer  Ebene  zwei  begrenzte 
Geraden  AB  und  CD  in  beliebiger  fester  Lage  gegeben,   so   besteht 
der   Ort   desjenigen  Punktes,   aus   welchem   dieselben   unter  gleichen 
(oder  auch  unter  Winkeln,  die  zwei  Rechte  betragen)  gesehen  werden, 
aus  zwei  Kurven  dritten  Grrades.     Beide  Kurven  gehen  durch  die  vier 
Endpunkte   der   gegebenen   Geraden   sowie   durch   ihren   gegenseitigen 
Schnittpunkt.     Ferner  haben   die  Kurven  diejenigen  zwei  Punkte  ge- 
mein,  aus  welchen  beide  Geraden  unter  rechten  Winkeln  erscheinen. 
Die  zwei  übrigen  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Kurven  sind  imaginär 
und  liegen  auf  der   unendlich  entfernten  Geraden"^).     Es  möge  noch 
angeführt  werden,  dafs  dieselbe  Erzeugungsart  der  Strophoide,  welche 
die  Magnussche  Aufgabe  in  sich  schliefst,  von  Cazamian^)  im  Jahre 
1893  wieder  aufgefunden  wurde,    der  sie  auch  bemerkenswerten  Um- 
formungen unterzog. 
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40.  Einige  Eigenschaften  der  geraden  Strophoide,  die  wir  in  Nr.  38 
teils  bewiesen,  teils  ausgesprochen  haben,  kommen  viel  allgemeineren 
Kurven  zu,  die  unabhängig  von  einander  von  drei  Autoren,  nämlich 
Bretschneider^),  Rosenstock^)  und  Andreasi"^)  untersucht  wurden. 
Wir  wollen  sie  der  Kürze  halber  Panstrophoiden  nennen  und  zu- 
nächst folgende  Definition  von  ihnen  geben:  „Wir  betrachten  (Taf.  II, 
Fig.  9)  ein  Kreisbüschel  mit  den  Grundpunkten  B  und  0,  die  reell 
oder  konjugiert  imaginär  sein  können,  und  ein  Strahlenbüschel,  das 


1)  Über  eine  gewisse  Kurve  des  dritten  Grades  (Grelles  Journ.  XCVII,  1884). 

2)  Bemerlmng  anläfslich  des  Aufsatzes  von  Herrn  0.  Hermes  (Das.  XCIX, 
1886). 

3)  Grelles  Journ.  XLV;  ebenfalls  Steiners  Werke  IL  (Berlin  1884)  S.  487. 

4)  Siir  un  Heu  geometrique  et  ses  appUcations  (Nouv.  ann.  3^  Serie,  XII,  1893). 
Ygl.  auch  die  Bemerkungen  von  Valdes,  Sur  la  strophoide  (Das.  XIII,  1894). 

5)  Die  JiarmoniscJien  Polarkurven  (Archiv  L,  1869). 

6)  Über  eine  Gruppe  ebener  Kurven  dritter  Ordnung  (Programm  Gotha,  1886). 

7)  Studio  analitico  delle  tre  cubicJie  cicliche  (Giorn.  di  Mat.  XXX,  1892), 
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zum  Sdieitelpunkt  einen  Punkt  Ä  der  Geraden  hat^  die  der  Ort  der 
Mittelpunkte  der  Kreise  des  Büschels  ist;  der  Ort  der  Punkte^  in 
welchen  die  Geraden  des  Büschels  von  den  Kreisen  des  Büschels 
berührt  werden^  ist  eine  Panstrophoide/^  Indem  jeder  von  Ä  aus- 
gehende Strahl  r  von  zwei  durch  B  und  C  gehenden  Kreisen  berührt 
wird^  giebt  es  auf  jeder  von  Ä  ausgehenden  Geraden  zwei  Punkte 
der  Panstrophoide  M^  und  iüf^;  sie  heifsen  korrespondierende 
Punkte  der  Kurve.  Sei  L  der  Schnittpunkt  der  Geraden  r  mit  BC] 
es  ist  klar^  dafs  in  dem  Spezialfälle^  wenn  B  und  C  zusammenfallen, 
die  Strecken  LM^  und  LM^  beide  gleich  LB  werden,  und  dann 
haben  wir  wieder  die  gewöhnliche  Definition  der  geraden  Strophoide.  ^) 
Um  die  Gleichung  der  Panstrophoiden  zu  finden,  nehmen  wir 
die  Gerade  BC  (die  immer  reell  ist)  als  ^-Axe,  und  als  ^-Axe  den  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Kreise  des  Büschels.  Wenn  -—  g  die  Abscisse 
des  Punktes  Ä  ist  und  h  (eine  reelle  oder  rein  imaginäre  Gröfse)  der 
absolute  Wert  von  j  BC  ist,  so  lauten  die  Gleichungen  eines  Kreises 
und  einer  Geraden  der  betrachteten  Büschel 

x^  —  2cx  +  y^  —  h^==0     .     .     (1)  y  =  X{x  +  g)   .     .     (2) 

Da  nun  die  Bedingung  der  Berührung  zwischen  den  so  dargestellten 
Linien  lautet 

c^j^]c^  =  X^(g^-{-2cg  —  h'), (3) 

so  ist  die  Gleichung  der  betreffenden  Panstrophoide  das  Resultat  der 
Elimination  von  c  und  /l  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  und  demnach 

x{x'  +  i/)+g{x'-if)  +  ¥{x  +  y)  =  0    ...     (4) 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Panstrophoiden  cirkulare 
Kurven  dritter  Ordnung  und  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  Axe  sind; 
sie  beweist  ferner,  dafs  eine  solche  Kurve  durch  die  Punkte  Ä^  B 
und  C  geht,  ebenso  auch  durch  die  Punkte  der  Abscissenaxe,  die  die 
Abscissen  +  ih  haben  (reell,  wenn  B  und  C  imaginär  sind  und  um- 
gekehrt).    Schreiben  wir  Gleichung  (4)  wie  folgt 


y^y¥+ww+^ 


g  —  x 

SO  sieht  man,  dafs  die  Gerade  x  ==  g  eine  Wendeasymptote  ist.  Wenn 
h^  >  0,  so  besteht  die  Panstrophoide  aus  einem  Schlangenzuge  (s.  die 
Figur),  wenn  fc^  =  0,  ist  der  Anfangspunkt  ein  Doppelpunkt,  wenn 
endlich  Ic^  <  0,  besteht  sie  aus  einem  Oval  und  einem  Schlangenzuge. 
Auch  zwei  Grenzfälle  wollen  wir  anführen:  wenn  ^==0,  so  zerfällt 
die  Kurve  in  die  Gerade  ^  =  0  und  den  Kreis  x^  -{-  y^  -{- h'^  =  0 -^ 
wenn  aber  g  =  oo^  so  besteht  sie  aus  der  unendlich  fernen  Geraden 
und  der  Hyperbel  x^  —  y'^  -{-'k^  =  0. 


1)  Bretschneider  nannte  sie  harmonische  Schlinge. 
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Verlegen  wir  den  Koordinatenanfang  nach  Ä^  so  wird  Gleichung  (4) 
y'^  (2g  —  x)  ==  X  {¥  -{-  g^  -\-  x^  —  2gx) 
und,  wenn  wir  zu  Polarkoordinaten  übergehen: 

Q^  •  cos  CO  —  2gQ  +  (g^  -f-  h^)  cos  co  ==  0. 
Nennen  wir    die    Radien    zweier    korrespondierenden  Punkte   M-^ 
und  M2,    Qi   und   ^2?    ^^^  -^    den    Schnitt   von    M^M^  mit  BOj    so 


1  wir 

Ai\/r ^  — y^^sin^cö  —  7t;2  COSTCO 

J-            ^1                                        cos  Co                             ' 

IJf  —0  __  ^  +  V^'^^^^®  — '^'^ö^'^ 

2           ^2                                  cos  Co                         ^ 

LM.= 

-^M.         ^^_y^^sin^a.-/c^cos^a,__^^ 

L  ist  aber  der  Mittelpunkt  von  M^M^-^  die  Gerade  BC  ist  somit 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen,  die  durch  ein  Paar  korrespon- 
dierender Punkte  begrenzt  werden.  Dieser  Satz  kann  übrigens  leicht 
geometrisch  bewiesen  werden. 

Bemerken  wir  noch^  ohne  es  zu  beweisen^  dafs  die  Normalen  in 
zwei  beliebigen  korrespondierenden  Punkten  sich  in  einem  Punkte 
treffen j   deren   geometrischer  Ort  die  Parabel  y^  -\-  Agx  =  0  ist,  dafs 

die   absolute  Inyariante   der  Kurve   (s.  Nr.  13)   gleich  ^  ,  ^  ist,  und 

dafs  die  Kurve  in  endlicher  Entfernung  acht  Wendepunkte  hat,  die  zu 
je  zweien  auf  vier  Parallelen  zur  y-Axe  liegen,  deren  Abscissen  ein 
aequianharmonisches  Verhältnis  bilden. 

41,  Andere  Verallgemeinerungen  der  geraden  Strophoide  sind 
die  Kurven  mit  der  allgemeinen  Gleichung^): 

(x-\-y)ix'-2Jcxy  +  if)  =  2{l  +  lc)axy;      ...     (6) 

setzen  wir  darin  &  =  0,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Logocyklika, 
für  h  =  ~  dagegen  erhalten  wir  die  des  Folium  Cartesii. 

Mehr  geometrisch  ist  folgende  Verallgemeinerung^):  Gegeben  in 
einer  Ebene  zwei  Punkte  0  und  J.,  sowie  eine  Gerade  r^  Jf  sei  ein 
beliebiger  Punkt  derselben.  Man  ziehe  die  Gerade  OM  und  nehme 
auf  dieser  zwei  Punkte  P,  P'  so,  dafs  MF  =  MP'=  MÄ  ist.  Der 
Ort  der  Punkte  PP'  ist  immer  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  durch 
ihren  eigenen  singulären  Brennpunkt  hindurch  geht;  sie  ist  eine 
(gerade  oder  schiefe)  Strophoide,  wenn  die  Gerade  r  durch  Ä  geht, 
andernfalls  eine  strophoidale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  auf 


1)  Cesäro,  Elementi  di  calcoJo  infinitesimale  (Neapel  1899)  S.  171. 

2)  Lagrange,    8u7'   les   cuhiques   stropJioidales    (Nouv.    Ann.    de  Mathem. 
3.  Ser.  XIX,  1900). 
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unendlicli  viele  Weisen  als  der  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegels clinitt- 
scliar  betraclitet  werden  kann. 

Von  ganz   anderer  Natur   ist    die  von  Picquet^)    in  folgendem 
Orts-Problem  angegebene  Verallgemeinerung:  „Gregeben  ein  Kegelschnitt 
r  und  eine  feste  Tangente  a  desselben  mit   den  Punkten  M  und  N^ 
ferner  ein  dritter  fester  Punkt    0  auf  T  (s.  Taf.  II,  Fig.  10).     Man 
betrachte  eine  beliebige  Tangente  t  der  Kurve  und  nenne  u  die  Gerade, 
welche  den  Punkt  0  mit  dem  barmoniscb.  konjugierten  C  des  Punktes 
C^at  in  Bezug  auf  das  Paar  MN  verbindet;  man  finde  den  Ort  des 
Punktes  tu  ^  P."    Es  ist  klar,  dafs  dieser  Ort  durch  eine  Projektivität 
erzeugt  wird,    die  zwischen  dem  Strablenbüscliel  mit  dem  Scheitel  0 
und   dem   Büschel  der   Tangenten   des   Kegelschnitts   F  besteht.     Der 
Ort  selbst  ist  demnach  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  0  als  Doppel- 
punjkt  hat.     Picquet  hat  bemerkt,   dafs   sie   die  Projektion   der  Pufs- 
punktkurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf  einen  Punkt  der  Leitlinie  ist, 
Noch  weiter   gehen  zwei  Verallgemeinerungen,   die  wir  hier  an- 
führen wollen.     Die  eine  wurde  von  Barbarin  in  der  Bevue  de  mathe- 
matiques   speciales,    1894   angegeben   und  ist    im   Grunde    genommen 
eine  Methode,  aus  einer  Kurve  unzählige  andere  abzuleiten.    Er  nimmt 
eine  beliebige  Kurve  F  als  gegeben  und  zwei  Punkte  0'  und  0''  in 
deren  Ebene.     Man  greife  einen  beliebigen  Punkt  31  von  F  heraus, 
verbinde  ihn  mit  0'  und  schneide  die  Verbindungslinie  mit  dem  Kreise, 
dessen  Centrum  M  ist  und  dessen  Radius  M0'\    Der  Ort  der  Schnitt- 
punktepaare ist  eine  Kurve,  welche  die  Strophoidale  von  F  heifst^). 
De  Longchamps    zeigte,  ,  wie    man    die    Tangente    derselben    kon- 
struieren kann^). 

Die  andere  rührt  von  W.W.Johnson  her^).  Er  betrachtete 
den  Ort  der  Punkte  P,  in  denen  sich  zwei  Gerade  schneiden,  die  um 
zwei  feste  Punkte  Ä  und  B  sich  drehen  in  der  Art,  dafs,  wenn  cp 
und  ^  die  von  PÄ  und  PJ?  mit  AB  gebildeten  Winkel  sind  und  a 
ein  gegebener  Winkel,  man  beständig  hat 

nii)  +.mq)  =  a (7) 

Die  Gröfsen  n  und  m  kann  man  als  beliebig  annehmen,  will  man  je- 
doch eine  algebraische  Kurve  erhalten,  so  mufs  man  sie  als  kom- 
mensurabel annehmen;  demnach  kann  man  sie  ganzzahlig  und  relativ 
prim  annehmen.  Unter  dieser  Voraussetzung  wollen  wir  den  Ort  der 
Punkte  P  als   allgemeine  Strophoide  bezeichnen.     Um  ihre  Glei- 

1)  Geometrie  analytique  (Paris)  S.  552. 

2)  Wenn  F  eine  Gerade  ist,  so  erhält  man  'wiederum  die  Lagrangesche 
Erzeugung  der  strophoidalen  Kurven  (s.  oben). 

3)  8ur  les  strophoidcäes  (Mathesis  2.  Serie,  IV,  1894). 

4)  The  strophoides  (Am.  Journ.  III,  1881).  Vgl.  auch  A  note  on  the  stro- 
phoides  (J.  Hopkins  TJniversity  Circulars  II,  1883),  wo  E.  Barnes  auf  die  Kurven 
Johnsons  die  Quaternionen  anwendet. 
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chung  zu  erhalten,  nelimen  wir  Ä  als  Anfangspunkt^  ÄS  als  x-Axe 
eines  rechtwinkligen  Koordinatensystems  und  setzen  ferner 

AS  =  a',     {x-\-  iijY  =  Xn  +  i  Y^,     (ä=x  +  iy^  =  X;  +  ^  Z; 

X  -\-  iy  :=  öe^^  a  —  X  -\-  iy  =  ^O^ 

dann  haben  wir 

^n  +  ^  ^^  =  ^"^  •  ^'■'"'^     ^m  +  i  r;  =  Q'^' '  e±'^'^p, 

oder  mit  der  Benutzung  der  Gleichung  (7) 
oder  auch 

(x^z;  +  r^r;)  +  i(r^x;,  +  x^r;,)  =  c>"^ör^(cosa  +  ^  sin^^). 

Diese  Gleichung  zerfällt  in  die  zwei 

x^x;  +  r^  r;  =  ^-(^^ .  cos  ^;     r^x;  +  x^  r;  =  q^^^ö^  sin  a. 

Eliminiert  man  aus  diesen  q'^ö^^  so  erhält  man  schliefslich 

(x„x;+r,r;)-cot«(r„x;  +  x„Y;;)  =  o.  .   .   (8) 

Diese  Gleichung  Yom  Grade  (m  +  n)  ist  die  der  allgemeinen  Stro- 
phoiden.  Für  m==l^  n  =  2^  und  wenn  man  das  Minus-Zeichen  nimmt^ 
erhält  man  die  schiefe  Strophoide,  die  also  die  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft besitzt,  die  durch  die  Beziehung  2i^  —  cp  =  a  ausgedrückt 
wird.  Zum  Schlüsse  sei  bemerkt,  dafs  auch  die  stereometrische  Ur- 
definition  der  Strophoide  yerallgemeinert  wurde  und  zu  zwei  speziellen 
Kurven  vierter  Ordnung  führte^). 
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42.  Unter  den  speziellen  cirkularen  Kurven  dritter  Ordnung 
giebt  es  eine,  die  der  Aufmerksamkeit  der  modernen  Geometer  ver- 
borgen blieb,  bis  zu  dem  Zeitpunkte,  in  welchem  der  Briefwechsel 
zwischen  R.  de  Sluse  und  C.  Huygens  veröffentlicht  wurde^).  Wir 
wollen  sie  die  Slusesche  Konchoide  nennen  und  folgendermafsen 
definieren:  „Es  sei  gegeben  ein  Punkt  0  (s.  Taf.  II,  Fig.  11),  eine 
Gerade  r  und  eine  Konstante  /c^,  man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen 


1)  H.  B.  Newson,  A  pair  of  cm'ves  of  the  fourth  degree  and  their  application 
in  tJie  tJieory  of  quadrics  (Am.  Journ.  XIV,  1892). 

2)  C.  Le  Paige,  Correspondance  de  B.  de  Sluse  etc.  (BuUettino  di  Biblio- 
graiia  ecc.  XVII,  1884).  Vgl.  G.  Loria,  Une  courhe  ouUiee  (Mathesis  2.  Ser. 
Vn,  1897). 
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Strahl,  der  r  in  M  sclineidet  und  trage  auf  OM  von  M  aus  nacli 
der  entgegengesetzten  Seite  als  wo  0  liegt  eine  Strecke  MP  ab,  derart, 
dafs  OM'  MP  =  h^]  der  Ort  yon  P  ist  dann  eine  Slusesche  Kon- 
clioide^^^).  Nehmen  wir  0  als  Pol,  das  von  0  auf  r  gefällte  Lot  als 
Polaraxe  und  bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  0  von  r  mit 
a,  so  haben  wir 

^    ^  cos  03  ^  ^  COS  0) 

und  somit  lautet  die  Polargleichung  der  Kurve 

a  (p  cos  03  —  a)  =  ¥  cos^  cd (1) 

Die  kartesische  Gleichung  hingegen  ist 

a{x  —  a){x'-\-y^):=^h'x\ (2) 

Wenn  man  die  Strecke  jy^  von  M  aus  nach  der  anderen  Seite  ab- 
tragen würde,  nach  0  hin  als  itfP',  so  würde  man  die  Kurve  er- 
halten haben 

a{x  —  a){x'  +  y')  =  —  ¥x' (2') 

die  nicht  mehr  muschelähnliche  Grestalt  hat,  die  wir  aber  dennoch  — 
wegen  der  Ähnlichkeit  der  Gleichungen  —  Slusesche  Konchoide  nennen 
wollen;  mit  anderen  Worten:  wir  wollen  die  Möglichkeit  zulassen, 
dafs  in  Gleichung  (2)  fe^  negativ  sei. 

Um  eine  bequemere  Konstruktion  unserer  Kurve  zu  erhalten,  be- 
trachten wir  den  Ort  der  Punkte  N  derart,  dafs  OM-  ON=k'^,  wo 
0,  Jf,  N  in  gerader  Linie  liegen  sollen.    Dieser  Ort  ist  der  Kreis  K,  der 

durch  den  Anfangspunkt  geht  und  als  Mittelpunkt  den  Punkt  Ci-^y  ^) 

hat;  wir  haben  dann  ON=MP  =  P'M]  also:  „Gegeben  ein  Kreis  K, 
ein  Punkt  0  seiner  Peripherie  und  eine  Gerade  r,  die  parallel  läuft 
zur  Tangente  in  0;  man  ziehe  eine  beliebige  Gerade,  die  K  in  iV  und 
r  m  M  schneidet,  auf  dieser  Geraden  trage  man  von  M  aus  nach  0 
hin  (oder  auch  nach  der  entgegengesetzten  Seite)  die  Strecke  MP 
(oder  MP')  gleich  ON  ab;  der  Ort  der  Punkte  P  (oder  P'),  die  man 
so  erhält,  ist  eine  Slusesche  Konchoide/^ 

0  ist  ein  Doppelpunkt  dieser  Kurve;  die  zugehörigen  Tangenten 
werden  zusammen  dargestellt  durch  die  Gleichung 

der  Punkt  ist  daher  ein  Knoten^  eine  Spitze  oder  isolierter  Punkt,  jenach- 
dem  ¥  =  —  a^. 

1)  Brief  vom  6.  Oktober  1662  in  Oeuvres  de  Huygens  IV,  S.  247.  Der  oben 
definierten  Kurve  wird  Erwähnung  gethan  vom  Marquis  de  THöpital  in  seiner 
Analyse  des  infiniment  petits  (S.  95  der  Ausg.  von  Avignon  1765). 
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43,    Kombinieren  wir  die  Gleichung  (2)  mit  y  =  Xx,  so  erhalten 
wir  folgende  parametrische  Darstellung: 

*  =  «  +  ^ii).      y-^'^-^i^^y   •  •  •  (3) 

Daraus  leitet  man  leicht  folgende  Bedingung  für  die  KoUinearität  der 
drei  Punkte  {p()j(ß)j{y)  ab: 

/37  +  y«  +  «/5  =  ^^- (4) 

Infolgedessen  hat  die  Kurve  (abgesehen  von  einem  unendlich  fernen 
Wendepunkt)    noch    zwei   Wendepunkte    in    endlicher   Entfernung  ^)^ 

X^g^   I   W 
deren  Parameter  gleich    +  ~ — —- —  und  deren  Koordinaten 

Durch  Elimination  von  k  erhalten  wir  die  Gleichung 

x(x^  +  y^)  =  ^(^y^: 

welche  eine  Cissoide  darstellt;  wir  erhalten  daher  folgenden  von  Sluse 
entdeckten  Satz  2):  Der  Ort  der  Wendepunkte  aller  Sliiseschen  Kon- 
choiden,  die  denselben  Doppelpunkt  und  dieselbe  Asymptote  haben, 
ist  eine  Cissoide  des  Diokles,  die  jenen  Punkt  als  Spitze  und  ihre 
Asymptote  parallel  jener,  aber  in  einem  vierfachen  Abstände  von 
dem  singulären  Punkte  hat. 

Die  Gleichungen  (3)  liefern  uns: 

a^  (ßyd  +  ayd  +  aßd  +  aßy)  —  {a^  J^P){a^  ß +  y -\- 8)  =  0    (5) 

als  Bedingung  der  Koncyklität  der  vier  Punkte  (a),,{ß),  {y)^  (6). 
Überlassen  wir  es  dem  Leser,  daraus  abzuleiten,  dafs  durch  jeden 
Punkt  der  Konchoide  drei  Kreise  gehen,  die  sie  anderswo  oskulieren; 
die  drei  Oskulationspunkte  gehören  immer  einem  Kreise  an,  der  durch 
den  Anfangspunkt  geht;  dagegen  giebt  es  in  jedem  Punkte  der  Kurve 
zwei  Kreise,  die  die  Kurve  hier  berühren  und  noch  in  einem  anderen 
Punkte  u.  s.  w. 

Wir  schliefsen  mit  dem  Beweise  einer  Bemerkung  von  Neuberg^), 
dafs  die  Sluseschen  Konchoide  die  Fufspunktkurve  einer  Parabel  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  der  Axe  ist.  In  der  That  hat  die  Fufspunkt- 
kurve der  Parabel  y^==2px  in  Bezug  auf  den  Punkt  (a,  0)  die  Gleichung 

2x  (x  —  ay  -\-  2  (x  —  a)  y^  +  py^  =  0; 

1)  Die  Bestimmung  derselben  ist  in  einem  Briefe  von  Sluse  vom  12.  Jan. 
1663  (vol.  cit.  S.  292)  angegeben  als  von  Huygens  ausgeführt. 

2)  S.  den  zuerst  citierten  Brief  von  Sluse. 

3)  S.  eine  Bemerkung  in  dem  angeführten  Artikel  Une  courbe  oiiUiee. 
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setzen  wir  nun  x  —  <%  ==■  x\  so  wird  diese  zu 

und   da    diese   Yon    der   Form    der  Gleicliung  (2)   ist,    so  ist  die  be- 
hauptete Eigenschaft  bewiesen. 


Elftes  Kapitel. 

Rationale  Kurven  dritter  Ordnung,  die  die  nnendlicli  ferne  Gerade 
berüliren,  insl)esondere  die  Kurve  von  Rolle. 

43.  Eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  die  unendlich 
ferne  Gerade  berührt,  kann  immer  durch  eine  Gleichung  von  der 
Form  %'i^i^H-  ^^2  =  0  dargestellt  werden,  wo  %  und  v^  lineare  und  u^ 
eine  quadratische  Form  in  x  und  y  ist.  Um  dies  zu  erhalten,  genügt 
es  den  singulären  Punkt,  den  die  Kurve  besitzt,  als  Anfangspunkt  zu 
nehmen.     Über  derartige  Kurven  giebt  es  folgenden 

Satz:  Gegeben  eine-  Parabel,  ein  Punkt  0  derselben  und  eine 
Gerade  r  in  ihrer  Ebene,  man  ziehe  von  0  einen  beliebigen  Strahl, 
der  die  Parabel  in  ö  und  die  Gerade  in  P  schneidet  und  bestimme 
auf  dieser  einen  Punkt  Y  derart,  dafs  die  beiden  Strecken  Oö ^  FF' 
denselben  Punkt  als  Mittelpunkt  haben^).  Der  Ort  von  P'  ist  eine 
Kurve  dritter  Ordnung,  die  0  als  Doppelpunkt  und  die  unendlich 
ferne  Gerade  als  Tangente  hat. 

Beweis:   Die    gegebene   Parabel   werde    durch    die    Gleichungen 

x  =  —  7   y  =  ^  dargestellt;  die  Gerade  r  sei  die  Verbindungslinie  der 

Punkte  (a)j  (/3),  sie  hat  also  die  Gleichung  2p x  —  (a~\-  ß)y  -^  aß  =  0, 
Der  Punkt  0'  habe  den  Parameter  A,  eine  leichte  Berechnung  zeigt 
dann,  dafs  die  Koordinaten  von  P'  sind 

_  X^  aßX  _  , a^ ^ 

^  ~~  2^         2p(a  +  /5  — X)  ^        y  —  ^         a-^ß  —  V 

durch  Elimination  von  X  erhält  man: 

aßf  —  2p{aAr  ß)xy  +  4cfx'  =  2y^  [px  —  (a  +  /3)  y]         (1) 

als  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  P';  durch  ihre  Form,  beweist 
diese  den  obigen  Satz. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  (1)  folgendel^mafsen: 

i2px^ay)(2px-ßy)  =  2y'[px--{a  +  ß)y-\',    .     .     (2) 


1)  P'  heifst  zuweilen  auch  der  isotomische  Punkt  von  P  in  Bezug  auf 
das  Punktej)aar  0  0'. 
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SO  erkennt  man^  dafs  0  ein  Knoten^  eine  Spitze  oder  ein  isolierter 
Punkt  ist,  jenaclideni  r  die  Parabel  schneidet,  berülirt  oder  nicht 
sclmeidet.  Die  zugehörigen  Tangenten  sind  die  Geraden,  die  0  mit 
den  Punkten  (cc)  und  {ß)  yerbinden.  Im  Falle  die  Kurve  eine  Spitze 
hat,  wird  (1')  zu 

(2px —  ayy  =  2y^{px  —  2a%j). 

Diese  Gleichung  kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 

xy^  =  a{y  —  mx)^-^ 
für  m  =  —  1  wird  diese  dann 

xy^  =  a  (^  +  yf, 

und    die    zugehörige    Kurve    ist    —    wir    wissen    nicht    aus    welchem 
Grunde  —  die  Kurve  von  Rolle  genannt  worden^). 


Zwölftes  Kapitel. 

Versiera,  Visiera  und  Pseudo-Versiera. 

44.  Es  sei  ein  Kreis  gegeben  mit  dem  Durchmesser  ÄC  (s.  Taf.  II, 
Fig.  12).  Der  Ort  der  Punkte  M  so  beschaffen,  dafs,  wenn  man  die 
Gerade  MDB  senkrecht  zu  ÄC  zieht  und  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  dem  Durchmesser  und  der  Peripherie  des  Kreises  mit  B  und  D 
bezeichnet,  man  die  Proportion  hat 

ÄB:BD  =  ÄG'.BM (1) 

ist  eine  Kurve,  die  sich  (S.  380 — 81)  im  I.  Bande  der  ^Jnstitu^ioni 
andlüiche  ad  iiso  della  gioventü  üaliana  von  D"^^  Maria  Gaetana 
Agnesi  (Mailand  1748)  findet,  woselbst  sie  mit  dem  Namen  „la  ver- 
siera'^ bezeichnet  ist.  Die  Gleichung  der  Kurve  —  in  der  hier  unten 
mit  (2')  bezeichneten  Form  —  findet  sich  schon  in  einem  Passus  bei 
Fermat^),  aus  dem  man  ersieht,  dafs  dieser  sich  schon  mit  ihrer 
Quadratur  beschäftigt  hat;  der  oben  angeführte  Name  jedoch  findet 
sich  zuerst  in  dem  berühmten  Werke  von  Agnesi,  die  ihn  wahrschein- 
lich in  Rücksicht  auf  die  gewundene  Gestalt  der  Kurve  bildete^)  und 


1)  Elge,  SuT  la  courhe  de  JRoTle.  Sa  constniction  par  points  et  par  tangents 
(Journ.  de  math.  spec,  4^  Ser.  V,  1896).  Dort  ist  die  oben  angegebene  all- 
gemeine Konstruktion  für  den  betrachteten  besonderen  Fall  dargelegt. 

2)  S.  die  berülimte  Abhandlung  De  aequationum  localium  transmutatione  et 
emendatione  {Oeuvres  de  Fermat  I,  S.  279—80  und  III,  233—34). 

3)  Wir  wollen  bemerken,  dafs  jedenfalls  die  Agnesi  das  Wort  „versiera"  nicht 
in  dem  gewöhnlichen  Sinne,  Gespenst,  Dämon,  genommen  hat  [„nome  finto  di 
un  demonio"  (Manuzzi,  Vocatolario  della  lingua  italiana,  Florenz  1840)  und 
der  sich  findet  im  Mor gante  von  Pulci  („Hai  tu  veduto  costei  che  certo  la  ver- 
siera fia?")  und  im  Orlando  innamorato  von  Berni  („Come  il  diavol  si  fugge 
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dies  durch,  das  lateinisclie  Wort  vertere  ausdrückte^  welches  wenden 
oder  umwenden  bedeutet. 

In  dem  Agnesi'schen  Werke  wird  nicht  eine  vollständige  Unter- 
suchung der  Kurve  angestellt,  jedoch  wird  bemerkt  (S.  391 — 93), 
dafs  sie  leichter  auf  folgende  Weise  konstruiert  werden  könne:  „Man 
ziehe  durch  den  Endpunkt  A  des  gegebenen  Durchmessers  einen  be- 
liebigen Strahl,  der  die  Peripherie  des  Kreises  zum  zweitenmal  in  D 
trifft  und  in  E  die  Tangente  desselben  in  0;  die  durch  D  und  E 
bezüglich  zur  Tangente  und  zum  Durchmesser  Ä  C  gezogenen  Parallelen 
treffen  sich  in  einem  Punkte  M  der  Versiera/^  In  der  That  folgt 
aus  dieser  Konstruktion,  dafs  ÄB:BD  =  ÄC:CEj  was  mit  (1)  über- 
einstimmt, indem  ja  CE  =  IBM.  Bezeichnen  wir  mit  a  den  Durch- 
messer des  gegebenen  Kreises,  nehmen  AC  als  t/-Axe  und  A  als  An- 
fang, so  läfst  sich  die  zuletzt  geschriebene  Proportion  in  folgender 
Form  ausdrücken: 

oder,  was  dasselbe 

x^y  =  a^{a  —  y)     (2)       oder  auch     y  =  —,^^2 '  0     (20 

Die  Versiera  ist  also  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung,  welche 
die  ^-Axe  als  Wendeasymptote  hat,  in  C  den  gegebenen  Kreis  be- 
rührt und  den  unendlich  fernen  Punkt  des  Durchmessers  AC  zum 
isolierten  Punkt  hat.  Es  ist  klar,  dafs  sie  folgender  parametrischer 
Darstellung  fähig  ist 

x==:X,       2/  =  -^?qrx2-5    ......    (3) 

dem  entsprechend  hat  man  als  KoUinearitäts-Bedingung  für  drei  Punkte 
W'  (ß)'  W  ßy  +  ra  +  aß  =  a\ 

woraus  sich    ergiebt,    dafs    die  Kurve    in  endlicher   Entfernung  zwei 
Wendepunkte  besitzt  mit  den  Koordinaten: 

,      a  3a 

Aus  Gleichung  (2)  ergiebt  sich: 

y.dx  =  a^  I  -^qr^2  =  ^^^  arctg-  +  const , 


0  la  versiera'*)].  Indem  Bootli  offenbar  das  Wort  „versiera"  in  diesem  Sinne 
nahm,  gebraucMe  er  den  Ausdruck  „tbe  witch  or  the  curve  of  Agnesi"  {Ä  trea- 
tise  on  sonie  neiv  geometrical  metJiods  I,  London  1873,  S.  302—3). 

1)  Setzt  man  x  =  y\   a  —  y  =  x\  so  wird  (2)  y'  =  ay  — --—7  ,   die  von 

Mister  angewandte  Gleichung  (ProprieU  de  la  coiirhe  dAgnesi  (Mathesis  VJI, 
1887);  setzt  man  a==2a',  so  erhält  man  die  von  ßooth  (1.  c.)  bevorzugte 
Gleichungsform. 
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und  demnaeli 

daher  ist  die  zwischen  der  Versiera  und  ihrer  Asymptote  belegene 
Fläche  gleich  dem  vierfachen  Inhalt  des  erzeugenden  Kreises. 

Ans  derselben  Grleichnng  (2)  folgt 


/Q-T  ßi  et  00  X.        Oj   OC  1       Cv  , 

y^ ,  dx  =  a""  I  -r-s-n — ävi  =  TT  —2-1 — ^  +  "^  ^rc  töf 


X 


x=.-\-00 


daher  ^  1  y^  -  dx  =  2 


4      ? 


welches  zeigt,  dafs  die  Versiera  und  der  erzeugende  Kreis  durch 
Rotation  um  die  Asymptote  Volumina  erzeugen,  von  denen  das 
erstere  das  Doppelte  des  zweiten  ist. 

Die  für  die  Versiera  angegebene  Konstruktion  ist  einer  nahe- 
liegenden Verallgemeinerung  fähig,  indem  jene  ein  Spezialfall  der 
folgenden  ist:  Gegeben  ein  Kreis  K  mit  dem  Centrum  C  und  dem 
Radius  r,  ein  Punkt  0  und  eine  Gerade  d  in  der  Ebene  des  Kreises. 
Man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  der  d  in  D  und  K  in  JV 
trifft.  Die  durch  N  t^u  d  gezogene  Parallele  schneide  die  Senkrechte 
aus  D  zu  c^  in  einem  Punkte  M,  dessen  Ort  ist  im  allgemeinen  eine 
Kurve  vierter  Ordnung.  Befindet  sich  jedoch  0  auf  der  Peripherie 
von  K,  so  zerfällt  sie  in  die  von  0  zu  d  gezogene  Parallele  und  in 
eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  eine  Versiera  wird,  wenn  d  Tangente 
von  K  im  anderen  Endpunkte  des  Durchmessers  CO  ist.  Ist  dagegen 
OC  parallel  zur  Geraden  dj  so  heifst  die  betreffende  Kurve  Newton'- 
sche  Serpentine  (Schlangenkurve) ^).  Es  soll  bemerkt  werden,  dafs, 
wenn  man  in  dem  allgemeinen  Falle  0  zum  Koordinatenanfang  nimmt 
und   zur   ;^-Axe    eine  Parallele   zu  d,  zwischen  den  Koordinaten  der 

Punkte  N(x,  y)  und  M{x\  y)  die  Beziehungen  bestehen  x  =  — ,  y=  y\ 

y 
also   sind  die  Versiera,   die  Serpentine  und  die  anderen  eben  be- 
trachteten Kurven  Hyperbolismen  von  Kreisen  (s.  Nr.  15). 

45.  Peano  hat  in  seinen  ÄppUca^ioni  geometricJie  del  calcolo  in- 
finitesimale  (Turin  1887)  S.  87  eine  Kurve  betrachtet,  die  ihrer  Ge- 
stalt nach  der  Versiera  ähnlich  ist  und  die  er  Visiera  der  Agnesi 
genannt  hat.  Ihre  Konstruktion  ist  folgende:  „Man  betrachte  den 
Kreis ,    der    auch    zur    Konstruktion    der   Versiera    diente    (Taf.  II, 


1)  Bellacchi,  Lezioni  ed  esercizi  d'algebra  complementare  (Florenz  1898) 
Bd.  I,  S.  46.  Dieselbe  Kuive,  auf  die  nämliche  Weise  erzengt,  findet  sich  auch 
in  einer  Abhandlung  von  G.  deLongchamps  (Journ.  de  math.  speciales,  2.  Serie, 
IX,  1885,  S.  202). 


78  n.  Abschnitt:  Kurven  dritter  Ordnung. 

Fig.  12)^  und  ziehe  durch.  Ä  einen  beliebigen  Strahl,  der  die  Tangente 
an  K  in  (7  und  die  Peripherie  bezüglich  in  T  und  Z7  schneidet.  Der 
Mittelpunkt  ISf  der  Strecke  TU  gehört  dem  fraglichen  Orte  an/^ 

Sind  Qj  CO   die  Polarkoordinaten  von  N  in  Bezug  auf  Ä  als  Pol 
und  den  Durchmesser  ÄC  als  Polaraxe,  so  hat  man 

setzt  man  nun        y  =  q  -  cos  ca ,         q  =  Yx^  -\-  y^^ 

so  folgt,  dafs  (2x  —  a)  (x^  +  y')  —  ax^  =  0 (4) 

die  kartesische  Gleichung  der  Visiera  ist.  Sie  ist  eine  cirkulare  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  den  Punkt  Ä  zum  isolierten  Punkte  und  als 
Asymptote  die  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  K  zu  t  gezogene 
Parallele  hat;  sie  ist  also  von  der  Versiera  durchaus  verschieden,  und 
man  kann  für  sie  den  ihr  von  Peano  gegebenen  Namen  Visiera 
wohl  festhalten.     Auf  folgende  Art  kann  sie  parametrisch  dargestellt 

^^^^^^-              _  ^  i!±l          _  1  ^ Al+2i  f^^ 

^  -"  2  *  x^  + 1  ^       2/  —  2  *  12  _|_  1  ; w 

dieser  Darstellung  entspricht  folgende  KoUinearitäts-Bedingung  für 
drei  Punkte  (c^),  (j3),  (y) 

ßy  +  y^  +  0J/3  — 2(%  =  0; 
folglich  besitzt  die  Kurve  im  Endlichen  zwei  Wendepunkte,  die  die 
Koordinaten  haben 

,    4a  T  /2  4a 

Nimmt  man  als  a;-Axe  die  Asymptote  der  Yisiera,  so  hat  man  an 
Stelle  von  (5)  folgende  parametrische  Darstellung: 

^  =  a(--sin2a5  +  —  tgcaj,         2/ =  "f  ^^^^ ^ 7  •     •     •     (6) 
daraus  leitet  man  ab 

demnach  2  j  y-dx  ==  ~  üt (~\  • 


7t 


Folglich:  Die  von  der  Visiera  und  ihrer  Asymptote  Ibegrenzte  Fläche 
ist  gleich  l«  der  Fläche  des  zur  Konstruktion  der  Kurve  dienenden 
Kreises. 

46.  Es  giebt  noch  einen  anderen  geometrischen  Ort,  der  irrtüm- 
lich mit  der  Versiera  indentificiert  wurde.  Nämlich  in  dem  lEssai 
sur  la  geometrie  de  la  regle  et  de  Vequerre  von  M.  Gr.  de  Longchamps 
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(Paris  1890)  findet  sich  (S.  111)  folgende  Konstruktion  der  angebliclien 
^^courbe  d'Agnesi".  Gegeben  (Taf.  11^  Fig.  12)  drei  Punkte  Ä,  C^  G  in 
gerader  Linie,  C  sei  der  Mittelpunkt  der  von  den  beiden  andern  be- 
grenzten Strecke;  man  ziebe  durcb  ihn  die  Gerade  t  senkrecht  zu  ÄCG, 
dann  ziehe  man  durch  Ä  eine  beliebige  Gerade,  die  t  in  H  schneide 
und  fälle  auf  diese  die  Senkrechte  GK]  die  yon  Hzn  ACG  und  die  von 
K  zu  t  gezogenen  Parallelen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P,  dessen 
geometrischen  Ort  wir  suchen.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  dafs 
der  Punkt  K  nichts  anderes  ist,  als  der  Schnittpunkt  der  von  C  ge- 
zogenen Geraden  mit  dem  Kreise,  dessen  Centrum  C  und  dessen 
Radius  CA  ist.  Nehmen  wir  Ä  als  Ursprung,  Ä  G  als  y-Axe  und 
nennen  co  den  Winkel  der  Transversalen  mit  der  Geraden  AGG,  so 
erhalten  wir  offenbar 

^  =  (xtg(D,        i/  =  2acos^o3 (7) 

Eliminieren  wir  nun  co,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gleichung  des 
Ortes  in  folgender  Form: 

x^y  =  a^(2a  —  y)  .     .     (8)         oder     y  =  -^-^2*     •     •     •     (80 

Der  Ort  selbst  ist  demnach  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  jedoch  nicht 
die  Versiera;  wir  wollen  sie  Pseudo-Versiera  nennen  und  zeigen, 
dafs  sie  mit  der  Agnesischen  Kurve  in  einer  bemerkenswerten  geo- 
metrischen Beziehung  steht.  Setzt  man  nämlich  x  ^^  x'j  y  =  2y\ 
so  wird  die  Gleichung  (8)  zu 

x^y'  =  a^(a  —  /); 

da  diese  Gleichung  von  der  Form  (2)  ist,  so  schliefst  man:  Die  Pseudo- 
Versiera  entsteht  aus  der  Versiera,  indem  man  alle  Ordinaten  der- 
selben, die  senkrecht  zur  Asymptote  sind,  verdoppelt,  sie  ist  also 
zu  der  Versiera  affin. 

Das  erste  Auftreten  der  Pseudo-Versiera  gebt  auf  eine  Zeit  zurück, 
viel  früher  als  der  Essai  von  de  Longchamps.  Schon  Leibniz  hat 
in  seinen  ersten  Untersuchungen  über  die  Quadratur  ebener  Kurven^) 
folgenden  Prozefs  angegeben,  um  aus  einer  Kurve  F  eine  andere  C 
abzuleiten:  Gegeben  zwei  zueinander  senkrechte  Geraden  r  und  5; 
man  ziehe  in  einem  Punkte  ut  von  F  die  Tangente  an  diese  Kurve, 
so  dafs  sie  r  in  T  schneidet;  alsdann  ziehe  man  von  F  die  Parallele 
zu  s  und  von  ut  die  zu  r,  ihr  Schnitt  p  wird  ein  Punkt  von  C  sein. 
Diese  Kurve  wird  die  „figura  resectarum"  in  Bezug  auf  F  genannt. 
Um  die  Formeln,  welche  die  Koordinaten  |  und  rj  von  7t  mit  denen 
von  p,  X  und  ^,  verknüpfen,  zu  finden,  nehmen  wir  r  als  Abscissen-, 
s  als  Ordinaten-Axe.     Man  findet  dann  leicht 


1)  Leibniz,  ed.  Gerhardt  V,  S.  100. 
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Um  nun  die  Gleidiung  von  C  zu  erhalten^  genügt  die  Elimination 
von  I  und  ri  ans  diesen  Gleiclinngen  und  der  Grleiclinng  f^^j^rf)  =  0 
der  Kurve  JT.  Ist  z.  B.  F  ein  Kreis ,  der  die  x-Axe  im  Anfang  be- 
rülirt,  so  kann  man  setzen 

I  =  (X  •  cos  G)  j  ')]  =  a  -j-  a  •  sin  03 

demnach  d^  =  —  a  sin  co  •  dco^     äri  =  a  cos  ca  •  dco . 

Dann  liefern  die  vorigen  allgemeinen  Formeln 

X  1  -\-  sin  CO  V  ^     I       • 

__  =  — ^ —  =  1  +  sm  (0 . 

a  cos  w      ^  a  ' 

Eliminiert  man  cO;  erhält  man  als  Gleicliung  der  ^^figura  resectarum^^ 
2/  =  ^iq:i^.       oder      2a-2/  =  -;^5^^.     ...    (9) 

Da  letztere  Gleicliung  sich  von  (8')  nur  dadurch  unterscheidet^ 
dafs  2  a  —  y  an  Stelle  von  y  tritt  ^  so  ist  die  dargestellte  Kurve  eine 
Pseudo-Versiera.    Leibniz  hatte  sie  gefunden  bei  der  Aufstellung  seiner 

berühmten  Formel  -^=1  — ¥^~¥  —  Y"^ Huygens  inter- 
essierte sich  dafür  und  schrieb  ihm  unter  dem  7.  November  1674^): 
,^Pour  ce  qui  est  de  la  ligne  courbe  Anonyme ,  qui  sert  ä  Votre  de- 
monstration^  j'avois  envie  de  la  baptizer  en  lui  donnant  quelque  nom 
compose  des  noms  de  deux  lignes  dont  je  trouvois  qu'elle  estoit  pro- 
duite,  qui  sont  le  cercle  et  la  Cissoide  des  anciens^).  Mais  ayant  vu 
depuis  que  cette  meme  ligne  a  este  premierement  mise  en  avant  par 
J.  Gregorius^)^  je  crois  qu'il  luy  faut  laisser  le  droit  de  la  nommer 
comme  il  voudra."  — ■  Mit  diesem  Citate,  welches  also  die  erste  Er- 
findung der  Pseudo-Versiera  auf  J.  Gregory  zurückführt^  glauben  wir 
unsern  Bericht  über  diese  bemerkenswerte  Kurve  wohl  abzuschliefsen. 


1)  Daselbst  II,  S.  16—17,   oder  aucli  Oeuvres  de  Huygens  VIII,  S.  393—95. 

2)  Um  sich  diese  Bemerkung  klar  zu  machen,  beachte  man,  dal's  man  die 
Gleichung  (9)  auch  schreiben  kann 

'^ = «y^ = ¥  (^"^^^^^ + ^1^^^)  ■' 

es  ist  also  x  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Abscissen  der  beiden  Kurven 


X  =  yy  (2  a  —  y)    und    x  =  y\/- — ~ — ,   von  denen    die    erste    ein  Kreis,   die 

r    ^  et  —  y 

zweite  eine  Cissoide  ist. 

3)  Exercitationes  geometrkae  a  Jacoho  Gregorio  Scoto  (London  1658). 
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Dreizehntes  Kapitel. 

Die  Trisektrix-Kurven  von  Maclaurin,  von  Catalan  und  von 

de  Longchamps. 

47.  Es  seien  (Taf.  11^  Fig.  13)  drei  Punkte  in  gerader  Linie 
gegeben  0^,0^0",  derart^  dals  O' 0' ==  ^  0' 0-^  man  ziehe  durch  O 
die  Gerade  o  senkrecht  zu  0"  O  0  und  yon  0''  einen  beliebigen  Strahl^ 
der  0  in  M  trifft^  dann  von  M  die  Senkrechte  und  von  0  die  Parallele 
zu  0"Jf ;  diese  beiden  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P, 
deren  Ort  die  Trisektrix  von  Maclaurin  heifst,  und  zwar  wegen 
der  Anwendung^  die  man  von  ihr  machen  kann,  und  zu  Ehren  des 
Geometers,  der  sie  zuerst  betrachtete^).  Um  ihre  Gleichung  zu  finden, 
nehmen  wir  0  als  Pol  und  OO'O''  als  Polaraxe,  setzen  0'0''=a 
(weshalb  dann  00'  =  3  a)  und  haben  dann,  wenn  K  die  vierte  Ecke 
des  Rechtecks  OPME  ist, 

0-M  =  -^  ,         0''K  =  4a  cos  o3, 

cos  CO  ^  ^ 

o  =  OP  ==  MK  =  0"K  —  0"M  =  ~-~ 4a  cos  co , 

^  COS  CO  ^ 

somit  ist  die  Polargleichung  der  Trisektrix 


ö 


1  —  4cos-(jö  ... 

a (1) 


COS  CO 

und  also  die  kartesische  Gleichung: 

x{f^f)^a{f-?,x'^)     (2)         oder         y  =  ^]/i^     (2') 

daraus  folgt,  dafs  die  Trisektrix  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ordnung 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  OO'O"  ist  und  den  Punkt  0' 
als  einfachen,  0  als  Doppelpunkt  enthält,  die  Tangenten  in  0  und 
die  ;r-Axe  teilen  den  Raum  um  0  in  sechs  gleiche  Teile.  Die  Gerade 
^  -|-  a  =  0  ist  eine  Asymptote,  und  zwar  die  einzige  reelle,  der  Kurve. 

Setzt   man    a  =  — ,   x  =  x  -\-  —  ^  so  wird  die  Gleichung  (2')  zu 
und  stellt  den  Ort  eines  Punktes  dar  derart,  dafs  wenn  A  und  J5  die 


1)  Traue  des  fluxions^  traduit  de  Vanglais  par  R.  P.  Pezenas  I  (Paris  1749) 
S.  198  und  Fig.  24,  Taf  X;  s.  auch  desselben  Autors  Geometria  organica^  sive 
descriptio  Unearmn  ciirvanim  universalis  (London  1720)  S.  23.  Die  im  Texte  an- 
gegebene Konstruktion  findet  sich  in  dem  Essai  siir  la  geometrie  de  la  regle  et 
de  Vequerre  par  M.  G.  de  Longchamps  (Paris  1890)  S.  120;  eine  andere  ist  in 
einer  Note  von  H.  Brocard  angegeben,  Bemarqiie  au  sujet  de  la  trisectrice  de 
Maclaurin  (Journ.  de  Math.  spec.  3.  Ser.  Y^  1891). 

Loria*  Ebene  Kurven.  6 
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c 


Punkte    mit    den    Koordinaten     ^  =  4:^;    ^  =  0    sind^    man    liat 

^  '  ^FAB  =  7t  —  TAB'^)'^  dies  zeigt ^  dafs  die  Trisektrix  von 
Maclaurin  ein  Spezialfall  ist,  sowohl  der  allgemeinen  Stropkoiden 
(Nr.  41)  als  auch  der  Sektrix- Kurven  von  Schonte  (Ahschn.  V, 
Kap.  12)2). 

Die  betrachtete  Kurve   ist  folgender  parametrischer  Darstellung 

^  =  ^*lTq:i;;       ^  =  ^"V+r5 (^) 

dieser    entspricht   folgende   KoUinearitätsbedingung    der   drei   Punkte 

(«),(Ä,(y) 

ßy  ~\-  ya  -\-  aß  -\-?>a  =  0, 

welche  uns  beweist,  dafs  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  Wende- 
punkte sind,  und  dafs  der  einzige  reelle  Punkt  der  Kurve  auf  der 
unendlich  fernen  Geraden  ebenfalls  ein  solcher  ist.  Aus  Gleichung 
(2)  und  (3)  kann  man  folgern,  dafs  die  Quadratur  der  Trisektrix  auf 
elementare  Weise  ausführbar  ist,  während  die  Rektifikation  elliptische 
Integrale  erfordert^)  (vgl.  Nr.  20).  Ebenfalls  kann  man  unschwer 
nachweisen,  dafs  die  Trisektrix  von  Maclaurin  die  Fufspunktkurve 
einer  Parabel  in  Bezug  auf  den  Punkt  der  Axe  ist,  der  von  der 
Direktrix  denselben  Abstand  wie  der  Brennpunkt  hat. 


1)  Schlömilch,   Übimgshuch  II.  Teil  (Leipzig  1874)  S.  59. 

2)  Schon  hier  soll  bemerkt  werden,  dafs  wir  a.  a.  0.  sehen  werden,  dafs 
die  Trisektrix  von  Maclaurin  durch  eine  der  folgenden  Polargleichungen  dar- 
gestellt werden  kann:  ^    ^ 

sin  — 
smScö  ^  o 

9=^2a-^--;  9  =  2a — -  • 

sm  2  03  .     2  cö 

sm— - 

Die   erstere  fällt  im  wesentlichen  mit  (1)  im  Texte  zusammen,   die  zweite  hin- 
gegen ist  identisch  mit   q  =  a:  cos  —  ,  die  sehr  wertvoll  in  ihren  Anwendungen 

3 

ist.     Z.  B.  giebt  sie   die  Gröfse  der  Fläche   eines  Kurvensektors  durch  den  Aus- 
druck 


Sa^  ,     CO         ^     1  ,     CO 


cos=- 

ein  in  Worten  leicht  ausdrückbares  Resultat,  wie  Godefroy  hervorhob  (Journ. 
de  Math.  spec.  2.  Ser.  IX,  1885,  S.  179).  Insbesondere  ist  die  Fläche  der  Schleife 
==  3  yja\ 

3)  G.  de  Longchamps,  Sur  la  rectification  de  la  trisectrice  de  Maclaurin 
a%i  moyen  des  integrales  elliptiqiies  (Comptes  rendus  CIV,  1887).  Für  die  Kon- 
struktion der  Tangente  und  andere  Fragen  dieser  Art  s.  Y.  Jerabek,  Sur  la 
trisectrice  de  Maclaurin  (Mathesis  2.  Ser.  IX,  1899). 
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G.  Gramer  hat  gezeigt  ^)^  wie  man  eine  noch  allgemeinere  Kurve 
als  die  Trisektrix  von  Maclaurin  konstruieren  kann^  nämlicli  diejenige^ 
die  folgendes  Ortsproblem  löst:  ,,Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum 
C  (s.  Taf.  11^  Fig.  14)  und  ein  Punkt  0  in  seiner  Ebene^  seien  A^  B 
die  Endpunkte  des  Durchmessers  OC]  man  ziehe  durch  A  eine  be- 
liebige Sehne  AM^  durch  0  die  Parallele  zu  AM  und  von  M  das  Lot 
auf  AB.,  welches  ist  der  Ort  der  Punkte  P^  in  welchem  sich  die 
beiden  letzteren  Geraden  kreuzen?^^  Nehmen  wir  die  Gerade  OC  zur 
x-A-xe^  bezeichnen  mit  l  die  Länge  der  Strecke  OC  und  mit  co  den 
Winkel  BOG,  so  haben  wir 

X  ^=1  -[-  r  '  cos  2(0 ,        ~  ==  igm. 

Durch  Elimination  von  co  ergiebt  sich  dann 

x(x^-\-if)  =  {r  +  l)x'  —  {r —1)1/     ....     (4) 

als  Gleichung    des    von  Gramer    definierten  Ortes.     Andern    wir    die 
positive  Richtung  der  x-Axe,  so  wird  diese 

X  (x^  -[-  y^)  =  {r  —  T)y^  —  (r  -f"  0  ^^? 
und   stimmt   mit  (2)   überein^  wenn  man  r  =-2a,   l  ==  a   setzt.     Die 
Gramer'sche   Konstruktion   liefert    also  in  einem   speziellen  Falle   die 
Trisektrix  von  Maclaurin. 

48.  Unsere  Kurve  kann  noch  auf  eine  andere  Weise  erzeugt 
werden^  die  unter  ein  allgemeines  Verfahren  der  Transformation  der 
Figuren  fällt ^  welches  P.  H.  Schonte  untersucht  hat^)^  und  dem  er 
den  Namen  Maclaurin'sche  Transformation  gegeben  hat.  Die  De- 
finition derselben  lautet:  ^^Gegeben  in  einer  Ebene  drei  Punkte  A^  B,  G 
und  eine  Gerade  f.  Man  lasse  jedem  Punkte  Q  der  Ebene ^  jenen 
Punkt  Q'  der  Geraden  GQ  entsprechen^  derart^  dafs  die  Geraden  QA 
und  BQ'  sich  in  einem  Punkte  jR  der  Geraden  /'  treffen.^^  Wenden 
wir  diese  Transformation^  in  geeigneter  Weise  spezialisiert^  auf  einen 
Kreis  an  (dessen  Mittelpunkt  wir  M  nennen  wollen)^  so  erhalten  wir 
Kurven,  von  denen  einige  uns  schon  begegnet  sind,  wie  sich  aus 
Folgendem  ergiebt: 

a)  Der  Punkt  A  liege  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises 
(s.  Taf.  II,  Fig.  15),  B  sei  der  unendlich  ferne  Punkt  des  zugehörigen 
Durchmessers,  f  sei  der  dazu  senkrechte  Durchmesser  und  G  dessen 
unendlich  ferner  Punkt.  Alsdann  wird  die  Maclaurin' sehe  Trans- 
formation ähnlich  derjenigen,  die  wir  zur  Erzeugung  der  Versiera 
(vgl.  die  Fig.)  angewendet  haben,  aber  sie  ist  dennoch  von  jener 
verschieden;    die   erhaltene  Kurve  ist   der  Gestalt  nach   der  Versiera 


1)  Introduction  S.  441. 

2)  Siir  la  constriiction  des  courhes  uniciirscdes  par  points  et  tangentes  (Archives 
neerlandaises  XX,  1887). 
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ähnlicli^  aber  von  ihr  verscliieden.  Schonte  (der  sie  wahrscheinlich 
mit  dieser  verwechselte)  nannte  sie  Agnesi'sche  Knrve^)^  in  Wirk- 
lichkeit ist  sie  eine  Pseudo-Versiera. 

Ib)  Ä  liege  noch  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  (s.  Taf.  11^ 
Fig.  16);  B  in  der  Mitte  des  Radius  AM,  f  sei  senkrecht  zu  diesem 
Radius  und  C  liege  im  Unendlichen  auf  f.  Um  die  Gleichung  der 
transformierten  Kurve  abzuleiten  ^  nehmen  wir  B  zum  Anfang  und 
AB  zur  ^-Axe;  ist  r  der  Radius  des  Kreises  und  x  =  h  die  Glei- 
chung der  Geraden  f^  so  kann  man  die  Koordinaten  eines  beliebigen 

Punktes    Q  des  Kreises    in    der   Form    schreiben   ^  =  —  -|~  r  •  cos  ca. 

y  =  r  sin  cd  .     Die  Gerade  A  Q  hat  dann  die  Gleichung 

(x  +  ^)  siny  +  ^  cosy  =  0, 

und  die  Koordinaten  von  R  sind  x  =  hj    ^  =  //^  -^  —  j  tg  y;   daraus 

folgt  y         2h  +  r  .     w 

X  2h         ^  2 

als  Gleichung   der  Geraden  BR.     Indem  nun  die  Gleichung  von  CQ 

in  diesem  Falle   x  =  —  -j-  r  •  cos  C3  ist,  so  genügt ^  um  die  Gleichung 

des  Ortes  der  Punkte  Q'  zu  erhalten^  die  Elimination  von  cd  aus  den 
beiden  letzten  Gleichungen;  sie  ist  daher 


3r 

X  ■ — 


y  == 


-(^m'^"' w 


^+2 


Erinnern  wir  uns  nun  (vgl.  Nr.  33)^  dafs  das  Folium  Cartesii  mit 
der  Gleichung  i,^  -\-  rj^  =  ba^rj  durch  die  Gleichung 

3a 

X ~ 

2  ^  V^      2 

^  3         ,      et 

XA =: 

dargestellt  werden  kann^  so  erkennen  wir,  dafs  die  Gleichung  (4)  ein 
Folium  Cartesii  nur  unter  der  Voraussetzung  ist^  dafs 

4Ä-f  (3+]/3)r  =  0; 

wir  erhalten   somit   schliefslich  eine  neue  und  einfache  Konstruktion 
für  die  genannte  Kurve. 

c)  Seien  nun  A  und  B  (Taf.  II,  Fig.  17)  Endpunkte  eines  Durch- 
messers  des   gegebenen  Kreises,    C  liege  im  Unendlichen  in   der  zu 


1)  S.  die  citierte  Schrift  S.  38  des  Sonderabdruckes.  Die  Versiera  würde 
man  erhalten,  wenn  als  f  die  Tangente  des  Kreises  in  dem  A  gegenüberliegenden 
Punkte  gewählt  würde. 
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AB  senkrechten  Richtung^  auch  f  liege  im  Unendlichen;  dann  repräsen- 
tiert sich  die  allgemeine  Maclanrin'sche  Transformation  in  folgender 
Weise :  „Man  nehme  auf  der  Peripherie  des  Kreises  den  Punkt  Q,  ziehe 
die  Sehne  Ä  Q  und  von  Q  das  Lot  auf  ÄB^  dieses  schneidet  die  von 
B  zu  ÄQ  gezogene  Parallele  in  dem  Q  entsprechenden  Punkte  Q\^' 
Wir  bemerken  nun^  dafs^  wenn  diese  Parallele  die  Peripherie  des  ge- 
gebenen Kreises  zum  zweitenmal  in  Q''  und  die  in  Ä  gezogene  Tangente 
in  N  schneidet^  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ANQ'  und  BQ  Q  ein- 
ander kongruent  sind,  daraus  folgt  BQ'  =  Q" N'^  dies  genügt  zum 
Nachweis,  dafs  der  Ort  der  Punkte  Q'  eine  Cissoide  des  Diokles 
ist,  mit  B  als  Spitze  und  AG  als  Asymptote. 

d)  Sei  J.  ein  Punkt  auf  der  Peripherie  des  zu  transformierenden 
Kreises,  B  sei  das  Centrum,  C  der  unendlich  ferne  Punkt  in  der  zu 
AB  senkrechten  Richtung  und  f  die  unendlich  ferne  Gerade  (Taf.  III, 
Fig.  18).  Um  den  Punkt  Q'  zu  erhalten,  der  dem  Punkte  Q  ent- 
spricht, ziehe  man  AQ  und  durch  B  die  Parallele  zu  dieser  Geraden; 
diese  wird  von  der  aus  Q  senkrecht  zu  AB  gezogenen  in  Q\  dem  Q 
entsprechenden  Punkte,  geschnitten.  —  Wir  bemerken,  wenn  V  der 
zweite  Endpunkt  des  Durchmessers  AB  ist,  dafs  Dreieck  AQV  recht- 
winklig bei  Q  ist,  weshalb  auch  BQ'  senkrecht  zu  QV^  folglich  ist 
Dreieck  Q'QV  gleichschenklig.  Sei  N  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
VQ'  mit  dem  zu  AB  senkrechten  Durchmesser  und  ziehen  wir  NH 
parallel  zu  QF,  so  wird  dieses  die  Höhe  des  Dreiecks  NBQ'  sein. 
Nun  ist  '^BNII=  Q'QVf  da  ihre  Schenkel  parallel  sind  und 
^HNQ'  ==  Q'VQ  als  Wechselwinkel;  indem  nun  Dreieck  Q'QV  gleich- 
schenklig, so  ist  <^  QQV=  QVQ  und  daher  auch  ^  BNH=HNQ\ 
Dreieck  NBQ'  ist  daher  gleichschenklig  und  der  Ort  des  Punktes  Q' 
kann  vermittelst  des  Punktes  V  und  des  rechten  Winkels  VBN  kon- 
struiert werden,  wie  es  in  Nr.  35  angegeben  ist,  der  Ort  von  Q  ist 
also  in  diesem  Falle  eine  gerade  Strophoide. 

e)  Endlich  sei  A  wieder  ein  Punkt  des  Kreises,  B  der  Mittel- 
punkt des  entsprechenden  Radius  AM,  C  der  unendlich  ferne  Punkt 
in  der  senkrechten  Richtung  und  f  die  unendlich  ferne  Gerade 
(s.  Taf.  III,  Fig.  19,  aus  welcher  die  entsprechende  Konstruktion  er- 
sichtlich ist).    Nehmen  wir  AB  als  Abscissenaxe,  B  als  Anfangspunkt, 

so  kann  man  die  Koordinaten  von  Q  annehmen  als  x  =  —  -{-  r  -  cos  g), 

y  ==  r  '  sincp.  Ist  H  der  Schnittpunkt  der  Geraden  QQ'  und  AB^ 
so  erhält  man  aus  der  Betrachtung  der  ähnlichen  Dreiecke  AQH 
und  BQ'H 

(-TT+COSOpl 

ü  M  =  (~  4-  r  '  cos  OD    — , ~ —  ==  r  — — j smcp . 

^  \2     '  />'-]-  r  cos  9  1  -|-  cos  qp  ^ 

weshalb  der  Ort  der  Punkte  Q'  angesehen  werden  kann  als  dargestellt 
durch  die  Gleichungen 
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r(l  +  2cosqp)  r(l  +  2cosg))         sin  qp 

^  ^  2         ~  ^  ^  ~  2  1  +  cos"^ ' 

Führen  wir  Polarkoordinaten  ein^  q  und  w^  so  haben  wir 


1  —  4  cos^  -|- 

-~^- ,  03  =  arctg  I  =  arctg  (tg|)  =  f , 

2  cos-|- 


und  nach  Elimination  von  cp 

1  —  4  cos^  CO 

^  cos  CO 

Erinnern  wir  uns  der  Gleichung  (1)^  so  ergieht  sich^  dafs  der  Ort  des 
Punktes  Q'  eine  Trisektrix  von  Maclaurin  ist^). 

49.     Eine  andere  Trisektrix  neueren  Datums  entspringt  aus  einer 
Eigenschaft  der  Parabel^  die  von  E.  Catalan  im  Jahre  1832  entdeckt 
wurde ^)^  und  die  wir  zunächst  darlegen  wollen:  Es  sei  (Taf.  III,  Fig.  20) 
F  der  Brennpunkt,    FB  Radius    vector    einer  Parabel   und  BC   die 
Normale   in  B]    man  vervollständige  das  Rechteck  FBBC,   das  zur 
einen  Seite  die  Strecke  FB,  als  Diagonale  jene  Normale  hat,  und  be- 
trachte den  Ort  des  Punktes  D.     Stellt  man  sich  nun  zwei  aufeinander- 
folgende Radien  vectoren  vor,  so  erkennt  man,  dafs  D  der  Berührungs- 
punkt  der   Geraden  BD  mit  ihrer   eigenen  Hüllkurve  ist;  somit  ist 
der  Punkt  B  der  Fufspunkt  der  Senkrechten  von  F  auf  eine  der  ein- 
hüllenden Geraden.     Die  Hüllkurve    ist  also   derart,    dafs  ihre  Fufs- 
punktkurve  in  Bezug  auf  den  Pol  F  die  gegebene  Parabel  ist;  diese 
Hüllkurve,  also  der  Ort  der  Punkte  JD  ist  also  nichts  anderes,  als 
die  erste  negative  Pnfspunktkurve  der  Paralbel  in  Bezug  auf  ihren 
Brennpunkt  (vgl.  Abschn.  VII,  Kap.  7).     Man  ziehe  nun  die  Gerade 
FB  und  nenne  G  und  E  die  Schnitte  der  Geraden  BC  mit  FB  und 
mit   der  Axe  AH  der  Parabel,    schliefslich    ziehe    man  BK  parallel 
AH  und  setze  zur  Abkürzung  <^  BFE  =  ^,  <^  BFE  =  ca.    Infolge 
einer  bekannten  Eigenschaft   der  Parabel  ist  nun  ^  FBE  ===  EBK, 
^EBK=  BEF  als  Wechselwinkel,  folglich  ^FEB  =  FBE.  Drei- 
eck BEF  ist  also   gleichschenklig,   demnach  ^  FBE  ==  —^~ —    Es 
ist  aber  auch  Dreieck  jBi^(T  gleichschenklig,  und  daher  '^GFB==  GBF 
oder  ^  —  03  =  ^-,  oder  auch  =^^^.    Also  isi  ^BFD  =  ^  AFD. 

Diese  Beziehung  bekundet,  dafs  der  Ort  des  Punktes  D  als  Dreiteilungs- 
Kurve  eines  beliebigen  Winkels  dienen  kann.  Legt  man  nämlich  den 
zu    teilenden  Winkel   mit   dem    Scheitel    in    F  und   mit    dem    einen 


1)  Zu  demselben  Schlüsse  kommt  man  eker,  wenn  man  berücksicktigt,  dafs 
die  snb  e)  angegebene  Konstruktion  ein  Spezialfall  der  in  der  vor.  Nr.  beschrie- 
benen Cramer'schen  ist. 

2)  S.  einen  Brief  dieses  Geometers  im  Journ.  de  math.  sjoec.  2.  Ser.  IV, 
1885,  S.  229—33. 
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Schenkel  auf  jPJ.,  und  ist  ferner  D  der  eine  Schnittpunkt  des  anderen 
Schenkels  mit  dem  angegebenen  Orte^  und  B  der  dem  Punkte  D  ent- 
sprechende Punkt  der  Parabel^  so  ist  der  Winkel  F ÄD  der  verlangte. 
Der  Ort  des  Punktes  D  verdient  den  Namen  Trisektrix  von 
Catalan.     Um   die   Gleichung  derselben  zu  finden,  nehmen  wir  die 

vorlies:ende  Parabel  als  durch  die  Gleichuns;  o  =  - — darg:estellt ; 

Ö  ^     ^  1  —  cos  Cö  ^  ' 

die  Gleichung  der  Geraden  BD,   deren  Enveloppe  die  Trisektrix  von 
Catalan  ist,  wird  dann  sein  x  •  cos  w  -\-  y  -  bircd  =  ~ Durch 

^  '     ^  1  —  cos  O) 

Differentiation  erhalten  wir:  —  x  sinco  -\-  y  ßo^co==  —  ,,      ^"^"^^.^  und 

'  ^  (1  — -  cos  coy 

daher  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve: 

-cos2co  sin  CO  —  sin2cö 


^=P  Ti  _  cos  coy    '  2/  =  P  -  (1  __  cos  co)^  ; 

woraus  sich  dann  als  Gleichung  der  Kurve  folgende  ergiebt: 

21p{x^-^if)  =  2(x'^2py (5) 

oder  auch  21  ptf  =  {x  —  Apf  (2x -\- p) (5') 

Die  Kurve  selbst  ist  demnach  eine  cirkuläre  dritter  Ordnung  und 
symmetrisch  in   Bezug    auf  die  Parabelaxe.     Sie   geht    einmal  durch 

den  Punkt  ( —  ^,  0)     und    zweimal    durch    den    Punkt   (Ap^  0),    die 

Tangenten  in  diesem  letzteren  bilden  mit  der  Axe  Winkel  =  +  y  5 

der  unendlich  ferne  Punkt  ist  ein  Wendepunkt  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  als  zugehöriger  Tangente;  die  Punkte  (p^  ztiP)  ^^^^ 
Kulminationspunkte  u.  s.  w. 

Noch  jüngeren  Ursprunges  ist  eine  andere  Kurve,  die  wir  wegen 
ihrer  Anwendung  Trisektrix  von  Longchamps  nennen^);  Astor 
nannte  sie  hingegen  weniger  zutreffend  Trefle  equilateraP),  wäh- 
rend Bellavitis  mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt  ihr  den  Namen 
Tricratere  regolare^)  gab.  Sie  kann  vermittelst  eines  Kreises  (mit 
dem  Centrum  0  und  dem  Radius  r)  konstruiert  werden;  sei  AB  ein 
Durchmesser  desselben  (s.  Taf.  III,  Fig.  21).  Wir  nehmen  auf  der 
Peripherie  zwei  Bogen  ÄJD  und  BE,  den  letzteren  halb  so  grofs  als 
den  ersteren  und  ziehen  in  deren  Endpunkten  D  und  E  die  Tangenten ; 
ihr  Schnitt  P  wird    ein   Punkt    der    Trisektrixkurve    sein.     Um    ihre 


1)  G.  de  Longchamps,    Sur  une  trisectrice  remarquahle    (Mathesis  VIII, 
1888). 

2)  S.  einen  Brief  im  XIV  Bde.  (1894)  der  3.  Serie  der  Noiw.  Ann.  S.  385, 
dem  wir  die  angeführten  Eigenschaften  der  Kurve  gröfstenteils  entnommen  haben. 

3)  Sic  aleune  ctirve  di  facile  costmzione  n.  22   (Mem.  de  la  Soc.  Ital.  delle 
Scienze  III,  3.  Ser.  1879). 
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Gleichung  zu  bilden^  nehmen  wir  0  als  Pol^  OB  als  Polaraxe*,  setzen 
wir  -^  JBOJE  =  £j  so  wird  ^  AOD  =  2^  sein.  Bezeichnen  wir  dann 
den  ^  POB  mit  co,  so  besteht  die  Beziehung  7t  —  ^s  =  2(a)  —  s) 
und    daher    s  =  ot  —  2  cd    und    <^  POE  ==ca  —  £  =  3a)  —  jr.      Das 

rechtwinkliece  Dreieck  EOP  liefert  uns  also  o  = v  oder 

^  ^  cos  (So)  —  7t) 

^  =  —  ^3^^  • •     (6) 

welches  also  die  Polar- Gleichung  der  Trisektrix  von  Longchamps  ist; 
die  kartesische  Gleichung  ist  dann 

x{x'  —  ^')  +  r{x'  +  y')  =  0 (7) 

Auch  diese  Trisektrix  ist  eine  rationale  Kurve  dritter  Ordnung;  0  ist 
ein  isolierter  Punkt  derselben;  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Ge- 
raden,   die    mit    dem   Durchmesser   AB   die  Winkel  0;  -^  ?  -^  bilden^ 

gehören  ebenfalls  der  Kurve  an;  die  Halbierungslinien  derjenigen  Winkel, 
die  von  den  durch  0  in  diesen  Richtungen  gezogenen  Geraden  gebildet 
wurden,  sind  drei  Symmetrie-Axen  der  Kurve.  Die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Kurve  sind  Wendepunkte,  die  zugehörigen  Tangenten  bilden 

ein  gleichseitiges  Dreieck,  indem  ihre  Gleichungen  sind:   x  -^  ~  =  0, 

x^yY^ —  —  r  =  0.  Die  Hessesche  Kurve  der  unserigen  hat  die  Glei- 
chung: ?>x  (x'^-~  3«/^)  ~f-  r  (x^  -f"  y^)  =  0,  weshalb  sie  also  von  derselben 
Art  ist.     Die  Inverse  in  Bezug  auf  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte 

0  und  dem  Radius  jR  hat  die  Gleichung  ^  =  — 7-cos3ca,  gehört  da- 
her einer  Klasse  von  Kurven  an,  der  wir  im  V.  Abschn.,  Kap.  8  be- 
gegnen werden.  Die  Cayley'sche  Kurve  ist  ein  Kreis  ^).  Schliefslich, 
da  man  Gleichung  (7)  auch  in  folgender  Weise  schreiben  kann 


so  ist  unsere  Kurve  (vgl.  Nr.  16)  algebraisch  quadrierbar. 


1)  Die  Tangentialgleichung  dieser  Kurve  erhält   man   durch  die  einfache 
Anwendung    einer   bekannten    Formel    (Clebsch-Lindemann,    Vorlesungen  I, 

S.  517). 
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Vierzehntes  Kapitel. 
Die  kubische  Duplicatrix  und  das  parabolische  Blatt. 

50.  Während  die  im  vorigen  Kapitel  untersuchten  Kurven  zur 
Teilung  eines  Winkels  in  drei  gleiche  Teile  dienen  können,  kann  die, 
welche  wir  nunmehr  besprechen  werden,  für  die  Aufgabe  der  Würfel- 
verdoppelung dienen,  weshalb  G.  de  Longchamps  sie  kubische 
Duplikatrix  genannt  hat.  Die  von  ihm  angegebene  Konstruktion  ist 
folgende^):  „Gegeben  (Taf.  III,  Fig.  22)  zwei  Geraden  r, /,  die  zu 
einander  senkrecht  stehen  und  ein  Punkt  0  auf  der  zweiten;  man  ziehe 
von  0  einen  Strahl,  der  r  in  ^  schneidet,  in  A  errichte  man  auf 
diesem  Strahle  die  Senkrechte,  die  /  in  B  trifft  und  ziehe  durch  B  die 
Parallele  zu  r,  bis  sie  den  Strahl  selbst  in  P  trifft,  der  geometrische 
Ort  des  Punktes  P  ist  eine  kubische  Duplicatrix.  Um  die  Glei- 
chung derselben  zu  finden,  nehmen  wir  0  als  Pol  und  /  als  Polar- 
axe,  ist  l  der  Abstand  des  Punktes  0  von  C,  dem  Schnittpunkte  von 
r,  /,  so  haben  wir 

0Ä  =  ~^.        0B  =  ^^,        0P=^^: 


da  nun  OP  =  q,  ergiebt  sich 


(1) 


^  cos''  CO 

Die  entsprechende  kartesische  Gleichung  der  Kurve  ist 

^3_^(^2_^,^2) .        (2) 

Die  kubische  Duplicatrix  ist  also  eine  cirkulare  Kurve  dritter  Ord- 
nung, die  auf  der  y-Axe  im  Unendlichen  einen  Wendepunkt  besitzt; 
die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  entsprechende  Tangente.  Der  Punkt 
0  ist  ein  isolierter  Punkt  und  die  zugehörigen  Tangenten  sind  isotro- 
pische Geraden.     Die  Kurve  kann  auch  durch  die  beiden  Gleichungen 

x^l{l+X'),         y=.l{l  +  X') (3) 

dargestellt    werden;    die    KoUinearitäts- Bedingung    für    drei    Punkte 

{a)j  (ß)y  (y)  ist  dann 

ßy  +  ya  +  aß^l] 
man  erkennt,  dafs  die  Kurve  im  Endlichen  zwei  reelle  Wendepunkte 
hat,  mit  der  gemeinsamen  Abscisse  x  ==  y'  —  Bemerken   wir  noch, 
dafs  es  leicht  ist,  die  Punkte  der  Kurve  zu  bestimmen,   die  eine  ge- 


1)  Essai  sur  la  geometrie  de  la  regle  et  de  Vequerre  (Paris  1890)  S.  92 — 94. 
Die  Kurve  kommt  bereits  bei  Uhlhorn  (EntdecJmngen  in  der  höheren  Geometrie, 
Oldenburg,  1809^  S.  54)  vor  und  trägt  daselbst  den  Namen  Toxoide. 
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gebene  Abscisse  OB  haben;  es  genügt  nämlich  über  dem  Durch- 
messer OB  einen  Kreis  zu  beschreiben,  dessen  Schnitte  Ä^  A  mit 
der  Geraden  r  zu  bestimmen,  und  dann  diese  Punkte  als  P,  P'  Yon 
0  aus  auf  die  von  B  zu  r  parallel  gezogene  Gerade  zu  projicieren. 

51.  G.  deLongchamps  hat  noch  eine  andere  Kurve  dritter  Ord- 
nung betrachtet,  auf  die  wir  jetzt  hinweisen  wollen:  „Gegeben  zwei  auf 
einander  senkrechte  Geraden  und  ein  Punkt  0  ihrer  Ebene  (Taf.  III, 
Fig.  23).  Man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  der  r  in  P  schnei- 
det, in  diesem  Punkte  errichte  man  die  Senkrechte  zu  OP  und  be- 
zeichne dessen  Schnitt  mit  /  mit  Q]  dann  ziehe  man  die  Parallele 
durch  ^  zu  OP  und  bestimme  deren  Schnittpunkt  R  mit  r,  schliefs- 
lich  von  B  die  Senkrechte  EM  zu  OP]  der  Ort  der  Punkte  M  ist 
die  fragliche  Kurve  ^)."  Um  ihre  Gleichung  zu  bestimmen,  nehmen  wir 
als  X'  und  ^-Axen  die  durch  0  zu  /  und  r  gezogenen  Parallelen-, 
sei  S  der  Schnitt  von  r,  /,  Ä  und  B  bezüglich  die  Treffpunkte  von 
r  mit  Ox  und  /  mit  Oy,  a  und  6  die  Koordinaten  OÄ,  OB  von  S, 
so  erhält  man 

OP==-iL_      ÄP=atgoj,     PS==atg(D  —  h,     P§  =  — ^Zl^^^, 

cos  CO  ^  n      ?  &  ;  x/  ^^g  ^       ; 


QB=PQ'tgco 


ig  (0  (h  —  atg  cö) 


Ö  cos  00  ^ 


und  da  q=  OM=OP — QR,   so   ist   die  Polargleichung  des  geo- 
metrischen Ortes  von  M 

Q  '  COS  oj  =  a  +  tg  03  (&  —  a  tg  ca) (4) 

Infolgedessen  lautet  ihre  kartesische  Gleichung: 

x^  =  a{x^  —  2/^)  -j-  Ixy (5) 

Im  besonderen  Falle,  wenn  &  =  0 

x^  =-  a{x'^  ■ —  y'^) (6) 

Gleichung  (5)  stellt  das  schiefe  parabolische  Blatt,  (6)  das 
gerade  parabolische  Blatt  dar.  Das  erstere  (welches  dem  all- 
gemeineren Falle  entspricht)  ist  eine  kubische  Kurve,  die  0  zum 
Doppelpunkt  hat  —  die  zugehörigen  Tangenten  sind  zu  einander  senk- 
recht —  und  sowohl  durch  den  Punkt  8  als  auch  den  unendlich 
fernen  der  y-Axe  geht;  auch  dieser  ist  ein  Wendepunkt  mit  der  un- 
endlich fernen  Geraden  als  Tangente.  Gleichung  (5)  kann  durch 
folgende  beiden  ersetzt  werden: 

x  =  {l  —  l^)a  +  Xh,        y  =  (l  —  l^)a  +  k'h,    .     ,     (7) 

aus  welcher  parametrischen  Darstellung  sich  folgende  KoUinearitäts- 
Be  dingung  ergiebt 

ißr  +  ra  +  aß  +  l)a^  —  {a-\-ß-\-y)ah  +  h^  =  0', 

1)  Essai  sur  la  geonietrie  de  la  regle  et  de  Vequerre  (Paris  1890)  S.  120 — 121. 
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die  Parameter  der  Wendepunkte  der  Kurve  sind  daher  die  Wurzeln 
der  Gleichung 

(30)2  +  1)  a^  —  3g3  ah  +  ¥  =  0, 

die  Wendepunkte  seihst  sind  daher  imaginär^  wie  sich  auch  (s.  Nr.  18) 
voraussehen  liefs.  —  Wenn  &  =  0,  hat  die  Kurve  die  Besonderheit 
symmetrisch  zur  y-Ax.e  zu  sein. 

Die  Kurven  dritter  Ordnung,  deren  Theorie  und  Geschichte  wir 
in  diesem  Abschnitte  dargelegt  haben ,  sind  die  einzigen ,  die,  soweit 
uns  bekannt,  einen  besonderen  Namen  erhalten  haben ^);  auf  andere 
bemerkenswerte  werden  wir  noch  später  kommen,  wenn  wir  all- 
gemeinere Kurven  behandeln  (s.  z.  B.  Äbschn.  V  und  VII),  weitere 
nicht  weniger  bemerkenswerte  wurden  im  Laufe  verschiedenartiger 
Untersuchungen  gefunden,  erhielten  jedoch  keinen  besonderen  Namen. 
Eine  solche  ist  z.  B.  die  mit  der  Gleichung 

x(x^  +  y^)  =  a^y, 

die  sich  im  Briefwechsel  zwischen  Leibniz   und  Huygens  findet^); 
ferner  die  mit  der  Gleichung 


1)  Um  vollständig  zu  sein,  müfsten  wir  noch  folgende  hinzufügen,  mit 
denen  G.  de  Longchamps  sich  in  dem  soeben  angefükrten  Passus  des  Essai  be- 
scbäftigt  bat. 

(    x^  ^Jiy^.   Einfache  parabolische  Kurve  3.0.  mit  Spitze. 
S.  113.     J^'^'^^'in        «^'  =  h'y.        „  „  „  „       „Centrum. 

Iturvend.  u.  ^^j^ü^^s^       Einfache  hyperbolisclie  Kurve  3.  0. 


^  ^^^  Konchoidale|/_^y___ 
^•^^^-       Kurve  3.0.    {{x  —  JiJ         h- 


■2x 

^-  11^-      Konchdde^   (^"^  ~  ^^  ^""^  +  y')~^  i^'  +  2/^  -  ^^)  -  0 . 

Derselbe  Geometer  hat  an  anderer  Stelle  {Cours  de  prohlemes  de  geometrie  ana- 
lytiques  I,  Paris  1898,  S.  149  und  213)  die  kubische  Serpentine  und  die 
cirkulare  Serpentine  betrachtet.  Alle  diese  Kurven  besitzen  keine  hervor- 
ragenden Eigenschaften,  weshalb  wir  bei  diesen  nicht  verweilen. 

2)  Der  auf  diese  Kurve  bezügliche  Teil  der  Korrespondenz  zwischen  den 
beiden  Mathematikern  ist  so  bemerkenswert,  dafs  wir  uns  nicht  enthalten  können, 
diesem  einige  Worte  zu  widmen. 

Wie  bekannt,  gehörte  Huygens  nicht  von  vornherein  zu  den  ersten  Gläu- 
bigen der  von  seinem  alten  Schüler  Leibniz  erfundenen  Differential-Rechnung, 
und  um  die  Tragweite  des  „methodus  tangentium  inversa",  dessen  einzige  Macht 
Leibniz  gerühmt  hatte  zu  erproben,  gab  er  diesem  auf,  die  Kurven  zu  finden, 
deren  Subtangenten  bezüglich  ausgedrückt  werden  durch 

y^  2x^y  —  a^x 

—  ^  X . 


2x  '  ^a^  —  2xy 

(S.  den  Brief  vom  24.  Aug.  1690  in  Leibniz ^  herausg.  v.  Gerhardt,  11,  S.  46).    In 
der  Antwort  (3./13.  Okt.  1690  a.  a.  0.   S.  50)  sagt  Leibniz,   dafs   die  zweite  der 
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die    der    Ort    der   Brennpunkte    derjenigen  Hyperbeln    ist^   die    einen 


verlangten  Kurven  (wenn  man  der  Einfachheit  halber  a=  1  setzt)  die  Gleichung 

--^=})^^y  habe,  wo  Ji  eine  beliebige  Konstante,  und  h  diejenige  Zahl  ist,  die 

zum  Logarithmus  die  Einheit  hat.  Huygens  war  von  dieser  Lösung  nicht  befrie- 
digt und  antwortete  unterm  18.  Nov.  1690  (a.  a.  0.  S.  35 — 56):  „Je  ne  vous  avois  pas 
envoie  les  deux  questions  des  lignes  courbes  pour  vous  donner  de  la  peine  en 
cherchant  les  Solutions,  mais  croiant  que  vous  auriez  une  methode  preste  pour 
trouver  les  courbes  par  la  propriete  de  leur  Tangents,  ou  pour  determiner  quand 
cela  se  peut  ou  non.  Je  commence  a  croire  maintenant  que  cela  n'est  point, 
puisque  la  courbe   dans   laquelle  AB  estant  x  et   sa  perpend.  BG  y^  on  trouve 

^  T  Oßll et  et  OC 

BD,  distance  du  concours  de  la  tangente  egale  ä  — — - — ;    cette  courbe 

'  ^  ^  Saa~2xy  ' 

dis-je  a  pour  equation  qui  exprime  sa  nature  x^  -\-  xxy  =  aay/'  —  Huygens 
fügte  eine  Bestätigung  seiner  Behauptung  und  die  Konstruktion  der  Kurve  hinzu. 
Die  Huygens'sche  Kritik  aber  konnte,  sei  es  wegen  der  Autorität  ihres  Urhebers, 
sei  es  weil  sie  die  Leibniz'sche  Erfindung  empfindlich  traf,  nicht  ohne  Erwide- 
rung bleiben,  und  blieb  es  auch  nicht  von  seiten  des  berühmten  Nebenbuhlers 
Newtons.  In  seinem  Briefe  vom  14./29.  Nov.  1690  (a.  a.  0.  S.  62—63)  klärte  er 
den  Widerspruch  seiner  eigenen  Schlüsse  mit  den  von  Huygens  erhaltenen  auf, 
indem  er  die  Subtangente  mit  verschiedenem  Vorzeichen  genommen  hatte,  was 
er  in  einem  späteren  Briefe  (v.  25.  Nov.  1690,  a.  a.  0.  S.  64—65)  wiederholte; 
daselbst  ist  überdies,  als  Gleichung  der  Kurve,  die  die  erste  von  Newton  ge- 
stellte Aufgabe  löst,  die  folgende  bezeichnet:  2r^x^  =^r'^y^ -{- a^y"^^  wo  r  und  a 
beliebige  Konstanten  sind.  Auch  diese  war  nicht  die  von  Huygens  gewollte 
Gleichung,   welche   nämlich    2a^x^  =  a^y^  -\- y^   lautet  (Brief  v.  19.  Dez.  1690, 

a.  a.  0.  S.  68 — 69),  diese  geht  jedoch  auf  jene  zurück,  wenn  man  statt  a  setzt  —  • 

Um  sich  ein  Urteil  zu  bilden  über  die  Schwierigkeit  der  von  Huygens  ge- 
stellten Aufgaben,  über  die  zu  ihrer  Lösung  nötigen  Mittel,  und  die  Allgemein- 
heit der  erlangten  Resultate,  wollen  wir  sie  einmal  mit  den  modernen  Methoden 
behandeln.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  dafs  die  zweite  jener  Aufgaben, 
jenachdem  man  das  Vorzeichen  der  Subtangente  nimmt,  sich  auf  die  eine  oder 
die  andere  der  folgenden  Differenzialgleichungen  zurückführen  läfst: 

,  2x^1/  —  a^x    -,  ,  2x^1/  —  a^x    ^ 

—  y  .  dx=   ^    „       ^ dy  ,         y  •  dx  =  -^—^ — ;; dy  , 

^  3a^---2xy      ^'         -^  3a^  -  2xy      "^ ' 

oder  auch  (3a^  —  2xy)y  ■  dx-\-  {2xy  —  a^)  x  •  dy  =  0  , 

(3a^  —  2xy)y  •  dx~\-  (a^  —  2xy)  x  -  dy  =  0. 

Wenden  wir  nun  die  Identität  an 

Mdx  —  Ndy        1    [Mx  +  Ny  ^  .  ,     , ,       /^\  ^ 

— — — -^  =  --     _- — ^^^— ^  dlogxy  -\-  d\og[~\\  , 

Mx  —  Ny  2\Mx-~Ny        &    -^  ^  \y )  \ 

so  verwandeln  sich  diese  in  folgende  anderen: 

1  d(xy)  ,     -,  1       ^        ^  r.       xy~\d(xy)    ,     It.      { x\ 

~ — r\-^ — T  +  (Hog-  =  0;  1 1    -A-^  4-       c^  log  -)  ===  0, 

2  xy\a^  —  xy^    '  ^  y  '        L         a^ }    xy      ^    2  \y ) 

und  demnach  durch  Quadratur  2a;i/ 

x^  =  kxy^  —  ha^y^  x^y  =  h^-e       ; 
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Scheitel  und  eine  Asymptote  gemeinsam  haben  ^);  eine  solche  ist 
ferner  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kreise^  die  durch  den  Brennpunkt 
der  Parabel  gehen  und  die  Kurve  berühren^),  dann  der  geometrische 
Ort  für  alle  Punkte^  die  von  den  Seiten  eines  Dreiecks  Entfernungen 
haben,  deren  Produkt  konstant  ist^);  eine  weitere  entspringt  der 
graphischen  Darstellung  einer  kubischen  Punktion  einer  komplexen 
Variabelen^);  u.  s.  w. 


von  diesen  Gleichungen  stimmt  die  erste  mit  der  von  Huygens  überein,  während 
die  zv^eite  sich  von  der  Leibniz'schen  nicht  unterscheidet.  — Was  nun  die  erste 
der  Huygens'schen  Aufgaben  anlangt,  so  werden  v^ir  von  dieser,  v^eil  sie  auf 
eine  Kurve  vierter  Ordnung  führt,  im  folgenden  Abschnitt  handeln. 

Wir  wollen  hier  noch  die  geeignete  Gelegenheit  benutzen  zu  der  Bemerkung, 
dafs  in  jüngerer  Zeit  J.  Porro  bei  der  Bearbeitung  von  Fragen  aus  der  an- 
gewandten Mathematik  auf  Kurven  stiefs,  die  er  courbesatuptiques  nannte 
(CR.  XXXIV,  1852,  S.  173)  und  die  in  ähnlicher  Weise  durch  folgende  Differential- 
gleichung definiert  werden 

dy        x^  -\-  xy^  -\-  '^  QyY x^  -\-  y^  —  q^ 


y^  +  y^^  -\-  2  Q  xy  x^  -{-  y^  —  Q^ 

1)  S.  die  von  Brocard  unter  Nr.  61  im  Progreso  11,  1891,  S.  128  gestellte 
und  von  A.  Schiappa-Monteiro  (a.  a.  S.  300)  gelöste  Frage,  auf  welche  sich 
ferner  eine  Note  von  Brocard  (Progreso  III,  1893,  S.  32)  bezieht  und  eine  gröfsere 
Arbeit  von  demselben  Schiappa-Monteiro  (Das.  S.  201 — 9  und  225 — 34). 

2)  E.  Freund,  Über  eine  Kurve  dritter  Ordnung  [Lotos^  Neue  Serie,  XIV, 
Prag  1894). 

3)  E.  Czuber,  Über  einen  geometrischen  Ort  und  eine  damit  zusammen- 
hängende Fläche  (Monatshefte,  3.  1892). 

4)  Stöckly,  Eigenschaften  der  aus  rationalen  ganzen  Fimläionen  dritten 
Grades  entspringenden  Kurven  (Archiv,  56,  1874). 


IIL  Abschnitt. 

Kurven  vierter  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 

Allgemeines.    Klassifikation. 

52.     Die  Kurven  vierter  Ordnung  hielten  ihren  Einzug  in  die 
mathematische    Litteratur    sozusagen    gleichzeitig    mit    denen    dritter 
Ordnung^   und  ungefähr  in   derselben  Weise ^   nämlich  mit  dem  Auf- 
treten   einzelner,    in   verschiedener  Weise    spezialisierter    Kurven   als 
deren  Repräsentanten.     Während  jedoch   die   allgemeine   Theorie    der 
Kurven   dritter  Ordnung   schon  mehr   als   zwei  Jahrhunderte  Lebens- 
zeit zählt,  kann  man  von   der  Theorie   der  Kurven  vierter   Ordnung 
nur    sagen,    dafs    sie    erst    vor    etwa    fünfzig  Jahren    angefangen   sei. 
Und,  während  jene  einen  derartigen  Grad  der  Entwickelung  erlangt  hat, 
dafs  man  sie  als  eine  der  vollendetsten  der  ganzen  Greometrie  ansehen 
kann,  bietet  die  Theorie  der  Kurven  vierter  Ordnung,  wenngleich  sie 
auch  manche   sehr    schöne   Kapitel    enthält,   dennoch   beklagenswerte 
Lücken.     So   sind,   wenn  auch   die  von  Steiner^)   und  Hesse^)   be- 
gonnenen und  von  so  vielen  berühmten  Geometern  der  späteren  Zeit 
fortgesetzten  Untersuchungen  über  die  28  Doppeltangenten  einer  all- 
gemeinen Kurve   vierter   Ordnung   bis    in    die   kleinsten  Einzelheiten 
die    von    diesen    gebildete    Konfiguration    zu    unserer    Kenntnis    ge- 
bracht haben,  dennoch  die  geometrischen  Beziehungen  zwischen  ihren 
24  Wendepunkten  in  geheimnisvollen  Nebel  gehüllt;  so  fehlen  uns  noch, 
wenn  sich  auch  aus  der  Anwendung  der  hyperelliptischen  Punktionen 
vieles  Licht  über  diese  Kurven  verbreitet,  erschöpfende  Untersuchungen 
über  die  invarianten  Eigenschaften  der  ternären  biquadratischen  For- 
men^).    Nichtsdestoweniger  sind  einige  der  dahin  gehörigen  Formeln 
seit  langer  Zeit  bekannt  und  sollen  hier  wieder  erwähnt  werden. 


1)  Eigenschaften   der   Kurven    vierten    Grades    rücksicMlich    ihrer   Doppel- 
tangenten  (Grelles  Journ.  XLIX,  1855). 

2)  Über  die  Doppeltangenten  der  Kurven  vierten  Grades  (Daselbst). 

3)  Clebsck-Lindemann,  Vorlesungen   über    Geometrie   I.    (Leipzig  1876) 
S.  274,  Note. 
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Wenn 


f- 


-2' 

ijhk 


(^IjhJc'^i^j'^h'^k  ^x  ^x  


0 


(1) 


die  linke  Seite  der  Gleichung  einer  allgemeinen  Kurve  vierter  Ordnung 
ist,  in  der  wirkliclien  und  in  der  symbolisclien  Form,  und  man  setzt 

I={ah^)\  J^{hciy{caiy{aH)\  ...  (2) 
so  stellen  die  beiden  Gleichungen  1=0,  J"=  0  zwei  kontravariante 
Kurven  dar,  die  erste  von  der  vierten,  die  zweite  von  der  sechsten 
Klasse;  das  Übertragungsprinzip  von  Clebsch  führt  alsbald  zu  dem 
Schlüsse,  dafs  jene  umhüllt  werden  von  den  Geraden,  die  die  Kurve 
in  vier  äquianharmonischen  resp.  harmonischen  Punkten  schneiden. 
Die  Gleichung  p 61^=  0 

ist  dann  nichts  anderes  als  die  Tangentialgleichung  der  Kurve,  und 
diese  ist  daher  von  der  zwölften  Klasse,  wie  es  auch  die  Plücker'schen 
Formeln  erfordern.  —  Die  Funktion 

8  ^=  {bcd){acd){a'bd){a'bc)aj)^cß^     ....     (3) 

gleich  0  gesetzt  stellt  hingegen  eine  zur  gegebenen  kovariante  Kurve 
vierter  Ordnung  und  gleichfalls  allgemeine  Kurve  dar.  Bekannt  ist 
auch^),  dafs,  während  jeder  Kurve  vierter  Ordnung,  f=0  eine  zweite 
^  =  0  entspricht,  umgekehrt  die  linke  Seite  der  Gleichung  jeder 
Kurve  vierter  Ordnung  angesehen  werden  kann  als  Kovariante  8 
von  36  bestimmten  ternären  biquadratischen  Formen.  —  Eine  andere 
Kovariante  (sie  ist  von  der  sechsten  Ordnung)  erhält  man  durch  Be- 
trachtung der  Hesseschen  von  jf;  hingegen  ist  eine  Kontravariante 
(von  der  achtzehnten  Klasse)  durch  die  linke  Seite  der  Gleichung  der 
Cayley^schen  Kurve  gegeben;  nun  hat  diese  Kurve  hat  21  vierfache 
Tangenten,  die  alle  tangentiellen  Singularitäten  der  Kurve  in  sich 
schliefsen^).  Unter  den  Invarianten  verdient,  aufser  der  Diskriminante 
folgende  besonders  vermerkt  zu  werden: 


A 


niu 


^'2211 


nsii 


^2311 


'^'3311 


ni33 


^233 


tVQO 


(4) 


deren  geometrische  Bedeutung  wir  alsbald  (Nr.  53)  ersehen  werden. 


1)  G.  Scorza,  Un  nuovo  teorema  sopra  le  quartiche  piane  generali  (Math. 
Ann.  LH,  1899). 

2)  E.  Bertini,  Le  tangenti  multiple  della  Cayleyna  di  %ma  quartica  plana 
irale  (Atti  Torino  XXXII,  1896). 
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Eine  Frage  über  die  Kurven  vierter  Ordnung,  die  alsbald  auf- 
gevp^orfen  und  in  verschiedener  Weise  gelöst  wurde,  ist  die  nach  ihrer 
Klassifikation.  Obwohl  sich  diese  als  ein  kompliziertes  Problem 
von  mühevoller  Lösung  herausstellte,  so  war  sie  doch  schon  von  der 
ersten  Hälfte  des  18.  Jahrhunderts  an  Gegenstand  der  Untersuchung 
seitens  mehrerer  Greometer,  an  deren  Spitze  wir  den  Abt  Bragelogne 
finden.  Dieser  setzte  in  zwei  langen  Abhandlungen^)  eine  Methode 
auseinander,  die  Bestimmung  der  verschiedenen  Typen  auszuführen, 
unter  welche  die  Kurven  vierter  Ordnung  gruppiert  werden  können, 
eine  Methode,  die  in  letztem  Grunde  darin  bestand,  die  allgemeine 
Gleichung  vierten  Grades  in  rechtwinkligen  Punktkoordinaten  auf  ge- 
wisse kanonische  Formen  zurückzuführen.  Aber  das  grofse  Werk,  in 
welchem  die  genannten  Ideen  ausführlich  entwickelt  werden  sollten, 
hat  niemals  das  Licht  erblickt. 

Nach  dem  Tode  Bragelognes  wurde  das  Problem,  dem  er  so  grofse 
Mühen  geopfert  hatte,  gleichzeitig  von  zwei  sehr  berühmten  Geometern 
wieder  aufgenommen:  L.  Euler^)  und  G.  Gramer^);  vom  ersteren  ohne 
die  Bemühungen  des  französischen  Abtes  zu  kennen,  während  der  andere 
sie  ausdrücklich  citiert.  Die  von  den  beiden  Mathematikern  vorge- 
schlagenen Einteilungen  stimmen  in  der  Annahme  des  Hauptkriteriums 
der  Klassifikation  überein,  nämlich  des  Verhaltens  der  Kurve  im  Un- 
endlichen. Hiernach  lassen  sich  alle  reellen  Kurven  vierter  Ordnung 
in  neun  Klassen  einteilen^),  die  durch  die  folgenden  Anordnungen 
der  Gruppe  ihrer  vier  unendlich  fernen  Punkte  charakterisiert  sind: 
1)  Vier  imaginäre  und  zu  je  zweien  konjugierte  Punkte;  2)  zwei 
reelle  verschiedene  und  zwei  konjugiert  imaginäre  Punkte;  3)  vier 
reelle  und  verschiedene  Punkte;  4)  zwei  konjugiert  imaginäre  und 
zwei  reelle  zusammenfallende;  5)  zwei  reelle  verschiedene  und  zwei 
reelle  zusammenfallende;  6)  zwei  reelle  Doppelpunkte;  7)  zwei  kon- 
jugiert imaginäre  Doppelpunkte;  8)  ein  einfacher  und  ein  dreifacher 
Punkt;  9)  ein  vierfacher  Punkt.  —  Jede  dieser  Klassen  umfafst 
mehrere  Arten;  Euler  und  Gramer  haben  eine  beträchtliche  Zahl  der- 
selben angegeben,  indem  sie  sich  damit  begnügten,  vielmehr  nur  die 
Möglichkeit  zu  vermerken,  als  die  thatsächliche  Existenz  der  ent- 
sprechenden   Kurven   nachzuweisen.     Diese   unabweisbare   Ergänzung 


1)  Examen  des  Ugnes  du  quatrieme  ordre  ou  courhes  du  troisieme  genre 
(Mem.  de  l'Ac.  des  Sciences,  Paris  1730).  S.  auch  die  Bemerkung  Sur  les  Ugnes 
du  quatrieme  ordre  (Das.). 

2)  Introductio  in  analysin  infinitorum  IL  (Lausanne  1748)  S.  139 — 49. 

3)  Introduction  ä  Vanalyse  des  Ugnes  courhes  algehriqiies  (Genf,  1750) 
S.  369—99. 

4)  In  der  That  teilt  man  sie  gewöhnlich  nur  in  acht  Klassen  ein,  aber 
es  scheint  uns  doch,  dafs  man  die  oben  mit  6)  und  7)  bezeichneten  aus  einander 
halten  mufs. 
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wurde  von  J.  Plücter^)  geliefert,  der  überdies  durch  eine  er- 
schöpfende Aufzählung  die  Zahl  der  verschiedenen  Arten  der  ebenen 
Kurve  vierter  Ordnung  auf  152  brachte  und  für  jede  Art  die  kanoni- 
sche Gleichung  fand. 

Das  genannte  Klassifikations- Verfahren  ist  aber,  da  es  als  Grund- 
lage ein  Prinzip  hat,  dafs  sich  mit  den  herrschenden  Ideen  der  Geo- 
metrie seit  dem  Triumphe  ihrer  projektiven  Methoden  schlecht  ver- 
trägt, heute  schon  wenig  mehr  in  Gebrauch  und  ist  in  Vergessenheit 
geraten.  Vielmehr  giebt  man  einem  der  beiden  folgenden  den  Vorzug. 
Das  erste  hat  die  Betrachtung  des  Geschlechtes  einer  Kurve  als 
Grundlage  und  demnach  der  Zahl  und  Natur  ihrer  singulären  Punkte. 
Dementsprechend  werden  alle  Kurven  vierter  Ordnung  in  vier  grofse 
Kategorien  eingeteilt,  jenachdem  sie  vom  Geschlechte  3,  2,  1,  0  sind. 
Die  erste  enthält  die  Kurven  ohne  vielfache  Punkte,  die  zweite  die 
mit  einem  Doppelpunkte  oder  einer  Spitze  versehenen  (solche  Kurven 
sind  dann  hyperelliptische  Kurven  vierter  Ordnung)^),  die  dritte 
die  Kurven  mit  zwei  Punkten  von  der  Vielfachheit  zwei  (es  sind  die 
elliptischen  Kurven  vierter  Ordnung),  die  letzte  die  mit  drei  Doppel- 
punkten (Knoten,  Spitzen,  oder  isolierten  Punkten)  oder  einem  drei- 
fachen Punkte  (es  sind  die  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung). 
Diese  Einteilung  kann  weiter  fortgesetzt  werden  durch  die  Betrach- 
tung der  Moduln  der  einzelnen  Kurven. 

Die  zweite  der  oben  angekündigten  Methoden  gründet  sich  auf 
topologische  Betrachtungen.  Vorbereitet  von  Cayley^)  wurde  sie 
von  Zeuthen^)   entwickelt  und  in    einzelnen  Punkten  von   Crone^) 

1)  Theorie  der  algebraischen  Kurven  (Bonn  1839)  S.  136 — 49.  In  der  früheren 
Enumeration  des  courhes  du  quatrieme  ordre,  d'apres  la  nature  differenie  de  leurs 
hranches  infinies  (Liovvilles  Joiirn.  I,  1836)  hatte  derselbe  Geometer  nur  135  G-at- 
tungen  betrachtet. 

2)  Zu  dieser  grofsen  Klasse  gehört  die  in  kartesischen  Koordinaten  durch 
die  Gleichung  y^  —  x^  -[-  ay^  -\-  hx^  ==  0  dargestellte  Kurve,  die  von  den  fran- 
zösischen Geometern  courbe  du  diable  genannt  wurde  (vgl.  Intermediaire  W ^ 
1897.  S.  222);  der  Anfangspunkt  ist  ein  Knoten-  oder  ein  isolierter  Punkt,  je- 
nachdem -T-  ^  0 :  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Winkelhalbierenden  der  Axen- 

b  -^ 
winkel  sind  einfache  Punkte   derselben.     Besonders  ist  noch  betrachtet  vi^orden 
(s.  Briot  u.  Bouquet^  Legons  de  geometrie  analytique  S.  367;   und  Nieven- 
glov^sky,  Cours  de  geom.  analytique  II.  Paris  1895.  S.  73)  folgender  Fall 

y'^  —  x^  —  96  a^y^  +  100  a^x^  =  0 . 
Die  ,, Teufelskurve''  scheint  jedoch  nur  wegen  ihrer  seltsamen  Form  bemerkens- 
wert zu  sein. 

3)  S.  die  Bemerkungen  On  quartic  curves  (Philosophical  Magazine,  4.^  Reihe, 
XXIX,  1865). 

4)  Sur  les  differentes  formes  des  courbes  planes  du  quatrieme  degre  (Math. 
Ann.  YII,  1873). 

5)  Sur  la  distribution  des  tangentes  doubles  sur  les  divers  systemes  de  coniques 
ayant  un  contact  quadruple  avec  une  courbe  du  quatrieme  degre,  (Das.  XII,  1877). 

Loria,  Ebene  Kurven.;  7 
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ergänzt.  Sie  führt  zur  Unterscheidung  yon  sechsunddreifsig  Typen 
der  ebenen  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte^  die  in  drei- 
zehn Klassen  zerfallen;  sie  beruht  auf  der  Erkenntnis^  dafs  eine  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  nicht  verschwindender  Diskriminante  höchstens 
aus  vier  geschlossenen  ganz  auseinander  liegenden  Zügen  besteht  oder 
auch  aus  zweien^  von  denen  der  eine  innerhalb  des  anderen  liegt. 
Für  die  rationalen  Kurven  hingegen  beträgt  die  Zahl  der  wesentlich 
verschiedenen  Typen  neun^)^  unter  denen  sich  Übergangsformen  zu 
den  ersteren  finden.  Schliefslich  wollen  wir  bemerken^  dafs  die  Kurven 
vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  2  oder  1^  einem  bekannten  allge- 
meinen Satze  von  Harnack^)  zufolge  höchstens  aus  drei  oder  zwei 
Zügen  bestehen.  —  Dieser  Hinweis  auf  eine  Betrachtung^  auf  die  wir 
nicht  weiter  zurückkommen  werden,  möge  genügen;  der  Leser ,  der 
genauere  Angaben  wünscht,  nehme  die  Dissertation  von  Frl.  Ruth 
Grentry  zur  Hand:  On  flie  forms  of  plane  quartic  curves  (New- York 
1896). 

53,  Alle  speziellen  Kurven  vierter  Ordnung,  mit  denen  wir  uns 
beschäftigen  werden,  sind  entweder  elliptische  (indem  sie  als  Doppel- 
punkte oder  Spitzen  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  haben)  oder 
rationale;  demnach  werden  wir  —  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  im 
vorigen  Abschnitt  gethan  haben  —  ein  besonderes  Kapitel  den  ersteren, 
ein  zweites  den  anderen  widmen.  Zunächst  aber  wollen  wir  zum 
Schlüsse  dieses  Kapitels,  —  wie  es  früher  auch  in  Nr.  17  geschehen 
ist  —  über  einige  Kurven  vierter  Ordnung  ohne  vielfache  Punkte, 
die  dennoch  spezieller  Art  sind,  berichten. 

Die  erste  Stelle  wollen  wir  der  Clebsch 'sehen  Kurve  einräumen, 
welche  die  besondere  Eigenschaft  hat,  dafs  die  linke  Seite  ihrer  ho- 
mogenen Gleichung  als  Summe  der  Biquadrate  von  fünf  linearen 
Formen^)  darstellbar  ist;  sie  läfst  daher  polare  Fünfseite  zu;  analy- 
tisch ist  sie  dadurch  charakterisiert,  dafs  ihre  Invariante  Ä  (s.  Grl.  (4)) 
gleich  Null  ist.  Die  Kovariante  S  (Gl.  (3))  einer  Clebsch'schen  Kurve 
gleich  Null  gesetzt,  stellt  eine  spezielle  Kurve  vierter  Ordnung  dar, 
indem  sich  in  dieselbe  vollständige  Fünfseite  einbeschreiben  lassen; 
sie  heifst  die  Lüroth'sche  Kurve  vierter  Ordnung  zum  Andenken 
des  Geometers,  der  sie  zuerst  untersucht  hat^). 

Die  durch  eine  Gleichung  von  folgender  Gestalt  dargestellte  Kurve 

X-^^  4"  4%^jL  +  '^%  =  0; 

1)  A.  Brill,   Über  rationale  Kurven  vierter  Ordnimg  (Math.  Ann.  XII,  1877). 

2)  Üher  die  Vielteiligkeit  der  ebenen  algebraischen  Kurven  (Das.  X,  1876). 

3)  S.  die  Fundamentalabhandlung  von  Clebsch,  Über  Kurven  vierter  Ord- 
nung (Grelles  Journ.  LIX,  1861), 

4)  Man  sehe  die  beiden  Abhandlungen:  Einige  Eigenschaften  einer  gewissen 
Gattung  von  Kurven  vierter  Ordnung  (Math.  Ann.  I,  1869)  und  Neuer  Beiueis  des 
Satzes,  dafs  nicht  jeder  Kiirve  vierter  Ordnung  ein  Fünfseit  eingeschrieben  iverden 
kann  (Das.  XIII,  1878). 
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wo  u.  und  u^  binäre  Formen  vom  Grade  3  bezw.  4  sind,  bat  die 
Eigentümlicbkeit,  dafs  ibre  Hessesche  einen  singnlären  Punkt  bat;  wir 
nennen  sie  die  Geiser'scbe  Kurve ,  zu  Ebren  des  Geometers,  der 
sie  zuerst  erdacbt  und  sieb  derselben  bedient  bat,  um  das  Feblen  von 
Doppelpunkten  und  Spitzen  in  der  Hesseseben  einer  allgemeinen  Kurve 
beliebiger  Ordnung  nachzuweisen  ^). 

Die  Jacobiscbe  Kurve  einer  Geraden  und  eines  syzygetiscben  Büschels 
von  Kurven  dritter  Ordnung  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  nur 
von  zwölf  Konstanten  abhängt.  Geometrisch  ist  sie  durch  die  Lage 
ihrer  24  Wendepunkte  charakterisiert,  die  sich  in  zwei  Gruppen  schei- 
den, gebildet  aus  den  Ecken  der  Dreiseite  eines  syzygetischen  Büschels. 
Analytisch  hingegen  ist  sie  dadurch  gekennzeichnet,  dafs  die  kubische 
Invariante  der  linken  Seite  gleich  Null  ist,  sowie  auch  die  Invariante 
6.  Grades  zugleich  mit  allen  Unterdeterminanten  5.  Grades.  Man  pflegt 
sie  nach  dem  Namen  ihres  Entdeckers  die  Caporali'sche  Kurve 
vierter  Ordnung  zu  nennen^). 

Von  anderer  Art  ist  die  Halphen'sche  Kurve,  so  genannt, 
weil  G.  H.  Halphen  auf  sie  die  geometrische  Definition  der  elliptischen 
Funktionen  gründete,  die  er  in  seinem  Traite  des  fonctions  elliptiques 
et  de  leurs  appUcations  (Paris  1886)  bearbeitet  hat.  Man  denke  sich 
einen  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  It  und  einen  Punkt 
C  in  seiner  Ebene;  MM'  sei  eine  Sehne  desselben,  die  durch  C  hin- 
durchgeht-, man  trage  auf  ihr  die  beiden  Segmente  CN  =  GW  ab, 
so,  dafs  CNl/WM'  =  l-]/2{B  +  d),  wo  d  der  Abstand  CO,  und  l 
eine  beliebig  gegebene  Strecke  ist.  Der  Ort  der  Punkte  NyN'  ist  eine 
Halphen'sche  Kurve.  Nimmt  man  G  zum  Anfang  und  GO  als  ^-Axe, 
so  findet  man  leicht  ihre  Gleichung  als 

(^2  ^  y,y  _  ^  (^B  +  y^)  f  =  l^  {^~)\ 

woraus  folgt,  dafs  sie  eine  bicirkulare  Kurve  ist. 

Andere  spezielle  Linien  entstehen  bei  der  Aufsuchung  aller  Kurven 
vierter  Ordnung,  die  durch  eine  oder  mehrere  harmonische  Homo- 
logieen  in  sich  selbst  transformiert  werden^).  Eine  solche  Unter- 
suchung führt  zu  folgenden  Resultaten: 

1.     Eine  einzige  Homologie;  kanonische  Gleichung  der  Kurve 

1)  Sopra  Ja  teoria  delle  curve  piane  di  quarto  grado  (Ann.  di  Matern.  2.  Ser. 
IX,  1878). 

2)  E.  Caporali,  Sopra  una  certa  curva  del  4^  ordine  (Rendic.  dell  Accad, 
di  Napoli,  Dezember  1882).  Ygl.  E.  Ciani,  La  quartica  di  Caporali  (Das.  April 
1896). 

3)  E.  Ciani,  I  vari  tipi  possihili  di  quartiche  piane  piü  volte  omologico- 
armonicJie  (Rend.  del  Circolo  matematico  di  Palermo  XIII,  1899). 

7* 
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WO  Uq^u^jU^  Formen  in  x^,x^  von  dem  dnrcli  die  Indices  bezüglich, 
angegebenem  Grrade  sind.  Wenn  insbesondere  ef^  =  0,  entstellt  eine 
Kurve  mit  einem  Doppelpunkt,  es  ist  die  liomologiscb-harmonisclie 
Kurve  von  Cremona^). 

2.  Drei  Homologieen,  deren  Centren  und  Axen  ein  Dreieck  bilden; 
kanonische  Gleicbung 

^(^il^r^^k=^  (^,^^=1,2,3); 

die  Kurve  bat  24  Wendepunkte,  die  zu  je  achten  auf  15  Kegelschnitten 
eines  Netzes  liegen. 

3.  Drei  Homologieen,   deren  Centren  auf  einer  Geraden  liegen, 
und  deren  Axen  durch  einen  Punkt  gehen;  kanonische  Gleichung: 

'\        1 —  1     2     3        I  3  VI        I         2   /      t  1       2  "   vy ; 

die  Wendepunkte  liegen  zu  je  sechsen  auf  vier  Kegelschnitten  eines 
Büschels. 

4.  Fünf  Homologieen;  kanonische  Gleichung  der  Kurve; 

a{x^^  +  ^2^)  +  &^i^^2^  +  GC(^^^{^i    +  ^2^)  +  ^%^  =  0; 
die  Wendepunkte  liegen  zu  je  achten  auf  27  Kegelschnitten. 

5.  Sieben  Homologieen;  kanonische  Gleichung: 

a  {x^^  +  x^^)  -\-  hx^x^  -\-  cx^  =  0; 

die  Wendepunkte  liegen  zu  je  achten  auf  36  Kegelschnitten. 

6.  Neun  Homologieen;  kanonische  Gleichung 

3  3 

7.  Fünfzehn  Homologien;  kanonische  Gleichung: 

^1   +  <  +  <  =  0. 
Aufserdem  giebt  es  noch  96  Homographieen,  die   die  Kurve  in 
sich  selbst  verwandeln^). 

8.  Einundzwanzig  Homologieen;  als  kanonische  Form  der  Kurven- 
Gleichung  kann  man  folgende  nehmen: 

2       3      l         3       1      I  1       2   — '~        ' 

Es    ist    diese    die   bemerkenswerteste  von   den  nunmehr    angeführten 
Kurven  vierter  Ordnung,  sie  heifst  die  Klein'sche  Kurve^).   Brioschi 


1)  S.  die  Ohservations  geometriques  ä  propros  de  la  note  de  Mr.  Brioschi 
^fSur  les  tangentes  doubles  d^une  coiirhe  du  4^  ordre  avec  point  douhW  (Math. 
Ann.  IV,  1871). 

2)  W.  Dyck,  Notiz  iiber  eine  reguläre  JRiemann'sche  Fläche  vom  Geschlechte 
drei  und  die  zugehörige  ,^NormaTkurve'^  vierter  Ordnung  (Das.  XVII,  1880). 

3)  Weil  sie  in  der  Abhandlung  von  F.  Klein  erwähnt  ist:  Über  die  Trans- 
formation siebenter  Ordnung  der  elliptischen  Funktionen  (Das.  XIV,  1879).     Vgl. 
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hat  bemerkt^  dafs  ihr  erstes  Grlied  mit  der  eigenen  Ko Variante  vierter 
Ordnung  8  übereinstimmt^);  man  kann  auch  nachweisen^  dafs  dies 
die  einzige  Kurvenart  von  dieser  Eigenschaft  ist^). 

Zum  Schlufs  wollen  wir  noch  bemerken,  dafs  die  Kurven,  deren 
Gleichung  auf  die  Formen 

^/  +  %  =  0,  X^^X2  +  ^^4  =  0 

reduzierbar  sind,  die  einzigen  Kurven  vierter  Ordnung  sind,  die  durch 
nichtharmonische  Homologieen  in  sich  selbst  transformiert  werden. 

Ganz  anderen  Betrachtungen,  wie  die  vorhergehenden,  verdankt 
ihren  Ursprung  eine  Kurve  vierter  Ordnung  ohne  Doppelpunkte,  die 
man  von  Rechtswegen  die  Humbert'sche  Kurve ^)  nennen  kann. 
Dargestellt  wird  sie  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

pIxI  +pIxI  +  plxl  —  2p^p^X2X^—'  2p^p^x^x^  —  2p)^P200^X2=px^X2X^, 
wo  die  Px^P2fP3  die  ersten  Ableitungen  nach  x^fX2pX^  einer  binären 
quadratischen  Form  von  ^j^,  ^g;  ^3  ^^^d,  und  p  eine  beliebige  lineare 
Form  derselben  Variabelen.  Jede  Humbert'sche  Kurve  kann  vermittelst 
einer  „kanonischen  Gleichung^^  von  folgender  Form  dargestellt  werden: 

^1  +  ^2  +  ^3  —  2x1x1  —  2x1x1  —  2x1x1  =  AllX^X^X^y 
wo  u  eine  neue  lineare  Form  ist.  Mannigfach  sind  die  Eigenschaften, 
deren  sich  diese  Kurve  erfreut;  wir  beschränken  uns  auf  die  Be- 
merkung, dafs  es  eine  spezielle  Fläche  vierter  Ordnung  giebt,  deren 
sämtliche  ebenen  Schnitte  Humbert'sche  Kurven  sind:  es  ist  dies  jene 
Fläche,  die  man  erhält,  wenn  man  eine  beliebige  reziproke  Trans- 
formation auf  die  Fläche  der  Krümmungsmittelpunkte  einer  centrischen 
Fläche  zweiter  Ordnung  anwendet. 


E.  Fr  icke,  F.  Kleines  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modul- 
funJctionen  I  (Leipzig  1890)  S.  701  ff.;  ferner  die  Arbeit  von  M.  W.  Haskeil, 
Über  die  zu  der  Kurve  X^^-\-  ^i^v  -\-v^l==  0  im  projectiven  Sinne  gehörende  mehr- 
fache Überdeclcung  der  Ebene  (Amer.  Journ.  XIII,  1891),  woselbst  auch  die  duale 
Kurve  untersucht  wird. 

1)  Sopra  una  classe  di  curve  del  quarto  ordine  (Atti  delle  B.  Acc.  dei  Lincei, 
3.  Ser.  VIII,  1884). 

2)  E.  Ciani,  Un  teorema  sopra  il  covariante  S  della  quartica  piana  (Rendic. 
del  Circolo  matem.  di  Palermo  XIV,  1900). 

3)  Weil  sie  ausführlicli  untersucht  worden  ist  in  einer  Abhandlung  von 
G.  Humbert,  Sur  une  classe  de  courbes  planes  et  sur  une  surface  remarquable 
du  quatrieme  ordre  (Liovvilles  Journ.  4.  Serie,  VI,  1890). 
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Zweites  KapiteL 
Rationale  Kurven  vierter  Ordnung  im  allgemeinen. 

54.  Unter  den  spezialisierten  Kurven  vierter  Ordnung  können 
mit  verhältnismälsig  geringer  Mühe  untersucht  werden  solche^  die  die 
Maximalzahl  singulärer  Punkte  besitzen.  Derartige  Kurven  lassen  sich 
vor  allem  mit  den  Methoden  der  projektiven  Geometrie  untersuchen^ 
mit  Zugrundelegung  folgender  Erzeugungsweise  ^) :  ^^Ein  Strahlen- 
büschel (mit  dem  Centrum  0)  und  eine  projektive  Involution  der 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  IC  erzeugen  in  der  Ebene  durch  die 
Schnitte  von  Paaren  entsprechender  Elemente  eine  Kurve  JT".  Unter- 
sucht man  mit  Hilfe  des  Chasles'schen  Korrespondenzprinzips  die  Zahl 
der  auf  einer  beliebigen  Geraden  gelegenen  Punkte  der  Kurve^  so 
findet  man,  dafs  die  Kurve  F  von  der  vierten  Ordnung  ist.  Auf 
jedem  Strahle  des  gegebenen  Büschels  giebt  es  aufser  dem  Punkte  0 
noch  zwei  verschiedene  Punkte  der  Kurve;  daher  ist  0  ein  Doppel- 
punkt. Aufserdem  entsteht  auf  der  Involutionsaxe  der  Tangenten  eine 
Projektivität,  indem  man  die  Schnitte  derselben  mit  den  Strahlen  des 
Büschels  betrachtet;  die  Doppelpunkte  derselben  sind  offenbar  auch 
Doppelpunkte  der  Kurve.     Daher  ist  sie  rational  u.  s.  w. 

Eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel-  oder  Rückkehr- 
punkten kann  aber  noch  auf  andere  Weise  von  einem  Kegelschnitte 
abgeleitet  werden.  Man  beachte  nämlic'^,  dafs  wenn  man  die  drei  sin- 
gulären  Punkte  A-^^  A^,  A^  zu  Ecken  des  Pundamentaldreiecks  nimmt, 
die  Gleichung  der  Kurve  folgende  Gestalt  annimmt: 

-j-  2a-^^x^^x^x^  ==0  ....     (1) 

Wenn  man  nun  diejenige  quadratische  Transformation  anwendet,  die 
durch  die  Formel  ^ 

DX,  =  

^   '  Vi 

definiert  wird,  wo  {po-^jX^,x^  und  {yi^y^jV^  '/mqi  beliebige  entsprechende 
Punkte  und  ^  ein  Proportionalitätsfaktor  ist,  so  erhält  man  den  Kegel- 
schnitt K 

%i2/i^  +  (^ny^""  +  %2/3'  +  2^23^22/3  +  ^(^ziyzVi  +  2%22/i^2  =  0. 

Folglich  kann  die  Kurve  (1)  durch  eine  Transformation  2.  Grades 
aus   einem  Kegelschnitte   abgeleitet  werden.     Wenn  der  Kegelschnitt 


1)  Ameseder,  Üher  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  (WiQner 
Ber.  LXXIX,  2.  Abt.  1879)  und  BemerJamg  üher  das  Erzeugnis  eines  eindeutigen 
StraMenhüschels  und  eines  ziveideutigen  StraMensystems  zweiter  Klasse  (Archiv. 
LXIV,  1879). 
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K  die  Seite  Ä^Ä^  des  Fundamentaldreiecks  in  zwei  reellen  Punkten 
berührt,  so  hat  die  Kurve  F  zwei  reelle  Tangenten  in  dem  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  Ä^^  mit  anderen  Worten,  dieser  ist  ein  Knoten- 
punkt; wenn  aber  die  beiden  Schnittpunkte  zusammenfallen,  so  ist 
er  eine  Spitze,  und  wenn  sie  konjugiert  imaginär  sind,  ein  iso- 
lierter Punkt.  Wenn  demnach  der  Kegelschnitt  6  reelle  Schnitte  mit 
dem  Dreiecke  A^A^A^  hat,  so  hat  F  drei  Knotenpunkte-,  sind  die 
6  Schnitte  imaginär,  drei  isolierte  Punkte;  hat  er  drei  Berührungen 
mit  demselben,  so  hat  F  drei  Spitzen •*^).  Im  ersten  Falle  berühren 
die  6  Tangenten  an  die  Kurve  in  den  Doppelpunkten  denselben  Kegel- 
schnitt; dies  wird  leicht  bewiesen,  indem  man  die  Kurve  vierter  Ord- 
nung als  von  einem  Kegelschnitt  abgeleitet  ansieht.  Dieselbe  Be- 
trachtung beweist  auch,  dafs  die  6  Geraden,  die  von  den  Doppel- 
punkten aus  gezogen  die  Kurve  anderswo  berühren,  Tangenten  eines 
Kegelschnittes  sind.  Im  Falle  einer  dreispitzigen  Kurve  vierter  Ord- 
nung sind  die  drei  Spitzentangenten  in  einen  Punkt  zusammenlaufende 
Geraden. 

Eine  einfache  Transformation  der  Gleichung  (1)   läfst  erkennen, 
dafs  die  vier  Doppeltangenten  der  Kurve  durch  die  Gleichungen 


l/ö^22<^33  ^1  +  y<^33%l   ^2  +  l/%l<^22  ^3  —  (^23^1  +  ^31^2  +  ^2^3)  =  ^ 

dargestellt  werden,  und  dafs  ihre  Berührungspunkte  einem  neuen  Kegel- 
schnitt angehören^). 

55.  Aufser  diesen  beiden  geometrischen  Methoden  zur  Unter- 
suchung der  rationalen  Kurven  vierter  Ordnung  giebt  es  noch  eine 
dritte  rein  analytische,  der  man  heutzutage  den  Vorzug  giebt;  es  ist 
diejenige,  welche  die  parametrische  Darstellung  der  Kurvenpunkte  an- 
wendet und  sich  dabei  der  Theorie  der  binären  biquadratischen  Formen 
bedient.     Setzt  man 

l^'-',         (*=1,2,3) (2) 


=  2«/. 


WO  x^  die  homogenen  Koordinaten  eines  Punktes  bedeuten,  q  ein 
Proportionalitätsfaktor  und  l  ein  Parameter  ist,  so  erhält  man  eine 
parametrische  Darstellung,   deren  alle  rationalen  Kurven  vierter  Ord- 


1)  Die  verschiedenen  Gestalten,  welche  die  Kurve  F  darbieten  kann,  sind 
auf  den  Tafeln  I  und  II  der  Math.  Ann.  XII  (Abhandlung  von  Brill)  angegeben ; 
die  Kurven,  welche  die  Gestalt  der  Fig.  9  haben,  tragen  zuweilen  den  Namen 
Lemnisceros.  S.  den  Artikel  Lemnisceros  (und  die  zugehörigen  Figuren)  in 
der  Encydopedie  methodiqiie.  Daselbst  sind  auch  die  Namen  Noeud  oder  Las 
d'amour  als  synonym  mit  Lemnisceros  angeführt. 

2)  Von  Salmon  angegeben:  Anal.  Geom,  d.  höheren  eigenen  Kurven ^  deutsch 
von  Fiedler  (Leipzig  1873)  S.  320. 
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nung  fähig    sind.     Die   Schnitte   der  Kurve  (2)  mit   einer   beliebigen 
Geraden  erhält  man^  wenn  man  die  Gleichung 


k=0 


»  =  S 


(3) 


nach  A  auflöst.     Sind  ^^  ^^j  hj  h  ^^^  Wurzeln,  und  setzt  man 

^1  +  ^2  +  ^3  +  ^^4  =  ^1  ?  hh  ~\~  hh  ''h  '  "  "  =  ^^ 7 

SO  erhält  man  leicht  als  KoUinearitätsbedingung  für  die  vier  Punkte 
{^i)}{^2)j(h))ih)  ^^^  Verschwinden  aller  aus  folgender  Matrix  ent- 
nommenen Determinanten 


1 


So 


ns 


^20 

^22 
^^23 

^24 


Dies  verlangt  bekanntlich,  dafs  zwei  derartige  Determinanten  gleich 
Null  werden;  man  kann  nun  den  so  sich  ergebenden  beiden  Glei- 
chungen eine  bequeme  Form  geben,  indem  man  folgendermafsen  ver- 
fährt^). Schreibt  man  der  Symmetrie  halber  Sq  statt  1  und  bezeichnet 
mit  6?^ 2 3  ^^'  ^'  ^'  ^i^  Determinanten,  die  man  aus  folgender  Matrix 
erhält,  mit  dem  üblichen  Vorzeichen 


(A), 


SO  ist  die  erste  jener  Bedingungsgleichungen 

^0%23      I     ^1^023  ~r  ^2^013      I      ^^3^012  =  0     .       .       .       .       (4) 

Führt  man  noch  zehn  neue  Konstanten  a,  ß  ein,  derart,  dafs 

1=4.  «  =  4 

2'«'««  =  ^'  2''^»*H  =  0         (^  =  1,2,3)     ...       (5) 

SO  sind  nach  einem  bekannten  Satze  die  aus  der  Matrix  (A)  ent- 
nommenen Determinanten  dritter  Ordnung  proportional  den  ent- 
sprechenden Determinanten  ( — l)^*+'^-z/^^  aus  der  Matrix 


%0 

«11 

«12 

«13 

«14 

«20 

«21 

«22 

«23 

«24 

«30 

«31 

«32 

«33 

«84 

ßo       ßt       ß2       ßz       ß. 


(B). 


1)  W.  Franz  M.qj ev ,  Äpolarität  und  rationale  Kurven  (Tübingen  1883)  S.  7. 


1=0  1=0 
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Gleichung  (4)  läfst  sich  daher  schreiben: 

^0^40  —  ^1^41   +  ^2^42  —  '^3^43  +  ^4^44  =  0' 

Verallgemeinern  wir  dieses  Resultat,  so  sieht  man,  dafs  die  KoUinearitäts- 
Bedingungen  folgende  Form  annehmen: 

i=0 

oder,  da  man  diese  auch  schreiben  kann 

/=4  ?:= 

1  =  0  -/= 

so  folgt,  dafs  die  beiden  Gleichungen 

«  =  4  »  =  4 

^(-l)%a,  =  0,       2(-iys,ft  =  0       ...     (6) 

^=0  i=0 

hinreichen,  die  KoUinearitäts-Bedingung  für  die  vier  Punkte  (A^^),  (Ag), 
(Ag),  (Aj  auszudrücken.  —  Zahlreich  sind  die  Anwendungen  hiervon. 
So  erhält  man  durch  Elimination  von  A^  die  KoUinearitäts-Bedingung 
der  drei  Punkte  (Aj,  (Ag),  (A3).  Setzen  wir  dann  Ai  =  A2  =  A3,  so  er- 
hält man  eine  Gleichung  (6.  Grades),  deren  Wurzeln  die  Parameter 
der  Wendepunkte  sind;  diese  sechs  Punkte  gehören  einem  Kegel- 
schnitte an^).  Setzen  wir  hingegen  in  (5)  Ag  =  A^  und  A4  =  A3,  so 
erhalten  wir  zwei  Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  A3 
die  Bestimmungsgleichung  für  die  Parameter  der  Berührungspunkte 
der  (vier)  Doppeltangenten  entsteht.  Ferner:  Wenn  man  die  durch 
Elimination  von  A^  aus  den  Gleichungen  (5)  sich  ergebende  Gleichung 
als  identisch  für  A3  befriedigt  voraussetzt,  so  findet  man  die  für  die 
Bestimmung  der  drei  Doppelpunkte  der  Kurve  geeigneten  Gleichungen, 
indem  die  einfachen  symmetrischen  Funktionen  (A^  -("  ^^2)  ^^^  ('^i  *  -^2) 
zwei  Parameter  liefern,  die  einem  Doppelpunkte  angehören^).  Setzt 
man  schliefslich  A^  =  Ag  ==  A3  =  A4,  so  verwandeln  sich  die  Glei- 
chungen (5)  in  zwei  biquadratische  Gleichungen  für  A,  deren  Resul- 
tante =  0  gesetzt  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für 
die  Existenz  eines  Undulationspunktes  ausdrückt.     U.  s.  w. 

In  die  kleineren  Details  dieser  algebraischen  Entwickelungen 
können  wir  hier  nicht  eingehen;  bemerken  wollen  wir  hingegen  noch, 
dafs  wenn  man 


1)  Dieser  bemerkenswerte  Satz,  der  erste,  welcher  die  Verteilung  der  Wende- 
punkte der  Kurven  vierter  Ordnung  betrifft,  wurde  1875  von  J.  Grafsmann 
entdeckt  (s.  die  Inaugural-Dissertation  Zur  Theorie  der  Wendepunkte,  besonders 
der  O4,  Berlin)  und  darauf  neuerdings,  zwei  Jahre  später  von  A.  Brill  (s.  die 
wichtige  o.  a.  Abhandlung  Über  rationale  Kurven  vierter  Ordnung^  Math.  Ann, 
XII,  1877). 

2)  Vgl.  auch  Nagel,  Bestimmung  der  Doppelpunkte  einer  rationalen  Kurve 
vierter  Ordnung  (Das.  XIX,  1882). 
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2'««^'='^*  (/0  =  0,1, 2, 3,  4) (7) 

setzt,  die  Gleicliung  (3)  wird  zu 

a^l^-{-a^X^  + +  c^^^  =  0 (3') 

Berechnet  man  nun  die  quadratische  und  kubische  Invariante  der 
linken  Seite  dieser,  als  biquadratische  Funktion  von  l  betrachteten, 
Gleichung,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

12^0^^  —  Sa^ag  -\~  a^^  =  0 


3  r/^      2  (^2      3  % 
2  0^2      ^^3    12  a^ 


0.  .    (8) 


Erinnert  man  sich  der  geometrischen  Bedeutung  dieser  Invarianten 
und  beachtet,  dafs  von  den  Gleichungen  (8)  die  erste  quadratisch  und 
die  zweite  kubisch  in  den  Koordinaten  |  ist,  so  sieht  man:  die  erste 
stellt  einen  Kegelschnitt  dar,  der  von  den  Geraden  umhüllt  wird,  welche 
die  Kurve  vierter  Ordnung  in  einem  Quadrupel  äquianharmonischer 
Punkte  schneiden,  während  die  zweite  der  Gleichungen  (8)  eine  Kurve 
dritter  Ordnung  darstellt,  umhüllt  von  den  Geraden,  die  dieselbe 
Kurve  in  Quadrupeln  harmonischer  Punkte  schneiden^). 

56,  Sehr  viele  Fragen  der  Geometrie  führen,  wie  wir  im  Ver- 
laufe dieses  Abschnittes  sehen  werden,  zu  Kurven  vierter  Ordnung  mit 
3  Doppelpunkten^).  Wir  erachten  es  aber  für  geeignet  an  dieser 
Stelle  auf  eine  hinzuweisen,  die  sich  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
findet^). 

Jeder  Punkt  M  der  Ellipse  E 

5+S=^ w 


1)  W.  stahl,  Üler  rationale  ebene  Kurven  vierter  Ordnung  (Grelles  Journ. 
Gl,  1887).  Viele  andere  Eigenschaften  der  in  Eede  stehenden  Kurven  finden  sich 
in  der  Inaugural-Dissertation  von  W.  Bretschneider,  Üher  Curven  vierter  Ord- 
nung mit  drei  Doppelpunkten  (Erlangen  1875),  w'ährend  zahlreiche  bibliographi- 
sche Angaben  in  den  „Mitteilungen  des  math.-naturw.  Vereins  in  Würtemberg" 
2.  Reihe,  I,  1899,  S.  24  u.  55  gesanamelt  sind. 

2)  Die  Mechanik  führt  häufig  auch  zu  Kurven  dieser  Art.  Ein  Beispiel  davon 
ist  z.  B.  die  sogenannte  Seiltänzerkurve;  sie  ist  der  Ort  der  Füfse  eines  Men- 
schen der  auf  einem  Seile  geht,  von  dessen  Enden  eines  befestigt  ist,  während 
das  andere  Ende  mit  einem  Gewichte  beschwert  ist,  nachdem  es  um  eine  Rolle 
geschlungen  ist.  J.  B.  Berard  {Opuscules  matJiematiques ,  1811)  fand  als  Glei- 
chung derselben  folgende  9/r       ^\2 

y         a  —  (1  —  xY  ' 
sie  zeigt,   dafs   sie   als  Doppelpunkte   den  Anfangspunkt,   den  unendlich  fernen 
von  Oy  und  den  Punkt  x==hy  y  =  ^  bat. 

3)  K  Ott  gen.  Die  geometrischen  Örter  der  ausgezeichneten  PimUe  des  Mlipsen- 
und  Hyperheldreieclis  (Progr.  Duisburg,  1852);  Hochheim,  über  geometrische 
Örter  der  merlciüürdigen  Funkte  des  Dreiecks  (Zeitschrift  XV,  1870). 
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bestimmt  mit  den  beiden  Brennpunkten  F  und  F'  derselben  ein  Drei- 
eck^ dessen  Höhenpunkt  M'  sein  möge;  bewegt  sich  M  auf  der  Ellipse 
E^  so  beschreibt  M'  eine  Kurve  E',  deren  Gleichung  leicht  zu  finden 
ist.  Sind  nämlich  a  •  cos  9?  und  &  •  sin  ^  die  Koordinaten  von  ilf^  so 
können  die  von  M'  folgendermafsen  dargestellt  werden: 

a  •  sin^qp  —  h^ 

X  =  a-GOBcp ,         y  =  — -^ — T : 

'  ''  ^  0  ■  sm  cp       ■' 

durch  Elimination  von  9  erhält  man  dann 

a^(c^  —  x^y  —  ¥y^{a^  — •  x^)  =  0  ^       wo     c^  =  a^  —  h^   .     (10) 

als  Gleichung  von  E'.  Diese  ist  demnach  eine  Kurve^  die  zu  Doppel- 
punkten die  Brennpunkte  FJ^'  und  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
kleinen  Axe  hat;  die  entsprechenden  Asymptoten  sind  die  Geraden 
x  =  ^a  und  begrenzen  einen  Streifen  der  Ebene ^  innerhalb  dessen 
alle  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen^  diese  berührt  die  Ellipse  in  den 
Endpunkten  der  kleinen  Axe. 

Würde  man  an  Stelle  der  Ellipse  (9)  die  Hyperbel  H  betrachtet 
haben  ^2        ..2 

1-^-1  =  1' w 

so  würde  man  eine  Kurve  H'  erhalten  haben  mit  der  Gleichung: 

a^(c^  —  x^y  -j-  Vy'^ia?  —  x'^^  =  0  y     wo  aber  c^  ==  a^  -{-  V, 

ganz  ähnlich  der  vorigen^  aber  von  ganz  verschiedenem  Aussehen, 
indem,  von  anderem  abgesehen,  alle  ihre  reellen  Punkte  aufs  erhalb 
des  von  den  Geraden  x  =  -^a  begrenzten  Streifens  liegen. 

Zu  denselben  Schlüssen  gelangt  man  auch  ohne  Rechnung  durch 
Betrachtung  der  Methode,   durch  welche   sich  die  Kurve   F/  und   H' 
als    spezieller    Fall    folgender    allgemeinen    Transformation    ableiten 
lassen:  Gegeben  zwei  feste  Punkte  A.^  und  Ä^  in  einer  Ebene  U-^  man 
lasse   jedem   Punkte   M  von  U   den  Punkt  M'  entsprechen,   der  der 
Höhenpunkt  des  Dreiecks  MA^A^  ist.     Dann  wird  umgekehrt  jedem 
Punkte  M'  im  allgemeinen  ein  einziger  Punkt  M  entsprechen,  näm- 
lich derjenige,  in  welchem  die  A^  und  A^  bezügl.  auf  A^M  und  A^M 
gefällten  Lote   sich  schneiden.     Durchläuft   M  eine  Gerade  r,   so  be- 
schreiben A-^M  und  A^M  Perspektive  und  daher  projektive  Büschel; 
projektiv  werden  daher  auch  die  von  den  Senkrechten  aus  A-^  und  A^ 
erzeugten  Büschel,    der  Punkt  M'  erzeugt  daher  einen  Kegelschnitt, 
der  durch  A^  und  A^  geht.     Da  nun   dem  Punkte,  in  welchem  r  die 
Gerade  A^A^  trifft,    als  Punkt  M  betrachtet,    als  Punkt  M'  der  in 
der  zu  A-^A^   senkrechten  Richtung   gelegene  unendlich  ferne  Punkt 
J-oo   entspricht,  so  geht  dieser  Kegelschnitt  durch  -4oq.     M  und  M' 
entsprechen    sich    also   in  einer  quadratischen   Transformation,   deren 
Pundamentalpunkte  A^A^A^^  sind-,  den  Punkten  A-^^A^Aq^  entsprechen 
beziehungsweise    die   Geraden  A-^Aqq^  JLg-^oo;  ^^1^27    einem   Kegel- 
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schnitte  entspricht  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  ^^^-^2^00  zu 
Doppelpunkten  hat;  unter  der  Voraussetzung,  dafs  J.^  und  JLg  dessen 
Brennpunkte  seien,  findet  man  die  angegebenen  Eigenschaften  der 
Kurven  E'  und  H'. 

57.  Eine  Kurve  vierter  Ordnung  ist  nicht  nur  dann  rational, 
wenn  sie  drei  Doppelpunkte  besitzt,  sondern  auch  wenn  sie  mit  einem 
dreifachen  Punkte  versehen  ist.  Nehmen  wir  diesen  als  Ecke  Ä^  des 
Pundamentaldreiecks ,  so  nimmt  die  Gleichung  der  Kurve  folgende 
Gestalt  an: 

X^li^  —  %  =  0; (12) 

WO  %,  ii^  binäre  Formen  in  :r^,  X2  sind,  die  erste  kubisch,  die  zweite 
biquadratisch;    setzt  man   darin  --^  ==  -^,   so  gelangt  man  zu  folgen- 

Aj  Ag 

der  parametrischen  Darstellung  der  Kurve 

9^1  =  h^z  i^iy  ^2)?  ^^2  =  '^2%(^i?  ^^2)?  ^^3  =  ^4(^1;  '^2)-  (13) 
Wir  überlassen  es  dem  Leser,  auf  diese  Gleichung  die  Betrachtungen 
und  Berechnungen  anzuwenden,  die  wir  oben  bei  der  Gleichung  (2) 
angegeben  haben,  und  wollen  sogleich  noch  eine  in  diese  Kategorie 
gehörende  Kurve  anführen,  nämlich  die  in  kartesischen  Koordinaten 
durch  folgende  Gleichung  dargestellte: 

x\x^  +  t/)  =  ay(x^  —  y^) (14) 

Der  Anfang  ist  ein  dreifacher  Punkt  und  die  entsprechenden  Tangenten 
sind  die  x-Axe  und  die  Halbierungslinien  der  Axenwinkel;  die  Kurve 
besteht  aus  zwei  zu  einander  in  Bezug  auf  die  y-Axe  symmetrischen 
Blättern  und  einem  dritten  unendlichen,  das  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  Ordinatenaxe  und  gelegen  am  unteren  Teile  der  Abscissenaxe. 
Diese  Eigenschaften  rechtfertigen  den  Namen  parabolisches  Tri- 
folium, den  man  der  Kurve  gegeben  hat^).  Sie  geht  durch  die 
unendlich-fernen  imaginären  Kreispunkte,  hat  als  aufser ordentlichen 
Brennpunkt  den  Punkt  (0,  a),  als  Doppeltangente  die  Gerade 

y  -=  a(ß  —  ]/2),    u.  s.  w. 
1)  G.  de  Longchamps,  Journ.  de  Math.  spec.  1888,  S.  265  u.  285. 
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Drittes  Kapitel. 
Elliptische  und  bicirkulare  Kurven  vierter  Ordnung  im  allgemeinen. 

58,  Die  Kurven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten 
(Knoten,  Spitzen  oder  isolierten  Punkten)  können  durch.  Projektion 
von  Uaumkurven  vierter  Ordnung  erster  Spezies  von  einem  aufserhalb 
liegenden  Punkte  erhalten  werden.  Man  bekommt  so  nicht  nur  eine 
geometrische  Methode ,  die  sehr  bequem  ist,  um  deren  Eigenschaften 
aufzustellen,  sondern  auch  die  Mittel,  die  Koordinaten  vermittelst 
elliptischer  Funktionen  eines  Parameters  darzustellen;  es  genügt  näm- 
lich hierfür  die  Ausdrücke  der  homogenen  Koordinaten  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  erster  Species  durch  Jacobische  ^)  oder  Weierstrafs'- 
sche^)  Punktionen  anzuwenden. 

Dieselben  Kurven  lassen  sich  geometrisch  auch  erzeugen,  wenn 
man  auf  eine  Kurve  dritter  Ordnung  ohne  vielfachen  Punkt  eine 
quadratische  Transformation  anwendet,  die  zu  Pundamentalpunkten 
zwei  Punkte  der  Kurve  selbst  hat.  So  gelangt  man  aufser  zu  einem 
Verfahren,  geometrisch  die  auf  eine  elliptische  Kurve  vierter  Ordnung 
bezüglichen  Sätze  aufzustellen,  auch  in  den  Besitz  eines  Mittels,  die 
Koordinaten  durch  elliptische  Punktionen  auszudrücken;  hierfür  ge- 
nügt es,  sich  auf  die  in  Nr.  13  aufgestellten  Formeln  zu  stützen. 

Zu  derselben  parametrischen  Darstellung  gelangt  man  auch  durch 
eine  von  Clebsch  in  seiner  klassischen  Abhandlung  TJher  diejenigen 
Curven,  deren  Coordinaten  sieh  als  elliptische  Functionen  eines  Para- 
meters darstellen  lassen  (Grelles  Journ.  LXIV,  1865)  angewandte 
Methode.  Man  nehme  zu  dem  Zwecke  als  Fundamentaldreieck  eines 
Systems  homogener  Koordinaten  ein  Dreieck,  dessen  Ecken 

die   Doppelpunkte   der   Kurve   sind;    die    Gleichung   derselben  nimmt 
dann  folgende  Gestalt  an 

X/X^^  +  2X^X^X^{\X^  +  ^2^2  +  ^3^3)  +  ^iX^^i  +  <^2^2  +  %%)  * 

(^1%  +  ^2^2  +  ^3^3)  =  0 (1) 

Greift  man  auf  der  Kurve  zwei  beliebige  Punkte  heraus,  so  kann  man 
diese  im  Verein  mit  den  beiden  Doppelpunkten  als  die  Grundpunkte 


1)  Vgl.  G.  Loria,  SulV  appUcazione  delle  funzioni  Jacohiane  allo  studio 
delle  linee  sgheinbe  di  quarto  ordine  e  prima  specie  (Lincei  Rend.  4.  Ser.  VI, 
2.  Sem.  1890). 

2)  Man  sehe  z.  B.  G.  Loria,  Le  curve  di  genere  1  e  le  funzioni  a  di 
Weierstraß  \(^\oxji.  di  Matern.  XXXI,  1893). 
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eines  Büscliels  von  Kegelsclinitten  ansehen^  welclies  auf  der  Kurve 
vierter  Ordnung  eine  lineare  Reihe  von  unendlicli  vielen  Punktepaaren 
aussclineidet^  die  auf  oo^  Geraden  liegen^  die  einen  Kegelschnitt  ein- 
hüllen.    Wenn  z.  B.  das  Büschel  durch  die  Gleichung 

1  vi     1       I  2     2       1  3     S  /  2     3         ■     vy 

dargestellt  wird,  so  hat  der  eingehüllte  Kegelschnitt  die  Gleichung: 

Man  gelangt  so  zu  Ausdrücken  {ü.rx^jX2,x^  in  rationalen  Funktionen 
eines  Parameters  und  Quadrat- Wurzeln  einer  hiquadratischen  Funktion 
desselben;  führt  man  nun  an  Stelle  dieses  Parameters  eine  geeignete 
elliptische  Funktion  eines  neuen  Parameters  v  ein,  so  gelangt  man 
zu  Formeln  von  folgendem  Typus: 

^x,  =  c,  [sn'{v  —  ^^)  —  sn'ö.'j  [s7i'  {v  +  ^)  —  sn'S,'\ 

Qx,  =  c,  [sn'(v  +  ^)  -  sn'ö,]  [sn  [v  -  ^)  -  sfi" (e  -  ^^)]  \  (2) 

Die  beiden  Parameter  des  Doppelpunktes  ^^  =  ^^3  ==  0  sind  — |-—  +  <^2? 

die  des  anderen ~—  -\-  d^.     Zwischen  den  Parametern  v-^^v.2y..., 

der  Punkte,  in  denen  die  Kurve  vierter  Ordnung  von  einer  Kurve 
^^ter  Ordnung  geschnitten  wird,  besteht  eine  lineare  Kongruenz,  die, 
jenachdem  die  schneidende  Kurve  nicht  durch  einen  Doppelpunkt  geht 
oder  einen  oder  beide  Doppelpunkte  enthält,  verschiedene  Form  an- 
nimmt; entsprechend  diesen  drei  Fällen  haben  wir  folgende  Kon- 
gruenzen (wo  K  und  K'  die  gewöhnliche  Bedeutung  haben): 

^l+^2+""     ^4^-4  +  nm-3+^4m-2+nm-l+^^4m  =  0  ]  -,  .       (3) 

,    ..        .       modd.    ... 

^1+^2+ nm-4  +  ^4m-3+^^4m-2  "^  "  ^^  ^  ^-^     2X  2^^'^^ 

^1+^2+ n.^-4  =0  ]  '  (5) 

Zeigen  wir  an  einigen  Beispielen,  wie  leicht  man  mit  deren  Hilfe 
Eigenschaften  der  Kurve  auffindet.  Ist  (v)  ein  Punkt,  dessen  ent- 
sprechende Tangente  durch  einen  Doppelpunkt  geht,  so  hat  man 

2^  =  +   (§    +   (9), 

daher  hat  man  für    v   die    folgenden   beiden   Quadrupel   von   inkon- 
gruenten Werten 


+ 
2 


-4^,  -^  +  ^,  ~-^  +  iK',^^^  +  i+iE:. 
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Von  jedem  Doppelpunkte  kann  man  also  vier  Taugenten  ziehen 
und  die  beiden  so  gebildeten  Gruppen  sind  projektiv.  Da  man  die 
Korrespondenz  in  vier  verschiedenen  Weisen  aufstellen  kann^  so  sind 
wir  zu  folgendem  Schlüsse  berechtigt: 

Satz:  Die  Ibciden  Tangentenpadriipel,  die  man  an  eine  ellip- 
tische Kurve  vierter  Ordnung  von  ihren  Doppelpunkten  aus  ziehen 
kann,  schneiden  sich  in  16  Punkten,  die  zu  je  vieren  auf  vier  Kegel- 
schnitten liegen,  die  durch  die  Doppelpunkte  seihst  gehen. 

Ahnlich:  hat  man^  wenn  (v)  ein  Punkt  ist,  in  welchem  die  be- 
trachtete Kurve  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  einem  durch  die 
Doppelpunkte  gehenden  Kegelschnitte  zul'äfst, 

und  daher  v  =  - — —^ 

Es  ist  notwendig  und  hinreichend,  den  ganzzahligen  p  und  q  die 
Werte  0,  1,  2,  3  zu  erteilen;  man  erhält  so  im  Ganzen  16  Kegelschnitte, 
von  denen  jeder  durch  ein  p  und  q  angegeben  werden  kann.  Man 
kann  sie  in  folgenden  vier  Gruppen  anordnen: 

0,0         0,2         2,0         2,2 


0,1 

0,3 

2,1 

2,3 

1,0 

1,2 

3,0 

3,2 

1,1 

1,3 

3,1 

3,3; 

und  so  ersieht  man,  unter  Benutzung  von  Gleichung  (5),  dafs  in  den 
Berührungspunkten  zweier  heliebigen  Kegelschnitte  derselben  Gruppe 
mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  diese  selbst  von  einem  selben  Kegel- 
schnitt berührt  wird,  der  durch  die  Doppelpunkte  geht;  derartiger 
Kegelschnitte  giebt  es  im  ganzen  4 -16  ==64.  Aufserdem  liegen  auf 
einem  Kegelschnitte,  der  durch  die  Doppelpunkte  geht,  auch  die 
Berührungspunkte  der  vier  Kegelschnitte  aus  einer  selbigen  Gruppe; 
man  erhält  so  vier  andere  mit  der  Kurve  vierter  Ordnung  in  Be- 
ziehung stehende  Kegelschnitte.  Andere  4  •  16  =  64  erhält  man  durch 
Betrachtung  der  Berührungspunkte  von  vier  Kegelschnitten,  von  denen 
man  einen  aus  jeder  Gruppe  gewählt  hat;  u.  s.  w.^). 

59.  In  dem  Falle,  dafs  die  Doppelpunkte  der  Kurve  mit  den 
beiden  cyklischen  Punkten  der  Ebene  zusammenfallen,  nennt  man  die 
Kurve  eine  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung^).     Eine  solche 


1)  Andere  Eigensckaften  sind  in  einer  Note  vonHumbert  angegeben  Siir 
la  courhe  du  qiiatrieme  degre  ä  deux  points  doubles  (Comptes  rendus  XCVII, 
1888)  indem    die   Koordinaten  vermittelst  der    ©-Funktionen  ausgedrückt  sind. 

2)  Vgl.  J.  Casey,  On  hicircular  Quartics  (Irish  Acad.  Trans.  XXIY^  1869); 
G.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquahle  de  courhes  et  de  surfaces  algehriqites 
(Paris  1873);  F.  Franklin,   On  confocal  hicircular  Quartics  (Amer.  Journ.  XII, 
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kann  als  stereographische  Projektion  der  Kurve,  in  welcher  eine  Kugel 
von  einer  Mäche  zweiter  Ordnung,  die  nicht  durch  das  Projektions- 
centrum geht,  geschnitten  wird,  angesehen  werden.  Man  kann  sie  aber 
auch  sich  entstanden  denken  durch  Transformation  einer  cirkularen 
Kurve  dritter  Ordnung  vermittelst  reziproker  Radien.  Da  nun  bei  einer 
solchen  Transformation  den  vier  auf  einem  Kreise  gelegenen  Punkten 
wiederum  vier  ebensolche  entsprechen  und  überdies  den  Brennpunkten 
der  ursprünglichen  Kurve  die  Brennpunkte  der  transformierten  ent- 
sprechen, so  führt  der  Hart'sche  Satz  (s.  Nr.  21)  alsbald  zu  folgendem 
Schlüsse:  Eine  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  läfst  16  Brennpunkte 
ÄU,  die  zu  je  vieren  auf  einem  Kreise  gelegen  sind.  Übrigens  ist 
dieser  Fall  nur  ein  Specialfall  des  ersten  Satzes,  den  wir  in  der  vorigen 
Nummer  mit  Hilfe  der  parametrischen  Darstellung  aufgestellt  haben. 
In  rechtwinkligen  kartesischen  Koordinaten  kann  man  die  Glei- 
chung einer  bicirkularen  Kurve  immer  in  folgender  Form  schreiben: 

{x^  +  y^y  -f  (ax  +  ßy)  (x^  +  y^)  +  a^^x^  +  2a^^xy  +  a^^y^  -{'2a^^x 

+  2^23?/ +  6^33=0.   .......     (6) 

Verlegt    man   nun   den  Anfang    in   den  Punkt ^, ^,   so   ver- 
einfacht sie  sich  und  erhält  folgende  Form: 

Jener  Punkt  heifst  der  Fundamentalpunkt  der  Kurve  vier- 
ter Ordnung  und  besitzt  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft^).  Gehen 
wir  nämlich  zu  Polarkoordinaten  über,  so  wird  Gleichung  (7) 

Q^  -\-  (a^^  cos^  03  -|-  2a^2  ^os  ^  •  ^i^  ^^  "l~  ^^22  ^i^^  ^)  Q^ 
-j-  2  (a^^  cos  03  -f-  6/23  sin  co)  ^  -f"  %3  =  ^ . 
Sind  daher  M^jM^,M^,M^  die  Schnitte  einer  durch  den  Fundamental- 
punkt gehenden  Geraden  mit  der  Kurve,  so  ist  immer 

ist    daher    M.^^    der    Mittelpunkt    der    Strecke    M.Mj^^    so    kann    man 
schreiben 

OM^j^  -\-  OMjjc  =  0      (wo  ih  jk  eine  Permutation  von  12  34  ist). 

0  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Strecke  MihMjk.    Es  ist  leicht,  hieraus 
zu  schlief sen:  In  der  Ebene  jeder  bicirkularen  Kurve  vierter  Ordnung 


1890) ;  u.  s.  w.  Ein  Yerfahren,  eine  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  vermittelst 
eines  Gelenk-Mechanismus  zu  zeichnen,  wurde  von  W.  Woolsey  Johnson  in 
Messenger  Bd.  V,  S.  159  angegeben  und  von  neuem  beschrieben  von  Cari 
{A  Synopsis  of  elementary  results  in  pure  and  applied  Mathematics  I,  2.  Teil. 
London  1886,  S.  738). 

1)  Auf   diesen   Punkt   wird   in    einer   Abhandlung   von   G.  Humbert   hin- 
gewiesen, Sur  les  surfaces  cyclides  (Journ.  de  l'Ec.  polyt.  LV,  Cahier  1885). 
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giebt  es  einen  Punkt  (den  Pundamentalpunkt),  der  gleichen  Abstand 
hat  von  den  heiden  Mittelpunkten  zweier  Schnittpunktepaare  der 
Kurve  mit  einer  heliehigen  Geraden,  auch  wenn  diese  jenen  Punkt 
nicht  enthält^). 

Mit  Hilfe  der  allgemein en  Gleiclmng  (6)  kann  man  auch  zeigen^ 
dafs  jede  hicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  die  Hüllkurve  eines 
beweglichen  Kreises  ist,  der  einen  festen  rechtwinklig  schneidet, 
und  dessen  Mittelpunkt  sich  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitte  (dem 
Def er ent -Kegelschnitte)  bewegt.     Seien  nämlich 

G,  =  (a;-«,y^  +  (2/-/3,)^-r/  =  0    (»  =  i,2,3)    .    .    (8) 

die  Gleichungen  dreier  zum  gegebenen  rechtwinkligen  Kreise^  so  re- 
präsentiert die  Gleichung 

AqCq  +  ^^C^^  + /I2C2  =  0,   ......     (9) 

welches  auch  die  Konstanten  >lo?  '^i;  ^2  ^^^^  mögen  ^  einen  anderen 
Kreis ^  der  dieselbe  Eigenschaft  hat.  Die  X  sind  proportional  den 
barycentrischen  Koordinaten  des  Mittelpunktes  0  dieses  Kreises  in 
Bezug  auf  das  Dreieck^  das  die  Mittelpunkte  der  drei  ersteren  zu 
Ecken  hat.  Da  nun  der  Annahme  gemäfs  0  einem  Kegelschnitte 
angehört^  so  sind  die  A  durch  eine  Beziehung  folgender  Art  mit 
einander  verknüpft, 

2^^^'^^^=^  (^,  fe  =  0,1, 2;    ..,.,  =  «,.).     .      .      .      (10) 

ik 

Um  die  Enveloppe  des  Kreises  (9)  unter  der  Bedingung  (10)  zu  finden, 
setzen  wir  -^=p,    -^  =  g^  und  haben  dann   an  Stelle  von  (9)  und 

(10)  die  Gleichungen 

Oo+i^C/,+gC2  =  0. (90 

<^iiJP^  +  2%2i:)^  +  a^^c^  +  2(%oii^  +  ^^02^  +  ^^00  =  0.  .  (W) 
Diese  müssen  wir  einer  allgemeinen  Vorschrift  folgend  mit  den  Ab- 
leitungen nach  p  und  g  von  folgender  Gleichung  kombinieren 

%iP'  +  2ai2pg  +  a22g^+2aoiP  +  2ao2g  +  aoo+2^(Co+i9C'i  +  g(72)==0, 
wo  Q  eine  Hilfsgröfse  ist.     Diese   abgeleiteten  Gleichungen   sind  nun 

%i  +  ^mV  +  %2  3  +  ^^1  ==  0; 

^02  +  ^i^V  +  ^22  ^  +  ^  ^2  =  0. 
Multiplizieren  wir  sie  bezügl.  mit  p  und  g,   ziehen  sie  dann  von  der 
vorigen  ab  und  berücksichtigen  auch  Gleichung  (9');  so  erhalten  wir: 

Diese    mit    den    beiden   vorhergehenden    und  (9')  bilden    ein  lineares 


1)  Elge,   S%w  les  quartiques  hicirculaires  (Journ.  d.  matli.  spec.  4.  Ser.  V, 
1896). 

Loria,  Ebene  Kurven.  H 
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Systems  in  P;^;^;  die  Elimination  dieser  Gröfsen  liefert  die  Gleicliiing 
der  Enveloppe  in  folgender  Form: 


*00 

«Ol 

«02 

^0 

«10 

«11 

«12 

0, 

«20 

«21 

«22 

Q 

Oo 

öl 

^2 

0 

oder  anch^  wenn  wir  mit  a-j^  die  in  der  Diskriminante  Yon  (10)  zu 
a^j^  adjungierte  Unterdeterminante  bezeichnen^ 

2««C,C,  =  0 (11) 

ik 

Erinnern  wir  uns  nun  der  Bedeutung  von  C-^  so  ist  es  klar,  dafs 
die  Gleichung  die  Gestalt  von  (6)  hat,  womit  der  ausgesprochene  Satz 
bewiesen  ist. 

Betrachten  wir  zwei  auf  einander  folgende  einhüllende  Kreise; 
sie  schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  die  der  oben  erhaltenen  Kurve 
angehören,  also  sind  alle  einWilleiideii  Kreise  doppelt  berührend. 
Im  besondern  sind  die  vier  Schnittpunkte  des  Deferentkegelschnittes 
mit  dem  gegebenen  Kreise  die  Mittelpunkte  verschwindender,  die  Kurve 
doppelt  berührender  Kreise,  also  Brennpunkte  derselben.  Den  vier 
Quadrupeln  koncyklischer  Brennpunkte  der  Kurve  (s.  o.)  entsprechen 
vier  Arten,  die  Kurve  als  Enveloppe  zu  erzeugen  und  ebenso  viele 
Scharen  von  einfach  unendlich  vielen  doppelt  berührenden  Kreisen. 

Nehmen  wir  eine  Transformation  durch  reziproke  Radien  vor, 
deren  Centrum  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  um  den  es  sich  im 
oben  bewiesenen  Satze  handelte,  und  deren  Potenz  das  Quadrat  seines 
Radius  ist,  so  wird  jeder  einhüllende  Kreis  in  sich  selbst  verwandelt, 
und  dasselbe  trifft  also  für  die  eingehüllte  Kurve  zu.  Indem  wir  nun 
oben  die  Möglichkeit  angeführt  haben,  dafs  eine  solche  Kurve  auf  vier 
verschiedenene  Weisen  als  Enveloppe  von  Kreisen  erzeugt  werden 
kann,  so  erhalten  wir  jetzt,  dafs  im  allgemeinen  vier  Inversionen 
existieren,  durch  welche  eine  beliebige  bicirkulare  Kurve  vierter 
Ordnung  in  sich  selbst  transformiert  werden  kann^). 

60.  Eine  neue  Methode  zur  Untersuchung  der  bicirkularen  Kurven 
vierter  Ordnung  erhält  man,  wenn  man  sie  mit  der  Gesamtheit  der 
oo^  Kreise  einer  Ebene  in  Beziehung  setzt  ^).  Man  gelangt  dazu, 
wenn  man  in  folgender  Weise  ein  homogenes  Koordinatensystem  für 


1)  Im  allgemeinen  transformiert  jede  Inversion  eine  bicirkulare  Kurve  vierter 
Ordnung  in  eine  andere  Kurve  derselben  Art. 

2)  G.  Loria,  Bemarqiies  sitr  la  geometrie  analytique  des  cercles  cht  plan  et 
sur  son  appUcation  ä  Ja  theorie  des  coiirbes  hicirciilaires  du  4^'^''  ordre  (Quarterly 
Journ,  XXII,  1886), 
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den  dreidimensionalen  Raum  aufstellt^  welches  als  Grundgebilde  die 
Kreise  einer  Ebene  hat. 

Seien     o,  ^  {x  -  a.;)' +  (y  ~  ß;)^  ~  r,^  =  0     (i  =  0,i,2,3) 

die  Gleichungen  von  vier  Kreisen  einer  Ebene,  die  nicht  zu  demselben 
Kreise  rechtwinklig  sind.  Dann  stellt,  wenn  man  die  x  variiert,  die 
Gleichung  ^  =  x,G,  +  x, C,  ^x,C,+x,C,  =  0 

die  oo^  Kreise  der  Ebene  dar;  zu  jedem  System  der  Verhältniswerte 
x^ix^ix^iXg  gehört  ein  bestimmter  Kreis  und  umgekehrt;  es  ist  daher 
gestattet,  die  x  als  homogene  Koordinaten  des  beliebigen  Kreises 
C  in  Bezug  auf  die  als  Fundamentalkreise  betrachteten  C-  zu 
nehmen.  Bezeichnen  wir  mit  d^j  den  Abstand  der  Mittelpunkte  der 
Kreise  C-  und  Cj  und  setzen 


TijXiXj  (z.i-::  0,1,2,3) 


SO  finden  wir  nach  kurzer  Rechnung,  dafs  der  Radius  r  des  Kreises 
C  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist: 

T 

Es  bezeichnet  daher  die  Gleichung  r^^  =  0  die  Punkte  (Kreise  vom 
Radius  0  oder  Punktkreise)  und  die  Gleichung  Sx-  =  0  die  Geraden 
(Kreise  von  unendlich  grofsem  Radius);  somit  ist  unser  Koordinaten- 
system fähig,  die  Kreise,  die  Punkte  und  die  Geraden  der  Ebene  zu 
bestimmen. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dafs  1)  die  Anwendung  einer  linearen 
Substitution  auf  die  homogenen  Koordinaten  eines  Kreises  der  Aus- 
führung einer  Transformation  der  Koordinaten  selbst  äquivalent  ist; 
die  Fundamentalkreise  des  neuen  Systems  haben  zu  Koordinaten  in 
Bezug  auf  die  alten  die  Koeffizienten  der  linearen  Substitution,  welche 
in  Bezug  auf  jene  transponiert  ist.  2)  Eine  Transformation  durch  rezi- 
proke Radien  wird  durch  eine  spezielle  lineare  Substitution  der  homo- 
genen Koordinaten  der  Kreise  ausgeführt. 

Eine  homogene  Gleichung  zwischen  den  Koordinaten  x^  f  =  0^ 
scheidet  aus  der  Gesamtheit  aller  Kreise  eine  Gruppe  von  oo^  aus.  Wenn 
die  algebraische  Gleichung  vom  Grade  n  ist,  so  heifst  eine  solche  Gruppe 
Kreis-Komplex  vom  Grade  n-^  z.  B.  bilden  alle  die  Punkte  und 
die  Geraden  zwei  besondere  Komplexe,  der  erste  ist  quadratisch,  der 
zweite  linear.  Man  beweist  leicht,  dafs  ein  linearer  Kreiskomplex 
aus  allen  den  Kreisen  besteht,  die  zu  einem  festen  rechtwinklig  sind. 
Dieser  ist  der  Ort  der  Punktkreise  des  Komplexes.  Ausnahmsweise 
kann  es  eintreten,  dafs  dieser  eine  Gerade  ist;  dann  besteht  der  Kom- 
plex aus  allen  den  Kreisen,  die  ihren  Mittelpunkt  auf  dieser  Geraden 
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haben.  Zwei  homogene  Gleichungen  f=Oj  g  =  0  stellen  zwischen 
den  Koordinaten  x  eine  Kreis- Kongruenz  dar,  die  oo^  Elemente 
enthält.  Im  Besonderen  stellen  die  Gleichungen  f=0^  r^^  ==  0  die 
Kurve  T,  den  Ort  der  Punktkreise  des  Komplexes  f  ==  0  dar,  wäh- 
rend die  Gleichungen  /'==  0,  Ux.^  ==  0  die  von  den  oo^  diesem  Kom- 
plexe angehörenden  Geraden  eingehüllte  Kurve  darstellen.  Um  die 
Eigenschaften  von  F  zu  bestimmen,  wenn  f  algebraisch  vom  Grade  n 
ist,  kombinieren  wir  die  beiden  Gleichungen  /'=0,  r^^==0  mit  der 
Gleichung  U^.x^^==0  eines  beliebigen  linearen  Komplexes;  wir  er- 
halten so  diejenigen  Punkte  der  Kurve  jT,  die  auf  dem  orthogonalen 
Kreise  des  Komplexes  liegen.  Da  die  Zahl  dieser  Punkte  2n  beträgt, 
so  wird  die  Kurve  r  von  jedem  Kreise  der  Ebene  in  2^  Punkten 
geschnitten.  Da  man  2n  Punkte  auch  erhält,  wenn  der  Hilfs-Komplex 
Ui-x^  =  0  aus  allen  den  Kreisen  besteht,  deren  Punkte  in  einer 
Geraden  liegen,  so  wird  die  Kurve  r  auch  von  jeder  Geraden  der 
Elbene  in  2n  Punkten  geschnitten.  Dies  beweist,  dafs  wenn  f  reelle 
Koeffizienten  hat,  die  Kurve  F  von  der  Ordnung  2n  ist  mit  den 
cyklischen  Punkten  der  Ebene  als  n-fachen  Punkten.  Im  Beson- 
deren stellen  die  beiden  Gleichungen 

i:a,,x,x,^0,      r,,  =  0 (12) 

eine  bicirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  dar;  eine  solche  Kurve  kann 
daher  immer  als  Ort  der  Punktkreise  eines  quadratischen  Kreis- 
komplexes angesehen  werden. 

Diese  Betrachtung  führt  die  Klassifikation  der  hier  behandelten  Kur- 
ven auf  die  der  Paare  von  quaternären  quadratischen  Formen  zurück. 
Und  wenn  man  ferner  die  x  als  homogene  Koordinaten  eines  Punktes  im 
Räume  interpretiert,  so  stellt  jene  eine  eindeutige  Beziehung  zwischen 
den  Punkten  einer  bicirkularen  Kurve  vierter  Ordnung  und  jener  einer 
Raumkurve  vierter  Ordnung  I.  Spezies  her;  es  ist  im  Grunde  dieselbe 
Beziehung,  auf  die  wir  schon  zu  Anfang  von  Nr.  59  hinwiesen. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  dafs  man  mit  bicirkularen  Kur- 
ven vierter  Ordnung  ein  zweifach  orthogonales  System  bilden  kann^), 
und  dafs  ihre  Rektifikation  von  elliptischen  Integralen  abhängt^). 

1)  Darboux  a.  a.  0. 

2)  G.  Darboux,  Sm'  la  rectification  d'une  classe  de  coiirhes  du  quatrieme 
ordre  (Comptes  rendus  LXXXVII,  1878). 
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Viertes  Kapitel. 
Die  spirischen  Linien  des  Perseus. 

61,  Die  alten  Geometer  —  z.  B.  Heron  und  Proklus^)  —  be- 
zeiclineten  mit  dem  Namen  Spira  {öTtslQa)  oder  Annukis  (xi^xog), 
die  durch  vollständige  Rotation  eines  Kreises  um  eine  beliebig  in 
seiner  Ebene  gezeicbnete  Gerade  erzeugte  Oberfläcbe^);  sie  unter- 
scbieden  drei  Arten  von  Spiren^  die  offenen^  die  geschlossenen 
und  die  sieb  durchschneidenden  Spiren^  jenachdem  der  Radius  des 
erzeugenden  Kreises  Heiner^  gleich  oder  gröfser  ist^  als  der  Abstand 
seines  Mittelpunktes  von  der  Rotationsaxe.  Es  war  natürlich^  dafs 
die  Griechen,  die  durch  Schneiden  mit  einer  Ebene  an  dem  Rotations- 
Kegel  so  bemerkenswerte  Kurven  wie  die  Kegelschnitte  erhielten, 
daran  dachten,  dieselbe  Operation  an  den  Spiren  auszuführen.  Indem 
nun  Schnitte  einer  Ebene  durch  die  Axe  oder  senkrecht  zu  dieser 
schon  bekannte  Kurven  lieferten,  mufste  man,  um  etwas  Neues  zu  er- 
halten,  zu  anderen  Schnitten  greifen.  Zunächst  nun  bieten  sich  die- 
jenigen dar,  die  man  durch  Ebenen  parallel  zur  Axe  der  Spire  machen 
kann;  und  so  hat  denn  ein  wenig  bekannter  Geometer  der  griechisch- 
alexandrinischen  Periode  —  Perseus  —  das  Verdienst,  dieselben  zuerst 
betrachtet  zu  haben,  und  von  Proklus  sind  uns  zwei  Verse  erhalten, 
in  denen  obige  Entdeckung  gefeiert  wird. 

Um  die  hervorstechendsten  Eigenschaften  der  Kurven  des  Perseus 
oder  spirischenLinien  zu  finden,  nehmen  wir  (vgl.  Taf .  III,  Fig.  24) 
ein  System  von  drei  zu  einander  senkrechten  kartesischen  Axen 
Sl^j  ^Tjj  Sl^j  deren  dritte  die  Axe  der  Spire  sein  möge;  nehmen 
wir  aufserdem  an,  dafs  der  erzeugende  Kreis  in  der  Ebene  |g  liege 
und  zum  Mittelpunkte  einen  Punkt  C  auf  der  Axe  Sli,  habe;  sei 
ferner  ^C  ==  dj  und  B  der  Radius  des  gegebenen  Kreises.  Die  Glei- 
chung desselben  in  der  Ebene  |g  ist  daher  (|  —  ciy  -{-  t,^  ==  R^  und 
daher  wird  die  der  Spire  sein 

(r  +  n'  +  i'-  m'  =  4d^  (1^  +  n') (1) 

Die  schneidende  Ebene  ö  —  der  Annahme  gemäls  parallel  zu  Sli,  — 
habe  die  Gleichung 

i,  Gosa -{- 7] 'Sina  —  p  ==  0 (2) 

Es    sei    0    der   Fufspunkt    des    von  Sl    auf  6    gefällten  Lotes.     Wir 
nehmen  nun  in  der  Ebene  ö  als  ^-Axe  deren  Schnitt  mit  der  l-r^ -Ebene 


1)  Vgl,  z.  B.  G.  Loria,  Le  seiende  esatte  nelV  antica  Grecia.    Buch  II,  Nr.  74 
(Mem.  deir  Acc.  di  Modena,  2.  Ser.  XI,  1893). 

2)  Die  Spire  unterscheidet  sich  daher  nicht  von   der  gewöhnlich  Kr  eis - 
ring  genannten  Fläche. 
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und  als  y-Axe  die  durch  0  zu  Sl^  gezogene  Parallele,  p  ist  dann 
die  Länge  von  SlO  und  a  der  Winkel^  den  sie  mit  5^|  bildet. 
Nimmt  man  nun  einen  beliebigen  Punkt  P  der  Ebene  6^  so  werden 
dessen  Koordinaten  ON==Xy  NP  =  y  mit  den  ^^rj,^  desselben 
Punktes  durch  folgende  Relation  verbunden  sein 

Eliminieren  wir  mit  deren  Hilfe  |, '>?,  g  aus  (1)^  so  erhält  man  die 
Gleichung  der  spirischen  Linie  in  folgender  Form: 

{x^  +  y'+p'  +  d'  —  R'y  =  W  (x'  +  p'))  .    .    ,  "  (3) 

die  man  auch  schreiben  kann: 

+  {p  +  d  +  R){p  +  d—B){p  —  d  +  B){p~d  —  B)  =  0,     (4) 

Eine  einfache  Untersuchung  dieser  Gleichung  zeigt,  dafs  die  spi- 
rischen Linien  bicirkulare  Kurven  vierter  Ordnung  sind,  symmetrisch 
in  Bezug  auf  eine  Axe.  Die  vier  Tangenten  in  den  cyklischen  Punkten 
an  die  Kurve  (4)  haben  die  Gleichungen  ^  -|-  i^  =  +  ^?  '^^^  dem- 
nach hat  die  Kurve  die  Punkte  ;r  =  +  cZ,  y  =  0  als  aufserordentliche 
Brennpunkte").  Die  Tangenten  in  den  cyklischen  Punkten  sind  ver- 
schieden, ausgenommen  wenn  ^  ==  0 ;  in  diesem  Falle  wird  die  Spire 
eine  Kugel  und  die  spirische  Kurve  ein  doppelt  gezogener  Kreis. 

Daraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  schon  jetzt  einen  Satz  anwenden, 
den  wir  später  (Nr.  78)  beweisen  werden,  dafs  unter  den  spirischen 
Linien  sich  die  Cartesischen  Ovale  nicht  hefinden.  Ähnlich,  wenn 
wir  schon  jetzt  die  allgemeine  Gleichung  der  Cassinischen  Ovale 
(Nr.  90)  herbeiziehen 

(^2  ^  ^2)   _|_  2^2  (^2  _j_  ^2^)  __  4^2^2  _|_  ^^4  _  ^^  =  Q,         .        (5) 

so  sehen  wir,  dafs,   wenn   die   spirische  Kurve  (4)  mit   dieser  Kurve 

zusammenfallen  soll,  nötig  ist,  dafs 

p2  _|_  ^2  _  _ß2  _,  ^2^     d  =  a,     (p2  +  d^  —  B^y  —  4:phl^  =  a^  —  c^ 

Eliminieren  wir  aus  diesen  Gleichungen  a  und  c,  so  ergiebt  sich,  dafs 
p  =  B  sein  mufs,  und  demnach  sind  die  Cassinischen  Ovale  spezielle 
spirische  Kurven^)«     Beschreibt  man  einen  geraden  Kreiscy linder  mit 

1)  Will  man  die  gewöhnlichen  Brennpunkte  hahen,  so  ist  zu  berücksichtigen, 

dafs  die  acht  von  den  cyklischen  Punkten  gezogenen  Tangenten  die  Gleichungen 

haben :  , 

x±iy=.±y{d  +  p~E){d~p  +  B) 


X  ±iy  ===  ±y{d  +  p  +  B){d-  p  +  B). 

Näheres  hierüber  findet  man  in  dem  Aufsatze  von  F.  Gomes  Teixeira,  Sobre 
los  focos  de  las  espiricas  de  Perseo  (El  Progreso  mathematico,  2.  Reihe,  II,  1900). 

2)  Ä.  Comte  hat  also  mit  Unrecht  behauptet  (Tratte  eUmentaire  de  geo- 
metrie  analytique,  Paris  1843,  S.  72),  dafs  wenn  eine  Ebene  parallel  bleibend  zur 
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der  Axe  Sl^  und  dem  Radius  B^  so  wird  jede  seiner  Tangential-Ebenen 
die  Spire  (1)  in  einem  Cassinisclien  Oval  schneiden^  wenn  c  =  a,  so 
stellt  (5)  eine  BernouUische  Lemniskate  dar  (vgl.  Nr.  92).  In  diesem 
Falle  ergeben  die  drei  zuletzt  geschriebenen  Beziebungs-Gleicliungen 
d==2B  und  daher  gieM  es  mir  zu  den  Spireii,  Ibei  welclien  f^  =  21^, 
zur  Axe  parallele  Schnitte,  die  die  Gestalt  von  BernouUischen  Lem- 
niskaten  halben. 

Die  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  spirische  Linie  schneidet 
die  Koordinatenaxe  in  zwei  Quadrupeln  von  Punkten;  die  Abscissen 
des  ersten  Quadrupels  sind  durch  die  Gleichung  gegeben 

x^=.(d  +  B^p){d±B—p), (6) 

die  Ordinaten  der  Punkte  des  zweiten  durch  folgende  Gleichung 

tf=={B  +  p±d){ß-p^^d) (7) 

Daraus  ergiebt  sich:  1)  Wenn  die  Spire  offen  ist  (d  >  B),  sind 
reell  entweder  alle  Punkte  des  ersten  Quadrupels  und  keiner  des 
zweiten,  oder  zwei  des  ersten  und  zwei  des  zweiten;  im  ersten  Falle 
ist  p  <id  —  B,  im  zweiten  d  —  B  <ip  <id  -^  B-^  im  ersten  Falle 
besteht  die  spirische  Kurve  aus  zwei  auseinander  liegenden  Ovalen, 
im  andern  aus  einem  einzigen.  Im  Grenzfalle  p  =  d  —  B  oder 
p  =  d  -{-  B  hat  die  Kurve  einen  Doppelpunkt.  2)  Wenn  die  Spire 
sich  selbst  durchschneidet  (^d  <  jR),  sind  reell  entweder  alle  Punkte 
eines  jeden  Quadrupels,  oder  zwei  Punkte  des  ersten  und  zwei  des 
zweiten;  im  ersten  Falle  ist  p<iB  —  d,im  zweiten  B  —  d  <Cp  <,B-\'d-^ 
im  ersten  Falle  besteht  die  Kurve  aus  Ovalen,  von  denen  das  eine 
vom  andern  umschlossen  wird,  im  andern  aus  einem  einzigen.  Hier 
aber  hat  man,  wenn  p  =  B'^  d,  eine  Kurve  mit  einem  Doppelpunkte. 
3)  Wenn  endlich  die  Spire  geschlossen  ist  (^d=B),  so  hat  man  für 
p  <C2B  eine  aus  einem  Oval  gebildete  Kurve;  in  dem  Grenzfalle 
p  ==  2B  hat  die  erhaltene  Kurve  einen  Doppelpunkt.  —  Beachten 
wir  auch  noch,  dafs  die  Gleichung  (3)  erkennen  läfst,  dafs  die  beiden 
Geraden  mit  der  Gleichung  ^  ==  +  jR  Doppeltangenten  der  Kurve 
sind;  die  Abscissen  der  zugehörigen  Berührungspunkte  sind  durch  die 
Gleichung  gegeben:  x^  —  d^  =  p^,  demnach  sind  die  Punkte  selbst 
reell  oder  konjugiert  imaginär,  jenachdem  p^d.  Im  ersten  Falle 
hat  man  eine  wirkliche  Doppeltangente,  im  zweiten  Falle  eine  Gerade, 
die  mit  der  spirischen  Kurve  eine  ideelle  doppelte  Berührung  hat. 

Eine  noch  detailliertere  Einteilung  der  spirischen  Kurven,  in  Be- 
zug   auf   ihre    Gestalt,   erhält    man    durch  Betrachtung    ihrer   reellen 


Axe  einer  Ringfläche  sich  bewegt,,  sie  diese  Fläche  immer  in  Cassinisohen 
Ellipsen  schneide;  daher  kann  die  dort  für  die  Cassinisclien  Ovale  angewandte 
Bezeichnung  „Kreisringschnitte^'  {secUons  toriqiies)  nicht  für  die  spirischen  Linien 
verwandt  werden. 
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Wendepunkte;  clafs  diese  den  Alten  nicht  entgangen  ist,  wird  von 
Proklus  bezeugt;  sie  jedoch  auseinander  zu  setzen  mangelt  es  uns  an 
Raum  ^). 

62.  Die  Definition  der  spirischen  Linien,  von  der  wir  ausgegangen 
sind,  liefert  nur  eine  stereometrische  Erzeugung  derselben.  R.  de  Sluse 
hat  vor  zwei  Jahrhunderten^)  eine  solche  angegeben,  die  den  Vorzug 
besitzt,  nur  Konstruktionen  in  einer  Ebene  zu  benutzen  und  daher 
wohl  verdient  angeführt  zu  werden:  „Es  sei  DBE  eine  gleichseitige 
Hyperbel  (s.  Taf.  III,  Fig.  25)  mit  den  Axen  Sil  ^^^  ^Vy  HC  und 
DE  seien  zwei  fest  angenommene  Parallelen  zur  Queraxe  SIt]-^  eine 
variabele  Parallele  zur  andern  Axe  schneide  jene  beiden  Parallelen  und 
die  Kurve  bezw.  in  H,  F,  G]  man  nehme  auf  dieser  zwei  Punkte  I 
symmetrisch  in  Bezug  auf  H  und  so,  dafs  FG  -  GH=  HP'^  der  Ort 
der  Punkte  I  ist  eine    spirische  Linie.^^     Zum  Beweise  nehmen  wir 

die  Gleichungen  der  Hyperbel  und  der  beiden  festen  Parallelen  seien. 
Nennen  wir  die  Koordinaten  von  I  x\  y  und  die  von  G  l^ri,  so 
haben  wir  offenbar: /=?^,  ~\-III=x  —a,  FG=h  —  |,  GH=i, — a, 
und  daher  wegen  der  Bedingung  der  Konstruktion 

(^'-_a)2  =  (6-|)(|_a). 

Die  Grleichung  des  Ortes  von  1  erhält  man  durch  Elimination  von 
§  und  7]  aus  dieser  Grleichung  und  den  beiden  y  =  'rj^  |^  —  7]^  =  W, 
und  diese  ist  daher 

[{x  —  ay  +  /2  _|_  7.2  _|_  ^^^^2  —  {a  +  hf  {y'  +  ¥)  =  0. 

Setzt  man  nun 

X — a  =  yy   y=Xj    h^ -\- ah  =  p^ -\- cP  ■ — .R^,    ^^-~— =  ä^     ^^  =  Ih 

so  identifiziert  sich  diese  Gleichung  mit  (3).  Somit  ist  der  Sluse'sche  Satz 
bewiesen;  zu  gleicher  Zeit  sieht  man,  dafs  die  zugehörige  Kurve  aus 

dem  Kreisringe  entsteht,  für  welchen  E  =  — - — ^  d  ===  — |—  ist,  wenn 

er  durch  eine  Ebene  im  Abstände  h  von  der  Axe  des  Ringes  ge- 
schnitten wird. 


1)  Der  Leser  findet  weitere  Details  in  der  Abhandlung  von  Pagani  im 
V.  B.  der  Mem.  cour.  par  VÄcademie  de  Jßelgique,  die  folgendes  Thema,  das  als 
Preisfrage  von  der  Akademie  im  Jahre  1824  gestellt  war,  beantwortete:  „On  sait, 
que  les  lignes  spiriques  ou  sections  annulaires  sont  des  com-bes  formees  par 
l'intersection  d'un  plan  avec  la  snrface  engendree  par  la  circonvolution  d'un 
cercle  antoiir  d'un  axe  donne  de  position;  on  demande  l'equation  generale  de 
ces  courbes  et  une  discussion  complete  de  cette  equation." 

2)  S.  zwei  Briefe  an  Huygens  datiert  vom  4.  Sept.  und  19.  Okt.  1657,  ab- 
gedruckt im  B.  II  der  Oeuvres  de  Huygens  (Hag  1889)  S.  52  und  69. 
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63,  Zu  dieser  planimetrisclien  Erzeugung,  die  wolil  nur  historisch 
bemerkenswert  ist,  fügte  Sieb  eck  vor  etwa  50  Jahren^)  eine  weitere 
hinzu,  die  noch  bemerkenswerter  ist  wegen  den  Folgerungen,  zu  denen 
sie  führt,  und  die  der  von  de  Sluse  vorzuziehen  ist,  weil  sie  noch 
elementarer  ist.  Mit  dieser  wollen  wir  uns  nun  beschäftigen,  so  weit 
es  der  zur  Verfügung  stehende  Raum  gestattet. 

Gegeben  zwei  Punkte  A  und  B  im  Abstände  2e;  ist  P  ein  be- 
liebiger Punkt,  so  setzen  wir 

PÄ  +  PB  =  s,        VA  —  FB  =  d 

und  suchen  nun  in  einer  durch  die  Gerade  AB  gehenden  Ebene  den 
Ort  der  Punkte  P,  so  dafs,  wenn  m  und  n  gegebene  Zahlen  sind, 

ms^+n(P  =  Ae' (8i) 

Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  als  :r-Axe  die  Gerade  ^P,  zum  Anfang 
den    Mittelpunkt    0    der    Strecke    AB.      Man   findet    dann    mit   aller 
Leichtigkeit,  dafs  die  Polar-  bezw.  kartesische  Gleichung  der  betreffen- 
den Kurve  sind: 
\mQ^  —  (1  — m)e^'\\_nQ'^  —  (1  —  n)e^'\  +  (^^  —  '?i)^e^^^' cos^co  =  0.     (9) 

[m  {x^  -j-  ^^)  —  (1  —  m)  e^~\  •  [n  {x^  -\-  y^)  —  (1  —  n)  e^] 

-\-{m  —  n)e^x^  =  0 (10) 

Führt  man  in  (10)  die  angedeutete  Multiplikation  aus,  so  findet  man, 
dafs  die  linke  Seite  die  Gestalt  der  linken  Seiten  von  Gleichung  (4) 
hat  und  mit  dieser  identisch  wird,  wenn  man  setzt: 

^2  =  - ,       cP  =  —  ^ — - — ^ — ,       B^  ==  - — ^— IT- ^— • 

Diese  Beziehungen  zeigen,  dafs  wenigstens  eine  der  Gröfsen  dyp^  R 
imaginär  ist;  daher  kann  die  aus  dem  oben  angegebenen  Ortsproblem 
resultierende  Kurve  nicht  durch  Schnitt  eines  Kreisringes  mit  einer 
reellen  Ebene  erhalten  werden.  Dennoch  ist  es  zweckmäfsig,  sie  noch 
als  sp irische  Kurve  zu  betrachten,  so  dafs  dieser  Name  allen  durch 
die  Gleichungen  (3)  oder  (4)  dargestellten  Kurven  beigelegt  wird,  auch 
wenn  eine  oder  mehrere  der  Konstanten  d,  B,p  rein  imaginär  sind-,  in 
den  letzteren  Fällen  ist  die  Erzeugungsweise  des  Perseus  auf  reellem 
Gebiete  nicht  anwendbar,  während  die  von  Sieb  eck  immer  angewendet 
werden  kann^). 


1)  S.  die  wichtige  Abhandlung  Über  eine  Gattung  von  Curven  vierten  Gra- 
des, tvelche  mit  den  elliptischen  Funktionen  zusammenhängen  (Grelles  Journ.  LVII, 
1860  und  LIX,  1861). 

2)  Die  Bezeichnung  spirische  Linien  ist  in  einem  noch  weiteren  Sinne 
angewendet  worden  von  La  Gournerie  {Memoires  sur  les  lignes  spiriques^ 
Liouvilles  Journ.  2.  Ser.  XIV,  1869),  der  mit  diesem  Namen  jede  bicirkulare  in 
Bezug  auf  eine  Axe  symmetrische  Kurve  vierter  Ordnung  bezeichnete.  Nehmen 
wir  diese  Nomenklatur  an,   so   läfst  sich  zeigen,  dafs,  wenn  zwei  Strecken  auf 
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Die  Symmetrie  der  Gleichung  (10)  in  Bezug  auf  m  und  n  zeigt, 
dafs  die  von  ihr  dargestellte  Kurye  auch  die  durch  folgende  Gleichung 
ausgedrückte  Eigenschaft  besitzt: 

ns^ -\- mcP  ^=  4:6^ (8ii) 

die  aus  (8i)  durch  Vertauschung  jener  beiden  Zahlen  entsteht.     Sie 
hat  jedoch  noch  weitere.  Die  Gleichung  (10)  wird  nicht  geändert,  wenn 

wir  bezüglich  m.n.e^  ersetzen  durch  1 — n,  1  —  m,   — ~ — — -e^: 

nehmen  wir  nun  auf  der   Geraden  AB  zwei  Punkte  Ä,  B\   so  dafs 


OA'^  OF  =  eY 


(1  —  m)  (1  —  n) 


und  setzen 


mn 
PA'  +  PB'  =  s,       PA  —  PB  =  cV,       AB  =  2e\ 

so  entstehen  die  folgenden,  den  (8i)  und  (8n)  ähnlichen  Relationen: 

(1  —  71) s'2  +  (1  —  m) cV^  =  4:6%    ....  (8iii) 

(l—m)s'-{-{l~-n)cr'  =  4e' (8iv) 

Somit  haben  wir  im  ganzen  yier  Arten,  eine  spirische  Kurve  nach 
der  Siebeck'schen  Methode  zu  erzeugen.  Es  giebt  jedoch  noch  vier 
andere.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

jr  =  (Lzl*_|_iziZ!i\eS     Jf^S^H^^Kl^J^^e^     ,Y_(!^-Z^%.     (11) 
\    n        '        m     /     ^  mn  ^  mn         ^      ^    ^ 

so  wird  die  Gleichung  (6)  zu 

(^2  _|_  y2y  __L{x'  +  if}  -\-M+Nx^  =  0.      .     .     (10^ 

Schreiben  wir  sie  nun  in  folgender  Weise: 

(^2     _|_     y2y     __     ^i     _     J^)    (-^2     ^     y2^^      ^     M—m/     =     0, 

so  haben  wir  eine  Gleichung,  die  aus  der  vorigen  entsteht,  durch 
Wechsel  der  Variabelen  und  Vertauschung  der  Konstanten  L  und  M 
mit  L  —  N  und  —  N.  Es  giebt  daher  auf  der  ^-Axe  noch  zwei 
andere  Punktepaare  C,  D  und  C,  D'  mit  dem  gemeinsamen  Mittel- 
punkte 0,  die  in  Bezug  auf  die  spirische  Linie  dieselbe  Eigenschaft 
besitzen  wie  die  Paare  J.,  B  und  A,  B\  Der  Kürze  wegen  wollen 
wir  die  zu  je  zweien  zusammengehörenden  Punkte  A,  B]  A,  B';  (7,  D] 
C,  B  die  Stützpunkte  der  spirischen  Linie  nennen^).  Um  die 
Realität  derselben  zu  untersuchen,  bemerken  wir,  dafs  durch  Elimi- 
nation der  Konstanten  m  und  n  aus  (7)  eine  Gleichung  erhalten  wird, 
die  zu  Wurzeln  die  Abscissen  der  vier  zur  x-A-xe  gehörenden  Stütz- 
punkte hat,  diese  Gleichung  ist 

e^^Ce'  +  M=0,        wo     C  =  L  — ^^^^^.      .     (12) 


derselben  Geraden  gegeben  sind,  der  Ort  der  Punkte,  von  denen  sie  unter  zwei 
Winkeln  gesehen  werden,  deren  Summe  konstant  ist,  eine  spirische  Linie  ist. 
(S.  El  progreso  matemätico  III,  1893,  Question  75,  S.  187—89.) 
1)  Sieheck  zog  den  Namen  Brennpunkte  vor. 
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Vertauschen  wir  in  dieser  L  und  N  bezw,  mit  L  —  N  und  —  N^  so 
erhalten  wir  die  Gleichung^  welche  als  Wurzeln  die  Ordinaten  der 
vier  anderen  Stützpunkte  enthält;  diese  lautet: 

f^^Cfj^M==0 (13) 

Eine  der  Wurzeln  e^  Yon  (12)  ist  reell  und  positiv^  da  sie  das 
Quadrat  der  halben  Strecke  AB  ist^  die  von  den  Punkten  A  und  B 
begrenzt  wird^  yon  denen  wir  ausgegangen  sind;  die  andere  ist  daher 
immer  reell,  aber  positiv  oder  negativ,  jenachdem  Jf  ^0.  Demnach 
sind  die  beiden  Stützpunkte  Ä  und  B'  reell  oder  konjugiert  imaginär,  je- 
nachdem  M  ■=  (l  —  ~)  (l  —  -— )  e*  ^  0  ist,  d.  h.  jenachdem  m  und  n 

beide  gröfser,  oder  beide  kleiner  als  1  sind,  oder  das  eine  gröfser 
imd  das  andere  kleiner  ist.  Da  nun  (12)  in  (13)  übergeht,  wenn 
man  e^  durch  —  p  ersetzt,  so  entsprechen  den  beiden  reellen  Stütz- 
punkten JL,  B  immer  zwei  konjugiert  imaginäre.  Was  nun  die  beiden 
letzten  C,  D'  angeht,  so  sind  diese  imaginär  oder  reell,  jenachdem 
M^O,  Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  auf  Grund  der  Realität  der  Stütz- 
punkte alle  durch  die  Gleichung  dargestellten  Kurven  sich  in  zwei 
Kategorien  scheiden: 

Kurven  I.  Art,   lf>0;    vier    reelle    Stützpunkte    in   einer    geraden 

Linie  und  zwei  Paare  konjugiert  imaginäre 
auf  der  anderen. 
„       IL    „  ,   ilf  <0;   vier  reelle  Stützpunkte,  zwei  auf  einer  Ge- 
raden   und    zwei    auf   einer    anderen;    und 
analog  vier  imaginäre  zu  Paaren  konjugiert. 
Eine  dritte  Art  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  „M  =  0,  und  dafs  sie 
in  der  Mitte  einen  Doppelpunkt  besitzen. 

64«  Auf  die  Kurven,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen,  trifft 
man  bei  geometrischen  Fragen,  die  nicht  ohne  Wichtigkeit  sind. 
Folgendes  Beispiel  möge  dies  zeigen^):  Gegeben  ein  centrischer  Kegel- 

^°^^^**^  ax^  +  ßf^l; (14) 

man  betrachte  den  Ort  eines  Punktes,  so  beschaffen,  dafs  die  von 
ihm  an  die  Kurve  jT  gezogenen  Tangenten  einen  gegebenen  Winkel 
li  bilden;  dieser  wird  die  isoptische  Kurve  des  gegebenen  Kegel- 
schnittes vom  Winkel  ii  genannt.  Um  deren  Gleichung  zu  finden, 
beachte  man,  dafs  die  an  JT  vom  Punkte  {x',  y)  gezogenen  Tangenten 
zusammen  durch  die  Gleichung: 

aß  {xy  —  xyy^  — ■  a{x  — •  xY  —  ß{y  —  yY  =  0 


1)  S.  den  zweiten  Teil  der  angeführten  Arbeit  von  Sieb  eck. 
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dargestellt  werden.     Wenn  wir  daher   die  einzelnen  Tangenten  durch 

y  —  y  =a(x  —  x),        y  —  y  =  a'  {x  —  x) , 
darstellen,  so  wird  man  haben: 

.r_irf  2axy  ,      ,, OL    ßy'^  —  1 

et     ~T~    et      ==    —  ■      7^  .  et    '  et      '~^         ~~T^  T  • 

'  1  —  ax^  ^  ß    ax  ^  —  1 

Ziehen  wir  nun  die  im  Problem  angegebene  Bedingung  hinzu,  so  ist 
2      _  /  a—a"   \2  _     4.ccß{ax^  +  ßy^  —  l) 
V^g   i^—  \l  +  aUr]    —   \^a-\-ß~aß{x''-\-y'')y 

Schreiben  wir  statt  x  ^  y  jetzt  x^  y^  so  ist 

la  -f  ß  —  aß(x'  +  y^)f  tg^a  —  Aaß{ax'  J^  ßy^  —  1)  =  0    (15) 

die  gesuchte  Gleichung  der  isoptischen  Kurve.  Führen  wir  die  an- 
gedeutete Quadrierung  aus  und  setzen 

T  __       ^         1     2     ,1.         M=(^  ^\l^  ^     \  ^  V 

cctg'-^  ~^    a   ~^    ß  ^  \cc  ß)\a  ß      '     (^  —  a)  sin\a/  ' 

so  stimmt  (15)  mit  (10')  überein;  die  isoptischen  Kurven  der  Kegel- 
schnitte sind  also  spirische  Linien.  Vermöge  der  Gleichung  (12) 
werden  die  Stützpunkte  von  (15),  die  auf  der  x-Axe  gelegen  sind, 
durch  folgende  Relationen  bestimmt: 

ÖÄ^^ÖB^==.e'  =  ^  —  ~, 

aZ'2=  OB''  =  e'^  =  -  —  4-  +  73 — t--T- ;  •    •    •    (17) 

daher  fallen  zwei  derselben  mit  den  beiden  (reellen  oder  imaginären) 
auf  dieser  Axe  gelegenen  Brennpunkten  zusammen.  Die  Existenz  der 
vier  andern  Stützpunkte  auf  der  y-Axe  von  (J5)  führt  zu  der  Ver- 
mutung,  dafs   dieselbe  Kurve  auch  aufgefafst  werden  könne  als   die 

isoptische  Kurve  eines  anderen  Kegelschnittes  F 

äx'-i-  ßy^  =  l (18) 

Man  findet  in  der  That 

«  =  75-.-'     '^  — S^. (•») 

und  als  konstanten  Winkel  Ji  einen  solchen,  dafs 

*;^   =  ^.  ........        (20) 

tg  |Lc  e  ^      ^ 

Jede  isoptische  Kurve  eines  Kegelschnittes  r  ist  anch  die  isop- 
tische eines  anderen  r.     Da  nun  die  Gleichungen  (19)  ergeben,  dafs 


^  +  1  =  0 
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SO  ist,  wenn  F  eine  Ellipse ,   F  eine  Hyperbel  und  umgekehrt;  über- 
dies sind  die  gleichnamigen  Axen  derselben  Kurven  proportional. 

Heben  wir  scliliefslicli  noch  das  Auftreten  der  spirischen  Linien 
in  der  geometrischen  Darstellung  der  komplexen  Variabein  und  ihrer 
Funktionen  hervor^).  Stellen  wir  in  üblicher  Weise  in  zwei  Ebenen 
7t  und  0  die  Variabein  0  ==  x  -{-  iy  und  ^v  ==  ii  -\-  iv  dar  und  nehmen 
an,  dafs  zwischen  den  Variabein  selbst  die  Relation  bestehe: 

w  ^=  sn^       oder       ^t  -^^  iv  ==  sn  {x  +  ^2/)  • 
P  sei  der  Punkt  (der  Ebene  6)  mit  den  Koordinaten  u^v^F  und  F' 
seien  die  Punkte  der  ^-Axe^  die  vom  Anfang  den  Abstand  +  1  haben. 
Dann  haben  wir 

FF'-  ==  [1  —  sn  (x  +  iy)]  [1  —  sn  (x  —  iy)] , 
FF'^  =  [1  +  sn  {x  +  iy)\  [1  +  sn  {x  -~iy)\, 
oder  auch  mit  Anwendung  bekannter  Formeln^) 

■^-^       snxdniy  —  cniy  ^nj^f        snxdniy  -{■  cniy 


]/l  —  k"^  sn^x  sn'^iy  yX  —  k^  sn^x  sn^iy 

und  infolgedessen 


d  =  PF~PF' 


icniy 


(21) 


]/ 1  —  h^  sn^x  sn^iy 
Durch  Elimination  von  x  aus  diesen  erhält  man 

—   .    g'^   =:    4 

cn^iy         dn^iy  ' 

oder  auch         ^^^'(^/^ '0^^  - /^^^f^s^  =  4 (22) 

Dies  ist  die  Gleichung  derjenigen  Kurven  in  der  Ebene  6^  die  den 
Geraden  y  =  const.  der  Ebene  7t  entsprechen;  wegen  der  Gleichung  (8) 
sind  diese  spirische  Linien. 

Wenn  man  dagegen  y  aus  (21)  eliminiert,  so  erhält  man 

dn^x            r'cn^x 
-— s^—  d:^  =  4, (2d) 

welche  Gleichung  die  oo^  spirischen  Linien  der  Ebene  (3  darstellt,  die 
den  Geraden  x  =  comt.  der  Ebene  7t  entsprechen.  Benutzen  wir  nun 
die  charakteristische  Eigenschaft  der  isogonalen  Transformationen  und 
beachten,  dafs  die  Linien  y  =  const. ^  x  =  const.  in  der  ersten  Ebene  7t 


1)  Aufser  Sieb  eck  sieke  auch  Holzmüller,  Einführung  in  die  Theorie 
der  isogonalen  Venvandtschaften  und  der  konformen  Abbildungen  (Leipzig  1882) 
S.  256  ff. 


126  III-  Abschnitt:  Kurven  vierter  Ordnung. 

ein  doppeltes  orthogonales  System  bilden  ^  so  können  wir  folgern, 
dafs  die  Gleicliungen  (22),  (23)  ein  doppeltes  orthogonales 
System  Ton  spirischen  Linien  bilden. 

Zu  ähnliclien  "Resultaten  führt  die  Betrachtung  von  cn^  und  dn^, 
65.     Die  spirischen  Linien  mit  einem  Doppelpunkte,  die  wir  von 
unserer  vorhergehenden  Betrachtung   mit  Absicht  fast   gänzlich   aus- 
geschlossen haben,  wurden  neuerdings  von  einem  besonderen  Gesichts- 
punkte aus  beobachtet,  welchen  wir  nicht  gut  übergehen  können. 

Gegeben  zwei  Punkte  F-^  und  F^  im  Abstände  2  c  mit  dem  Mittel- 
punkt 0,  aufserdem  eine  Konstante  /"•  der  Ort  der  Punkte  M  so  be- 
schaffen, dafs  

ist  eine  Kurve,  die  Booth  untersucht  hat^),  und  der  er  den  Namen 
Lemniskate  gegeben  hat;  um  sie  von  anderen  Kurven,  die  denselben 
Namen  erhalten  haben,  zu  unterscheiden,  nennen  wir  sie  die  Lemnis- 
kate von  Booth.  Aus  der  angegebenen  Definition  ergiebt  sich  so- 
gleich, dafs  die  Kurve  folgende  Gleichung  in  kartesischen  Koordi- 
naten hat    ^^2  ^  ^2)2  _  (4.  y.2  _^  2c')x'  +  (±  f'  —  ^c'^)y\     .     (24) 

Sie  ist  daher  eine  spirische  Linie,  die  in  0  einen  doppelten  Inflexions- 
punkt  hat  und  verschiedene  Gestalten  darbietet  je  nach  dem  Vor- 
zeichen von  p  und  nach  der  relativen  Gröfse  der  Konstanten  f  und  c, 
wie  wir  jetzt  ausführen  wollen. 

L  Wir  geben  f  das  Vorzeichen  -j-*,  dann  wird,  wenn  f>c]/2,  und 
P  -\-  2g^  ==  a^,  p  —  2c^  =  V  gesetzt  wird,  die  Gleichung  (24)  zu 

(^2  _|_  yy  _  ^2^2  _|_  mß^       ^(3  a^>V    .     .     .      (24i) 

imd  stellt  dann  eine  elliptische  Lemniskate  von  Booth  dar.  Wenn 
aber  /*=  c]/2,  so  stellt  (24)  die  beiden  Kreise  o^^  -j-  2/^  +  ^ ^  =  0  dar. 
Wenn  endlich  /'<c]/2,  so  geht,  wenn  man  /'^  +  2c^=a^,  2c^  —  p=b^ 
setzt,  (24)  über  in 

(^2„|_^2)2_^2^2__^2^2^  WO     a^  <  5^         .       .       (24ll) 

und  diese  gehört  einer  hyperbolischen  Lemniskate  von  Booth  an^). 
IL  Im  Falle  f==0,  wird  (24)  zu  (x'  -f  t/y  =  2c\x'  —  if)  und  wir 
werden  (in  Nr.  93)  sehen,  dafs  sie  eine  BernouUische  Lemniskate  dar- 
stellt. III.  Geben  wir  schliefslich  dem  f  das  —  Vorzeichen,  so  müssen 
wir,  um  eine  reelle  Kurve  zu  erhalten,  annehmen,  dafs  2c^  >  p^  setzen 
wir  zufolge  dessen  2c^ — /^=  ^^  ^^^^  2c^4~/^  =  ^^  ^^  wird  (24)  zu 

(^2  ^  y2y  ^  ^2^2  _  I2y2^  -^0     ^^2  >  fe2^    ^       ^       ^    (^24m) 

1)  Ä  treatise  on  some  neiv  geometriccü  metJiods  I  (London  1877)  S.  162  ff, 

2)  Neuberg  zog  den  Namen  Lemniskatoide  vor  {Stir  quelques  systemes 
de  tiges  aftieulees,  Lüttich  1886,  S.  36). 


Viertes  Kapitel:  Die  spirischen  Linien  des  Perseus.  127 

die  auch  eine  hyperbolische  Leinniskate  darstellt.  Überhaupt  kann 
Gleichung  (24)  immer  auf  eine  der  Formen  (x^  -\-y^y  =  a^x^  +  h^y^ 
gebracht  werden;  diesen  entsprechen  folgende  Polargleichungen 

^2  ===,  ^2  QQ^2  03  4-  fe2  gj3^2  ^  ^  1^ (^25) 

und  diese  zeigen,  dafs  die  fraglichen  Kurven  auch  erhalten 
werden  durch  eine  Transformation  vermittelst  reziproker 
Radien  mit  dem  Centrum  0  und  der  Potenz  h'^  aus  Kegel- 
schnitten, deren  Gleichung  a'^ x"^  ^  h^ y^  =  h\  Es  ist  dann  leicht 
einzusehen  (und  wir  werden  dies  später  beweisen),  dafs  jene  auch 
die  Fufspunktkurven  von  Ellipsen  oder  Hyperbeln  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  sind.  Für  die  wirkliche  Zeichnung  der  hier 
betrachteten  Kurven  erweist  sich  jedoch  nützlicher  ein  Verfahren, 
welches  aus  folgendem  Satze  hervorgeht:  „Gegeben  ein  Kreis  (Taf.  III, 
Fig.  26,  a,  hj  c)  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  R  und  ein  Punkt 
seiner  Ebene  0  im  Abstände  d  von  C-,  auf  jeder  durch  0  gezogenen 
Geraden  trage  man  eine  Strecke  OP  gleich  der  auf  dieser  Geraden 
vom  gegebenen  Kreise  ausgeschnittenen  Sehne  MN  ab;  der  Ort  des 
Punktes  P  ist  eine  Lemniskate  von  Booth,  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch, jenachdem  0  innerhalb  oder  aufserhalb  des  Kreises  liegt." 
Daraus  ergiebt  sich,  dafs  q  =  RYE^ — (^^sin^cD  die  Polargleichung 
und  {x'^ -\- y^y  ^=  4c\_B?x'^ -\- (r^  —  <^^^)!/T  clie  kartesische  Gleichung 
des  Ortes  von  P  ist.  Im  Spezialfälle  6^  ==  P]/2  (Fig.  h)  ist  die 
resultierende  Kurve  eine  BernouUische  Lemniskate  und  die  angegebene 
Konstruktion  geht  auf  eine  andere  zurück,  die  man  Maclau r in  zu- 
schreibt^). 

Beachtet  man  ferner  noch,  dafs  die  Gleichungen  (24i,  ii,iii)  auch 
durch  Elimination  von  ^  aus  den  beiden  Gleichungen 

a^x^  H-  ^^y^  =  ^^^^^  x^  -{-  y^  ==  k0 
erhalten  werden,  so  wird  man  mit  Booth  schliefsen,  dafs  die  behan- 
delten Kurven  auch  als  orthogonale  Projektionen  der  Schnittlinien 
eines  Paraboloids  mit  einem  Rotationskegel  mit  gemeinsamer  Axe 
und  Scheitel  betrachtet  werden  können,  wenn  die  Projektionen  auf 
eine  zu  dieser  Axe  senkrechte  Ebene  gescliieht.  Vergleicht  man 
schliefslich  die  Gleichungen  (24i,ii,m)  mit  (4),  so  sieht  man:  Die 
elliptische  Lemniskate  erhält  man  aus  der  sich  durchschneidenden 
Spire,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  mit  dem  Radius  — —^ — - 

*  2]/ er — 0^ 


1)  Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Booth'schen  Lemniskaten  zur  Klasse  der 
von  Tortolini  in  dem  Artikel  Alcime  proprietä  clelle  curve  algehriche  rappresentate 
daW  equatione  polare  r^'^^  J.  cos^  ® -\- B  sin'^  (9  untersuchten  Kurven  gehören 
(Annali  di  Mat.  YI,  1864). 

2)  Ygl.  Aubry,  Journ.  de  math.  spec.  4.  Ser,  V,  1896^  S.  155. 
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um  eine  Axe  entstanden  ist,  die  von  seinem  Mittelpunkte  die  Ent- 
fernung  ^-—^ —  hat,  wenn  man  sie  mit  einer  Ebene  schneidet,  die 

von  der  ßotationsaxe  die  Entfernung  — hat.  Die  hyperholischen 

Lemniskaten  (24ii,  m)  hingegen  kann  man  aus   der   otFenen   Spire 
ableiten,  die  durch  Rotation  eines  Kreises  mit  dem  Radius  — , 

1/(^2     I     52 

um  eine  Axe,  die  von  seinem  Mittelpunkte  die  Entfernung  ~ — —— 

liat,  wenn  man  sie  mit  einer  Ehene  schneidet,  die  von  der  Rotations- 

52 
axe  die  Entfernung  — ,  hat. 

Die  Rektifikation  der  Lemniskate  von  Booth.  hängt  ab  von  ellip- 
tischen Integralen  erster  und  dritter  Gattung.  Man  kann  wohl  sagen, 
dafs  sie  eben  wegen  dieser  Eigentümlichkeit  sowohl  die  Aufmerksamkeit 
des  genannten  englischen  Geometers,  als  auch  die  von  B.  Tortolini 
auf  sich  gezogen  hat^),  der  unabhängig  von  jenem  die  hyperbolische 
Lemniskate  untersuchte  und  die  Halbierung  und  die  Dreiteilung  eines 
Quadranten  derselben  ausführte  und  zeigte ,  dafs  es  auf  derselben 
Paare  von  Bogen  giebt,  deren  Differenz  gleich  einem  Kreisbogen  ist. 
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Die  Konchoide  des  Nikomedes. 

66.  Ungefähr  ein  Zeitgenosse  des  Erfinders  der  spirischen  Linien 
ist  Nikomedes,  ein  Geometer,  der  wenig  bekannt  ist  und  zwischen 
250  und  150  v.  Chr.  gelebt  haben  soll.  Ihm  verdankt  man  die  Idee,  die 
Untersuchung  und  zwei  wichtige  Anwendungen  (auf  die  Würfelver- 
doppelung und  die  Dreiteilung  des  Winkels)  einer  interessanten  Kurve 
vierter  Ordnung,  Konchoide  oder  Kochloide  (von  %6y%ri^  Muschel) 
oder  Muschellinie  genannt,  wegen  der  Gestalt,  die  sie  zeigt ^).  Ihre 
Definition  ist  folgende:  „Gegeben  ein  fester  Punkt  0,  der  Pol,  eine 
feste  Gerade  r,  die  Basis  und  eine  Strecke  Z,  das  Zwischenstück- 
man  ziehe  einen   beliebigen  Strahl  durch  0,   der  r  in  M  schneidet 


1)  S.  zwei  Aufsätze  im  Giornale  arcadico,  1844,  und  Bivista  scientifica  1845, 
zusammengefafst  und  erweitert  in  der  Abhandlung  Sulla  divisione  degli  arcJii  di 
una  curva  di  quarf  ordine  rappresentata  dalV  equatione  (x^-{-y^y==  a^x^  —  &^^^. 
(Mem.  dena  Soc.  Ital.  delle  Scienze,  2.  Serie  I,  1862). 

2)  Die  hauptsäcUiclisten  Stellen  bei  den  alten  Scbriftstellern  über  die 
Konchoide  finden  sich  gesammelt  in  dem  schon  citierten  Buche  des  Verfassers, 
Xe  scienze  esatte  nell  antica  Grecia,  II.  Buch,  Nr.  71—72. 
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(s.  Taf.  IV;  Fig.  27;  a,  &,  c)^  von  M  ans  trage  man  anf  ihm  MF  =  l  in 
der  Richtung  OM  ab;  der  Ort  aller  Punkte  P  ist  jene  Kurve^  welche 
die  Alten  erste  Konchoide  nannten^  die  Roberyal  conc holde  de  des- 
sus  nannte^);  und  die  im  Dictionnaire  des  sciences  matMmatiques  Yon 
Montferrier  mit  dem  Namen  conchoide  citerieure  bezeichnet 
ist^)/^  Wenn  man  dagegen  die  Strecke  MF  =  l  nach  der  anderen 
Seite  hin  abträgt^  so  wird  eine  andere  Kurve  erzeugt^  die  wahrschein- 
lich von  den  Alten  auch  betrachtet  ist,  der  Roberval  und  Montferier 
bezüglich  die  Namen  conchoide  de  dessous  oder  conchoide  ul- 
terieure  gaben.  Die  beiden  eben  definierten  Kurven  bilden  nach 
unserer  Anschauung  eine  einzige  Kurve.  .Nehmen  wir  0  als  Pol;  die 
von  0  auf  r  gefällte  Senkrechte,  deren  Länge  =  a  sein  mögO;  als 
PolaraxC;  so  wird  eine  solche  Kurve  in  Polarkoordinaten  dargestellt 
durch  die  Grleichung  (s.  Note  I  am  Ende  des  Buches) 

^=-^-  +  ? (1) 

^  cos  CO      '  ^   ^ 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über;  so  wird  sie 

{x~a)\x^-\-if)  — 1x^  =  0 (2) 

Die  Konchoide  der  Nikomedes  ist  demnach  eine  Kurve  vierter 
Ordnung;  die  durch  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  geht;  im  Un- 
endlichen besitzt  sie  einen  Berührungsknoten  (Selbstberührungspunkt) 
mit  der  Greraden  r  als  zugehöriger  Tangente;  damit  ist  bewiesen;  dafs 
die  Konchoide  sich  ihrer  Basis  asymptotisch  nähert;  was  schon  die 
Alten  hervorgehoben  hatten.  Der  Pol  ist  immer  ein  Doppelpunkt  der 
Kurve;  und  genauer   gesagt;  ein  Knoten ;   eine  Spitze   oder   isolierter 

Punkt;  jenachdem  ?  =  a;    daraus  geht  hervor;   dafs  der  zweite  Zweig 

der  Kurve  drei  verschiedene  Formen  annehmen  kanU;  die  wahrschein- 
lich den  Namen  zweite;  dritte  und  vierte  Konchoide  entsprechen; 
die  Papp  US  erwähnt;  ohne  deren  Bedeutung  zu  erklären. 

Die  grofse  Berühmtheit  der  Konchoide  bewirkte;  dafs  man  auf 
sie  alle  Methoden;  Tangenten  und  Normalen  von  Kurven  zu  kon- 
struieren anwandte;  die  zugleich  mit  der  analytischen  Geometrie  er- 
funden wurden.  Unter  diesen  wollen  wir  vor  allen  die  von  Descartes 
erwähnen^);  ohne  uns  mit  deren  Wiedergabe  aufzuhalten;  da  sie  der  fol- 
genden, die  sich  auf  die  Betrachtung^  der  Polar-Subnormale  -^—  stützt, 

weit  nachsteht.     Aus  Gleichung  (1)  ergiebt  sich  nämlich  folgende 

d  Q  sin  CG 

dco  cos^ft)  ' 

sie  zeigt;  dafs  wenn  man  in  0  die  Senkrechte  zu   OP  errichtet  und 


1)  S.  die  früher  citierten  Ohservations, 

2)  Bd.  I,  Brüssel  1838,  S.  353. 

3)  La  geometrie^  nouvelle  edition  (Paris  1886)  S.  41. 

L  o  r  i  a ,  Ebene  Kurven 
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in  M  die  Senkreclite  auf  r,  diese  sicli  in  einem  Punkte  N  sclmeiden, 
derart,    dafs   durch  N  die  Normalen   an  die  Konchoide   in   den  zwei 
Punkten  gehen,   die   dem   Radius  vector   OM  angehören;   es   ist   also 
nichts    leichter    als    diese   Normalen    und    demnach    die    zugehörigen 
Tangenten    zu    konstruieren.     "Überdies    wurde    die    Aufsuchung    der 
Tangenten  an   die  Konchoide  Yon  Fermat   dem  Roheryal  aufgegeben 
in    einem    Briefe    Yom    22.   Sept.   1636^);    Roberval    antwortete    am 
11.  Oktober  desselben  Jahres,  teilte  mit,  dafs  er  sich  schon  mit  der- 
artigen Fragen  beschäftigt  habe,  die  er  mit  biquadratischen  Gleichimgen 
verknüpfte    und    bezeichnete    zwei    Punkte   (die  Wendepunkte?)    „par 
lesquelles    on    ne    peut    mener    des    tangentes^^^).     Diese   Bemerkung 
erregte  nicht  mit  Unrecht  die  Verwunderung  Fermats,  der  am  4.  Nov. 
1636  erwiderte:   „j'ai  peur  que  vous   aurez   equivoque^^^)  und  setzte 
dann    die  von  ihm   erdachte  Konstruktion  der  Tangente  auseinander; 
es  ist  dieselbe,   die  man  im  Anhange  seines  berühmten  MetJiodus  ad 
disquirendam   maximam   et   minimam   findet'^).     Es    ist  wohl    zu  be- 
achten, dafs  Fermat  sich  daselbst  ausschliefslich  mit  der  ersten  Kon- 
choide beschäftigte  —  er  bemerkt  daselbst,  Pappus  und  Eutokius  (oder 
deren  Herausgeber?)  hätten  die  Kurve  irrtümlicherweise  konvex  gegen 
den  Pol  dargestellt^)  — ;  aber  auf  eine  der  anderen  weist  er  hin  in  dem 
Briefe  an  Roberval   vom   16.  Dezember  1636,  in  welchem  die  Frage 
vorgelegt  wird:  „trouver  une  tangente  ä  un  point  donne  en  la  seconde 
conchoide   de  Nicomede^^^).     In  welcher  Weise  Roberval  diese  gelöst 
hat,    ersieht  man    aus   den   §§  IV   und  V   seiner    Observations  stir  la 
composition  des  mouvements  et  sur   les  toucJiantes  des  lignes  eourhes'^)^ 
wo  die  kinematische  Methode,   die  seinen  Namen  trägt,   sowohl  auf 
die  obere  als  auch  die  untere  Konchoide  angewendet  wird;  der  Kürze 
wegen  begnügen  wir  uns  damit,  auf  diese  Anwendung  hinzuweisen. 

6*7,     Holen  wir  die  Gleichung  (1)  hervor,  so  können  wir  daraus 
ableiten: 


a  +  l 


cos  CO  , 


y  =  a  '  ig  CD  -{-  l  '  ^in  CO. 


(3) 


Diese    Gleichungen   zeigen,    dafs,    wenn  die   drei  Punkte  ((x),  (/3),  (y) 
der  Konchoide  in  gerader  Linie  liegen  sollen,  man  haben  mufs: 

a  -|-  l  cos  a     aiga  -{^  l  Bma     1 

a  -\-  l  cos  ß     a  igß  -\-  l  sinß     1     ==0 

a  -{-  l  cos  y     a  igy  -{-  l  sin  y     1 


oder 


cos  a  atga-\-l  sin  a  1 
cos  /3  atgß-\-lsmß  1 
cos  y     atgy-\-lsmy     1 


=  0 


1)  Oeuvres  de  Fermat  II  (Paris  1894)  S.  72.       2)  Das.  S.  82.       3)  Das.  S.  86. 

4)  Oeuvres  de  Fermat  I.  (Paris  1891)  S.  160  und  III.  (Paris  1896)  S.  142. 

5)  Oeuvres  de  Fermat,  Bd.  II,  S.  87.         6)  Das.  S.  94. 
7)  Memoires  de  VAcademie  des  sciences  VI  (Paris  1730). 
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cos  a     tg  a 

oder  aucli     a    cos/3     tg|3 

cos  y     i^y 

Diese  Determinanten  liaben  nun  bezw.  die  Werte  ^): 

2sin{-(ß-y)-sin|-(y-a')-sin|(i 


1 

cosa 

sinci 

1 

1 

+ 1 

cos|3 

sinj3 

1 

1 

cos  7 

siny 

1 

I  cos  (/3+7)  +  cos  (y+a)  +  cos  ia^^)  -»=1 1  ^ 


cos  a  •  cos  |3  •  cos  y 

4sin-|-(/3^7).sinf  (}/ 

daher  wird  die  vorber gehende  Gleichung,  befreit  Ton  dem  nicht  ver- 
schwindenden Faktor  2  sin  ~{^  —  y)-sin  \  {y  —  a)-  sin  \{a  —  /3),  lauten : 
a  [cos  (i3  +  y)  +  ^os  (7  +  a)  +  cos  {a  -\-  f)  —  1] 

4- 2J  cosßj-cos/3- cos}^  =  0 (4) 

Setzen  wir  hierin  c^  =  /3  =  }^  =  A,  so  erhält  man 
a(3cos22  — 1)  +  2?cosU  =  0, 

oder  auch  ?  cos^  A  +  3ö^  cos^2  —  2a  =  0 (5) 

Setzen  wir  cos  A  =  —,  so  wird  diese  2a%i^  —  iaii  —  ?  =  0:  demnach 

hat  diese  Gleichung:  I.  für  a  >  ?  drei  reelle  Wurzeln,  aber  eine  ist 
davon  auszuschliefsen,  da  sie  nicht  zwischen  —  1  und  -|- 1  liegen 
darf;  IL  für  a  <  ?  nur  eine  reelle  Wurzel.  Demnach  hat  die  Kon- 
choide  mit  Knotenpunkt  zwei  reelle  Wendepunkte,  die  mit  isoliertem 
Punkte  vier,  und  die  mit  Spitze  nur  noch  zwei.  Eine  geometrische 
Konstruktion  der  Wendepunkte,  jedoch  ohne  Beweis,  wurde  von 
Huygens  in  dem  Briefe,  den  er  am  23.  Okt.  1653  an  Fr.  van  Schooten 
schrieb,  gegeben^)  und  veröffentlicht  im  zweiten  Bande  von  Qhr.  Hugenii 
Opera  varia  (Lugduni  Batav.  1724);  sie  ist  so  elegant,  dafs  es  sich 
der  Mühe  lohnt  sie  darzulegen. 

Bezeichnen  wir  mit  x  die  Abscisse  eines  Wendepunktes,  so  haben 

wir  wegen  der  zweiten  von  den  Gleichungen  (3),    cos  l  =  — ^ —    und 

daher  wird  Gleichung  (5) 

x^  —  3a^x-\-2a{a^  —  l^)==0 (6) 

Diese  Gleichung  bezeugt,  dafs  die  Bestimmung  der  Wendepunkte  der 
Konchoide  im  allgemeinen  ein  Problem  dritten  Grades  ist^);  wenn 
jedoch  P  ==  2a^,  so  wird  die  vorige  Gleichung 

(x  +  <^)  (^^  —  ^^  —  2a^)  =  0, 

1)  Für  die  Berechnung  dieser  sowie  ähnlicher  Determinanten  siehe  eine 
Note  von  G.  Loria,  Sopra  ima  classe  notevole  di  alternanti  cVordine  qualsivoglia 
(Präger  Ber.  1897), 

2)  Oeuvres  de  Huygens  I  (Hag  1888)  S.  245—46. 

3)  Vgl.  auch  die  Analyse  des  infiniment  petits  par  le  Marquis  de  l'Hopital 
(Paris  1696). 

9^*= 
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und  also  wird  in  diesem  Falle  —  wie  Huygens  selbst  bemerkte  — 
die  Aufgabe  eine  quadratische.  Um  den  allgemeinen  Fall  grapbiscli 
zu  lösen^  wenden  wir  die  von  Descartes  zur  Lösung  jeder  Gleicliung 
Yon  der  Form:  x' =  ax  +  ß 

angegebene  Methode  an^).     Wir  setzen  daher 

a  ==  mp  ^       ß  =  m^q  ^       x^  =  7ny] 
die  Yorige  Gleichung  wird  dann 

x^  -{-  y^  =  qx  -{-  {p  -j-  m)y. 

Somit  sind  die  Abscissen  der  Wendepunkte^  die  Abscissen  der 
Punkte  j  in  welchen  der  von  dieser  Gleichung  dargestellte  Kreis  von 
der  Parabel  y^  =  mx  geschnitten  wird.  Um  dies  Verfahren  auf  Glei- 
chung (6)  anzuwenden  j  setzen  wir 

3 a^  =  mp  j      2a{p  —  a^)  =  m^q     oder    p  =  -^^ ,     q  =  — ^ — ^ — -  • 

Setzen  wir  aufserdem   der  Einfachheit  halber  m  =  —  a^   so  werden 
wir  folgende  Gleichungen  für  die  beiden  Hilfskurven  erhalten: 

x^  +  ay  =  0,      {x-  "^)'  +  [y  +  2a)'  ==  [a  -  ^^  +  ia\ 

oder^  wenn  wir  y  -\-  2a  =  y    setzen  und  dann  die  Strichel  weglassen: 

x^  -{-ay^  2a\      ^x—{a  —  -)]  ^  y^  =  (a  —  —^  +  Aa\ 

Die  so  dargestellten  Kurven  können  geometrisch  ohne  Schwierig- 
keit definiert  werden.  Es  sei  nämlich  E  der  Fufspunkt  des  vom  Pole  0 
auf  die  Basis  r  gefällten  Lotes;  man  trage  auf  der  durch  0  zu  r  ge- 
zogenen Parallelen  0V=2a  ab.  Nun  ist  die  erste  jener  Kurven  eine 
Parabel^  die  V  zum  Scheitel^  a  zum  Parameter  und  jene  Parallele  zur 
Axe  hat^  und  die  konkav  gegen  den  Pol  hin  ist.  Die  zweite  ist  da- 
gegen ein  Kreis,  der  zum  Mittelpunkte  jenen  Punkt  C  des  vom  Pole 

auf  die  Basis  gefällten  Lotes  hat,  der  von  jenem  die  Entfernung  a 

hat,  und  durch  den  Punkt  V  geht.  Da  nun  diese  Definition  der  Hilfs- 
kurven im  wesentlichen  mit  der  von  Huygens  gegebenen  identisch  ist, 
so  hat  man  guten  Grund  anzunehmen,  dafs  dieser  zur  Konstruktion 
seiner  Wendepunkte  gelangte,  indem  er  die  Methode  des  Cartesius, 
deren  wir  uns  bedient  haben,  anwandte. 

68,  Demselben  Huygens  verdankt  man  auch  die  Bemerkung,  dafs 
die  von  der  ersten  Konchoide  und  ihrer  Basis  begrenzte  Fläche  unend- 
lich grofs  ist^);  ausgedrückt  wird  diese  nämlich  durch  das  Litegral 

1)  S.  z.  B.  Matthiesen,  Gnmdzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra 
der  litteralen  Gleichtmgen  (Leipzig  1878)  S.  948. 

2)  S.  die  beiden  an  Schooten  gerichteten  Briefe  v.  6.  Sept.  1658  und  1.  Jan. 
1659,  veröifentliclit  im  IL  B.  S.  212  u.  298—99  der  Oeuvres  de  Huygens. 
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L\COS  DJ     '       /  cos^wj  ^ 

genommen  zwischen  den  Grenzen  — -  ^    +  -  •      Da    nun    der    Wert 

dieses  Integrales  ==  al  -  logtgf-l-  -\-  ^A  -{- P cd ^  so  nimmt  es  für  jene 

Grenzen  den  Wert  an  al  (log  oo  —  logo)  -\- JtP^  und  ist  deswegen  oo. 
Das  zwisclien  dem  vom  Pole  auf  die  Basis  gefällten  Lote^  einem 
Radius  vector  und  den  beiden  entsprechenden  Konchoidenbögen  ge- 
legene Flächenstück  ist 

i  /T--«-  +  ly  ~  (-   --    -  l)%lco  =  2al  f^ 

2J    Lcosoj     '      /  \cosoj  /  J  J    cos  CO 

0  0 

=  2  al  log  tg  (^  +  ^)  =  2  cd  log  tg'-  +  '^^- , 

ein  von  Cotes  erhaltenes  Resultat^).  Dieser  hat  aufserdem  das  Vo- 
lumen berechnet^  das  diese  Fläche  durch  Rotation  um  das  genannte 
Lot  erzeugt. 

Die  Fragen  betreffend  die  Quadratur  der  Konchoide  können  auch 
vermittelst  kartesischer  Koordinaten  behandelt  werden.  Gleichung  (2) 
liefert  nämlich 

j  y  •  dx  =  j  — —--  y(l  —  a  -\-  x)(l  -\-  a  —  x)  äx] 

nehmen    wir    nun    eine    neue    Variable    t^    die    durch    die    Gleichung 

^2  ^^^^  _r —        definiert   ist,   so   wird  das   Intes;ral  rational,   und  man 

l  —  a-\-  X  ^  ^  ^ 

gelangt  mit  Joh.  Bernoulli  zu  dem  Schlüsse:  ,^erit  itaque  spatium 
conchoidale  aequale  spatio  hyperbolico  rectilineo  et  circulari^^^). 

Besonders  wichtiger  geometrischer  Eigenschaften  erfreut  sich  die 
Konchoide  nicht^  aber  die  Leichtigkeit,  mit  der  man  sie  vermittelst 
eines  einfachen  Instrumentes  zeichnen  kann,  bewirkt,  dafs  man  sie  in 
der  Praxis  nützlich  verwenden  kann;  als  Beispiel  führen  wir  ihre  An- 
wendung in  der  Architektur  an  bei  der  Zeichnung  der  Säulenschäfte ^). 
Aufserdem  kann  sie  zur  Lösung  der  Probleme  der  Würfelverdoppelung 
und  der  Dreiteilung  des  Winkels  dienen,  und  da  man  auf  das  eine  oder 
andere  dieser  Probleme  jede  Aufgabe  dritten  oder  vierten  Grades  zurück- 
führen kann,  so  schlug  Newton  vor,  sie  zugleich  mit  der  Geraden 
und  dem  Kreise  (s.  Nr.  3  und  5)  unter  die  Linien  zu  rechnen,  deren 
Anwendung  dem  Geometer  bei  jeder  Gelegenheit  gestattet  sein  solle ^). 

1)  Uarmonia  mensuranim  (Cambridge  1722)  S.  125. 

2)  S.  die  dritte  der  Lectiones  mathematicae  (Joh.  Bernoulli  Opera  III, 
S.  400—401). 

3)  Popxoe,  Ausfülwliche  Geschichte  der  AniüencUmgen  aller  krummen  Linien 
u.  s.  w.  (Nürnberg  1802)  S.  209. 

4)  Arithmetiqiie  nniver seile,  übers,  v.  Beaudeux  II  (Paris  1802)  S.  52, 
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Sechstes  Kapitel. 

Verallgememerimgen  der  Konclioide,  insbesondere  die  Konchoide 

mit  der  Kreisbasis. 

69.  Der  Begriff  der  Konclioide,  wie  er  von  Nikomedes  auf- 
gestellt wurde j  bietet  sich,  verschiedenen  Verallgemeinerungen  dar. 
Eine  der  allerneuesten  ist  folgende:  ^^Gegeben  ein  Winkel  mit  dem 
Scheitel  0  und  der  Gröfse  2  a  und  ein  fester  Punkt  Ä  seiner  Ebene, 
sei  C  der  Mittelpunkt  eines  der  Kreise,  die  beide  Schenkel  des  Winkels 
berühren,  und  M  der  Endpunkt  eines  durch  Ä  gehenden  Durch- 
messers, dann  ist  der  Ort  der  Punkte  M  die  betreffende  Kurve. 
Wenn  0  im  Unendlichen  liegt,  wird  sie  eine  Konchoide  des  Nikomedes 
mit  A  als  Pol  und  der  Mittellinie  des  Streifens  (der  die  Stelle  des 
Winkels  im  allgemeinen  Falle  einnimmt)  als  Basis  und  mit  der  halben 
Breite  desselben  als  Zwischenstück." 

Nehmen  wir  im  allgemeinen  Falle  die  Halbierungslinien  des  ge- 
gegebenen Winkels  als  Axen,  so  findet  man  leicht  als  Gleichung  des 
Ortes  (wenn  Xq  und  y^  die  Koordinaten  von  A  sind) 

y^[(x  —  XQy  +  {y  —  y^y]  =  Bm^a{xyQ~-x^yy.  .  .  (1) 
Dieser  ist  also  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  noch  eine  andere 
Erzeugungsart  besitzt,  die  ein  bemerkenswerter  Umstand  klar  legen 
wird:  Es  sei  nämlich  ein  Kreis  gegeben,  mit  dem  Centrum  C  und 
dem  Radius  r,  und  zwei  Punkte  A  und  0  seiner  Ebene;  man  ver- 
binde einen  beliebigen  Punkt  P  des  Kreises  mit  G  und  0,  dann  wird 
die  Gerade  OP  von  der  durch  A  zum  Radius  CP  gezogenen  Parallelen 
in  einem  Punkte  M  geschnitten;  um  nun  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Punkte  M  zu  finden,  nehme  man  0  zum  Anfangspunkt  und  OG 
zur  X'Axe^  bezeichne  mit  a  den  Abstand  OG  und  mit  x^^y^  die  Ko- 
ordinaten von  Ay  so  wird  man  folgende  Beziehung  zwischen  den 
Koordinaten  x  und  y  von  M  erhalten: 

welche  dieselbe  Form  hat  wie  Gleichung  (1)  und  mit  ihr  identifiziert 
werden  kann,  allemal  wenn  der  Punkt  0  nicht  innerhalb  des  gegebenen 
Kreises  liegt.  Im  Grenzfalle,  wenn  r  =  a,  scheidet  sich  aus  (2)  der 
Faktor  y  —  y^  ab;  nach  Hebung  desselben  bleibt: 

y(x^  +  y^)  +  x^x^  —  2xQxy  —  y^  ==  0, 
die  Gleichung  einer  Strophoide  (s.  Nr.  37),  woraus  sich  ergiebt,  dafs 
die  Kurve,  um  die  es  sich  hier  handelt,  auch  als  Verallgemeinerung 
dieser  Linie  angesehen  werden  kann. 


1)  S.  Jerabek,  Sur  une  quartigiie  (Mathesis  2.  Ser.  IX,  1899). 
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ISTatürliclier  und   älter,   weitergehend  und  wichtiger  sind  die  Er- 
weiterungen des  Begriffes  der  Konchoide^  die  von  der  Basis  ausgehen^ 
indem  man  diese  statt  geradlinig  sich  beliebig  denkt.     Eine  derartige 
Verallgemeinerung  bietet  sich  so  sehr  von  selbst  dar^  dafs  wir  glauben, 
Yon    der    Wahrheit    nicht    zu    weit    entfernt    zu    sein    mit    der    An- 
nahme, dafs  sie  auch  den  Alten  bekannt  gewesen,  wenigstens  in  dem 
Falle,   dafs   die  Basis   ein  Kreis   ist  und   den  Pol  enthält^);   in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  findet  sie  sich  in  den  schon  citierten  Observations 
siir  la  composition  des  mouvements  von  RobervaP)  und  dann  in  der  aus- 
gezeichneten Abhandlung  von  De  laHire,  die  behandelt  Des  conchoides 
en  gener al  (Mem.  de  l'Academie  des  Sciences  MD G VIII,  Paris  1730). 
Auf  diese  Verallgemeinerung  haben  sich  die  Geometer  jedoch  nicht  be- 
schränkt.    G.  de  Longchamps^)  betrachtete  nämlich  die  auf  folgende 
Weise  erzeugten  Kurven:  „Gegeben  in  einer  Ebene  drei  Kurven  JT,  r\,  Pgj 
man  ziehe  die  Tangente  t  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  erstem 
und  bestimme  die  Schnitte  M^  und  M^  mit  den  beiden  anderen,   auf 
t  trage  man  dann  die  Strecke  MF  =  M^  M^  ab ;  der  Ort  des  Punktes 
P  ist  eine  konchoidale  Kurve."    Bemerkenswert  sind  die  Fälle,  in 
denen  F  sich  auf  einen  Punkt  0  reduziert^),  ebenso  der,  in  welchem 
überdies  r\   ein  Kreis,  mit  dem   Centrum   0  ist^);  zulässig  ist  auch 
die  Annahme,  dafs   JT^  und  F^  zusammenfallen^).     Bemerkenswert  ist 
ferner    die   Thatsache,    dafs    eine    grofse   Zahl    von  Kurven    (wie  die 
Cissoide,  die  Strophoide  und  die  BernouUi'sche  Lemniskate)  sich  wieder- 
finden unter  der  Gruppe  der  konchoidalen  Kurven. 

Wir  begnügen  uns  mit  diesem  Hinweis  auf  die  konchoidalen  Kurven 
und  kehren  zu  den  Konchoiden  mit  beliebiger  Basis  zurück,  um 
vor  allem  den  Satz  zu  beweisen,  dafs,  wenn  man  die  Normale  der 
Basis  zu  konstruieren  weifs,  es  leicht  ist,  die  der  Konchoide  zu  kon- 
struieren"^). Ist  nämlich  q  =  f{m)  die  Polargleichung  der  Basis  (vor- 
ausgesetzt, dafs  man  den  festen  Punkt  als  Pol  nimmt)  und  l  das 
Zwischenstück,    so  wird    q  =  fico)  +  l    die    entsprechende    Gleichung 


1)  M.  Ciirtze,  Beliquiae  Copernicanae  (Zeitschr.  f.  M.  XX,  1875). 

2)  Mem.  de  VAcad.  Boyale  des  Sciences  YI.  (Paris  1730)  S.  32. 

3)  Sur  les  conchoidales  (Nouv.  Corr.  mathem.  V,  1879). 

4)  Schon tj es,  Sur  une  mode  de  gener ation  des  conchoides  (Mathesis  lY, 
1884). 

5)  Wicke rsbeimer,  Sur  les  conchoides  (Joiirn.  de  math.  spec.  4.  Ser.  Y, 
1896).  Zu  dieser  Klasse  von  Kurven  gehörten  auch  die  von  E.  N.  Barisien 
im  ersten  Teile  des  Artikels  Sur  deux  courhes  generalisaUoyi  du  limagon  de  Pascal 
betrachtete  Kurve  6.  Grades  (Bullet,  de  math.  spec.  Y,  1898 — 99). 

6)  Wenn  F  sich  auf  einen  Punkt  reduziert  und  F^  und  F^  in  einen  Kreis 
zusammenfallen,  so  ist  (wie  wir  Nr.  29  und  65  sahen)  die  Konchoide  eine  Lem- 
niskate von  Booth. 

7)  L.  Euleri  Opera  posthuma  mathematica  et  physica  I.  (Petersburg  1862) 
S.  370—71. 
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der  Konchoide  sein;  da  nun  im  allscemeinen  -7—  der  Ausdruck  für  die 

polare  Subnormale  ist^  so  wird  im  vorliegenden  Falle  f\c3)  die  Länge 
der  polaren  Subnormalen  in  entsprechenden  Punkten  der  Basis  und 
der  Konchoide  sein.  Nehmen  wir  also  einen  Punkt  der  Basis  M  und 
bezeichnen  die  entsprechenden  Punkte  der  Konchoide  mit  P1P2?  ^^ 
werden,  wenn  N  der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  M  mit  der  in  0 
zum  Radius  vector  OM  errichteten  Senkrechten  ist^  NF^  und  NF^ 
die  Normalen  zur  Konchoide  in  F^  und  Pg  sein.  Ist  die  Basis 
geradlinig,  so  erhält  man  die  in  Nr.  66  angegebene  Methode  wieder; 
wenn  sie  ein  Kreis  ist,  erhält  man  eine  nicht  weniger  elegante  Kon- 
struktion, deren  Ausdruck  in  Worten  mit  Hilfe  der  Figuren  28  a^  h,  c 
(Taf.  IV)  wir  dem  Leser  überlassen  wollen. 

Die  Berechnung  der  Fläche  liefert  Resultate,  die  nicht  weniger 
interessant  sind^).  Bezeichnen  wir  mit  A  die  vom  Radius  vector  q  -f- 1 
beschriebene  Fläche  eines  Konchoidenzweiges,  so  haben  wir: 

Ä  =  -  j  {q  -^  Vfdm  =  -  j  Q^dco  +  Z  /  Qdm  ~\~  -{^  —  co^). 

Das  erste  Integral  mifst  die  vom  Radius  vector  der  Basis  beschriebene 
Fläche,  kann  also  als  bekannt  angesehen  werden;  die  Berechnung  von 
Ä  ist  also  zurückgeführt  auf  die  Auswertung  des  Integrals /^- c? cd. 
Wenn  dies  bekannt  ist,  findet  man  auch  alsbald  die  vom  Radius  vector 
Q  —  l  des  anderen  Zweiges  beschriebene  Fläche. 

70.  Nach  der  Konchoide  mit  geradliniger  Basis  bietet  sich  uns 
zunächst  die  mit  Kreis  als  Basis  dar^).  Setzen  wir  au.fserdem  noch 
voraus,  dafs  der  Pol  auf  der  Basis  liege,  so  erhalten  wir  eine  Kurve, 
die  Roberval  in  seinen  schon  oft  citierten  Observations  betrachtet  hat^), 
wo  er  sie  „lima9on  de  M.  P."  nennt,  einige  Eigenschaften  derselben 
darlegt  und  ihre  Entdeckung  Pascal  zuschreibt.  Daher  pflegt  man  sie 
als  PascaPsche  Schnecke  zu  bezeichnen '^).  Aus  der  Definition  er- 
giebt  sich  ein  neuer  Gesichtspunkt,  von  dem  aus  man  sie  betrachten 


1)  G.  Peano,  Applicazioni  geometricJie  äel  calcolo  infinitesimale  (Turin  1887) 
S.  201. 

2)  Des  weiteren  bieten  sich  solche  mit  Kegelschnitt  als  Basis  dar;  den 
Fall,  dals  dieser  eine  Parabel  ist,  hat  De  la  Hire  in  der  erwähnten  Abhand- 
lung behandelt,  den  der  Ellipse  oder  Hyperbel  Reaumur  in  der  Schrift  be- 
titelt Maniere  generale  de  trouver  ime  infinite  des  courhes  notwelles  en  faisant 
parcourir  une  ligne  quelconq^ie  donnee  par  ime  extremite  d'une  ligne  droite  donnee 
aussi  et  toujoiirs  place  sur  un  meine  point  (Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences,  Paris 
1708). 

3)  A.  a.  0.  S.  35. 

4)  Wir  bemerken  mit  P.  Tannery  (vgl.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte 
der  Mathematik  II.  B.  2.  Aufl.  Leipzig  1900.  S.  882),  dafs  der  Pascal,  um  den  es 
sich  hier  handelt,  unzweifelhaft  Stephan  ist,  Yater  des  Blaise  P. 
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kann.  Es  sei  (Taf.  IV,  Fig.  28^  a,  h^  c)  C  der  Mittelpunkt  des  Basis 
kreises  der  Konclioide,  0  der  Pol  und  Ä  der  andere  Endpunkt  des 
Durcliniessers  OC.  Man  ziehe  durcli  0  eine  beliebige  Sehne  OM  der 
Basis ^  maclie  Ml\  =  MP^  =  l]  dann  werden  P^  und  P^  Punkte  der 
Schnecke  sein.  Beschreibt  man  nun  einen  Kreis  um  Ä  als  Mittel- 
punkt mit  dem  Radius  l  und  zieht  den  Durchmesser  N^N2  para>llel 
zu  OMy  so  wird  die  Figur  N^N^P^P^  ein  Rechteck  sein  und  P^N^ 
sowie  P^N^  zwei  Tangenten  des  Kreises-,  also  gehören  die  Punkte  P^ 
und  Pg  der  Pufspunktkurve  des  Kreises  um  A  mit  dem  Radius  l  an^ 
in  Bezug  auf  den  Punkt  0.  Folglich  ist  die  Pascarsche  Sclinecke 
die  Fiifspunktkurve  eines  Kreises  in  Bezug  auf  einen  l)eliel)igen  Punkt 
seiner  Elbene^).  Weiter^  ist  8  ein  Punkt  des  Raumes^  dessen  Orthogonal- 
projektion 0  ist^  so  sind  nach  einem  elementaren  stereometrischen 
Satze  auch  die  Geraden  SP-^  und  SP^  senkrecht  zu  den  Tangenten 
in  N^  und  N^  an  jenen  Kreis;  dies  zeigt  uns  —  wie  auch  Roberval 
bemerkte  ^)j  dafs  in  dem  letzten  Satze  die  Worte  ^^seiner  Ebene^^  ge- 
strichen werden  können. 

Nehmen  wir^  wie  üblich^  ein  Polar-Koordinatensystem  mit  0  als 
Pol^  OG  als  Polaraxe^  so  ist^  wenn  a  der  Radius  der  Basis  ist  (siehe 
Note  I  am  Ende  des  Buches) 

^  =  2a  C0SG3 -|- ^ (3) 

die  Polargleichung^  und  daher 

(x^  J^iß~2axy===V{x^ -\-y^) (4) 

die  kartesische  Gleichung  der  Schnecke.  Sie  ist  also  eine  Kurve  vierter 
Ordnung^  von  der  die  cyklischen  Punkte  Spitzen  sind ;  die  entsprechen- 
den Tangenten  haben  die  Gleichungen  x-;\2^iy  =  a'^  der  Mittelpunkt  der 
Basis  ist  folglich  ein  singulärer  vielfacher  Brennpunkt  der  Kurve.  Ferner 
ist  0  ein  Doppelpunkt;  da  die  bezüglichen  Tangenten  die  Gleichung 
]/4a^  —  Vx-^ly  =  Q  haben^  so  ist  0  ein  Knoten  oder  isolierter  Punkt;, 
jenachdem  l^2a  ist;  mit  dem  Zwischenfalle  l  =  2aj  in  welchem  0 
eine  Spitze  ist,  werden  wir  uns  im  folgenden  Kapitel  beschäftigen. 
Hier  bemerken  wir  noch,  dafs,  weil  die  Pascal'sche  Schnecke  eine 
Kurve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Doppelpunkt  ist, 
sie  von  der  vierten  Klasse  ist  und  eine  Doppeltangente  und  zwei 
Wendepunkte  besitzt;  sie  ist  also  eine  rationale,  zu  sich  selbst  kor- 
relative Kurve. 

Die  Gleichung  (4)  zeigt,   dafs   die  Doppeltangente   der   Schnecke 

die  Gleichung  hat:   x  -j-  -^~  ==  0,    und   dafs   die  Koordinaten  der  zu- 


1)  Von  diesem  G esicktspiinkte  aus  sind  die  Pascarscben  Schnecken  in  einer 
Abhandlung  von  0.  Richter  betrachtet  worden,  Über  Kreisfiifsimnlülmrven 
(Zeitschrift  XXXIV,  1892). 

2)  A.  a.  0.   S.  38—39. 
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gehörigen  Berührungspunkte  sind  y 


±iyi6a^  —  P 


;  die  Berührungs- 


pnnkte  sind  demnacli  reell  oder  imaginär^  jenachdem  ?  ^  4a;  insbe- 
sondere erkennt  man,  dafs  sie  sicher  reell  sind,  wenn  die  Kurve  einen 
Doppelpunkt  hat. 

Um  die  Wendepunkte  zu  bestimmen,  entnehmen  wir  aus  (3) 

X  =  ^a  cos^  (D  -\-  l  cos  CO ,  y  ==  2  a  cos  co  •  sin  o  -f-  ^  ^i^  ^     (5) 

oder  auch 

X  ==  a  -\-  a  cos  2 co  -f-  ^  cos  o? ,      y  =  a  Bm2 oo  '-{-  l  sin  co    .     .     (5') 

Danach  ist  die  Bedingung  für  die  KoUinearität  der  drei  Punkte  (c^),(/3),(^) 

a  -\-  a  cos  2  a  -\-  l  cos  a  a  sin  2  a  -\-  l  sin  a  1 
a -\- aGos2ß -\- l  cosß  c^sin  2/3 -f- ^  sin/3  1 
a -\- aGos2y -\- l  Gosy     aBm2'y -{- l  siiiy     1 


oder 


=  0 


-\-  al 


cos  2  a  sin  2  a  1 

cos  2/3  sin  2/3  1 

cos2y  sin  2;^  1 

cos  a  sin  2  a  1 

cos  ß  sin  2  j3  1 

cosy  sin  2;^  1 


+  eil 


+ 


cos  2  a  sina  1 
cos  2/3  sin/3  1 
cos  2;^     sin;^    1 

cos  a  sin  a  1 
cos  ß  sin  ß  1 
cos  y     sin  7    1 


Diese  vier  Determinanten  haben  nun  die  Werte  bezüglich 


8  cos  ■     ^   ^  •  cos  —r- 


cos 


a— /5 


4  cos  ^— ^  •  COS  ^^--i — cos- 


COS  a  +  cos  ß  +  cos  y  —  cos  (c^  +  /3  +  y) ;     1 ; 
multipliziert  mit  4sin        ^-sin^      ^-sin^   -'^);  daher  wird  die  vorige 
Gleichung,  nachdem  sie  von  diesem  Faktor  befreit  ist,  sein: 


8(^^  cos- 


■  y  y  ■ 

^  cos 


COS  -~-  +  al   4  COS  ^— ^  •  cos  ^-^ —  cos  - 


^  v.^^       2  —       2  1     ---  ^  -—       2  ^^'"^       2 

+  COS  a  +  cos  /3  +  cos  7  —  cos  (a  -\-  ß  -]-  y)\  -\~  l^  =  0 . 

Machen  wir  a  =  /3  =  y,   so  erhalten  wir 

8a2  +  a?(4cos^/l  +  3cos>l  — cos3yl)  -^1^  =  0^ 

oder  auch  8  a'^  -\~  l'^  -\~  6  al  cos  X  =  0. 

Die  Besonderheit   eines  Wendepunktes   ist  also   durch  folgende   Grlei- 
chung  charakterisiert : 


cos  X  =  — 


1)  Vgl.  den  in  Nr.  67  schon  angeführten  Aufsatz  des  Verfassers. 
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womit  endlicli  die  Existenz  der  beiden  Wendepunkte  der  Schnecke 
bestätigt  wird  und  ferner  gezeigt  ist^  dafs  diese  nur  dann  reell  sind^ 
wenn  2ö^  <  ?  <  4a',  wenn  z.  B.  die  Schnecke  einen  Knotenpunkt  bat^ 
sind  sie  imaginär,  aber  in  jedem  Falle  befinden  sie  sich  auf  der  reellen 
Geraden  x  -  (^'^-  +  ^p(4a-- 0  _  0. 

Wir  bemerken  noch,  dafs  die  Gleichung  (3)  für  die  durch  voll- 
ständige Rotation  des  Radius  vector  2  a  cos  ca  -)-  ^  erzeugte  Fläche  den 
folgenden  Ausdruck  liefert: 

7t 

2f{2a  cos  CO  +  lydcB  =  4c7ca'  +  2:r?% 

0 

ein  Resultat,  dafs  schon  von  Roberval  erhalten  wurde  ^)  und  welches 
leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist.  Im  Spezialfälle  l  =  a,  wird  dieser 
Ausdruck  Qxa^j  stellt  also  das  Sechsfache  der  Fläche  des  Basis- 
Kreises  dar. 

71.     Da  die  Schnecke  eine  rationale  Kurve  ist,   so   können  die 
Koordinaten  ihrer  Punkte  durch  rationale  Funktionen  eines  Parameters 

dargestellt  werden.  In  der  That,  setzt  man  in  Gleichung  (5')  tg  ^  =  «^^ 
so  findet  man 

welche  Darstellung  sich  für  mannigfache  Anwendungen  gut  eignet^). 
Nicht  weniger  nützlich  ist  für  den  Geometer  folgende  Be- 
merkung: Wendet  man  auf  die  Kurve  (3)  die  Transformation  durch 
reziproke  Radien  an,  mit  0  als  Pol  und  W'  als  Potenz,  so  erhält  man 
die  Kurve  -j^^ 

^  2  «  cos  03  -f  ? ' 

da  diese  Kurve  in  kartesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  dar- 
gestellt wird: 

so   ist  es  klar,    dafs   sie  ein  Kegelschnitt  ist,    genauer    eine  Ellipse, 

Parabel,  Hyperbel,  jenachdem  l  =  2a,   d.  h.  jenachdem  die  Schnecke 

einen  isolierten,  einen  Rückkehr-  oder  einen  Knotenpunkt  hat.  Um- 
gekehrt: die  Transformierte  durch  reziproke  Radien  vectoren  (die  Iii- 
verse)  eines  Kegelschnittes  ist  eine  PascaVsche  Schnecke^). 

Diese   Kurve   kann    auch    als  Enveloppe    erhalten  werden.     Ein 
Kreis  nämlich,  der  zum  Durchmesser  die  Strecke  hat,  die  einen  festen 


1)  A.  a.  0.  S.  40. 

2)  Pittarelli,  Le  lumache  di  Pascal  (Giorn.  di  Matern.  XXI,  1883). 

3)  C.  Taylor,  Äncient  and  modern   Geometry  of  conics  (Cambridge  1881) 
S.  356. 
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Punkt  mit  dem  bewegliciien  Pmikte  eines  festen  Kreises  verbindet;, 
umhüllt  eine  Pascal'sclie  Schnecke;  eine  kurze  Rechnung  genügt^  um 
die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  zu  erweisen.  —  Später  werden  wir 
sehen,  dafs  dieselbe  Ku.rve  ein  Spezialfall  der  kartesischen  Ovale 
(Nr.  76),  sowie  eine  spezielle  Epicykloide  ist  (Nr.  308);  man  trifft  sie 
ferner  in  der  Theorie  der  konformen  Abbildungen^).  Die  Pascal'sche 
Schnecke  gehört  im  Falle  1  =  a  auch  zur  Klasse  derjenigen  Kurven, 
die  zur  Lösung  der  Aufgabe  der  Dreiteilung  des  Winkels  dienen^);  es 
ist  dies  eine  Bemerkung,  die  zuerst  Pascal  machte  —  wie  Roberval 
bezeugt^)  —  und  die  dann  viele  andere  wiederholten  oder  umgestal- 
teten^). Dieselbe  Kurve  tritt  auf  bei  einer  Frage  aus  der  Mechanik, 
die  man  mit  dem  Namen  „Sauveur's  und  de  ITlopital's  Zug- 
brücke"^) belegte,  weil  sie  eben  eine  solche  Vorrichtung  betrifft;  sie 
wurde  von  Sauveur  vorgelegt  und  zuerst  vom  Marquis  de  l'Hopital 
gelöst^),  darauf  von  anderen"^).     Sie  ist  ferner,  insofern  sie  eine  Kurve 


1)  Aus  der  Funktion  iv  =  2m^  —  0^,  wo  m  eine  reelle  Gröfse  ist,  erhält  man 
nämlich,  indem  man  setzt  w  =  u-\-iv^  z  =  Qe^'^^  die  beiden  Gleichungen: 

x  =  q(2 m  cos  CO  —  q  cos 2 co) ,       ^Z  =  9 (2 m  sin co  —  q  sin 2 co) , 
welche,    wenn  Q=^const.^    eine  Pascal'sche  Schnecke   darstellen.     S.  Amstein, 
Quelques  exemples  de  representation  conforme  avec  leur  appUcation  ä  un  prohlmie 
dliydrodynamiqiie  (Bull,  cle  Soc.  Yandoise  des  Sc.  nat.,  XVI,  1882. 

2)  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  beachte  man,  dafs  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  der  Kurve  sich  folgendermafsen  schreiben  läfst: 

^=2  cos  CO— 1  =  4  cos^  — 3  , 

a  2 

3co 

cos— - 
oder  auch  Q^  ^^ ^  . 

a  CO    ' 

cos- 

wenn  daher  der  Winkel  '- —  =  a  bekannt  ist,  so  wird  man  daraus  cos  -—  ableiten 
2  '  3 

und  darnach  cc. 

3)  Man  s.  die  citierten  Ohservations. 

4)  A^zemar,  Trisection  de  V  angle  ^  snivie  de  Becher  dies  analytiqiies  sur  le 
meme  sujet  de  Garnier  (Paris  1809);  Fusinieri,  Trisezione  geometria  degli  arclii 
di  cerchio  e  descrizione  di  ciirve  algebricJie  col  mezzo  della  base  variadüe  di  im 
triangolo  (Mem.  della  Societä  Ital.  delle  Scienze  XXIIl,  1846);  Jouanne,  Tri- 
section de  Vangle  au  moyen  du  limagon  de  Pascal  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  IX,  1870); 
Brocard,  Note  sur  un  compas  trisecteur  (Bull,  de  la  Soc.  math.  de  France  III, 
1875;  das  daselbst  untersuchte  Instrument  ist  eine  Erfindung  von  Laisant);  u.  a. 

5)  Vgl.  W.  Schell,  Theorie  der  Beioegung  und  der  Kräfte  Bd.  II  (Leipzig 
1880)  S.  67. 

6)  S.  den  Aufsatz  Illustris  Marchionis  Hospitalii  Sohitio  proMematis  physico- 
mathematici  ah  erudito  quodam  geometra  propositi  (Acta  Eruditorum,  Febr.  1695). 

7)  S.  Joh.  BernouUi  Opera  I.  und  Jac.  BernoulU  Opera  I.  (Genf  1744). 

Das  einfache  Aussehen  der  Polar-Gleichung  der  Schnecke  führt  zur  Betrach- 
tung der  ähnlich  durch  die  Gleichung  (3  =  2a  cos  co  -[-  2  5  sin  co  -j-  2  dargestellten 
Kurve;  diese  ist  auch  eine  Kurve  4.  Ordn.  mit  den  cyklischen  Punkten  der  Ebene 
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vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Knoten  ist^  von  pro- 
jektivisciiem  Standpunkt  aus  identiscli  mit  einer  Linie  viel  jüngeren 
Datums^  die  an  dieser  Stelle  wenigstens  einen  Hinweis  verdient. 

Gegeben  seien  (s.  Taf.  IV^  Fig.  29)  zwei  Kreise  F  und  r\  einander 
gieicli  und  sieb,  berübrend;  man  betracbte  einen  beliebigen  Punkt  M' 
von  r'  und  seine  Polare  m  in  Bezug  auf  F,  diese  wird  in  einem 
Punkte  P  geschnitten  von  der  Geraden  |;^  die  durcli  M  parallel  zur 
Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  0  und  0'  der  gegebenen  Kreise 
gezogen  ist.  Der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Kurve ^  die  von  den 
Engländern  ,^tbe  cocked  bat"^  d.  li.  der  aufgekrempte  Hut^  genannt 
wird.  Die  oben  angeführte  Konstruktion  —  von  Miss  C.  A.  Scott  er- 
dacht^) —  eignet  sich  zur  Auffindung  der  Gleichung  sowie  der  Eigen- 
schaften der  Kurve.  Nehmen  wir  00'  als  y-Axe  und  0  als  Anfang 
eines  rechtwinkligen  kartesischen  Systems,  so  kann  man  als  allgemeine 
Ausdrücke  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M  folgende  nehmen 

X  =  a  '  cos 09 ;         y  =  2a  -\-  a  sin  ca, 

wenn  a  der  Radius  von  F  und  r\  Die  Geraden  m  und  p  haben  daher 
die  Gleichungen 

X  cos (p  -\-  (2  -\-  sin  cp)y  =  a      bezw.      x  =  a  cos cp . 

Daher  erhält  man  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve: 

a  sin^  Qp  ^„x 

^  =  acosop,         y  =  ir-\ — = > («) 

die  damit  beweist,  dafs  der  ,,Kremphut^^  eine  rationale  Kurve  ist. 
Durch  Elimination  von  cp  aus  (7)  erhält  man  als  Gleichung  der  Kurve 

{x'  +  2ay  —  a'y  —  y'  {a'  —  x^)  =  0      .     .     .     .     (8) 

oder,  wenn  man  will, 

^.4  j^  ^ahf  +  a^  -\-  4:axhj  —  2a^x^  —  Aahj  +  xhf  =  0. 

Aus  derselben  ergiebt  sich,  dafs  die  Kurve  vollständig  innerhalb  des 
Streifens  der  Ebene  liegt,  der  begrenzt  wird  von  den  beiden  gemein- 
samen Tangenten,  die  zu  00'  parallel  laufen;  die  x-kx.Q  schneidet  die 
Kurve  in  zwei  Punkten  D,  J)\  die  Spitzen  sind  und  als  zugehörige 
Tangenten  die  Geraden  haben,  die  diese  Punkte  mit  dem  Berührungs- 


und dem  Pole  als  Doppelpunkten,  dieser  ist  nun  Knoten,  Spitze  oder  isolierter 
Punkt,  jenackdem  (? -f- a)(Z  —  a)  (2 +  &)(?  — 5)^4 a^&^,  sodafs  die  Kurve  ver- 
schiedene Formen  haben  kann.  (S.  M.  Mühlenbruch,  Über  die  cardioiden- 
förmigen  Curven,  iveleJie  durch  die  Polar gleicMmg  r  =  a-{-hsmt-\-  c  cos  t  gegeben 
sind.  Diss.  Jena,  1867).  Urn  sie  zu  konstruieren,  beschreibe  man  zwei  Kreise 
mit  den  Radien  a  und  &,  die  durch  den  Pol  gehen,  der  erste  habe  seinen 
Mittelpunkt  auf  der  Polaraxe,  der  zweite  möge  ihn  berühren.  Dann  schneidet 
jede  Gerade  durch  den  Pol  sie  in  zwei  Punkten  A  und  B,  und  nimmt  man 
0M=  OA-]-  OB  -\-l,  so  wird  der  Ort  der  Punkte  M  die  behandelte  Kurve  sein. 
1)  Educationcd  Times,  Januar  1896,  Frage  12978. 
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punkte  C  von  F  und  F^  verbinden.  Ferner  ist  die  Kurve  cirkular  und 
hat  den  unendlich  fernen  Punkt  von  Oy  zum  isolierten  Punkte.    C  ist 

der  Punkt  der  gröfsten  Ordinate;  die  Punkte  mit  den  Abseissen  +--|— 

sind  Wendepunkte  derselben.  Für  die  Konstruktion  der  Tangente 
sind  verschiedene  Methoden  angegeben^),  die  auseinanderzusetzen  es 
hier  uns  an  Raum  gebricht. 


Siebentes  Kapitel. 
Die  dreispitzigen  Kurven  vierter  Ordnnng. 

72.  Bei  der  Behandlung  der  Konchoiden  mit  Kreisbasis  im  vorigen 
Kapitel  haben  wir  den  Fall,  dafs  das  konstante  Zwischenstück  l  gleich 
dem  Durchmesser  2  a  des  Basiskreises  ist,  ausgeschlossen.  In  diesem 
bemerkenswerten  Falle  (s.  Taf.  IV,  Fig.  286)  haben  wir  eine  Kurve 
vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen,  mit  der  wir  uns  nun  beschäftigen 
wollen.  Carre^)  schrieb  die  Auffindung  derselben  dem  holländischen 
Mathematiker  J.  Koersma^)  zu;  Ozanam  erwähnt  sie  in  seinem 
Dictionnaire  mathematique  (Amsterdam  1691,  S.  102),  indem  er  sie 
geometrische  Cykloide  nennt;  Castillon  endlich  schlug  wegen 
der  Gestalt,  die  die  Kurve  hat,  vor  sie  Kardioide^)  zu  nennen,  und 
dieser  vernünftige  Vorschlag  wurde  allgemein  angenommen^). 

Erinnern  wir  uns  der  Darlegungen  des  vorigen  Kapitels,  so  er- 
kennen wir,  dafs  die  kartesische  sowie  die  Polargleichung  der  Kar- 
dioide  sein  werden 

(^2  4_  ^2  __  2axy  =  Aa\x^  +  ^')  •  •  (1)  ^  =  2a(l  +  cos  co)  .  (2) 
und  dafs  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  als  Funktionen  eines  Para- 
meters so  ausgedrückt  werden  können: 


1)  G.  de  Longchamps,  Note  sur  le  hicorne  (Journ.  de  matb.  spec.  4.  Ser. 
VI,  1877). 

2')  Examen  d'une  courhe  formee  par  le  moyen  du  cerde  (Mem.  de  TAcademie 
MDCCV,  Paris). 

3)  Vgl.  Intermediaire  V.  1898.  S.  200. 

4)  De  curva  cardioide  (Phil.  Trans.  1741). 

5)  Die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Kurve  wurden  neuerdings  von 
Raymond  Cläre  Archibald  in  der  Inaugural-Dissertation  The  Cardioide  and 
some  of  its  related  curves  (Strafsburg  1900)  bewiesen. 

6)  Diese  Darstellung,  in  weitem  Mafse  angewendet,  findet  sich  in  folgenden 
Schriften  von  K.  Zahradnik:  Theorie  der  Cardioide  (Prager  Ber.,  1875),  Üher 
die  Cardioide  (Das.,  1877;,  Beitrag  zur  Theorie  der  Cardioide  (Archiv  LXIII,  1879). 


Siebentes  Kapitel:  Die  dreispitzigen  Kurven  vierter  Ordnung.  143 

Die  Kardioide  hat  keine  Wendepunkte,  besitzt  aber  die  Doppeltangente 
^-)-  — =  0.  Aus  (3)  ergiebt  sicli  folgende  Gleichung  der  Tangente 
im  Punkte  (A): 

(3^2  — l)a;  + A(A2- 3)y  +  4a  =  0,i)  .     ...     (4) 

weleke,  da  sie  kubisch  in  X  ist,  zeigt,  dafs  die  Kardioide  eine  Kurve 
dritter  Klasse    ist.     Die    durch    Gleichung  (4)    dargestellte    Tangente 

trifft  die  Doppeltangente  im  Punkte  ( —  — ,  öt)  ?   ^^^  yovcl  singulären 

Brennpunkte  (a,  o)  durch  die  Gerade  x  -\-  ly  =  a  projiziert  wird. 
Nennen  wir  den  Winkel,  den  sie  mit  der  ^r-Axe  bildet  co,  so  haben  wir 

.  1 

tg  CO  =  —  -  • 

Dies  führt  zu  einem  interessanten  Schlüsse;  betrachten  wir  die  drei 
Tangenten  der  Kardioide,  die  mit  Ox  den  Winkel  a  bilden,  so  sind 
die  Parameter  ihrer  Berührungspunkte  —  infolge  von  (4)  —  durch 
die  Gleichung  bestimmt 


tg 


a 


3X^  —  1 


die  entsprechenden  Werte  von  co  werden  durch  Elimination  von  X 
aus  den  beiden  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  erhalten;  sie  siud 
daher  durch  die  Gleichung  bestimmt 

ts?  a  =  -ir — ^r-f—  =  ts;  o  03 : 

daraus    ergeben    sich  für    co    die    folgenden    drei   Werte:    a,    ^  +  "ir? 

f^-^-'Y'  Folglich:  Die  Tripel  einander  paralleler  Tangenten  der 
Kardioide  schneiden  die  Doppeltangente  derselben  in  Tripeln  von 
Punkten,  die  vom  singulären  Brennpunkte  aus  unter  Winkeln  von 
60^  gesehen  werden^).  Daraus  läfst  sich  ein  neues  Verfahren  der 
Dreiteilung  eines  Winkels  entnehmen,  womit  sich  ergiebt,  dafs 
die  Kardioide,  als  Enveloppe  ihrer  Tangenten  betrachtet,  eine  Tri- 
sektrix-Kurve  ist. 

Die  Bedingung  der  KoUinearität  der  drei  Punkte  {a),  (/3),  {y)  ist 

aßy{a  -\- ß  +  y)  +  a^  +  ß^ -i- y^ -^  ßy  +  ya-\- aß  +  ?>  ^  0,     (5) 

Davon  machen  wir  sogleich  eine  einfache  Anwendung,  indem  wir  den 
Ort  der  Punkte  einer  Kardioide  aufsuchen,  die  die  Eigenschaft  haben. 


1)  Mit  Benutzung  dieser  Gleichung  kann  man  beweisen,  dafs  „der  Ort  der 
Punkte,  von  denen  man  an  eine  Kardioide  Paare  zu  einander  senkrechter  Tan- 
genten ziehen  kann,  eine  zerfallende  Kurve  ist",  wie  Juel  bemerkt  hat  (Tidskrift 
1880). 

2)  Em.  Weyr,  Sopra  una  proprietä  meirica  della  cardioide  (Rend.  del  R. 
Istituto  Lomhardo,  2.  Ser.  V,  1872). 


144  ni.  Abschnitt:  Kurven  vierter  Ordnung. 

dafs  die  Berührungspunkte  der  an  die  Kurve  von  einem  beliebigen  der- 
selben gezogenen  Tangenten  in  gerader  Linie  liegen.  Wenn  nun  x^y 
die  Koordinaten  eines  Punktes  dieses  Ortes  sind  und  (X^^  {X^^  (A3) 
die  Berührungspunkte  der  entsprechenden  Tangenten^  so  hat  man  ver- 
möge Gleichung  (4) 

X^  +  >^2  +  '^s  = 'Z~  y     hh-\'  hK  +  '^i'^2  =  —  3  ;      Khh  = y       5 

liegen  nun  diese  Punkte  in  gerader  Linie^  so  hat  man  wegen  (5) 

{x  —  a)^  -\-  y^  =  ^^j 
der  gesuchte  Ort  ist  also  der  Basiskreis  der  Kardioide^). 

Die  Kardioide  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung  u.nd  3*®^  Klasse 
mit  drei  Spitzen,  und  einer  Doppeltangente^  ohne  Doppelpunkte  und 
Wendepunkte^  sie  ist  also  korrelativ  zu  den  Kurven  dritter  Ordnung 
mit  Doppelpunkt^  die  4*®'^'  Klasse  sind^  drei  Wendepunkte  haben  und 
keine  weitere  Singularität.  Kein  Wunder  also,  wenn  sie  die  Polar- 
reziproke einer  speziellen  rationalen  Kurve  dritter  Ordnung  in  Bezug 
auf  einen  geeigneten  Kreis  ist^  nämlich  der  Trisektrix  von  Maclaurin 
(s.  Nr.  47)^).  Um  diesen  bemerkenswerten  Satz  zu  beweisen^  beachten 
wir,  dafs  mit  einer  einfachen  Verschiebung  der  ^-Axe  die  Gleichung 
der  Trisektrix  sich  in  der  Form  schreiben  läfst 

X  {x?  +  f)  =  4.B^  __  3 J?  (^2  +  ^2)/) 
welche   dann   sogleich   folgende   parametrische  Darstellung   der  Kurve 

Die  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis  x'^  -|-  'iß  ==  B^  hat 
die  Gleichung 

x(l  —  3X')  +  y  {X'  -  32)  =  -R  (1  +  X'). 

Um   die  Enveloppe   dieser   Geraden   zu  finden,  kombinieren  wir  diese 
Gleichung  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  2,  nämlich 

~-6Xx  +  ^y{X^  —  l)=:^2XE. 

Dann  bekommen  wir 


y 


3    {i^  +  ty    '  ^          s  (x^  +  i)^* 

oder  auch 

B  _B  4(1  — X^)  _     _B       SX 

^     '     T"~3     {1  +  Xy  ^  ^~"3  (X^+l)'^* 


1)  Educational  Times,  LVIII,  1893,  Frage  11247. 

2)  G.  de  Longchamps,  Bapprodiement  entre  la  trisectrice  de   Maclaurin 
et  la  cardio'ide  (Prager  Ber.,  1897). 

3)  Diese    G-leichung    entsteht   aus    der   in   Nr.  47    gefundenen   kartesischen 
Gleiclmng  (2)  durch.  Verwandlung  von  a  in  B  und  x  in  —  {x-\-2B). 


Siebentes  Kapitel:  Die  dreispitzigen  Kurven  vierter  Ordnung.  145 

Da  sich  diese  nun  aus  den  Gleichungen  (3)  ergeben,  wenn  man  in  ihnen 

3 


x,y,a  ersetzt  bezw.  durch  x -^ -^  j  — y,  -^ ,  so   ist   damit  der  aus- 


gesprochene Satz  bewiesen. 

Aus  der  Grleichung  (2)  ergeben  sich  leicht  folgende  Ausdrücke 
für  den  Bogen  s  der  Kardioide,  gemessen  Yon  der  Spitze  ab,  und  für 
den  Krümmungsradius  JR 

s  =  8asinY^),        JR  =  ~cosy     ....     (6) 

Eliminiert  man  aus  diesen  m,  so  findet  man 

s2+9iJ2  =  (8c^)2^ (7) 

welches  die  natürliche  (intrinseke)  Gleichung  der  Kardioide  ist.  Die 
Gestalt  derselben  führt  zu  der  Idee  von  allgemeineren  Kurven,  deren 
natürliche  Gleichung  die  Gestalt  hat 

s'^(2n-\-iyB^  =  l\ (8) 

wo  n  eine  ganze  Zahl,  und  &  eine  beliebige  Strecke  ist.  Cesaro,  der 
sie  zuerst  betrachtet  hat,  nannte  sie  cardioidi  stellate,  d.  h.  Stern- 
Kardioiden^).  Um  die  gewöhnliche  Darstellung  zu  finden,  kann  man 
sich  der  in  der  Note  II  am  Ende  dieses  Werkes  bewiesenen  Formeln 
bedienen  in  folgender  Weise:  Setzt  man  zur  Abkürzung  2n-{-l  =  ^, 

so  hat  man  zunächst  R  =  —Vb^  —  s^,    daher 

/ds  .     s 

unter  der  Voraussetzung,  dafs  9  =  0  für  5  =  0  sei.  Daraus  folgert 
man,  dafs  s  ==  &  sin  — ,  daher  weejen  Formel  II  der  citierten  Note 

—  / cos  q)  cos ~d(p,       y  =  Isincp  cos ^dcp 
J  ^cos^^9  +  cos  ^^^9^  6^9?, 

Führt  man  die  angegebene  Integration  aus,  so  ergiebt  sich 


oder  ^ 


4(^  +  ^0)  _       1         .2(^  +  1)9          1      .2^9^ 
n — i — 7  «in  — ^ i — z —  "T"  —  öJ-U  t; i — ;    *  I 

^^y  +  2^«) ^-  cos ipr^  +  i  cos -^^ 


(9) 


als  parametrische  Darstellung  der  Stem-Kardioide. 

1)  Diese  B^ektifikationsformel  findet  sich  im  wesentlichen  in  der  im  vorigen 
Kapitel  citierten  Schrift  von  De  la  Hire.  Über  die  Schv^erpunktsbestimmnng 
einer  Fläche  siehe  Saint-Germain  JRecueü  d'exereises  sur  la  mecanique  ra 
(II.  ed.  Paris  1885)  S.  38. 

2)  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S.  12. 

Loria.  Ebene  Kurven.  10 
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73.     Wir  werden  später  der  Kardioide  wiederum   begegnen  als 
einem   Spezialfall  der   Sinusspiralen   (Nr.  171)  und   der  Epicykloiden 
(Nr.  308).     Unterdessen   wollen   wir   uns    mit    einer    Kurve    beschäf- 
tigen,   die  von  projektiviscbem   Standpunkte    aus   sieb  von   der   Kar- 
dioide nicbt  unterscheidet,  jedocb  durch  ihre  Definition  und  ihre  metri- 
schen Eigenschaften  völlig  von  ihr  verschieden  ist;   es  war  Steiner, 
der  die  Aufmerksamkeit   der   Geometer  auf  sie  lenkte,  und  viele  der- 
selben haben  sie  zum  Gegenstande  eifriger  und  'erfolgreicher  Studien 
gemacht-^).     Bei  unserer  Darlegung  wollen  wir  von  der  durch  Steiner 
selbst  gegebenen  Definition  ausgehen:  „Wenn  man  von  einem  Punkte 
P  des   einem  Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Kreises   die  Lote  auf 
die  Seiten  fällt,  so  sind  deren  Fufspunkte  A\  J5',  C  auf  einer  Geraden 
p  belegen,  die  man  gewöhnlich  dieSimson^sche  Gerade  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  das  Dreieck  nennt.     Die  Enveloppe  aller  dieser  Ge- 
raden j),    die    den   Punkten   P   jenes    Kreises    entsprechen,    ist    die 
Steiner' sehe  Kurve  ^)."    Nach  einem  bekannten  Satze  ist  p  die  Scheitel- 
tangente   einer  dem  Dreiecke  ABC  einbeschriebenen  Parabel,   die  P 
zum    Brennpunkte    hat,    daher    kann    die    Kurve    als    Enveloppe    der 
Scheiteltangenten  der  einem  gegebenen  Dreiecke  eingeschriebenen  Pa- 
rabeln definiert  werden^). 

Um  die  Gleichung  der  Steiner'schen  Kurve  zu  finden,  bedienen 
wir  uns  der  ersten  Definition  und  nehmen  den  Mittelpunkt  0  des 
dem  Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Kreises  als  Anfangspunkt;  als 
Koordinaten  der  Ecken  können  wir  dann  nehmen  die  Ausdrücke 
rcosa,  rsina;  rcos/3,  rsin/3;  rcosf,  rsiny.  Dann  sind  die  Glei- 
chungen der  Seiten 

ß  +  7    I  •     ß  +  7  ß  —  7 

X  COS  ^-^  +  y  sm  ^— i-^  =  '^  cos  , 

X  COS  ^— ^ 1-  y  sm  —~~-  =  r  cos  ~^r~ , 

U  ü  It 

X  cos     '  ^  4"  y  si^  "-^  =  ^'  sm     ^  ^  • 

a  u  a 

Wenn  nun  rcos^?,  rsing?   die  Koordinaten  des  Punktes  P  sind,  so 
werden  .    ^^  ^j^  ,     .ß_^  . 

X  sm  ^  ^     —  y  cos  ^  '      =  r  sm  v-^^  —  9) ; 


1)  Für  die  bezügliche  Litteratur  sei  auf  des  Verf.  Werk  11  passato  ed  ü 
presente  äelle  principali  teorie  geometricJie  (IL  Aufl.  Turin  1896)  S.  74—76  ver- 
wiesen; aufser  den  dort  citierten  Arbeiten  sind  folgende  beiden  neueren  zu  be- 
merken: C.  Wirtz,  Die  Bteiner'sche  Hypocykloide  (Diss.  Strafsburg  1900);  F.  P. 
Ruffini,  DeZ?a  ipocicloide  tricuspide  (Bologna  Rendiconti  1900 — 1901). 

2)  über  eine  besondere  Kurve  dritter  Klasse  (und  vierter  Ordnung)  (Grelle 
LIII,  1856). 

3)  Man  könnte  sie  auch  definieren  als  Enyeloppe  der  Asymptoten  der  einem 
Dreiecke  ABC  umbeschriebenen  Hyperbeln. 
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X  sm 


X  sm 


2  y  Gos  ^"  =  ^  sm  {^^ (pj  , 

-y--  —  y  sm  -^  =  r  sm  {-^  —  g? j 


die  Gleichungen  der  von  P  auf  die  Seiten  gefällten  Senkrechten  sein^ 
und  daher  sind  die  Koordinaten  ihrer  Fufspunkte  Ä,  B\  C 


—  cos  /3  +  cos  7^  +  cos  cp  —  cos  {ß  -\-  y  —  (p)    ? 
Y  sin  |3  +  sin  )^  +  sin  9  —  mi{ß  -\~  y  —  9)    ; 

—  cos  y  +  cos  a  +  cos  g?  —  cos  (y  -\-  oc  —  ^)  L 

—  sin  7^  -j-  sin  a  ■\-  sin  tp  —  ^m{y  -\-  a  —  9)  ; 

-  cos  a  +  cos  ß  -j-  cos  9)  —  cos  («  +  ^^  ~"  9)   ; 

-  sin  0:  -|-  si^  i^  +  ^i^  ^  —  sin  (ö:  -}-  ]3  —  9) 


r 
2 
r 
2 

Daraus  l'afst  sich  ableiten^  dafs  die  Gleichung  der  Geraden  B'C  sein 
wird: 

X  sm  —       l   — -  —  y  cos  —       l   — -~  •  ♦ 
2  '^2 

Qp  —  ß  Qp  —  y     ,  Qp  —  a     .     qp  —  ß  cp  —  y    , 


,         f    .     qp  —  a  Qp  —  p  Qp  —  y     ,  ( 

+  r  I  sm  -^—^  COS  ^-ö""    ^^^       2~^  "'     ^^^  ' 


2  2 


CD  —  a  qp  —  ß     .      Qp  —  y     ,       .      qp  — 0:     .     qp — ß     .     qp  —  y 

COS  ^^Y~  COS  ^—-^  sm  -^^-^  +  sm  ^^^-2—  sm  --^  sm  -^^-^-^ 
oder  auch 

+  8m'^  +  '^-^-::J^  +  sm'>'-"  +  '^-^  +^in''~"7^  +  ')-     (10) 

Die  Symmetrie  dieser  Gleichung  in  a,  ß,  y  zeigt,  dafs  die  Gerade  B'C 
auch  durch  Punkt  A'  geht,  somit  ist  schliefslich  die  Existenz  der 
Simson'schen  Geraden  bewiesen.  Bemerken  wir  auch  noch,  dafs  durch 
Vertauschung  von  cp  mit  (p  -{-  7t  die  Gleichung  (9)  in  die  Gleichung 
einer  zu  der  durch  (9)  dargestellten  senkrechten  Geraden  übergeht, 
daher  verteilen  sich  die  Tangenten  der  Kurve  in  zu  einander  recht- 
winklige Paare,  entsprechend  den  Paaren  gegenüberliegender  Punkte 
des  gegebenen  Kreises. 

Um  die  Enveloppe    der    Geraden  (9)  zu    finden,    setzen    wir    der 
Kürze  wegen: 

9?  =  2t^,    a  +  ß  +  y  =  2s,    —a  +  ß-{-y  =  2a,    a  —  ß -{-y  =^  2h, 

a  +  ß  —  y  =  2c. 
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Die  Gleichung  (9)  nimmt  dann  folgendes  Anssehen  an: 

X  sin  (i^  —  8)  -\-  y  cos  (^  —  s) 
==  ^  I  sin  (3'i/;  —  s)  '\-  sin  (i^  +  a)  -|-  sin  (^  -f"  ^)  +  ^i^  ('^  +  ^)  }  * 
Differenzieren  wir  nacli  ip,  so  ergiebt  sich: 

X  cos  (i/;  —  s)  —  y  sin  (i/;  —  s) 
=  Y  { 3  cos  (3i/;  —  s)  +  cos  (^  +  a)  +  cos  (t/;  +  &)  +  cos  (-^^  +  <^) }  ; 
welche  Gleichung  mit  der  vorigen  kombiniert  ergiebt 

-^  =  sin(3'i^  —  s)  sin(t/;  —  5)  +  3cos(3i;i;  —  s)  cos(^  —  s) 
+  sin  (a  +  s)  +  sin  (&  +  s)  +  sin  (c  +  s)  ^ 

-^  =  sin  (3^/;  —  s)  cos  {^  —  s)  —  3  cos  (3-?/;  —  s)  sin  (^  —  s) 
+  cos  {a-\~s)-\-  cos  (&  -f-  ^)  +  ßos  (^  +  ^)  • 
Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 

sin  {ci  -\-  s)  -\-  sin  (h -\-  s)  -\-  sin  (c  -|-  s) 
d.  h.    sin  (/3  +  y)  +  ^i^  (^  -{-  cc)  -\-  ^m{a  -\-  ß)  ==  ~r  , 

cos  (<^  +  ^)  +  ^os  (&  +  s)  +  cos  (c  +  s) 
d.  h.    cos  (i3  +  r)  +  cos  (r  +  ^)  +  cos  (0^  -|-  /3)  =  -^  ^ 
und  aufserdem  x  —  Xq  =  x,         y  —  yo^^  Vj 

so  kann  man  die  vorigen  Gleichungen  in  folgende  anderen  umgestalten 

-— -  =  2  COS  9  +  cos  {2cp  —  2s)        -f"  =  2  sin  g)  —  sin  (2 9  —  2s) 
oder  auch 

jO^._2.  +  ;/-dB2.)  _  2  COS  (g,  - 2s)  +  cos  2  (9,  - 2s) , 

^ix'.h.u_~yjo^^  =  2  sin(g,-2s)  -  sin2  ((p-2s) . 

Wenn  man  dann  (p  —  2  s  ==  -^  setzt  und  die  Koordinatenvertauschung 
ausführt;  die  durch 

i^  =  X  cos  2s  4"  y  sin 2s  ^         t^  ==  ^r'  sin  2s  —  y  cos  2s 
charakterisiert  ist,  so  erhalten  wir  schliefslich  die  Gleichungen: 

|  =  -(^2cosy +  COS—J,     i^  =  -(^2smy  — sm— j.    .     (II) 

Da  nun  diese  (s.  Abschn.  VI,  Kap.  9)  der  Kurve  angehören,  die 
durch  einen  Punkt  der  Peripherie  des  Kreises  mit  dem  Radius  —  ei'- 
zeugt   wird,    wenn    dieser    innerhalb    eines    festen   Kreises    mit    dem 
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Radius  ~  rollt,  so  ist  die  von  Schläfli^)  gemaclite  Bemerkung  be- 
wiesen,  dafs  die  Steiner'sche  Kurve  eine  dreispitzige  Hypo- 
cykloide   ist.     Die    drei    Spitzen    liegen  auf   dem   Kreise  mit    dem 

Centrum  0  und  dem  Radius  ^^  während  der  koncentrisclie  Kreis  mit 

dem  Radius  —  die  Kurve  dreimal  berührt. 

Eliminiert  man  ca  aus  den  Gleichungen  (11);  so  findet  man  die 
kartesische  Grleichung  der  Kurve  als 

(^^2_^,fy^4,rx(dif^x')  +  ''^(x'+f)^~  =  0.  .     (12) 

Die  dreispitzige  Hypocykloide  ist  also  eine  Kurve  vierter 
Ordnung,  die  von  der  unendlich  fernen  Geraden  in  den  cyk- 
lischen  Punkten  berührt  wird.  Umgekehrt:  Jede  Kurve  vierter 
Ordnung  und  dritter  Klasse,  die  von  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  den  cyklischen  Punkten  berührt  wird,  ist  eine 
dreispitzige  Hypocykloide.  Diese  wichtige  Bemerkung  Crem onas^) 
kann  durch  folgende  von  Clebsch^)  herrührende  Überlegung  bewiesen 
werden.     Die  Gleichung 

zwischen  den  Koordinaten  |  einer  Geraden  stellt  eine  Kurve  dritter 
Klasse  dar,  welche  die  dritte  Seite  des  Fundamen taldreiecks  als  Doppel- 
tangente hat,  indem  die  Berührungspunkte  die  bezüglichen  Ecken  des 
Dreiecks  selbst  sind.  Die  vorige  Gleichung  führt  alsbald  zu  folgen- 
der parametrischer  Darstellung 

mit  anderen  Worten,  es  ist 

X^x^  +  Kx^  +  (1  +  ^^)^3  =  0 
die  allgemeine  Gleichung  der  Tangenten  an  jene  Kurve.    Kombinieren 
wir  sie  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  X,  so  ersieht  man,   dafs  die  Ko- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  der  Kurve  proportional  mit  1  — ■21^, 

l^  —  2>l,  l^  sind;    setzt  man  A  =  — ,  so  kann  man  schreiben 

7  7  ^j    ^ 


V  ■ 


i  (p  i  (p 

Nehmen  wir  ft  =  96    ,    v  =  Qe       ,     -^^  =  ^,    ____=.^_,  so 
folgt  daraus 

1)  J.  H.  Graf,  Der  Brieftveclisel  zioischen  J.  Steiner  und  L.  ScMäßi  (Bern 
1896)  S.  206 — 208.  Nichtsdestoweniger  wird  die  behandelte  Kurve  immer  die 
Steiner'sche  Hypocykloide  genannt. 

2)  S.  die  fundamentale  Abhandlung  Sur  Vhypocydoide  ä  trois  rehroiisements 
(Grelle  LXIY,  1865). 

3)  S.  die  Note  zu  der  angeführten  Abhandlung  von  Cremona. 
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—  =  COS  2  g?  +  ^  ^^^  9^  7      ~  ==  sin  2  g?  —  2  sin  ^ . 

Da  diese  nun  von  der  Form   der  Grleichung  (11)  ist,  so  ist  der  Satz 
von  Cremona  bewiesen. 

74.     Indem  wir    der  Bequemlichkeit   halber    die    Bezeichnungen 
ändern,  wollen  wir  unsere  Grleichung  (11)  folgendermafsen  schreiben: 

X  =  a{2  cos  X  +  cos 21),       ^  =  a (2  sin  1  —  sin 2 2)     .     (12) 

und    erhalten    so    eine    sehr  nützliche   parametrische  Darstellung  der 
dreispitzigen  Hypocykloide.     Aus   dieser  entnimmt  man  eine  analoge 

für    die    Polar-Koordinaten    q  =  yx^  -\-  y^   und  C5  =  arctg~;    man 
findet  nämlich  die  Gleichungen: 


Q^  =  a^(P  4-  4cos3>l) 
,  2  sin  l  —  sin  2  X 


,  (13) 

2  cos  %  4"  ^^^  2  ^ 

von  denen  die  zweite  nach  einigen  geeigneten  Umformungen  folgen- 
des Aussehen  erhält: 

tg(co  +  |)^^tg^. (14) 

Gleichung  (13)  zeigt,  dafs  der  Radius  vector  zwischen  dem  Minimum 
a  und  dem  Maximum  3a  variiert;  jenes  entspricht  den  Werten  1  =  ^ , 

ut,  — ,    dieses   den  Werten  A  =  0,    — ,  -^;    die    Punkte   der    Kurve 

mit  dem  gröfsten  Radius  vector  sind  die  Spitzen,  jene  mit  dem 
kleinsten  Vector  sind  die  Berührungspunkte  des  (dreifach  berüh- 
renden)   Kreises    um    0   mit    dem    Radius    a.      Setzt   man    in    (13) 

X  =  — ^  +  a  ein,  so  bekommt  man   ^^  =  a^  (5  4~  4  cos  3a)]    da  nun 

hierin  das  doppelte  Vorzeichen  (+  cc)  keinen  Zeichenwechsel  hervor- 
ruft,  so  ist  klar,   dafs  (die   drei  durch  den  Anfangspunkt  gezogenen 

Geraden,  die  mit  Ox  die  Winkel  bezw.  0,  -r-,  -r-  bilden,  d.  h.)  die 

Spitzentangenten  drei  Symmetrieaxen  der  Kurve  sind.  Aus  der 
Bemerkung,  dafs  die  Gleichungen  (13),  (14)  sich  auch  nicht  ändern, 

wenn  man  X  in  X  -\ r-  und  co  in  o  --| ^  (/c=-l,2)  verändert,  er- 
kennt man,  dafs  der  dreispitzigen  Hypocykloide  oo^  gleichseitige 
Dreiecke  eingeschrieben  werden  können. 

Wir  nehmen  wieder  die  Gleichung  (12),  um  daraus  abzuleiten, 
dafs  die  Tangente  an  die  Hypocykloide  im  Punkte  (r)  folgende  Glei- 
chung hat 

o;  sin  —  +  1/  cos  —  =  a  sin  Y ; (15) 
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sie  bildet  daher  mit  der  ^-Axe  den  Winkel  7t  —  ~  •  Die  Koordinaten 
dieser  Tangente  sind 

sin|-  cos|- 

asm-—-  a  sm  — - 

Durch.  Elimination  von  t  ergiebt  sich  daraus 

|2^^2_|(|a__3^3) (16) 

als  Tangentialgleichung  der  Kurve.  —  Die  durch  Grleichung  (15) 
dargestellte  Gerade  schneidet,  als  ganz  beliebige  Gerade  der  Ebene, 
die  Hypocykloide  in  vier  Punkten,  deren  Parameter  man  durch  Ein- 
setzen der  Werte  (12)  für  x  und  y  in  (15)  und  Auflösung  der  resul- 
tierenden Gleichung  nach  2  erhält.     Diese  Gleichung  kann  nun 

sin(|-  +  2) -sin^^^  =  0 

geschrieben  werden,  zerfällt  daher  in  die  beiden 


Bin" 


0,       sin(|  +  A)  =  0. 


Die  erstere  liefert  den  Ausgangspunkt  (r^)  doppelt  gerechnet,  während 
die  zweite  zu  den  beiden  Punkten  mit  den  Parametern 

X^=:  7t  —  — ,        ylg  ==  2  TT  —  —      führt. 

Wir   sehen    also:    Die   Tangente   der  Hypocykloide  im   Punkte   (r) 

schneidet  die  Kurve  ferner  in  den  Punkten  (^— -"l-)  und  (2jt  —  —j  • 

Der    Kürze    wegen    wollen    wir    die    beideren    letzteren    associierte 
Punkte  nennen.     Die  Koordinaten  solcher  Punkte  sind 

x^=  a  (cosr  —  2  cos|-|  |  x^^  a  (eosr  +  2  cos— j 

yi=  a  (sin r  +  2  sin ~)  j  ^2  =  ^  (^i^  '^  —  ^  ^i^  y) 

daraus  folgt 

-J—^ — ?.  =  a  cos  r ,        ^   '        ==  a  sm  r , 


(^1  +  ^^2)'  +  {vi  +  y^y  =  4^2 

und  also:  Die  von  zwei  IbelieWgen  associierten  Punkten  begrenzte 
Strecke  ist  gleich  dem  Durchmesser  des  die  Hypocykloide  dreifach 
Iberülirenden  Kreises  und  hat  einen  Punkt  der  Peripherie  dieses 
Kreises  zum  Mittelpunkte.  Die  Tangenten  in  diesen  associierten 
Punkten  haben  die  Gleichungen  bezw.: 

r      ,  .     T  3r  .     r  t  .3t 

X  COS -r-  -\-  y  B\n~^  =  —  a cos  — ,     x  sm -.-  —  y  cos y  ==  <^ ^-^^T ' 
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beachten  wir  die  Gestalt  dieser  Gleicliung  und  merken  uns,   dafs  sie 
durch  die  Werte 


a  cos  t , 


^  = 


a  smT 


befriedigt  wird,  so  schliefsen  wir:  Die  Tangenten  in  zwei  Ibelielbigen 
associierten  Punkten  sind  zu  einander  senkrecht  und  schneiden  sich 
in  einem  Punkte  des  dreifach  herühren den  Kreises,  der  dem  Mittel- 
punkte der  von  jenem  Punkte  begrenzten  Strecke  diametral  gegen- 
über liegt. 

Da  die  hier  untersuchte  Kurve  dritter  Klasse  ist  —  vgl.  Gl.  (16)  — 
so  gehen  durch  jeden  Punkt  {Xj  y)  der  Ebene  drei  ihrer  Tangenten; 
die  entsprechenden  Werte  des  Parameters  t  sind  die  Wurzeln  t-^yt^,  t^ 
per  Gleichung  (15);  wir  haben   daher   als  Gleichung  jener  Tangenten 


X  ^m.-~  -^^  y  cos -~ 


3r 


a  sm- 


(Z:=l,2,3). 


Durch  Elimination  von  x  und  y  findet  man  folgende  Beziehung  für 
die  Parameter  dreier  Kurvenpunkte,  deren  Tangenten  durch  denselben 
Punkt  gehen: 


sm 


sm- 


cos- 


cos~^- 


sm 


sm 


sm  ~     cos  ~ 


sm- 


3  Tg 

~2~ 
3  t, 


0 ,    oder 


sm 


sm 


sm- 


cos 


cos 


cos- 


sm'' 


sm"" 


sm*" 


0. 


Setzen  wir  nun  zur  Abkürzung 


/^Ä 


so  wird  diese  Gleichung: 

$2  ^2         52 


(/C=  1,2,3). 


=  0,    oder  ^^3  =  1. 


Setzen  wir  nun  wieder  für  die  |  ihre  Werte  ein,  so  finden  wir 

und  daher  '^i  ~h  ^2  "1"  '^3  =  2:7r. 

Wir  sehen  also:  Die  Summe  der  Parameter  derjenigen  drei  Punkte 
der  Kurve,  deren  entsprechende  Tangenten  in  einen  Punkt  zusammen- 
laufen, ist  gleich  vier  Rechten. 

Aus  der   Gleichung  (15),  welche   die  Tangente  darstellt,  ergiebt 
sich  die  Gleichung  der  Normalen  als 

3r 


^  COS  ~  • 


sin—  =  3a  cos' 


(17) 
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setzen  wir  daher  r  =  ot  -\-r,  so  geht  sie  über  in 
ä;  sin  —  +  V  cos  —  =  3a  sin  -r  • 

2      '     «^  2  2 

Da  diese  nun  der  Form  nach  identisch  mit  (15)  ist^  so  erkennt  man 
die  Enveloppe  der  Normalen^  d.  h.  die  Evolute  der  dreispitzigen 
Hypocykloide  ist  eine  Kurve  dersellben  Art,  jedoch  von  der  drei- 
fachen Gröfse;  die  dreispitzige  Hypocykloide  ist  also  eine  Kurve,  die 
ihrer   eigenen  Evolute  ähnlich  ist.     Wenn  man  in  Gleichung  (17)  r 

in  ut  —  —  und  dann  in  27t  —  —  verwandelt,  so  erhält  man  die  Glei- 
chungen zweier  Geraden,  die  durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten 
3  a  cos  r,  3  a  sin  r,  der  der  Geraden  (17)  selbst  angehört,  hindurch- 
gehen; und  demnach:  die  Normalen  der  dreispitzigen  Hypocykloide 
in  den  drei  Punkten,  die  dersell)en  Tangente  angehören,  laufen  in 
einen  Punkt  des  der  Kurve  umheschriehenen  Kreises  zusammen. 
Differenzieren  wir  (17),  so  erhalten  wir 

X  Sin—  -f-  y  cos ^  =  y a  sm -rr 

2      '     «^  2  2 

und  kombinieren  wir  diese  Gleichung  mit  (17)  selbst,  so  erhalten  wir 
folgende  Werte  für  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes: 

Xq=  3a(2cosT  —  cos2r),       ^q=  3a(2sinT  +  sin2r). 
Ist  nun  B  der  Krümmungsradius,  so  hat  man 

E==4:8asin^. (18) 

Wenn   daher  B^  und  i?2   die   Krümmungsradien  in  den  beiden  asso- 
ciierten  Punkten  (tv  +  -^j  und  (27t  —  —j  sind,  so  hat  man 

B^  =  '^^  8  a  cos  -j- ,      J?2  =  +  8  a  sin  -— - 
und  daher  die  bemerkenswerte  Beziehung: 

B^'  +  B,'=Ua\ 
Die   Gleichungen  (12)  geben  auch  den  Ausdruck  für  das  Bogen- 
differential  ds  =  Aamn—- dt  ^  und  durch  Integration  von  t  =  0 


2 
3 


^(l-cos¥)  =  i|^sm^^^    ....     (19) 

Machen  wir   darin  r  =  — ,  so  erhalten  wir  —^  als  Länge  des  ganzen 

Bogens  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  und  daher:  Die 
Gesamtlänge  der  Hypocykloide  ist  gleich  dem  16  fachen  Radius  des 
einheschriebenen  Kreises.  —  Führen  wir  dagegen  die  Integration  zwi- 
schen den  Grenzen  r  und  ~  aus,  so  erhalten  wir 

o 

.s  =  --cos— • (19) 
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DurcL.  Elimination  Yon  t  aus   den  Gleichnngen  (18)  und  (19')  findet 

^^^  9s'  +  E'=64.a% (20) 

welches  die  natürliche  Gleicliiing  der  Hypocykloide  ist.  Mit  Hilfe 
derselben  Gleichung  (12)  kann  man  die  Quadratur  eines  Flächenstückes 
der  Hypocykloide  ausführen;  im  Besonderen  findet  man:  Die  ganze 
Fläche  der  Hypocykloide  ist  doppelt  so  grofs  als  die  des  eiiilbeschrie- 
Ibeneu  Kreises. 

Die  dreispitzige  Hypocykloide  erfreut  sich  noch  weiterer  schöner 
Eigenschaften^  die  man,  wie  Cromo  na  gethan  hat,  durch  Anwendung 
der  allgemeinen  Theorie  der  ebenen  Kurven  auffinden  kann.  Man 
kann  sie  jedoch  auch  durch  direkte  geometrische  Betrachtungen^)  als 
auch  durch  Rechnung^)  nachweisen.  Es  ist  uns  jedoch  versagt  noch 
weiter  uns  mit  dieser  Kurve  zu  beschäftigen,  wir  schliefsen  daher 
dieses  Kapitel,  jedoch  nicht  ohne  vorher  zu  bemerken,  dafs  die  Kurven 
vierter  Ordnung  mit  drei  Spitzen  (von  denen  die  Kardioide  und  die 
Hypocykloide  Spezialfälle  sind)  ferner  von  Padula^)  und  später 
von  Siebeck ^)  untersucht  wurden^).  Dieser  erzeugte  sie  (einer  Idee 
von  H.  Schröter  folgend)  durch  die  Schnitte  entsprechender  Tan- 
genten an  zwei  Kegelschnitten,  indem  er  als  entsprechend  solche  zwei 
Tangenten  ansah,  deren  Berührungspunkte  mit  einem  Schnittpunkte 
der  beiden  Kurven  in  gerader  Linie  liegen. 


Achtes  Kapitel. 

Einige  Fiifspunktkiirven  vierter  Ordnung  der  dreispitzigen 

Hypocykloide. 

75,  Die  im  vorigen  Kapitel  untersuchte  dreispitzige  Hypocykloide 
ist  nicht  nur  wichtig  wegen  der  grofsen  Anzahl  schöner  Eigenschaften, 
die  sie  darbietet,  sondern  auch  weil  sie  den  Ausgangspunkt  für  andere 
bemerkenswerte  Kurven  bildet.  Das  vorliegende  Kapitel,  welchem  die 
Aufgabe  zufällt,  mit  denjenigen  von  diesen  Kurven  bekannt  zu  machen. 


1)  Intrigila,  Studio  geometrico  sulV  ipocicloide  trictispide  (Giorn.  di  Matern. 
XXIir,  1885);    C.  Wirtz,  Die  Steiner'scJie  Hypocydoide  (Diss.  Strassburg,  1900). 

2)  Painvin,    Note   sitr    Vliypocyclo'ide  ä  trois   relroussements^  (Nouv.  Ann. 
2.  Ser.  IX,  1870);   Simon,  Analytische  Geometrie  (Leipzig  1900)  XIII.  Abschnitt. 

3)  Intorno  le  curve  di  4^  grado  die  hcmno  tre  punti  di  regresso  di  prima 
specie  (Annali  di  Tortolini  III,  1852). 

4)  Üher  die  Erzeugung  der  Curven  dritter  Klasse  und  vierter  Ordnung  durch 
Bewegung  eines  Punktes  (Grelle  LXVI,  1866). 

5)  M.  s.  ancb  die  Abb.  von  E.  Beltrami,  Su  alcuni  teoremi  di  Feuerlach 
e  di  Steiner  (Mem.  dell'  Acc.  di  Bologna,  2.  Reihe  Y,  1875). 
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die  von  der  yierten  Ordnung  sind,  möge  dies  beweisen.  Wir  schicken 
zunächst  folgende  Bemerkung  voraus:  Wenn  auf  der  Peripherie  eines 
Kreises  (mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  r)  ein  Punkt  D  ge- 
geben ist  (Taf.  IV,  Fig.  30),  und  man  nimmt  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  von  D  aus  zwei  Bogen  derart,  dafs  arc  DS  =  2  arcDS', 
so  ist  die  Enveloppe  aller  Geraden  SS'  eine  dreispitzige  Hypo- 
cykloide. —  Setzen  wir  arcDS==a^  so  hat  die  Gerade  SS\  wenn 
0  der  Anfang,  OD  die  ;r-Axe  ist,  die  Gleichung 

(X     ,  .      cc  Sa  /-IN 

X  COS  "  -j-  ^  sm  —  =  r  cos  —  • (1) 

Da  nun  diese  dieselbe  Gestalt  hat,  wie  (15)  des  vorigen  Kapitels,  so 
ist  die  Richtigkeit  des  ausgesprochenen  Satzes  evident. 

Wenn  man  nun  die  Sehne  SS'  nach  beiden  Seiten  verlängert, 
derart,  dafs  ST=  S'T  =  SS\  so  ist  der  Ort  der  Punkte  T  die 
dreispitzige  Hypocykloide,  jedoch  der  Ort  der  Punkte  T  eine  neue 
Kurve,  deren  analytische  Darstellung  man  folgendermafsen  erhält: 
Sei  H  (s.  dieselbe  Figur)  der  Mittelpunkt  der  Sehne  SS'-^  da  man 
nun  von  dem  Punkte  0  nach  T,  sowohl  auf  dem  geradlinigen  Wege 
OT  als  auch  auf  dem  gebrochenen  OHT  gehen  kann,  so  hat  man, 
indem  man  auf  die  Axen  projiziert: 

X  ==  OH  cos  ^ HT  sin|^ ,     y  =  OH  sin  |  +  HT  cos  y ; 

nun  ist   OH  =  r  cos  -^ ,     TH  =  3r  sin  -— ,    daher 

[3o:            a  t^    .      "Sa     ,      cc~\ 

COS  -^  cos  — ö  sm  -77-  sm  —  , 
2              2  2  2  J' 

^  =  ^|^cos-y-smY  +  osm—  cosyj, 

oder  einfacher 

X  ^=  t(2  cos  2  a  —  cos  a)  y       ^  =  r  (2  sin  2  a  +  sin  c^) .     .     (2) 

Setzt  man  tg— -  =  i^,  so  erhält  man  für  x  und  y  rationale  gebrochene 

Ausdrücke  vierter  Ordnung,  welche  zu  dem  Schlüsse  berechtigen,  dafs 
die  Kurve,  um  die  es  sich  handelt,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Knoten  und  drei  einen  Winkel  von  120^  mit  einander  bildenden 
Symmetrieaxen  ist.  Wiewohl  diese  Kurve  Stoff  zu  vielerlei  Unter- 
suchungen gegeben  hat^),  so  wollen  wir  uns  hier  doch  nicht  mit  einer 
weiteren  Untersuchung  derselben  aufhalten. 

Wir  gehen  vielmehr  zur  Betrachtung  der  Fufspunktkurve  einer 
dreispitzigen  Hypocykloide  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  einbeschrie- 
benen Kreises  über.     Sie  ist  eine  Kurve,  die  den  von  G.  de  Long- 


1)  Angegeben  in   der  Abkandlnng  von  Brocard,   lue  trifolmyn  (Journ.  de 
math.  spec,  1891)  S.  17  des  Auszuges. 
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champs^)  ihr  gegebenen  Namen  Trefle  oblique  (schiefes  Dreiblatt) 
trägt ^  der  auch  yon  Brocard  angewendet  wird^  dem  Verfasser  einer 
ausgezeichneten  Monographie  über  dieselbe^).  Die  Gleichung  der- 
selben könnte  man  unschwer  vermittelst  der  Gleichung  (1)  einer 
Tangente  der  Hypocykloide  erhalten.  Wir  ziehen  es  jedoch  vor^  sie 
zu  erhalten^  indem  wir  Yon  folgender  (yon  De  Longchamps  ange- 
gebenen) Definition^  durch  welche  sie  allgemein  erhalten  werden  kann, 
ausgehen:  j,Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0^  ein  Punkt  P 
seiner  Peripherie  und  eine  feste  Gerade  r  (Taf.  IV;  Fig.  31);  man  ziehe 
von  P  eine  beliebige  Sehne  PP;  der  um  B  mit  dem  Radius  FE  be- 
schriebene Kreis  möge  die  durch  P  zu  r  gezogene  Parallele  in  den 
beiden  Punkten  M^  M'  schneiden^  deren  Ort  dann  ein  ^^schiefes  Drei- 
blatt^^ ist^).^^ 

Um  die  Gleichung  desselben  zu  finden ^  nehmen  wir  ein  Polar- 
system mit  P  als  Pol  und  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises 
FOD  als  Polaraxe;  nennen  wir  den  Winkel  desselben  mit  der  Ge- 
raden r  a,  den  Radius  des  genannten  Kreises  a^  und  ^;  03;  die  Ko- 
ordinaten eines  beliebigen  Punktes  M,  dann  ist 

FE  =  2a  cos  (2(D  —  a) ;         ^  =  FM=  2FE  •  cos  {co  —  a), 

daher  ist  ^  =  4a  cos  (2co  —  a)  cos  (co  —  a) (3) 

oder  wenn  man  lieber  will: 

Q  r==z2a  cos  0^  +  2a  cos  (So  —  2a)     ....    (3') 

die  gewünschte  Gleichung.  Geht  man  zu  kartesischen  Koordinaten 
über,  so  wird  diese 

■^  +  ^  -^=  X (x^  4"  y^)  -\-oo{x^  —  3^^)  cos  2a  +  vipc^  —  3i/^)  sin 2a.  .     (4) 

Aus  derselben  ergiebt  sich:  Das  schiefe  Dreiblatt  ist  eine  Kurve  vierter 
Ordnung  mit   P  als   dreifachem  Punkte;   die  zugehörigen  Tangenten 

bilden  mit  der  Polaraxe  die  Winkel  -r  ~\~  Y ^  ~l — ^  Y ^  ^  +  ^;  ^^^ 
mit  sind  zwei  derselben  zu  einander  senkrecht  und  die  dritte  ist  zur 
festen  Geraden  senkrecht.  Von  der  unendlich  fernen  Geraden  wird 
das  Dreiblatt  in  den  cyklischen  Punkten  der  Ebene  geschnitten.  Aus 
den  Plücker'schen  Formeln  geht  hervor ,  dafs  die  betrachtete  Kurve 
von  der  sechsten  Klasse  ist  und  sechs  Wendepunkte  sowie  vier  Doppel- 
tangenten besitzt;  eine  derselben  ist,  wie  gesagt,  die  unendlich  ferne 
Gerade,  zwei  andere  sind  die  parallel  zu  der  festen  Geraden  gehenden 
Tangenten  an  den  gegebenen  Kreis,   die  letzte  ist  reell  und  im  End- 


1)  Sur  Je  tfifolmm  (Journ.  de  math.  spec.  1887). 

2)  S.  die  vor.  Note. 

3)  Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  diese  Konstruktion  als  eine  besondere,  auf 
den  gegebenen  Kreis  angewandte  Transformation  angesehen  werden  kann. 
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liehen  gelegen  (s.  die  Figur).  Wir  überlassen  es  dem  Leser  mit 
Benutzung  der  vorigen  Grleicliung  zu  verifizieren^  dafs  der  gegebene 
Kreis  das  Dreiblatt  aufser  im  Punkte  P  und  in  den  cyklischen  Punkten 
der  Ebene ;  noch,  in  den  Ecken  ABC  eines  gleichseitigen  Dreiecks 
schneidet^  dafs  ferner  das  Dreiblatt  durch  die  Punkte  Q^  Q  g^ht^  in 
denen  die  von  D  zur  festen  Geraden  gezogene  Parallele  von  dem 
Kreise  mit  dem  Centrum  D  und  dem  Radius  BF  geschnitten  wird; 
und  dort  von  den  Senkrechten ^  die  von  den  genannten  Punkten  auf 
den  Durchmesser  JPD  gefällt  sind^  berührt  wird.     Setzt  man: 

Q^  =  2a  cos G) ,         Q^==^  2a  cos 3  i— coj , 

so  wird  Grleichung  (3')  ^  =  ^i  +  ^2? 

nun  stellt  von  den  eben  genannten  Grleichungen  die  erste  den  ge- 
gebenen Kreis  dar^  während  die  zweite  jene  spezielle  ^^Rosenkurve^^ 
darstellt;  die  unter  dem  Namen  ^^gleichseitiges  Kleeblatt^^  bekannt  ist. 
Man  kann  somit  das  schiefe  Dreiblatt  konstruieren ,  indem  man  die 
Vectoren  eines  Kreises  zu  denen  eines  gleichseitigen  geeignet  gelegenen 
Kleeblattes  addiert^). 

76.  Jedem  Werte  des  Winkels  a  entspricht  ein  besonderes  Drei- 
blatt.    Besonders  erwähnenswert  sind  diejenigen,  die  entstehen,  wenn 

a  =  0  oder  a  ==—  ist.     Die  Polargleichung  des   ersteren  ist   (wenn 

der  Kürze  halber  A:a  =  d  gesetzt  wird) 

Q  =  d  '  cos  q)  '  cos  2^ (5) 

oder  auch  q  =  d  cos  cp  —  d  cos  (p  sin^  cp (5') 

während  die  der  zweiten  Kurve  lautet 

()  =  4a  sinca  •  sin2o9 (6) 

Die  durch  die  Gleichung  (5)  und  (6)  dargestellten  Kurven  wurden 
von  G.  de  Longchamps  gefunden,  der  sie  bezw.  Trifolium  droit 
(gerades  Dreiblatt)  und  Peuille  double  droit  (gerades  Zwei- 
blatt) nannte;  er  gab  auch  eine  besondere  Art  der  Erzeugung  für 
die  erstere  an,  sowie  ein  Verfahren,  welches  wir  noch  darlegen  werden, 
um  eine  noch  allgemeinere  Kurve  als  die  zweite  zu  finden. 

I.  „Gegeben  sei  eine  Strecke  00'  =  d  (s.  Taf.  IV,  Fig.  32).  Man 
ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  auf  welchen  man  das  Lot  O'M 
fällt;    M'  sei  symmetrisch  zu  M  in  Bezug  auf  00'  und  P  sei   der 


1)  Eine  andere  Erzeugung  ist  in  der  Cuestion  32,  die  von  Brocard  im 
Progreso  (Bd.  I,  S.  294)  vorgelegt  und  im  Bd.  III,  S.  241  u.  261  gelöst  wurde, 
enthalten.  Sie  hat  folgenden  Wortlaut:  „Un  hilo  de  longitud  d  esta  fijo  ä  un 
punto  A  de  una  circumferencia  de  radio  a^  j  Ueva  en  su  otro  extrano  un  peso 
M  que  lo  tiende.  El  hilo  pasa  per  un  pequeiio  anillo  B  que  se  mueve  ä  lo 
largo  de  la  circumferencia  OA.    Hallar  el  lugar  de  los  puntos  M." 
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Fufspunkt  des  von  M'  auf  OM  gefällten  Lotes;  der  Ort  der  Punkte 
P  ist  ein  gerades  Dreiblatt  ^)/^  Um  die  Gleichung  desselben  zu  finden, 
nehmen  wir  0  als  Pol  und  0  0'  als  Polaraxe,  nennen  H  den  Schnitt- 
punkt Yon  MM'  mit  00']  man  hat  dann  successive: 

OM  =  d  cos  (D ,  MH  ==  OM  '  sin  03  ==  d  sin  (D  -  cos  cj  y 

MM'=2d  sino)  -cosco,     PM  ==  MM' -  sinco  ==2dBin^(D  •  cos  co, 
und  da  nun  q  =  OP  ==  OM —  PM,  ergiebt  sich 
Q  =  d  cosG)  —  2d'  cos  ca  •  sin^  co, 
welche  Gleichung  mit  (5')  übereinstimmt.     Die  zugehörige  kartesische 
Gleichung  ^^2  _|.  y2y  _  ^^  (^2  _  ,^2^  =  0 

läfst  erkennen,  dafs  die  Kurve  aus  drei  Blättern  besteht,  von  denen  zwei 
zu  einander  in  Bezug  auf  00'  symmetrisch  sind,  das  dritte  ist  selbst 
symmetrisch  in  Bezug  auf  diese  Gerade;  die  Tangenten  an  die  Kurve 
in  dem  dreifachen  Punkte  0  sind  die  ^/-Axe  und  die  Winkelhalbier  er 
der  Axenwinkel;  aufser  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  Doppel- 
tangenten der  Kurve  die  drei  Geraden  x  -\-  -^  ^=  0  ^   y  +  ~  =  0. 

Das  gerade  Dreiblatt  hat  eine  sehr  grofse  Ähnlichkeit  der  Gestalt 
mit  einer  rationalen  Kurve  vierter  Ordnung,  die  vor  150  Jahren  von 
G.  Gramer  betrachtet  wurde,  der  sie  als  „une  espece  de  trefie^^  be- 
zeichnete, das  auf  folgende  Weise  erzeugt  werden  könne  ^):  „Gegeben 
ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r,  sowie  ein  Punkt  0 
seiner  Peripherie;  man  nehme    als  Axen  zwei   Geraden   durch   0,  die 

mit  00  die  Winkel  -r  bilden:    ist   nun  NP   als   Ordinate    eines    be- 

4  ' 

liebigen  Punktes  des  Kreises  gezeichnet,  so  zeichne  man  den  Punkt 
M  derart,  dafs  MP^=  ON  -  NP  und  betrachte  dessen  geometrischen 
Ort.     Die  Gleichung  desselben  ist  ersichtlich 


oder  x^  -i-y^  —  2ax {x^  —  y^)  =  0       j 

wenn  man  zur  Vereinfachung  r  ==  a]/2  setzt.  Das  Gramer 'sehe 
Dreiblatt  ist  demnach  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  0  als  drei- 
fachem Punkte ,  der  Geraden  x  -\-  a  (]/2  —  1)  =  0  als  Doppel- 
tangente u.  s.  w.;  sie  geht  aber  nicht  durch  die  cyklischen  Punkte. 

IL  „Gegeben  ein  rechter  Winkel  AOB,  auf  dessen  Schenkeln 
die  Punkte  A  und  jB  markiert  sind.  Auf  eine  beliebige  durch  B  ge- 
zogene Gerade  fälle  man  das  Lot  AM  (Taf.  V,  Fig.  33);  wenn  nun 

1)  G.  de  Longchamps,  Essai  sur  la  geometrie  de  la  regle  et  de  Vequerre 
(Paris  1890)  S.  125. 

2)  IntroducUon  ä  Vanalyse  des  Ugnes  courbes  algebriques  (Genf  1750)  S.  421. 
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MH  senkrecht  zu  OÄ  und  HP  senkrecht  zu  ÄM^^  so  ist  der  Ort 
der  Punkte  P  ein  schiefes  Zweiblatt ^)/^  Um  dessen  Gleichung  zu 
finden,  bezeichnen  wir  die  Entfernungen  OÄ,  OB  mit  a^h,  nehmen 
A  als  Pol  und  AO  als  Polaraxe.  Projizieren  wir  den  Linienzug 
AOBM  auf  AM,  so  erhalten  wir 

AM  =  a  cos  CO  -|-  &  sin  CO. 
Anderseits  haben  wir 

9  =  AF  =  J.  j?  •  cos  o  =  AM '  cos^  g), 
daher  schliefslich 

Q  =  a  cos^  (D  -\-l)  ^mc:)  cos^  co (8) 

die  gesuchte  Gleichung  ist.     Die  entsprechende  kartesische  lautet 

(^2  _j_  y%y  =  x^(ax  +  ly) (9) 

Das  schiefe  Zweiblatt  hat  einen  dreifachen  Punkt  in  JL;  die  ent- 
sprechenden Tangenten  sind  die  ^-Axe,  doppelt  gezählt,  und  die  Ge- 
rade ax  -\-  by  =  0.     Im  Spezialfälle  a  =  0  werden  (8)  und  (9)  zu 

Q  ==1)  '  sinm  COSTCO  .     .     (8').         {x^  -{-  y^Y  ==  Ix^y  .     .     (9') 

Die  erstere  verwandelt  sich  in  Gleichung  (6),  wenn  man  ft  in  8  a,  ca  in 

—  —  ca  verwandelt,  während  die  zweite   Gleichung  beweist,   dafs  die 

dargestellte  Kurve  symmetrisch  zur  t/-Axe  ist;  daher  der  Name  ge- 
rades Zweiblatt,  den  sie  erhalten  hat  (s.  Taf.  V,  Fig.  34). 

Aus  (9')  kann  man  ableiten,  indem  man  x  und  y  vertauscht  und 
statt  &  4a  setzt 

y  =  ■-\-yax +yax  —  x^] (9'') 

daher  gehört  das  gerade  Zweiblatt  zur  Klasse  derjenigen  Kurven, 
denen  das  Kap.  10  gewidmet  ist.  Es  löst  eine  von  Montucci  in  den 
Nouvelles  Annales  im  Jahre  1857  (S.  449)  vorgelegte  Frage,  und  ist 
identisch  mit  der  Duplicatrix-Kurve,  die  von  demselben  Geometer 
in  der  Arbeit  Eesolution  de  Vequation  du  5®  degre  (Paris  1869)  an- 
gewendet wird.  Wir  bemerken  noch,  dafs  die  Gleichung  (9'')  für  die 
Untersuchung  des  geraden  Zweiblattes  sehr  nützlich  ist^):  sie  führt 
alsbald  zur  Bestimmung  der  Fläche  der  Kurve 

a  a 

2  IJ  {}fax  ■\-']/ ax  —  x^^dx  — J  (l/ö^  —  ^ ax  —  x^)dx  | 


=  4/y, 


2     rl 

ax       X  (aiX      ■  ~~~^    ' 


Es  soll  nicht  übergangen  werden,   dafs   in  der  Introduction  von 
Gramer    sich    noch    eine  Kurve    findet,    deren   Gestalt    dem    geraden 


1)  G.  de  Longchamps,  Esscd  S.  122. 

2)  Vgl  Elge,  Sur  le  foliwn  double  (Journ,  de  Math.  spec.  1896), 
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Zweiblatt  sehr  ähnlicli  ist.  Ihre  Erzeugung  ist  folgende^):  ,;,GegebeiL 
ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r,  einer  seiner  Durch- 
messer OD  und  die  Tangente  in  dem  Endpunkte  D;  man  nehme 
eine  Strecke  MN^  die  parallel  zu  OD  zwischen  der  Peripherie  imd 
der  Tangente  belegen  ist,  trage  auf  der  zugehörigen  Geraden  das  Stück 
NP  =  yON '  NM  ab^  und  betrachte  den  Ort  des  Punktes  P."  Dieser 
hat  zur  Gleichung  x'^  ~\-  y^  ==  2axy^  und  eine  einfache  Diskussion  be- 
weist  die  Ähnlichkeit  in  der  Gestalt  mit  dera  geraden  Zweiblatt. 

77.  Wir  haben  in  den  beiden  vorigen  Nummern  gesehen^  dafs 
das  allgemeine  Dreiblatt  oder  Trifolium  als  Spezialfälle  das  gerade 
Dreiblatt  und  das  gerade  Zweiblatt  hat^  während  das  reguläre  Drei- 
blatt, dessen  wir  beiläufig  am  Schlüsse  von  Nr.  75  Erwähnung  ge- 
than  haben,  nicht  dazu  gehört.  Nun  hat  Brocard  bemerkt^),  dafs  es 
noch  eine  andere  Pufspunktkurve  der  dreispitzigen  Hypocykloide  giebt, 
deren  Spezialfälle  die  sämtlichen  drei  Kurven  sind  und  noch  andere. 
Es  ist  die  Pufspunktkurve  in  Bezug  auf  einen  Punkt  A  der  Spitzen- 
tangenten. Um  die  Gleichung  derselben  zu  bilden^  bezeichnen  wir 
mit  a  die  Abscisse  des  Punktes  Ä  und  beachten,  dafs  das  von  Ä  auf 
die  Gerade  (1)  gefällte  Lot  die  Gleichung  hat 

(x  —  a)  sm- ^cos~  =  0. 

Die  Gleichung   der  Brocard' sehen  Pufspunktkurve   erhalten 

wir  nun  durch  Elimination  von  a  aus   dieser  Gleichung  und  aus  (1). 

Nun  giebt  diese  Gleichung 

cc                      y  a  X  —  a 

sm  —  =  ,        cos  -     — • 


so  dafs,  wenn  man  (1)  folgendermafsen  schreibt 

xQjO^—  -Y  y  ^vn—  =-  t\  cos"^-^ d cos y  sm^ ~  , 

sich  alsbald    folgende    analytische  Darstellung    der   fraglichen  Kurve 
ergiebt 

\x{x  —  d)  +  ^2]  lix  —  df  +  ^^]  =^f(x  —  d)  \{x  —  df  —  3^2]  .  (10) 

Verlegen  wir  den  Anfang  nach  A  und  gehen  dann  zu  Polarkoordinaten 
über,  so  erhalten  wir  die  anderen  Gleichungen 

{x^  +  2/^  +  ^^^)  (^^  +  2/^)  =  ^^  (^^  —  3^^).  .     .     .      (11) 

^  =  (r  —  d)  cos  cl)  —  4r  cos  g9  sin  ca     .     .     .     .     (12) 

oder  p  =  —  (<^  +  3r)  cos  od  -|-  4r  cos^  co      .     .     .     .     (12') 

Gleichung  (11)  läfst  erkennen,   dafs  die  Brocard'sche  Pufspunktkurve 
eine   rationale   cirkulare  Kurve  vierter  Ordnung  ist  mit  A  als   drei- 

1)  Gramer,  Introduction  S.  413. 

2)  S.  die  oben  citierte  Monographie  S.  26  ff.  des  Auszuges. 
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fächern  Punkte;  von  den  zugehörigen  Tangenten  ist  eine  (die  ^-Axe) 
immer  reell^  die  anderen  (symmetrisch,  zu  Ox)  sind  es,  wenn  Ä  inner- 
halb des  mit  r  um  0  beschriebenen  Kreises  liegt;  in  diesem  Falle  be- 
steht die  Kurye  aus  drei  (reellen)  Blättern^  die  zu  je  zweien  drei  ge- 
meinsame Tangenten  haben-,  diese  und  die  unendlich  ferne  Gerade  sind 
Doppeltangenten  der  Kurve  u.  s.  w. 

Die  Gleichungen  (12)  und  (12')  hingegen  lassen  die  hervorragen- 
deren Spezialfälle  sehr  gut  erkennen 

1)  Wenn  a  -{-  dr  =  0,  so  wird  (12')  ^  =  4rcos^ca,  welche  Glei- 
chung, wie  wir  Abschn.  V,  Kap.  11  sehen  werden,  eine  sekun- 
däre Proportionatrix  darstellt. 

2)  Wenn  a  =  r,  wird  (12) 

Q  =  —  4r  cos  C3  sin^  m  =  —  2r  sin  o?  sin  2  co , 
welches,  wie  wir  gesehen  haben,   die   Gleichung  eines   geraden 
Zweiblattes  ist. 

3)  Machen  wir  in  (12)  r  —  a  =  d,  2r  =  d^  so  bekommen  wir  die 
Gleichung  eines  geraden  Dreiblattes. 

4)  Setzen  wir  endlich  a  =  0,  so  wird  (12') 

Q  ==  r(4:  cos^  (0  —  3  cos  (d)  =  r  cos  3  ca , 

die  Gleichung  eines  regulären  Trifoliums. 

Somit  ist  unsere  Behauptung  am  Anfange  dieser  Nummer  bewiesen 
und  zu  gleicher  Zeit  eine  gemeinsame  Art  der  Erzeugung  für  alle 
vier  speziellen  Kurven  angegeben. 


Neuntes  Kapitel. 
Die  Cartesisclien  Ovale. 

78.  Werfen  wir  einen  Blick  auf  die  vier  vorhergehenden  Kapitel, 
so  erkennen  wir  leicht  das  sie  verknüpfende  Band.  Nach  der  Be- 
trachtung der  Konchoide  des  Nikomedes  (Kap.  5)  beschäftigten  wir 
uns  mit  den  Verallgemeinerungen,  die  sie  erfahren  kann,  insbesondere 
mit  den  Kreis-Konchoiden  (Kap.  6);  da  eine  derselben  eine  dreispitzige 
Kurve  vierter  Ordnung  ist,  so  wurden  wir  veranlafst,  eine  andere 
spezielle  Kurve  mit  derselben  Eigenschaft  zu  betrachten,  nämlich  die 
dreispitzige  Hypocykloide  (Kap.  7),  und  darauf  gewisse  Kurven  vierter 
Ordnung,  die  sich  von  dieser  herleiten  (Kap.  8). 

Nachdem  wir  nun  diese  Gruppe  erschöpft  haben,  nehmen  wir 
die  chronologische  Anordnung  wieder  auf,  von  der  wir  uns  n.ur  dann 
frei  machen,  wenn  der  logische  Zusammenhang  es  erfordert,  und 
knüpfen    an    eine    Bemerkung    von    Descartes    im   IL  Buche    seiner 

Loria,  Ebene  Kurven.  11. 
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Geometrie  an.  Daselbst  teilt  er^  um  an  einem  neuen  Beispiele  die 
Ton  ihm  erfundenen  neuen  Methoden  zu  illustrieren^  die  Definition 
und  die  Haupteigenschaften  mit  ,^de  certaines  ovales  que  vous  verrez 
etre  tres-utiles  pour  la  tlieorie  de  la  catoptrique^^^).  Es  sind  die- 
jenigen Kurven,  die  man  gewöhnlich,  die  C artesischen  Ovale  nennt ^). 
Descartes  giebt  von  ihnen  folgende  Erzeugung,  indem  er  diejenigen 
Betrachtungen,  die  zu  ihrer  Entdeckung  geführt  haben,  verheimlicht: 
„Es  seien  zwei  Punkte  F^  G  gegeben  und  eine  Gerade  r,  die  FG 
in  A  schneidet  (Taf.  V,  Fig.  35) ;  man  beschreibe  um  F  einen  Kreis  mit 
beliebigem  Radius,  und  JB  sei  einer  der  beiden  Schnitte  desselben  mit 
der  Geraden  FG.    Man  bestimme  nun  auf  r  einen  Punkt  C  derart,  dafs 

~j-^  =  A,  wo  X  eine  Konstante  (den  Brechungsindex)  bedeutet;  „a  sa- 

voir  Celle  qui  mesure  les  refractions,  si  on  veut  s'en  servir  pour  la 
dioptrique".  Man  nehme  auf  r  auch  die  Strecke  AH  =  AG  und  be- 
schreibe um  G  als  Mittelpunkt  und  mit  dem  Radius  CR  einen  zweiten 
Kreis,  der  den  schon  beschriebenen  in  M  schneidet.  Der  Ort  der 
Punkte  M  ist  ein  Cartesisches  Oval." 

Aus  dieser  ziemlich  komplizierten  Konstruktion  kann  man  leicht 
eine  elegante  Eigenschaft  ableiten,  die  zur  Charakterisierung  der  hier 
betrachteten  Kurven  sehr  geeignet  ist.  Beachten  wir  nämlich,  dafs 
infolge  der  Konstruktion 

FM  =FB^FA  +  AB=^FA  +  \aC, 
GM  =  RC  =  AC  —  AB  =  AG  -  AG , 

so  hat  man  ferner: 

X  •  FM  —  GM  =  k  -  AF  —  AG] 

oder  wenn  man  der  gröfseren  Symmetrie  wegen  X  = setzt 

/i  .  MF  +  V  .  MG  ==^'AF—V'AG', 
nun  ist  die  rechte  Seite  eine  bekannte  Gröfse;  setzen  wir  daher 

^•AF-~V'AG==l,,     ......     (1) 

so  erhalten  wir  [i  •  MF-\-  v  -  MG  =  Z, (2) 


1)  La  geometrie  de  Bene  Descartes  (Nouv.  ed.  Paris  1886)  S.  41  ff. 

2)  Vallee  {Memoire  sur  la  vision^  Mem.  des  Savants  ^tr.  XII,  1854)  ge- 
braucht den  Namen  Optoide,  der  jedoch  bald  in  Vergessenheit  geriet. — Betr. 
der  Bibliographie  s.Liguine,  Liste  des  travaux  sur  les  ovales  de  Descartes  {Bull. 
des  Sciences  mathematiques  2.  Ser.  VI,  1882).  —  Wir  fügen  noch  hinzu,  dafs 
De  Mairan  andere  Kurven  vierter  Ordnung  betrachtete,  die  in  der  mathem. 
Theorie  des  Lichts  Anwendung  finden;  so  sind  die  ana klastischen  (Strahlen- 

oc^y^  -\-  y^{h  -}-  yy        m' 
x^y^  +  a^{b  +  y) 
Sur  la  refraction  des  corps  in  den  Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences,  Paris  1740). 


brechungs-)  Kurven  mit  der  Gleichung  "^^^  T  SkX  Ia^"  "^  ^Ts  "     (S-  die  Abh. 
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welche  Gleicilung  aussagt:  Ein  Cartesisclies  Oval  ist  der  Ort  der- 
jenigen Punkte,  deren  Anstände  von  zwei  festen  Punkten,  multipli- 
ziert mit  gegebenen  Zahlen,  eine  konstante  Summe  ergeben^).  Ein 
Vergleich  von  (2)  mit  (1)  zeigt,  dafs  das  Oval  durch  den  Punkt  Ä 
geht;  wird  ^  ==  v^  so  läfst  (2)  erkennen,  dafs  dann  das  Oval  zu  einer 
Ellipse  mit  den  Brennpunkten  F  und  G  wird,  und  wenn  v  =  —  ^ 
eine  Hyperbel,  welche  Fälle  wir  aus  unseren  Betrachtungen  beständig 
ausschliefsen. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  Gleichung  (2)  ist  die,  dafs  das 
Cartesische  Oval  zu  derjenigen  Kategorie  von  Kurven  gehört,  die  ge- 
bildet wird  von  den  Örtern  der  Punkte,  deren  Abstände  von  n  festen 
Polen,  multipliziert  mit  beliebigen  Konstanten,  eine  konstante  Summe 
geben.  Man  erhält  nun  bekanntlich  die  Normale  eines  solchen  Ortes 
im  Punkte  ilf ,  wenn  man  von  M  aus  zu  diesen  Polen  hin  Strecken 
zeichnet,  die  jenen  Konstanten  proportional  sind,  und  deren  Resul- 
tierende konstruiert^).  Insbesondere  um  für  das  Oval  die  Normale 
im  Punkte   M  zu   konstruieren,    nehmen  wir   auf  den   Geraden   MF 

und  MG  zwei  Punkte   P  und   Q  derart,   dafs   =  — ~  und  ver- 

vollständigen  das  Parallelogramm  PMQN]  seine  Diagonale  MN  wird 
die   Normale    sein.     Wenn   wir    nun    die  Winkel   FMN  und  GMN 

MP        MO 
mit  i  und  r  bezeichnen,  so  haben  wir  - — -  =  -^ ,  welche  Gleichung 

mit  der  vorisjen  veröiichen  eröiebt:  —. — r  =  —  =  >l.     Dies  zeigt,  dafs, 

wenn  ein  Cartesisches  Oval  die  Trennungslinie  zweier  Medien  bildet, 
deren  Brechungsindex  gleich  X  ist,  ein  von  F  ausgehendes  Lichtstrahlen- 
büschel sich  in  ein  Büschel  von  Strahlen  verwandelt,  die  in  G  zu- 
sammenlaufen^); daher  die  Wichtigkeit  der  besprochenen  Kurve  für 
die  Optik,  und  die  Erklärung  dafür,  dafs  man  die  beiden  Punkte  F 
und  G  gewöhnlich  die  Brennpunkte  nennt,  sowie  der  Name  apla- 
ne tische  Linie  (d.  h.  Linie  ohne  Abweichung),  den  man  dieser  Kurve 
gegeben  hat. 

79.  Nehmen  wir  den  Brennpunkt  F  als  Pol,  nennen  die  Ent- 
fernung FG  hj  und  die  Polarkoordinaten  ^,a),  so  nimmt  (2)  folgendes 
Aussehen  an: 


^Q  -|-  vYq^  2  qJi  C0S(D  -f-  ä^  =  ?, 

oder         {v^-^^')Q'  +  2Q{^l  —  v'hGos(D)  +  v'h^  —  P  =  0.     .     (3) 

1)  Die  Gl.  (2)  ist  eigentlich  die  bipolare  Gleichung  des  Ovals  für  ein 
Koordinaten-System,  das  die  festen  Punkte  F  und  G  als  Pole  hat.  Yon  diesem 
Gesichtspunkte  aus  ist  diese  Gleichung  schon  reichlich  ausgebeutet  worden. 

2)  Peano,  AppUcazioni  geometriche  del  ealcolo  infinitesimale  (Torino  1887) 
S.  140. 

3)  Zu  denselben  Schlüssen  gelangte  Freuet  {Eecueil  d'exercises  sur  le  calciü 
infinitesimal^  3.  Aufl.  Paris  1873,  S.  221),  indem  er  einige  allgemeine  Formeln 
anwandte;  somit  lieferte  er  analytisch,  was  Cartesius  synthetisch  darlegte. 

11* 
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In  dem  speziellen  Falle^   dafs  v  ==  j,  vereinfacht  sich  diese  Gleichung 
und  wird  ^liv^  2iil 

O  =  ^ K  cos  Cl) 


v^  —  ft^ 

und,    wegen   Gleichung  (3)   in  Nr.  70^    besagt    diese    Gleichung:    Die 
PascaFsclie  Schnecke  ist  ein  specielles  Cartesisches  Oval. 

An  dieser  Stelle  dürfte  es  angebracht  sein  zu  bemerken^  dafs 
Chasles  glaubte  eine  geometrische  Transformation  gefunden  zu  haben^ 
durch  die  ein  Kreis  in  ein  Cartesisches  Oval  übergehe  ^)^  während 
diese  nur  eine  Pascal'sche  Schnecke  giebt^).  Wenn  man  nämlich  auf 
den  Kreis  ^^  —  2aQ  cos  co -f- 6^  =  0  die  durch  die  Formeln  ^  =  ymQ-^, 
CO  =  -^  gekennzeichnete  Transformation  anwendet^  so  erhält  man  die 
Kurve  mit  der  Gleichung: 

[m'  (x'  +  i/)  —  2mo?x  +  6^]  —  4m^  {a^  —  Vf  {x^  +  if)  =  0; 
diese  ist  eine  Schnecke  mit  dem  Punkte  x  ==  — ,  y  =  0  als  Doppel- 
punkt.    Wenn  man  dagegen  auf  die  Schnecke  mit  der  Gleichung 

Q^=  a  -{-})  cos  CD^ 

die  Transformation  co  ==  cd^^    q  ==  ^  ~~  ^  ^^ anwendet^   so  erhält 

man  die  Kurve  mit  der  Polargleichung: 

Q^  —  Q(a  -{-  b  cos  (d)  -\-  -j-  =  Oj 

und  diese  Kurve  ist  somit  ein  Cartesisches  OvaP). 

Die  aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  sich  ergebende  Kon- 
struktion der  Ovale  bietet  ein  erheblich  geringeres  Interesse^  als  die 
andere^  die  wir  nun  darlegen  wollen:  Wenn  a'^  V  die  Koordinaten  von 
F  sind  und  a' ^  V  die  von  G^  so   kann  man  Gleichung  (2)  schreiben 

^■/(^  —  dy  +  {%j  —  Vf  +  vy{x~aJ-\-{y  —  Vy=  ?;  .  (4) 

nun  ist   es  immer  möglich^  auf  unendlich  viele  Weisen  zwei  Längen 
/  und  r"  zu  bestimmen  derart^  dafs 

lir  4"  vr'  =  l. 
Infolgedessen  kann  (4)  geschrieben  werden  als 

-^{x~ay  +  {y~~Vy-~r    ^        v  . 

-|/(^_a'')2  +  (2/  — r)'  — ^"         ^     •    •    •    •    •    v; 


1)  Apergu  historique,  Note  XXI. 

2)  Der  Irrtum  von  Cliasles  wurde  schon  1850  beseitigt  von  Cayley  {Ad- 
dition au  memoire  sur  quelques  transmutations  des  lignes  courhes,  Journ.  de  Math. 
XY),  und  neuerdings  von  M.  d'Ocagne  {Sur  tm  mode  de  gener ation  des  ovales 
de  Descartes  C.  R.  XCYII,  1883). 

3)  Cayley,  l^ote  on  tJie  theorie  of  cartesians  (Quarterly  Journ.  XV,  1878); 
vgl.  auch  den  vorhergehenden  Aufsatz  desselben  Verf :  On  the  mechanical  de- 
scription  of  a  cartesian  (Das.  XIII,  1875). 
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Nun  giebt  der  Zäliler  auf  der  linken  Seite  den  Abstand  des  Punktes 
(Xj  y)  von  dem  Kreise  jT'  mit  dem  Mittelpunkte  {a\  V)  und  dem 
Radius  r  an;  eine  ähnliclie  Bedeutung  hat  der  Nenner  in  Bezug  auf 
den  Kreis  V  mit  dem  Centrum  {a',  V)  und  dem  Radius  /'.  Man 
folgert  daraus,  mit  Newton:  Ein  Cartesisches  Oval  kann  als  Ort  der 
Punkte  Ibetrachtet  werden,  deren  Albstände  von  zwei  festen  Kreisen 
in  einem  gegelbenen  Verhältnisse  stehen^). 

Aus  diesem  Satze  l'afst  sich  eine  andere  von  Chasles  entdeckte 
Erzeugung  ableiten,  die  durcb  folgenden  Satz  wiedergegeben  wird: 
Gegeben  zwei  Kreise  F'  und  F"  und  ein  Punkt  0  ihrer  Cen- 
trale 0' 0'\  L'afst  man  um  0  eine  Grerade  t  rotieren,  welche 
die  Peripherieen  in  den  Punkten  Pj,  P2;  Pi',  P2'  schneidet,  so 
treffen  sich  die  Radien  0' F^  und  0'P2  von  F'  mit  den  Radien 
0" Fl  und  0''P2'  von  JT"  in  vier  Punkten  Jf,  deren  Ort  ein 
Cartesisches  Oval  ist.  Betrachtet  man  nämlich  das  Dreieck 
M0'0'\  das  von  der  Geraden  t  in  den  Punkten  0,  Pi,  Pi'  geschnitten 

wird,  so  ist  ^y^j  '  WP^  *  TfP^^  ^^  ^  ^  ^^^^  daher  (wenn  r',  /'  die  Ra- 
dien der   gegebenen  Kreise   sind)   j^pi  =  -tvtt  •  ~j7  ■-=  const]  und  diese 

Beziehung  führt,  auf  Grund  des  Newton'schen  Satzes,  leicht  zu  dem 
Schlüsse  auf  den  Chasles'schen  Satz.  Dieser  Satz,  wenngleich  nur  ein 
CoroUar  des  vorigen,  ist  nicht  nur  wichtig,  weil  er  eine  leichte  Weise 
die  Kurve  punktweise  zu  zeichnen  liefert,  sondern  auch  weil  er  zu 
einer  sehr  guten  Konstruktion  der  Tangente  führt:  schon  Chasles 
machte  die  Bemerkung,  dafs  die  Tangente  in  M  und  die  Tan- 
genten an  F'  und  P"  in  den  entsprechenden  Punkten  in  ein 
und  denselben  Punkt  zusammenlaufen.  Aus  demselben  Satze 
kann  man  auch  entnehmen,  dafs  die  vollständige  Cartesische  Kurve 
nicht  aus  einem  einzigen  Ovale  besteht  (wie  Descartes  und  seine 
unmittelbaren  Nachfolger  glaubten),  sondern  wie  Chasles  bemerkte, 
aus  zwei  konjugierten  Ovalen,  die  keinen  Punkt  im  Endlichen 
gemeinsam  haben. 

Die  Gleichung  (4)  führt  uns  auch  zu  einer  stereometrischen  Er- 
zeugung der  betrachteten  Kurve  ^).  Betrachten  wir  nämlich  zwei 
Rotationskegel  mit  parallelen  Axen,  so  kann  man  dieselben  durch 
folgende  Gleichungen  dargestellt  erhalten: 


[X  -  aj  +  (^  -  yy 


1%'^    ' 


1)  VMloso'phiae  naUiralis  Principia  mathematica  Buch  I,  Satz  XIV. 

2)  F.  J.  (Gabriel  Marie),  Exercises  de  geometrie  descriptive  (3.  Aufl.  Tours 
et  Paris,  1893)  S.  693.  Augenscheinhch  ist  diese  Erzeugung  ein  Spezialfall  der 
zu  Anfang  von  Nr.  58  für  alle  elliptischen  Kurven  vierter  Ordnung  angegebenen. 
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die  Projektion  der  Sclinittlinie  dieser  beiden  Oberflächen  auf  die 
^1/- Ebene  wird  nun  durch  eine  Gleichung  dargestellt  werden^  die  sich 
ergiebt^  wenn  man  aus  den  letzten  Gleichungen  z  eliminiert;  dies  giebt: 


K 


ii  -  r  =  f  ]/(^  -  ay  +  {y-  hj  -  f  y(x-~ay  +  {y-by 


Da  nun  diese  Gleichung  dieselbe  Gestalt  wie  (4)  hat,  so  schliefst  man: 
Die  Sclinittlinie  zweier  Rotatioiiskegel  mit  parallelen  Axen  projiziert 
sich  auf  eine  zu  diesen  Axen  senkrechte  Ebene  in  ein  Cartesisches 
Oval. 

Dies  sind  wohl  die  interessantesten,  jedoch  nicht  die  einzigen 
Arten,  die  aplanetischen  Kurven  zu  erzeugen;  wir  können  uns  jedoch 
mit  der  Darlegung  derselben  nicht  weiter  aufhalten  und  verweisen 
den,  der  die  übrigen  kennen  lernen  Avill,  auf  die  Note  XXI  des  Äpergii 
Mstoriqiie. 

80.  Die  interessantesten  Eigenschaften  der  Cartesischen  Ovale 
ergeben  sich  aus  der  Untersuchung  ihres  Verhaltens  im  Unendlichen. 
Um  dieses  zu  bestimmen,  nehmen  wir  wieder  die  Gleichung  (4)  und 
setzen    der  Einfachheit    halber  a=  —  a' ==  a,    6'=&''=0;    setzen 

wir  ferner  x  -\-  iy  =  — ,    x  —  W  =  -j)   so  wird  diese 


oder,  wenn  wir  die  Wurzeln  wegschaffen, 

[^\^  -  aOiv  -  c^e)  -  v\i  +  aOiv  +  ^ÖP 

-  2in'[^\^  -  aO(v  -  ^0  +  ^'(§  +  ^tXv  +  cct)]  +  IH'  =  0.    (6) 

Diese  zeigt,  dafs  die  beiden  Punkte  (g  =  0,  g  =  0),  (?^  =  0,  g  ==  0), 
d.  h.  die  beiden  cyklischen  Punkte  der  Ebene  Doppelpunkte  der 
Kurve  (6)  sind.  Die  Tangenten  in  dem  ersteren  (in  i,,  ri,  t,  ausge- 
drückt) werden  gemeinsam  durch  die  Gleichung 

[/.^(l  -  al)  -  v\i,  +  ut)f  =  0 

dargestellt,    daher    ist   dieser  Punkt  eine   Spitze^),   und   die   Spitzen- 

„2    1     ^2 

tangente  hat  die  Gleichung  |  ==    2__  2<^^;  i^  kartesischen  Koordinaten 

dagegen  wird  sie  durch  x  -\-  iy  =  ^g_   ^  a  wiedergegeben. 

Ebenso  ist  der  andere  Kreispunkt  auch  eine  Spitze  und  die  kar- 
tesische  Gleichung  der  zugehörigen  Tangente  x  —  iy  =  ^ ^     —^a. 


1)  Diese  wichtige  Bemerkung  rührt  von  Cayley  her  (s.  die  o.  a.  Addition 
cm  memoire  sur  quelques  transmutations  des  lignes  coitrhes),  der  somit  die  Be- 
hau^Dtung  von  Chasles,  dafs  die  cyklischen  Punkte  Doppelpunkte  des  Ovals  seien, 
berichtigte.  Infolgedessen  ist  es  von  der  6.,  nicht,  wie  der  berühmte  fran- 
zösische Geometer  annahm,  von  der  8,  Klasse, 
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Die  beiden  so  gefundenen  Spitzentangenten  sclineiden  sich  in  dem 
reellen  Punkte  mit  den  Koordinaten 

^  =  f^=5^;    y-=^] (7) 

und  dieser  ist  ein  aufserordentlicher  mehrfaclier  Brennpunkt  der  Kurve. 
Um  die  gewöhnlichen  Brennpunkte  zu  finden,  suchen  wir  die- 
jenigen Tangenten  auf,  die  sich  von  dem  Punkte  |  =  0,  g  =  0  an 
das  Oval  (6)  ziehen  lassen.  Setzen  wir  zu  dem  Zwecke  in  Gleichung  (6) 
g  =  fc|  •  die  resultierende  Gleichung  ist  teilbar  durch  |^,  und  wir 
wählen  Ic  so,  dafs  nach  Abscheidung  dieses  Faktors  man  eine  Glei- 
chung in  ~  mit  einer  zweifachen  Wurzel  hat.  Damit  dies  eintrete,  mufs 
h  der  Bedingung  genügen 

(p'  —  q')iM'  +  2ap)  =  0, 

wo  wir  der  Kürze  wegen 

^^(l  —  ah)  —  v^(l  +  <^^')  =  Ih       i^^(l  —  <^^)  +  ^^(1  +  <^^0  =  ^ 
gesetzt  haben.     Nun  zerfällt  diese  Gleichung  in  folgende  drei 

p  —  g==0,     p  -\-  q  =  0 ^      kV  -{-  2ap  =  0 ^ 
welche  für  y  die  drei  Werte  geben 

a,         — -ci,         a- 


^2  —  ^2         2a   11^  —  v^  ' 

Folglich  kann  man  von  dem  cyklischen  Punkte  |  =  0,  g  =  0  an  das 
Oval  (6)  drei  Tangenten  ziehen,  die  bezw.  die  drei  Gleichungen  haben 

11^  +  v^  P  1 


X  + 

nj  =  a, 

ebenso 

sind 

x' — 

iy  =  ay 

x-^iy  =  —  üy       X'-\-iy-. 


X  —  ^y  =="  —  cCy      x  —  iy^=^a 


^2  — .  ^2  '2>a  [P 

l^'  +  v' 


die  Tangenten  von  dem  anderen  cyklischen  Punkte.  Es  folgt  daraus, 
dafs  die  Kurve  als  Brennpunkte  die  folgenden  drei  Punkte  besitzt 

x  =  a,  ^  =  0-,    x==  —  a,  ^  =  0;    ^'  =  <^^^^z^r^--YRJP^^^^^   y  =  ^'   W 

Die  beiden  ersten  sind  nichts  weiter  als  die  Fundamentalpunkte  F 
und  Gj  die  daher  nicht  nur  Brennpunkte  im  optischen  Sinne, 
sondern  auch  im  Plücker'schen  Sinne  sind;  der  dritte  ist  ein 
neuer  Brennpunkt  Jf,  auf  den  Chasles  zuerst  die  Geometer  auf- 
merksam   gemacht    hat^),    der    jedoch    auch   nicht    dem    Scharfsinne 


1)  A'pergu  Mstorique ^J^oie  XXI. 
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Descartes  entgangen  zu  sein  scheint^).  Wir  wollen  nun  zeigen^  dafs 
sieb,  die  Kurve  in  Bezug  auf  ihre  drei  Brennpunkte  ganz  gleichartig 
verhält.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  eine  Koordinatenverschiebung 
vor,  indem  wir  als  neuen  Anfangspunkt  den  singul'aren  Brennpunkt 
der  Kurve  nehmen;  in  Bezug  auf  diesen  haben  die  Punkte  F,  G,  H 
als  Koordinaten  bezw. 

2ai^2  r.  2aft^ l^        1 

Beachten  wir  nun,  dafs 


ßy  -{-  ya  -^  aß  = 
aßy  = 


so  erhält  man  als  neue  Gleichung  des  Ovals  die  folgende: 

[x'  +  2/ä  -  (^y  +  y«  +  «i3)]^  +  Aaßy  [2x -  («  +  /3  +  yj]  =  0/)  (9) 

deren  vollständige  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Konstanten  oc,  ß^y  das 
behauptete  gleichartige  Verhalten  der  Kurve  in  Bezug  auf  die  drei 
Brennpunkte  beweist. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dieser  Thatsache  ist,  dafs  für 
alle  Punkte  M  des  Ovals  wir  noch  zwei  andere  ähnliche  Beziehungen 
wie  (2)  haben,  nämlich  folgender  Art: 

li''MG  +  V'  ME  =  V,      II '-  MH  +  ^".  MF  =  T ; 

jede  dieser  Beziehungen  mit  (2)  kombiniert  zeigt,  dafs  zwischen  den 
Abständen  eines  Punktes  M  eines  Cartesischen  Ovals  von  den  drei 
Brennpunkten  F^  6r,  R  eine  homogene  Relation  mit  konstanten  Koef- 
fizienten besteht  von  folgendem  Typus: 

/*.  MF  +  g-MG  +  h'MH=  0.') 


1)  Vgl,  P,  Tannery,  Les  ^,excer]pta'^  ex  M.SS.  M.  Descartes  (Abh.  zur  Gre- 
schiciite  der  Mathematik  IX,  1899,  S.  509).  —  Es  soll  hier  noch  hervorgehoben 
werden,  dals  die  betrachtete  Kurve  aufserhalb  ihrer  Ebene  unzählig  viele  Brenn- 
punkte besitzt^  die  eine  Kurve  dritter  Ordnung,  die  in  der  durch  FGH  senk- 
recht zur  Ebene  des  Ovals  gehenden  Ebene  liegt,  ausfüllen  (s.  Darboux,  Theo- 
reines siiT  Vintersection  cVune  sphere  et  cVune  surface  du  second  ordre,  Nouv.  Ann. 
2.  Ser.  III,  1864). 

2)  P  an  ton,  The  educational  Times,  Question  2622. 

3)  Die  Koeffizienten  f,g,h  werden  als  Funktion  von  cc^ß^y  folgender- 
mafsen  ausgedrückt 

/■=(P-r)y«,     ?  =  ()'-«)"|/p",     h^{a-§)yj. 

Die  so  gefundene  trinoniische  Gleichung  kann  für  eine  mechanische  Zeichnung 
des  Ovals  verwendet  worden.  S.  Zeuthen,  Gm  mekanislc  IwnstniMion  af  Des- 
cartes  ovaler  ved  Hjälf  af  Snore  {TidsJcrift^  4.  Ser,  VI,  1882.) 
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Aber  auch  die  Grleicliiing  (9)  kann  selir  bequem  zur  Untersucliung 
des  Cartesisclien  Ovals  verwendet  werden.    Sie  läfst  z.  B.  erkennen^  dafs 

X  =  ^-Z:|-±l  (]ie  Gleichung  der  einzigen  Doppeltangente  ist;  welche 

die  Kurve  besitzt  und  dafs  die  zugehörigen  Berührungspunkte  auf 
dem  Kreise  x^  ~\-  y^  ==  ßy  -^  ya  -\-  aß  liegen.  Sie  läfst  ferner  er- 
kennen, dafs  man,  um  die  Tangenten  einer  bestimmten  Richtung  an 
die  Kurve  (9)  zu  finden,   diese   mit   folgender  Gleichung  kombinieren 

'^''^^'  i^'  +  y'-(h  +  yc^  +  <^ß)]^  +  ^ccßy  _  .... 

[x'  +  y'-{ßy  +  7c^  +  ^ß)]y  ;    •    •    •    v    ; 

wo  T  eine  gegebene  Konstante  ist.  Nun  sind  die  beiden  Gleichungen 
(9) ;  (10)  äquivalent  mit  folgenden 

2a/3}^  —  {ty  —  x)  [x^  +  y' —  {ßy  +  ya+  aß)]  =  0, 
aßy  +  (ry  -  xy[2x  -  (a  +  /3  +  ).)]  =  0; 

und  da  aus  diesen  die  neue  Gleichung 

2{ry  —  x)[2x-~{a~{-ß  +  y)]  +  x'^  +  y'-~(ßy  +  ya-\-aß)==^0   .  (11) 

hervorgeht,  so  liegen  die  Berühruiigspunkte  der  sechs  zu  einer  be- 
stimmten Richtung  parallelen  Tangenten  eines  Cartesischen  Ovals 
auf  einem  Kegelschnitte.  —  Man  beachte  ferner,  dafs  r  in  (11)  linear 
auftritt,  und  so  ersieht  man,  dafs  die  oo^  durch  (11)  dargestellten 
Kegelschnitte  ein  Büschel  bilden,  dessen  Grundpunkte  die  Schnitte 
der  Hyperbel 

5x^  —  y^  —  2(a  -{-  ß  +  y) X  +  (ßy  +  ya-\~  aß)  =  0 

mit  den  beiden  Geraden 

y  :=  0       und       X  ==  ^i-txJ'  sind. 

Die    Gleichung  (9)    führt    uns    schliefslich    noch  zu   einer    wich- 
tigen Folgerung.     Wenn  a,  ß,  y  die  Wurzeln  der  Gleichung  sind 

(D^—I^^CD^  4-1^2  09  —J93  =  0, (12) 

SO  läfst  sich  (9)  schreiben 

(^ä +  ,/__^,^)2_  4^3(2«; --j,,)  =  0,      .    .     .     (9') 

vorausgesetzt  also,  dafs  (12)  drei  reelle  Wurzeln  co  hat,  so 
stellt  (9')  ein  Cartesisches  Oval  dar;  läfst  man  jedoch  diese  Voraus- 
setzung fallen  und  nimmt  blofs  an,  dafs  die  Zahlen  PijP2  7lh  ^^^^^ 
sind,  so  stellt  die  Gleichung  (9)  eine  noch  allgemeinere  reelle  Kurve 
vierter  Ordnung  dar;  man  hat  sie,  die  Salmon'sche  Bezeichnung  adop- 
tierend, eine  Cartesische  Kurve  genannt.  Von  den  drei  in  ge- 
rader Linie  liegenden  Brennpunkten,  die  eine  solche  Kurve  besitzt,  ist 
einer  reell  und  die  beiden  anderen  konjugiert  imaginär. 
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Kehren  wir  noch  ein  letztes  Mal  zum  Cartesischen  Oval  zurück, 
um  noch  folgende  drei  Sätze  zum  Schlüsse  anzuführen: 

1)  Ein  Cartesisches  Oval  besitzt  acht  Wendepunkte,  die  auf  einer 
cirkularen  Kurve  dritter  Ordnung  liegen^). 

2)  Die  Summe  der  Flächen  der  beiden  konjugierten  Ovale  ist  gleich 
dem  doppelten  Inhalt  desjenigen  Kreises,  der  den  dreifachen 
Brennpunkt  zum  Centrum  hat  und  durch  die  Berührungspunkte 
der  Doppeltangente  der  Kurve  geht^). 

3)  Ein  beliebiger  Bogen  des  Cartesischen  Ovals  ist  gleich  der 
Summe  dreier  EUipsenbögen^). 


Zehntes  Kapitel. 
Einige  polyzomale  symmetrisclie  Kurven  vierter  Ordnung. 

81,     Wenn  fi  =  0,  ^^2  =  0,  /g  =  0  die  Gleichungen  dreier  Kegel- 
schnitte in  kartesischen  Koordinaten  sind,  so  stellt  die  Gleichung 

y?i  +  y/2  +  i/^  =  o, (1) 

v^^o  die  Wurzeln  immer  mit  beiden  Vorzeichen  genommen  werden 
sollen,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  dar;  denn,  wenn  man  die  Glei- 
chung (1)  rational  macht,  so  wird  sie  zu 

fi'  +  /•/  +  h'  -  ^Uü  -  2/3/1  -  2/3/-,  =  0 . 

Diese  Kurve  gehört,  wie  jede  Kurve  vierter  Ordnung,  zur  Klasse  der 
Polyzomal-Kurven,  von  denen  wir  noch  im  6.  Kap.  des  V.  Abschn.  han- 
deln werden.  Wenn  im  Besonderen  f^  und  f\  quadratische  Funktionen 
nur  von  x  sind  und  f^  =  y'^  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  Kurven  mit 

der  Gleichung  y^Vf.  +  W., •     •     •     (2) 

bei  welchen  es  sich  lohnt  zu  verweilen,  da  sich  unter  diesen  einige 
spezielle  Kurven  finden,  die  aus  verschiedenen  Gründen  bemerkens- 
wert sind. 

Welcher  Art  auch  die  durch  f^  und  f^  dargestellten  quadrati- 
schen Punktionen  von  x  sein  mögen,  die  Gleichung  (2)  stellt  immer 
eine    Kurve    vierter   Ordnung    dar,    die    symmetrisch    zur   a;-Axe    ist. 


1)  S.  Roberts,  On  the  ovals  of  Deseartes  (Proc.  of  tke  London  matb.  Soc. 
III,  1869—71). 

2)  Panton,  TJie  educaUonal  Times,  Question  4297. 

3)  Dieser  Satz  wurde  von  Genocchi  in  der  Zeitschrift  II  cimento  v.  15.  Okt. 
1855  veröifentliclit  (vgl.  Besunie  de  differentes  recher  dies  sur  les  ovales  de  Deseartes 
et  quelques  autres  courdes,  Mathesis  lY,  1884);  er  wurde  ziemlich  viel  später 
wieder  gefunden  von  Darboux  (Sur  la  rectification  des  ovales  de  Deseartes. 
C.  E.  LXXXVII,  1878), 
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Umgekehrt  gehört  aber  nicht  jede  derartig  symmetrische  Kurve 
zu  der  Klasse,  die  (2)  zur  allgemeinen  Gleichung  haben.  Die  all- 
gemeine Gleichung  einer  Kurve  vierter  Ordnung,  die  symmetrisch  zur 
x-Axe  ist,  lautet  nämlich 

wo  (f  und  t/j  Funktionen  2*®^  bezw.  4*®''  Grades  von  x  sind.  Nun  folgt 
aus  dieser  Gleichung: 


y 


y  2 


oder  auch     y  ==  y~j(p  +  |  /^  +]/—  j9  +  1  V^  5 

damit  diese  letztere  aber  die  Form  (2)  habe,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, dafs  il^  das  Quadrat  einer  quadratischen  Funktion  %  von  x 
ist.    Wir  schliefsen  demnach,  dafs 

y'  +  y'<P  +  %'  =  o    ♦    ■    .    .    ...    (3) 

eine  polyzomale,  in  Bezug  auf  die  x-Axe  symmetrische  Kurve 
vierter  Ordnung  darstellt,  welcher  Art  auch  die  quadra- 
tischen Funktionen  cp  und  %  von  x  sein  mögen.  Sind  a  und  ß 
die  Wurzeln  der  Gleichung  %  =  0,  so  hat  die  Kurve  die  Punkte 
(^x  ==  a^  y  =  0)  und  (x  =  ßy  y  ==  0)  als  Doppelpunkte;  einer  der- 
selben liegt  im  Unendlichen,  wenn  die  Funktion  %  auf  den  ersten 
Grad  herabgeht-,  aufserhalb  der  Ase  hat  die  Kurve  keine  singulären 
Punkte,  daher,  wenn  sie  rational  ist,  mufs  einer  derselben  ein  Be- 
rührungsknoten (Berührungspunkt  zweier  Kurvenzweige)  sein,  ins- 
besondere tritt  dieser  Umstand  ein,  wenn  cp  und  %  Funktionen  in  x 
von  niederem  Grade  als  2  sind. 

Die  Umformung  der  Gleichung  (3)  in  (3')  ist  oft  nützlich;  zu- 
nächst vor  allem  führt  sie  zu  einer  Konstruktion  der  Kurve  ver- 
mittelst der  beiden  Kegelschnitte 


indem  sich  ergiebt  y  =  y^  -\-  y^]  zweitens  führt  sie  zur  Quadratur 
der  Kurve,  indem  man  hat 

jy.dx=jdxy—\q)+\%-\-jdxy-—~Cp  —  \%, 

und  die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  sich  in  bekannter 
Weise  berechnen  lassen.  Die  Nützlichkeit  der  Bildung  der  Form  (3') 
der  Gleichung  (3)  wurde  von  Jacob  Bernoulli^)  angegeben  für  einen 

1)  Acta  eruditorum,  1687,  S.  525, 
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Spezialfall,  in  welchem    es   ihm   gelang    eine  von  Leibniz^)   gestellte 
Aufgabe  zu  lösen,  nämlicli  die  Quadratur  der  Kurve  mit  der  Gleichung 

t/  —  Qahf  +  4.xhf-\-a^  =  Q (4) 

Diese  ist  in    der  That    vom  Typus   (3)    und  kann  auch   geschrieben 
werden 


y  =  'y2a^  —  x^-\-ya^ 


x" . 


Die  Untersuchung  dieser  neuen  Gleichung  giebt  folgende  Kon- 
struktion der  Kurve,  die  man  dem  eben  genannten  BernouUi  verdankt: 
Gegeben  ein  Quadrat  OÄCB  (Taf.  V,  Fig.  36)  mit  der  Seite  a; 
man  beschreibe  zwei  Kreise  um  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  0,  die 
die  Seite  bezw.  die  Diagonale  des  Quadrates  zum  Radius  haben;  eine 
Parallele  zu  OB  schneide  die  beiden  Kreise  und  die  Gerade  OÄ  in 
den  Punkten  L,  M^  Q-^  man  trage  auf  ihr  QP  ==  LM  ab.  Der  Ort 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Geraden  OÄ  und  OB  als  Koordinat- 
axen,  wird  dann  durch  obige  Gleichung  dargestellt.  Er  besteht  aus 
zwei  verschiedenen  Blättern,  die  zu  einander  symmetrisch  sind  in  Bezug 
auf  OÄ  und  beide  symmetrisch  in  Bezug  auf  BO.  Die  innerhalb 
des  Winkels  Ä  OB  gelegene  Fläche  des  halben  Blattes,  wenn  man 
alle  Wurzeln  positiv  nimmt,  wird  gemessen  durch 

a  a 

fiyWoF^^x^  +  ya^  —  x^)dx  ~-  f(;\^2aF^^x^  —  l/a^  —  x^)  dx 

0  0 

=  2  /  ]/<x^  —  x'^dx^==  -^ ; 

somit  ist  die  Fläche  eines  jeden  Blattes  gleich  dem  Inhalte 
des  kleineren  der  beiden  obengenannten  Kreise,  beide  Blätter 
zusammen  sind  gleich  dem  des  gröfseren. 

82.  Die  vornehmsten  Kurven  vierter  Ordnung,  die  in  dieses 
Kapitel  gehören,  sind  diejenigen,  die  der  Pater  Gregor  ins  a  Sancto 
Vincentio  im  X.  Teile  seines  umfangreichen  Opus  geometrimm  qua- 
draturae  circidi  et  sectiomim  coni  (Antwerpiae  1647)  behandelt  hat. 
Folgende  ist  die  wörtliche  Definition,  die  er  (S.  840)  dafür  gegeben  hat: 
„Parabolam  virtualem  voco,  cujus  ordinatim  applicatae,  si  ad  rectam 
lineam  ponantur,  aut  a  recta  linea  dividantur  bifariam,  veram  produ- 
cunt  parabolam.  Porro  illam  pleraeque  virtualem  habet  proprietatem, 
ut  linea  bisecans  ordinatim  in  illis  applicata  vera  sit  parabola;  sed 
inversa."  Der  Verfasser  hat  zu  dieser  Definition  eine  unumgänglich 
notwendige  Ergänzung  gegeben,  indem  er  nicht  weniger  als  sechs 
Methoden  angegeben  hat  die  Kurven  zu  zeichnen;  wir  werden  darüber 
berichten,  ferner  die  Gleichungen  der  entsprechenden  Kurven  geben 
und  einige  Folgerungen  ziehen,  die  sich  daraus  ergeben: 


1)  Leihniz  ed.  Gerhardt,  III  (Halle  1855,  S.  39),  Brief  v.  4.  März  1696. 
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I.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  H  und  dem  Durchmesser 
d,  sowie  ein  bestimmter  Durchmesser  desselben  AG  (s.  Taf.  V,  Fig.  37); 
man  ziehe  durch  A  eine  beliebige  Sehne  AG,  dann  von  G  die  Pa- 
rallele zum  Durchmesser  AC,  welche  die  Tangente  des  Kreises  in  A 
im  Punkte  E  trifft  und  nehme  auf  ihr  EP  =  GC.  Der  Ort  von  P 
wird  eine  virtuelle  Parabel  sein^). 

Nimmt  man  ^  als  Koordinatenursprung  und  den  Durchmesser  AC 
als  ^-Axe^  so  sieht  man  sogleich^  dafs  der  Ort  von  P  folgender  para- 
metrischer Darstellung  fähig  ist  x=^d  sin  cd -cos  cd^  y  =  d  cos  g3;  elimi- 
nieren wir  G)y  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  Ortes  selbst^  nämlich 


-x^)  =  if (B) 

oder  auch  ,  ==  y f^If  +  y f3^ (50 

Die  so  erhaltene  Kurve  findet  sich  wieder  in  der  Introdiiction  von 
Gramer  (S.  470)^  wo  auch  eine  Anwendung  derselben  angegeben  ist 
(das.  S.  496);  es  ist  jedoch  nicht  angegeben^  dafs  die  Erfindung  der- 
selben G.  a  Sto.  Vincentio  zukommt.  Sie  findet  sich  dann  noch 
in  der  Sammlung  von  Aufgäben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  von  Magnus  (Berlin  1833^  S.  286)^  wo  die  Kurve 
in  folgender  Weise  konstruiert  wird:  ,^Gegeben  ein  Kreis  mit  dem 
Centrum  Oj  dem  Radius  a  und  dem  Durchmesser  AB]  von  einem 
beliebigen  Punkte  M  seiner  Peripherie  aus  ziehe  man  MN  senkrecht 
zu  AJB^  dann  von  N  das  Lot  NQ  auf  den  Radius  OM  und  trage 
dann  auf  NM,  NP  =  NQ  shJ'  Der  Ort  von  P  hat  dann  als  Glei- 
chung a^y^  -\-  x^  =  a^x^'^  er  ist  also  eine  virtuelle  Parabel,  die  sich 
von  (5)  nur  durch  die  Vertauschung  der  Axen  und  die  Konstanten- 
bezeichnung unterscheidet^).  Magnus  bemerkt  dazu:  ^^die  Kurve  hat 
eine  der  Lemniskate  ähnliche  Gestalt^^;  Schlömilch^)  sagt^  nachdem  er 
die  vorige  Konstruktion  angegeben  hat^  „die  Kurve  hat  die  Form 
einer  Schleife  (oo)^^  Diese  Bemerkungen  stimmen  mit  folgenden 
beiden  Thatsachen  überein:  die  eine^  dafs  die  durch  die  Gleichung 
a^y^  ==  x'^(a'^ — x^)  dargestellte  Kurve  von  Montferrier  Lemniskate 
genannt  worden  ist^),  die  andere,  dafs  ein  neuerer  Bearbeiter,  zum 
Unterschiede  von    einer    berühmten  Kurve,    von    der    wir    später   (in 


1)  Opus  geometricum,  Prop.  CCXVI  (II,  S.  482). 

2)  Dieselbe  Kurve  wurde  neuerdings  u.  a.  von  Sclioute  erhalten  {S^tr  la 
constmction  des  courhes  unicursales  par  points  et  tangentes^  Archives  neerlandaises 
XX,  S.  40  des  Auszuges)  durch  Anwendung  einer  speziellen  Maclaurin'schen 
Transformation  (Nr.  48). 

3)  Übung shiicli  zum  Studium  der  höheren  Änalysis.  I.  T.  (3.  Aufl.  Leipzig 
1878)  S.  87. 

4)  Dictionnaire  des  sciences  mathematiqiies  (Bruxelles  1838)  S.  170. 
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Nr.  93)  handeln  werden,  sie  Lemniskate  des  Gerono ^)  nannte;   in 
Frankreich  heifst  sie  Huit  (Achterkurve)  ^). 

Es  ist  niclit  unwichtig  zu  bemerken,  dafs  in  dem  Briefwechsel  zwi- 
schen Huygens  und  R.  de  Sluse^)  häufig  von  der  virtualen  Parabel  die 
Rede  ist,  dafs  jedoch  daselbst  dieser  Name  einer  allgemeineren  Kurve 
erteilt  wird,  nämlich  allen  denjenigen,  die  eine  Gleichung  von  folgendem 
Typus  haben  (^2  _  ^2)^.2  _^  ^2^2^  4)         ^ ^6) 

"'"        .^j/fTf +i/r-^- (6') 

Beachten  wir,   dafs   die   Gleichung  (6)   durch  folgende  beiden  ersetzt 
werden  kann  a^     .    ^ 

so  ist  klar,  dafs  die  betrachteten  Kurven  in  folgender  Weise  kon- 
struiert werden  können:    „Man  beschreibe  um   den  Anfangspunkt   als 

gemeinsames   Centrum    zwei   Kreise    mit    den  Radien  a  und  — y;  im 

ersteren  ziehe  man  einen  Radius  OÄ^  der  mit  Ox  den  beliebigen 
Winkel  9?  bildet,  und  im  zweiten  den  Radius  OB,  der  mit  derselben 
den  Winkel  2(p  bildet;  die  durchs  zu  Oy  gezogene  Parallele  schneide 
die  durch  J5  zu  0^  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ort  durch  die  Glei- 
chung (6)  dargestellt  wird.  Die  Kurve  hat  im  Koordinatenanfang 
einen  doppelten  Inflexionsknoten  und  schneidet  die  x-Axe  in  den 
Endpunkten  des  Durchmessers  des  ersten  Kreises ;  der  unendlich  ferne 
Punkt  von  Oy  ist  ein  Berührungsknoten  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  als  zugehöriger  Tangente.  Die  Tangenten  an  den  zweiten 
Kreis  parallel  zu  Ox  sind  Doppeltangenten;  sie  begrenzen  zugleich 
mit  denen  des  ersten  Kreises  die  parallel  zu  Oy  ein  Rechteck,  dessen 

Inhalt  ^       o    <^^       2^^ 

h  h 

Bezeichnet  man  nun  mit  A  die  Gesamtfläche  der  Kurve,  so  ist 

7t  7t 


■jÄ  ==  I  ydx  =  ^  /sin 29?' cos cp-dcp 

7t  7t 


1)  Vgl.  Intermediaire  IV,  1897,  S.  98,  190  u.  285. 

2)  Aubry,  De  Vusage  des  figures  de  Vespace  pour  la  definition  et  la  trans- 
formation  de  certaines  courdes  (Journ.  de  math.  spec.  4.  Ser.  IV,  1895)  S.  267. 
Exercises  de  geoinetrie  descriptive  par  F.  J.  (Gabriel-Marie)  3.  Aufl.  S.  397,  649, 
669,  702,  712. 

3)  Um  die  bezügl.  Stellen  zu  finden,  sehe  man  nach  im  Inhaltsverzeichnis 
der  Oeuvres  de  Huygens. 

4)  Diese  Definition  steht  im  Briefe  von  R.  de  Sluse  v.  19.  Okt.  1657 
{Oeuvres  de  Hiiygens  II,  1889,  S.  70). 
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2      2tt^  2 

und  daher  ist  A  =—  -  -^jr  =  ^B,  eine  bemerkenswerte  von  de  Sluse 
entdeckte  Beziehung^).  —  Ans  (6)  ergiebt  sich,  ferner 

y     ^dx~b'y^ ^*^ 

daher  hat  die  von  de  Sluse  untersuchte  Kurve  folgende  Eigenschaft: 
j^Die  Strecke  zwischen  dem  Anfang  und  demjenigen  Punkte  der  x-Axe^ 
in    welchem    sie  von    der    Tangente    im    Punkte   (x^  y)    geschnitten 

wird,  wird  durch  den  Ausdruck  p-  ausgedrückt.  Umgekehrt,  inte- 
grieren wir  die  letzte  Gleichung,  so  erhalten  wir  alle  Kurven,  die 
eine  derartige  Eigenschaft  haben.  Setzen  wir  nun  y=tXy  so  läfst 
sich  die  Integration  leicht  ausführen  und  führt  zurück  zur  Gleichung  (6) ; 
also  sind  die  von  de  Sluse  betrachteten  Kurven  nichts  anderes,  als  die 
Integralkurven  von  (7);  von  diesem  Standpunkte  aus  wurden  sie  neuer- 
dings von  Schneider^)  betrachtet,  der  aulserdem  die  Rektifikation 
derselben  durch  elliptische  Integrale  ausführte;  in  speziellen  Fällen 
läfst  sich  diese  Aufgabe  auch  elementar  lösen  ^). 

IL  Es  seien  zwei  Kreise  gegeben  (Taf.  V,  Fig.  38),  der  kleinere 
hat  als  Durchmesser  eine  Sehne  AC  des  gröfseren;  eine  beliebige  Sehne 
AB  des  gröfseren  Kreises  schneide  die  Peripherie  des  kleineren  weiter- 
hin in  D,  von  D  ziehe  man  DE  senkrecht  auf  AC  und  trage  auf 
dieser  die  Strecke  EP  =  AB'^  der  Ort  der  Punkte  P  ist  eine  virtuelle 
Parabel^). 

Nimmt  man  die  Gerade  AC  als  x-Axe^  ihre  Mittelsenkrechte  zur 
^-Axe,  und  nennt  cp  den  von  der  veränderlichen  Sehne  mit  der  festen 
gebildeten  Winkel,  so  findet  man 

X  =  2a  cos^  (f  y         y  ==  2(a  cos  cp  -\-  h  Bmcp)^ 

und  demnach  nach  Elimination  von  (p 


y2ax  +  yW—^x, 


1)  S.  den  auf  vor.  S.  Note  4  citierten  Brief 

2)  S.  die  Schrift  Über  eine  der  Lemriiskate  der  Gestalt  nach  ähnliche  Kurve 
(Progr.  Elbing,  1874). 

3)  Dies  triift  z.  B.  ein  für  die  Kurve  Sa^y^  =  x^{a^  —  2x^).  {The  educational 
Times  LXV,  1897,  Quest.  13168).  Diese  ist  nämHch  folgender  parametrischer  Dar- 
stellung fähig  X  =  — ^  sin  qp ,      y  =  ~  sm2(p  ;    daher  ist   ~j-~  =  —  (cos  2cp  -\~  2) 

und  s  == — —  -{-  — ^  ohne  Hinzufügung  der  Konstanten,  indem  man  s  =  0  für 

8  2 

^  ==  0  setzt.     Im  Speziellen,  setzt  man  qp  =  —  ^  so  ergiebt  sich  -— -  für  die  Länge 

des  vierten  Teils  der  ganzen  Kurve. 

4)  Opus  geometricmn.    Theor.  CCXX  (II,  S.  845). 


176  ni.  Abschnitt:  Kurven  vierter  Ordnung. 

welche    die    Gleichung    der    Kurve    ist;    sie    ist    rational;    der    Punkt 
X  =    2  1  7)2 ;    ^==0    ist  Doppelpunkt  derselben;    der  unendlich  ferne 

Punkt  von  Ox  ist  ein  Berührungsknoten. 

III.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  (Taf.  A^^  Fig.  39) 
ein  Punkt  A  seiner  Peripherie  und  eine  durch  A  gehende  Gerade  g. 
Man  ziehe  durch  A  eine  beliebige  Kreissehne  AG^  ferner  GH  senk- 
recht zu  g^  auf  dieser  nehme  man  die  Strecke  HP  =  AG]  der  Ort 
der  Punkte  P  ist  eine  virtuelle  ParabeP). 

Nimmt  man  die  Gerade  g  als  x-Axe^  und  das  von  C  auf  diese 
gefällte  Lot  als  y-Axe,  nennt  r  den  Radius  des  Kreises,  2(p  den  varia- 
belen  Winkel  ACG  und  a  den  gegebenen  Winkel  ACO^  so  findet 
man  leicht: 

X  =  r  sina  -\-  2r  sin  cp  •  cos  [a  —  q)) ,         ^  =  2r  sin  (p  . 

Nach  Elimination  von  cp  ergiebt  sich  dann,  dafs 


y  1  /^^^2  ^,        (^  —  ^^^  ^)  (^  —  '''  ^^^  ^) 


':  =  ]/' 

+  T/cos^a  —  ^^^ 


sin  a)  (^  —  r  sin  a) 


(9) 


die  Gleichung  der  Kurve  ist.  Diese  ist  rational,  hat  A  als  Doppel- 
punkt und  den  unendlich  fernen  Punkt  von  Ox  als  Berührungsknoten. 

IV.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Durchmesser  CD  und  ein  Punkt 
A  seiner  Peripherie;  man  ziehe  eine  beliebige  Sehne  AB  (s.  Taf.  V, 
Fig.  40)  und  trage  auf  der  durch  B  zu  CD  gezogenen  Senkrechten 
die  Strecke  PP'  =  AB  ab,  derart,  dafs  sie  von  dem  Durchmesse! 
CD  halbiert  wird;  der  Ort  der  Punkte  P,  P'  ist  eine  virtuelle  ParabeP). 

Nehmen  wir  den  Mittelpunkt  0  des  gegebenen  Kreises  als  An- 
fang, den  gegebenen  Durchmesser  als  x-Axe  und  nennen  r  den  Radius 
des  Kreises,  a  und  2q)  die  Winkel  AOC  und  AOB,  so  findet  man. 
alsbald  x  =  r-o^o^ia  —  2(p) j  y  ==  r^smcp ^  und  demnach  durch  Eli- 
mination von  (p 

1/2  -^  =  sin  ~  Yr^  -|-  rx  +  cos  -|  ]/r^  —  rx.      .     .     (10) 

Die  so   dargestellte  Kurve   ist  augenscheinlich  von  derselben  Art  wie 
die  vorhergehende. 

V.  Gegeben  zwei  Kreise  mit  dem  gemeinsamen  Centrum  0 
(Taf.  V,  Fig.  41)  und  einem  Durchmesser  DF  des  gröfseren,  eine 
beliebige  Sehne  DE  des  gröfseren  schneide  den  kleineren  in  J?;  zieht 
man  EG  senkrecht  t^u  DF  und  trägt  das  Stück  GP  =^  BE  auf  GE 
ab,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  P  eine  virtuelle  ParabeP). 


1)  Op^is  geometricum.     Theor.  CCXXII  (II,  S.  846). 

2)  Das.  Theor.  CCXXIV  (II,  S.  847).         3)  Das.  Theor.  CCXXIX  (II,  S.  852). 
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Sind  B  und  r  die  Radien  der  beiden  Kreise  und  q)  der  Winkel 
JEDF,  und  uimmt  man  D  als  Anfang,  DF  als  x-Axe^  so  findet  man 
leicht: 

X  ==  2B  cos^  (p ,       y  =  —  B  coBcp  -^  Yr^  —  E^  sin^  cp     .     (11) 

und  nach  Elimination  von  (p 


y^y^  +  y^  +  r^-E^ (12) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Kurve  durch  Addition  entsprechender 
Ordinaten  der  beiden  Parabeln  y^  =  -r- ,  y^  ==  -j-  +  f ^  —  B^  kon- 
struiert werden  kann.  Diese  Bemerkung  ist  wichtig,  indem  die  von 
G-.  a  Sancto  Vincentio  angegebene  Konstruktion  nur  einen  Zug  der 
Kurve  liefert,  während  doch  diese  sich  ins  Unendliche  erstreckt;  diese 
neue  Erzeugung  hingegen  liefert  alle  Punkte  der  Kurve,  die  im 
Unendlichen  auf  der  a;-Axe  einen  dreifachen  Punkt  hat-,  diese  Axe 
doppelt  gezählt  und  die  unendlich  ferne  Gerade  sind  die  zugehörigen 
Tangenten. 

VI.  Gegeben  zwei  Kreise  mit  den  beiden  Durchmessern  AC  und 
BF  auf  derselben  Geraden  (s.  Taf.  V,  Fig.  42);  eine  beliebige  Sehne  BE 
des  einen  schneide  den  anderen  in  jB;  von  E  ziehe  man  EG  senk- 
recht zu  BF,  auf  welcher  man  ffP  =  BE  abträgt.  Der  Ort  der 
Punkte  P  ist  eine  virtuelle  ParabeP). 

Die  Konstruktion  ist  offenbar  eine  Verallgemeinerung  der  vorher- 
gehenden. Die  Gleichung  der  entsprechenden  Kurve  erhält  man  mit 
denselben  Axen  und  Bezeichnungen  wie  bei  der  ersteren  in  der  Form 


?y  =  (d-2i?)]/^  +  ]/g-f  .^-^S  .     .     .     (13) 

wo  d  die  Abscisse  des  Mittelpunktes  von  AG  ist.  Auch  für  die  Kon- 
struktion dieser  Kurve  kann  die  Verwendung  zweier  Parabeln  dien- 
lich sein;  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Abscissenaxe  ist  Berührungs- 

^2  ^,2 

knoten,  und  der  mit  der  Abscisse    ^(i  —  B)   ^^^  Doppelpunkt. 

83,  Die  virtuellen  Parabeln  erlangten  keine  sonderliche  Berühmt- 
heit, wahrscheinlich  weil  sie  von  einem  Mathematiker  erdacht  worden 
sind,  dessen  Ruhm  durch  unglückliche  Versuche  den  Kreis  zu  qua- 
drieren, befleckt  war.  Aber  man  begegnet  ihnen,  oder  wenigstens 
einigen  verwandten  polyzomalen  symmetrischen  Kurven  vierter  Ord- 
nung, die  sich  auf  andere  als  die  oben  aufgeführten  sechs  Arten  er- 
zeugen lassen,  im  Verlaufe  von  Untersuchungen  oder  in  Arbeiten,  die, 
wie  wir  zeigen  werden,  höchst  beachtenswert  sind. 


1)  Opus  geometrimm.    Theor.  CCXXX  (II,  S.  853). 

Loria,   Ebene  Kurven.  12 
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Hnygens  hat   zuerst   dem  berüclit igten  Patio  de  Duiller  und 
dann  dem  Leibniz  —  Brief  Yom  23.  Febr.  1691^)  —  die  Aufsucliung 

y^'v  Qj'^ X^ 

derjenigen  Kurve  aufgegeben^  deren  Subtangente  durch  ^^  aus- 

gedrückt wird.      Dieses    Problem    ist   gleiclibedeutend   mit    der   Inte- 
gration der  Differentialgleichung 

dx  y^Ya^  —  x^  ^ 


y^ 


dy  ax         ' 

nun  lassen  sich  in  dieser  die  Variabein  leicht  trennen,  und  man  findet 
dann  als  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Kurven 

»■-«'=(^^T. w 

WO  £  =  +  1  bedeutet,  und  h^  die  durch  die  Integration  eingeführte 
Konstante  ist.  Es  giebt  demnach  unzählige  Kurven,  die  die  Aufgabe 
lösen;  dies  bemerkte  Leibniz^),  welcher  die  Aufmerksamkeit  seines 
Korrespondenten  auf  zwei  Fälle  lenkte:  7^  =  0  und  'k  =  2a,  f  =  —  1. 
Ein  anderer  bemerkenswerter  Fall  wird  erhalten,  wenn  man  beachtet, 
dafs  die  Gleichung  (14)  oder 

y^  +  28lihf  +  4:a^x^-~~4.a^-\-¥  =  0,     .     .     .    (14') 

nur  dann  einer  symmetrischen,  polyzomalen  Kurve  vierter  Ordnung  an- 
gehört, wenn  W  =  2a^'^  nehmen  wir  dann  f  =  —  1,  um  eine  reelle 
Kurve  zu  erhalten,  so  bekommt  (14')  die  Gestalt: 

y^ya^j^ax-{-  l/^^"^=~a^, (14") 

deren  Verwandtschaft  mit  (12)  und  (13)  nicht  hervorgehoben  zu 
werden  braucht.     Schreiben  wir  sie  folgendermafsen 

^-|/2  =  ]/2a(a  +  x)  +  y^aia  —  x) , 

so  erkennt  man:  Wird  ein  Kreis  um  0  mit  dem  Durchmesser 
ÄÄ'=2a  beschrieben  und  ein  Punkt  M  auf  seiner  Peripherie  an- 
genommen, so  hat  man,  wenn  N  der  Fufspunkt  des  von  M  auf  ÄA 
gefällten  Lotes  ist  und  ON==x, 

AM  +  AM  =  '\/2a{a  +  x)-\-  y~2a{a ~x), 

und  daher  stimmt  die  Kurve  y  ==  AM  -{-  AM  nicht  mit  (14'')  über- 
ein —  wie  Huygens  angegeben  hat^)  —  aber  dennoch  ist  sie  mit 
ihr  affin. 

Auf  eine  spezielle  virtuelle  Parabel  führt  auch  ein  anderes  Problem, 
das  ebenfalls  von  Huygens  gestellt  wurde^):  Die  Kurve  zu  bestimmen. 


1)  Leibniz  ed.  Gerhardt.  II  (Berlin  1850)  S.  82. 

2)  Briefe  an  Huygens  v.  20./30.  Febr.  und  10./20.  Apr.  1691.  (Das.  S.  83  u.  90). 

3)  Brief  an  Leibniz  v.  26.  März  1691  (Das.  S.  86). 

4)  Desgl.  V.  24.  Aug.  1690  (Das.  S.  46). 
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(leren  Subtangente  durcli  ~ 2x  ausgedrückt  wird.    (Vgl.  die  Note 

2  auf  Seite  91).  Je  nach  dem  Vorzeichen^  welches  man  der  Sub- 
tangente erteilt;  führt  dies  Problem  zu  einer  der  folgenden  Differential- 
gleichungen 

{y^  —  4:X^)dy  +  2xydx  =  0^       {y^  —  4cX^)dx  —  2xydx  =  0; 

beide  sind  homogen^  lassen  sich  daher  leicht  integrieren  und  geben 

y^==c\t/  —  2x^)  .     .     (15)         y'  =  c'-{-ßxhj\    .     .     (16) 

welche  Grleichungen  von  den  beiden  oben  genannten  Geometern  er- 
halten wurden.  Die  erste  dieser  beiden,  wenn  man  x  und  y  vertauscht; 
gehört  zum  Typus  von  (6);   schreibt  man  sie 


i'-vf+i+y^ 


'^c^  ex 

1/2   '   y  ^""y^' 

so  ist  die  Analogie  mit  den  durch  Gleichung  (12)  und  (13)  dar- 
gestellten Kurven  offenbar,  und  man  erkennt,  wie  Leibniz  richtig  be- 
merkte, die  Möglichkeit  die  Quadratur  derselben  auszuführen  ■'^).  Übrigens 
kann  die  Quadratur  der  Kurve  (15)  auch  aus  der  citierten  Gleichung 

lxdy== — i:r  i  yYc^ — y^dy    erhalten  werden,  welche  Methode  den 

Vorzug  hat,  auch  auf  die  Kurven  mit  der  Gleichung  y^  =  c^(2x^-—y^)j 
die  von  Leibniz  abgeleitet  sind,  angewandt  werden  zu  können,  indem 
in  (15)  c  in  ic  verwandelt  wird,  ebenso  auf  die  von  Craig^)  be- 
trachteten von  der  Gleichung  y^  +  a^y^  =  b^x^. 

84.  Andere  polyzomale  symmetrische  Kurven  vierter  Ordnung 
finden  sich  in  der  Introdiiction  von  Gramer;  eine  solche  ist  die  von 
folgender  Gleichung 

y'^-\-2x^y^+x'^—ßaxy^—ax^+a^x^  =  0.^)    .     .     (17) 
Schreibt  man  sie  in  der  Form 

y  =  y2ax  —  x^  -\-  Yax^ 

so  erkennt  man,  dafs  sie  mit  Hilfe  eines  Kreises  und  einer  Parabel 
konstruiert  werden  kann. 

Von  derselben  Art  ist  die  auf  folgende  Weise  erzeugte  Kurve  ^): 
Man  betrachte  zwei  Kreise,  die  sich  gegenseitig  im  Punkte  A  von 
innen  berühren  (Taf.  V,  Fig.  43),  der  eine  habe  den  doppelten 
Radius  2  a  der  anderen;  durch  eine  Senkrechte  zur  Centrale  werden 
vier  Strecken  bestimmt,  von  denen  jede  einen  Endpunkt  auf  dem  einen 


1)  Brief  an  Huygens  v.  27.  Jan.  u.  v.  20./30.  Febr.  1691  (Das.  S.  75  u.  84). 

2)  Vgl.  A..  de  Moivre,   Speci^nen  of  the  use  of  fluxions  in  tlie  Solution  of 
geometric  prohlems  (Philos.  Trans,  1693,  Nr.  216). 

3)  Introduction  ä  Vanälyse  des  lignes  courhes  algehriques  (Genf  1750)  S.  239, 

4)  Das.  S.  435. 

12* 
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und  den  zweiten  auf  dem  anderen  Kreise  hat;  die  Mittelpunkte  dieser 
gehören  der  Kurve  vierter  Ordnung  mit  der  Gleichung  an:  (Ä  als 
Anfangs  die  Centrale  als  x-Axe  genommen) 

2y  =  yx(2a-~^  +  l/^(4a  —  x)  ^ 

welche  demnach  von  der  besagten  Art  ist.  A  ist  ein  Berührungs- 
knoten der  Kurve. 

Eine  andere  von  Gramer^)  betrachtete  Kurve  hat  als  Gleichung 

x'^ +  i/  —  2ah/~2h^x^ -\-h'^==0'^.     .     .     .     (18) 
dieselbe  kann  auch  geschrieben  werden 


— ^-+  y- 


und  gehört  daher  ebenfalls  einer  polyzomalen  Kurve  vierter  Ordnung 
an,  die  sich  vermittelst  einer  Ellipse  und  einer  koaxialen  Hyperbel 
konstruieren  läfst.  Man  könnte  sie  Doppel-Herz-Kurve  nennen, 
weil  sie,  wie  Gramer  bemerkt  „semble  a  la  figure  de  deux  coeurs, 
qui  se  penetrent  Tun  l'autre  par  la  point.^^ 

Ferner  ist  in  demselben  Werke  noch  folgende  Aufgabe  behandelt^): 
^,Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Gentrum  C,  dem  Radius  J?,  ein  Punkt  0 
und  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  r  (Taf.  VI,  Fig.  44).  Von  einem  be- 
liebigen Punkte  N  des  Kreises  fälle  man  das  Lot  NM  auf  r  und  nehme 
auf  diesem  PM  =  ON-^  den  Ort  des  Punktes  P  zu  finden.^^  Nimmt 
man  r  als  x-Axe,  0  als  Anfang,  und  bezeichnet  die  Koordinaten  von 
C  mit  a  und  &,  so  kann  man  die  von  N  nehmen  als  a  -{-  R-eoscp 
und  h-{-  B'SiiKp,  und  daher  werden  die  von  P  sein: 


X  ==  ]/a^  -\- h^  -\-  R^  -^  2B(a  coBq)  -\-h  sin  90) ,  y  =  h  -^  E  siiKp, 

Nach  Elimination  von  q)  ergiebt  sich,  dafs 

^4  _^  4J^2^  _|_  4(^^2  _!_,  J2)^2  __  2(^2  __  J2  _^_  J^2^)^2 

_  U(a'  +  &2  _  E')y  +  {a'  +  ö^  _  B^  =  0     .     .     (18) 

die  Gleichung  des  betr.  Ortes  ist.  In  dem  speziellen  Falle,  dafs  0 
auf  der  Peripherie  des  Kreises  liegt,  ist  B^  ==  a^  -{-  fe^,  und  daher  wird 
dann  die  Gleichung 

x^  —  4.{a'-  +  l)y)x'  +  4:{a'  +  h')y'==0.     .     .     .     (19) 

Über  die  entsprechende  Kurve  bemerkt  Gramer:  „la  courbe  represente 
en  quelque  sorte  une  besace."    Schreiben  wir  die  vorige  Gleichung  so 


^  =  1/^2  +  1/  (5  +  y¥~+W)  +  Va^  +  y{i  —  yoF+  W) 
und  wenden  die  allgemeinen  Bemerkungen  der  Nr.  81  an,  so  gelangt 

1)  Introduction  ä  Vanälyse  des  lignes  coiirtes  algehriques  (Genf  1750)  S  436 
--38.         2)  Das.  S.  450. 
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man  zur  Konstruktion  der  Besace  (Quersackkurve)  vermittelst  zweier 
Parabeln. 

Nocli  auf  eine  letzte  polyzomale  Kurve  vierter  Ordnung,  die  man 
als  Spezialfall  der  Watt'schen  Kurve  (s.  ISTr.  106)^)  ansehen  kann, 
wollen  wir  hinweisen  ^).  Sie  ist  der  Ort  des  Punktes  M  einer  Strecke 
von  konstanter  Länge  l^  deren  Endpunkte  N  und  P  sind,  von  denen 
der  erste  eine  Gerade  g^  der  zweite  einen  Kreis  mit  dem  Centrum  0 
und  dem  Radius  11  beschreibt.  Um  ihre  Gleichung  zu  finden,  nehmep 
wir  0  als  Anfang  und  das  von  0  auf  g  gefällte  Lot  als  x-Axg]  nennt 

PM        11 
man  d  die  Läne^e  des  letzteren,  setzt    ^^-^^  =  —    und    bezeichnet    mit 

(p  und  iIj  die  Winkel  des  Radius   OM  und  der  Strecke  MN  mit  der 
Abscissenaxe,  so  hat  man: 

X  =  R  cos  (p  -j — q^  cos  jjj ,         y  =  It  mi(p  -{ ~-  sin ip , 

d  =  B  cos  q)  -j-  ^  cos  ip , 
durch  Elimination  von  cp  und  ip  ergiebt  sich  dann 

y==^^yv'B'-Kii  +  v)x-^df  +  ^^^yvH'^ili  +  v)\d-xy  (20) 

als  Gleichung  dieses  Ortes  5  er  kann  daher  im  allgemeinen  vermittelst 
zweier  Ellipsen  konstruiert  werden;  wenn  aber  l  =  d-\-Ii  und  ^  =  v, 
wird  eine  derselben  ein  Kreis;  er  kann  ferner  verschiedene  Formen 
annehmen,  die  sich  aus  der  Diskussion  der  Gleichung  ergeben^). 
Besonders  interessant  ist  der  Fall  c^  =  0,  d.  h.  wenn  die  Gerade  g 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  geht;  die  Kurve  wird  dann  eine 
Ellipse,  und  man  hat  damit  eine  sehr  einfache  mechanische  Er- 
zeugung derselben,  die  zur  Konstruktion  eines  Eilipsographen  be- 
nutzt werden  kann. 


1)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet  findest  sich  die  Kurve  in  dem 
Essai  dhme  tlieorie  du  Parallelogramme  de  Watt  von  A.  J.  H.  Yincent  (Mem. 
de  la  soc.  de  Lille  1837),  woselbst  die  Namen  Selenoide  und  Hemicycle 
zwei  speziellen  Formen  derselben  gegeben  sind  und  die  —  nach  Vincent  —  An- 
wendung in  der  Architektur  finden  könnten.  —  Die  Gleichung  der  Kurve  findet 
sich  auch  im  Manuel  des  candidats  ä  VEcole  polytecJiniqiie  (I,  Paris  1857,  S.  331) 
von  E.  Catalan. 

2)  S.  einen  im  Journ.  de  math.  spec.  1870  veröffentlichten  Aufsatz,  wieder- 
gegeben im  Progreso  I,  1891,  S.  221—23. 

3)  D.  Joze  Euiz  Castizo  Ariza,  Estudio  analytico  de  un  lugar  geo- 
metrico  de  cuarto  orden  (Madrid  1889). 
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Elftes  Kapitel. 

Rationale  Kurven  vierter  Ordnung  mit  einem  Berülmmgsknoten. 

85.  Gerard  yan  GntschoYen^  Schüler  und  Mitarbeiter  des  Car- 
tesius^  war  von  1640 — 59  Professor  der  Mathematik  in  Löwen,  dann 
der  Anatomie,  Chirurgie  und  Botanik  daselbst.  Auf  ihn  weist  R.  F. 
de  Sluse  in  einem  Briefe  an  Huygens  vom  18.  April  1662  hin^)  als 
auf  denjenigen,  der  folgende  Aufgabe  gestellt  habe:  „Gegeben  eine 
Gerade  r  und  einer  ihrer  Punkte  0  (Taf  VI,  Fig.  45);  den  Ort 
eines  Punktes  M  zu  finden,  derart,  dafs  wenn  man  OM  zieht  und 
dann  MN  senkrecht  dazu  und  r  in  N  schneidend,  MN  gleich  einer 
gegebenen  Strecke  a  wird."  Nimmt  man  0  als  Pol  und  die  Gerade  r 
als    Polaraxe,    so    ist    die    Polar-Gleichung    der    Gutschoven'schen 

Kurve  ersichtlich  a  •  coscd  =  ^  .  sin  (d; (1) 

der  Ort  selbst  wird  in  kartesischen  Koordinaten  dargestellt  durch  die 
Gleichung  a%' =  {x' +  i/)tf, (2) 

welche  sich  in  dem  Briefe  von  Huygens  an  de  Sluse  vom  25.  Sept. 
1662  findet^).  Sie  beweist,  dafs  eine  Kurve  vierter  Ordnung  vorliegt, 
die  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  geht,  die  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  Koordinatenaxen  ist  und  im  Anfange  einen  sog.  Berührungs- 
knoten hat;  im  Unendlichen  hat  die  Kurve  aufserdem  einen  Doppel- 
punkt, mit  den  beiden  Geraden  ^  =  +  ö^  als  zugehörigen  Tangenten; 
diese  beiden  Geraden  begrenzen  zugleich  einen  Streifen  der  Ebene, 
innerhalb  dessen  sich  sämtliche  reelle  Punkte  der  Kurve  befinden^). 
Der  Anfang  ist  aufserdem  ein  aufs  er  ordentlicher  einfacher  Brennpunkt 
der  Kurve.  Wegen  ihrer  Ähnlichkeit  mit  dem  griechischen  Buch- 
staben X  ist  sie  die  Kappa-Kurve^)  genannt  worden;  sie  ist  von  der 
sechsten  Klasse  und  daher  nicht,  wie  man  geglaubt  hat,  polarreziprok 
zu  sich  selbst  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt^). 

In  dem  vorhin  erwähnten  Briefe  führt  Sluse  eine  Konstruktion 
der  Tangente  an  die  Kappa-Kurve  an,  die  nicht  schwer  zu  beweisen  ist. 
Aus  (1)  ergiebt  sich  folgende  parametrische  Darstellung  der  Kurve 

COS^  CO 

X  =^  a  —. ,       y  =  a  cos  co  : 


1)  Oeuvres  de  Huygens  IV  (Haag  1891)  S.  207. 

2)  Das.  S.  238. 

3)  Von  projektivem  Standpunkte  aus  ist  daher  diese  Kurve  nicht  verschie- 
den von  der  Konchoide  des  Nikomedes  (s.  Nr.  66). 

4)  Aubry,  De  Vusage  des  ftgures  de  Vespace  poiir  la  definition  et  Ja  trans- 
formation  de  certaines  courhes  (Journ.  de  math.  spec.  4.  Ser.  lY,  1895,  S.  201). 

5)  Die  genannte  irrige  Ansicht  zu  beseitigen,  war  ein  Artikel  vonGenocchi 
bestimmt  (Nouv.  Ann,  XIY,  1855,  S.  248—53). 
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wenn  daher  die  Knrventangente  im  Punkte  M  die  Gerade  r  in  T 
schneidet^  so  ist 

^rn  döC  COS^O) 

Ol  =  X  —  y  -y-  =  —  a  -^—5— , 
"^  dy  sm^  cö  ' 

und  daher  _  ^^ _  OT  =  ^.'^  +  a'^  ^  -^-  • 

Andrerseits^  wenn  P  der  Fufspunkt  des  von  M  auf  P  gefällten  Lotes 
ist,  hat  man 

ON  ==  -J^,        NP  =  a-siiiGj, 

sm  03  '  ^ 

und  daher  TN-  NP  =  Ö^^, 

d.  h.  —  wie  Sluse  sagt  —  ,,NP,  NO,  NT  sunt  in  continua  proportione'^; 
ist  also  31  gegeben j  so  findet  man  alsbald  den  Punkt  T  und  damit 
die  Tangente  in  M. 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  von  Huygens  ist  fernerhin  eine 
bemerkenswerte  Formel  für  die  Quadratur  aufgestellt,  deren  Dar- 
legung angebracht  sein  dürfte.  Wir  ziehen  zu  dem  Zwecke  3fQ 
senkrecht  zu  Oy^  bezeichnen  mit  <S  die  Fläche  des  gemischtlinigen 
Dreiecks,  dessen  Seiten  die  Geraden  OQ,  QM  und  der  Bogen  OKM 
der  Kappa-Kurve  sind.     Infolge  von  Gleichung  (3)  wird  dann 

3=1  a~ — ~  ( — a  sincL))-(:?ca  = ~  /  (1  +  cos2cö)r/ca 

7t  7t 

Y  T 

a^  (7t  \  «^     •     o 

Wird  nun  der  Bogen  MP  des  Kreises  mit  dem  Centrum  JV'  be- 
schrieben und  nennt  man  S>  die  Fläche  des  halben  Kreissegmentes 
31  PPS,  so  erhält  man 

^         1     9  /TT  \         1        .  a^  /7t  \         f^^    •     o 

<S  =  —  a''  I  —  —  CD j  —  -  a  sm  co-cos  (d  =  —  I  - —  mj ^  sm  z?cl)  ; 

demnach  ist  5  =  5,  wie  Huygens  behauptet  hat.  —  Wir  können  noch 
hinzufügen,  dafs  wenn  wir  co==0  setzen,  wir  —r-'^^^i'^)  ^^^  Aus- 
druck für  das  Dreieck  erhalten,  das  begrenzt  wird  von  der  y-Axe, 
einem  Bogen  der  Kappa-Kurve  und  der  zugehörigen  Asymptote;  ein 
derartiges  Dreieck  ist  also  gleich  einem  Kreise  mit  dem  Durchmesser  a. 
Infolge  dessen  ist  der  Teil  der  Ebene  innerhalb  der  Kappa-Kurve  un- 
endlich grofs. 

Die  Definition  der  Kappa-Kurve,  von  der  wir  ausgegangen  sind, 
führt  uns  zu  einer  sehr  einfachen  Art  die  Kurve  zu  zeichnen.  Man 
denke  sich  ein  Winkelscheit  L3IN  (bei  ilf  rechtwinklig)  dessen 
Kathete  MN=  a  ist;  läfst  man  dasselbe  sich  in  der  Weise  bewegen, 
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dafs  die  andere  Kathete  LM  immer  durcli  den  Punkt  0  geht^  und 
die  gegenüberliegende  Ecke  N  die  x-Axe  durchläuft^  so  beschreibt 
der  Scheitel  des  rechten  Winkels  ersichtlich  die  Kappa-Kurve.  Die 
Kurven-Normale  in  M  geht  infolge  dessen  durch  den  Punkt  V^  in 
welchem  das  in  0  auf  LM  errichtete  Lot  die  von  iV  zu  Ox  gezogene 
Senkrechte  schneidet^). 

Barro w  hat  in  seinen  Lectiones  geometricae  —  veröffentlicht  1670  — 
eine  andere  Konstruktion  für  die  Kappa-Kurve  angegeben^).  Man 
trage  auf  der  Polaraxe  ein  Stück  OA=^a  ab  und  errichte  in  Ä  zu 
ihr  die  Senkrechte-,  ein  beliebiger  durch  den  Pol  gezogener  Strahl 
schneide  diese  in  B.  Trägt  man  nun  auf  diesem  OM=ÄB  üh,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  M  eine  Kappa-Kurve.  —  Diese  Konstruktion 
zeigt^  dafs  der  Ort  offenbar  die  Gleichung  hat 

^  ==  a '  tg  cö , (4) 

die   sich  von   (1)  nur  dadurch  unterscheidet,   dafs  w  in  —  —  co    ver- 
wandelt ist. 

Theoretisch  und  auch  wohl  praktisch  wichtiger  ist  noch  eine 
andere  Definition  der  Kurve,  die  wir  durch  Modifikation  der  anfäng- 
lichen erhalten.  Beschreiben  wir  einen  Kreis  um  den  Mittelpunkt  N 
mit  dem  Radius  NM^  so  ist  die  Gerade  OM  eine  Tangente  desselben 
und  also:  Die  Kappa-Kurve  ist  der  geometrische  Ort  der  Beriihrungs- 
pniikte  der  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  einer  festen  Ge- 
raden an  die  unendlich  vielen  Kreise  von  gegebenem  Radius,  die 
ihren  Mittelpunkt  auf  dieser  Geraden  halben,  ziehen  kann. 

Die  Betrachtung  der  Gleichung  (4)  führt  uns  von  selbst  auf  all- 
gemeinere Kurven^  nämlich  die  durch  die  Gleichung 

Q  ^=  aig^m (5) 

dargestellten^  wo  ^  eine  gegebene  Zahl  bedeutet.  Dieselben  sind  al- 
gebraisch, wenn  ^  eine  rationale  Zahl  ist,  und  bieten  ziemlich  ver- 
schiedene Gestalten  dar,  welche  den  Namen  Noeuds  (Knotenkurven), 
den  französische  Geometer  ihnen  gegeben  haben,  rechtfertigen^).  Ab- 
gesehen vom  Falle  ^  =  1 ,  führt  uns  die  Annahme  ii  =  j  zu  einer  be- 
kannten Kurve,  nämlich  der  Strophoide  (s.  Nr,  37,  Gl.  (2));  für  [i  =  2 
erhalten  wir  schon  eine  neue  Kurve,  die  von  der  sechsten  Ordnung 
ist  und  Moulin  ä  vent  (Windmühle)  genannt  wurde ^). 


1)  Diese  Konstruktion  kann  auch   durch  einfache  Berechnung  der  polaren 
Subnormale  bestätigt  werden. 

2)  The  maihematical  twrks  of  J.  Barrow,  herausg.  v.  Whewell  (Cambridge 
1860)  S.  247. 

3)  Aubry  a.  0.  S.  251.  —  Wenn  ii  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Knoten- 
kurve von  der  Ordnung  2  (ft  -|-  1). 

4)  G.  de  Longchamps,   Cours  de  prohUmes  de  geometrie  analytiques  B.  I 
(Paris  1873)  S.  137, 
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Die  Knotenkurven  sind  nicht  die  einzigen  Verallgemeinerungen^ 
welche  die  Kappa-Kurven  erfahren  können.  Schon  Sluse  bemerkte, 
dafs  das  Guts choven' sehe  Problem  sich  verallgemeinern  lasse,  indem 
man  annimmt,  dafs  der  Winkel  OMN  statt  eines  rechten  Winkels, 
einen  konstanten  Wert  a  habe.  Es  entsteht  dann  die  Kurve,  die  in 
Polar-  bezw.  kartesischen  Koordinaten  die  Gleichung  hat 

^  =  ^^i^(^  +  ^)  ^         ^^2(^^  cos  a  +  ^  sin  ay  =  {x^  -\-  %f)tf    .     (6) 

und  die  man  die  schiefe  Kappa-Kurve  zum  Unterschiede  von  der 
ursprünglichen  oder  geraden  Kappa-Kurve  nennt.  Der  Name  pro- 
jective  Kappa-Kurve^)  wurde  dann  allen  Kurven  vierter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt  und  einem  Berührungsknoten  gegeben.  Schliefs- 
lich  kann  auch  die  Kurve  mit  der  Polargleichung 

aZsincö  /p^n 

^         Ico^  oi~\-  a^ ^  ^ 

der  man,  wie  der  Gutschoven' sehen  Kurve  bei  einigen  Problemen  dei 
darstellenden  Geometrie  begegnet^),  als  eine  Verallgemeinerung  der 
Kappa-Kurve  angesehen  werden,  insofern  als  Gleichung  (7)  in  (4) 
übergeht,  wenn  man  l  =  oo  setzt. 

86.  Von  projektivischem  Standpunkte  aus  unterscheidet  sich  die 
Kappa-Kurve  kaum  von  einer  anderen  Kurve  viel  neueren  Datums, 
die  wegen  ihrer  Gestalt  und  ihrem  Entdecker  zu  Ehren  die  Külp'- 
sche  Konchoide  heifst^).  Ihre  Entstehungs weise  ist  folgende:  „Ge- 
geben ist  der  Quadrant  OAC  eines  Kreises  mit  dem  umbeschriebenen 
Quadrate  OJ.jB  (7  (Taf.  VI,  Fig.  46);  durch  den  Mittelpunkt  ziehe  man 
eine  beliebige  Gerade,  die  den  Quadrantenbogen  in  G  und  die  eine 
Seite  des  Quadrates  in  F  schneidet.  Die  durch  F  zu  der  anderen 
Seite  gezogene  Parallele  und  die  durch  G  zu  der  ersteren  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ort  der  eine  Bogen  der  fraglichen 
Konchoide  ist;  die  anderen  drei  sind  die  zu  ihm  symmetrischen  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  des  Quadranten  und  die  ihn  begrenzenden 
Radien.^^ 

Nimmt  man  als  Koordinataxen  diese  beiden  Radien  und  nennt 
den  Winkel  der  beliebigen  Geraden  mit  dem  ersteren  g),  den  Radius 
des  Quadranten  a,  so  erhält  man  sogleich  folgende  parametrische 
Darstellung  der  in  Rede  stehenden  Konchoide: 

X  =  a-  cos  9 ,         y  =  a-ig(p (8) 

1)  V,  Retali,  Sopra  una  corrispondenza  [m^n]  (Rend.  del  R.  Ist.  Lomb. 
2.  Ser.  XXXII,  1899). 

2)  De  la  Gournerie,  Traue  de  geometrie  descriptive.  3.  Teil  (Paris  1885), 
S.  151. 

3)  Külp,  Üher  eine  besondere  Art  der  Konchoide  (MuscheUinie)  (Archiv. 
XLYIII,  1868). 
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und  clemnacli  durch  Elimination  von  cp 

x^y^  =  a^(a^  —  x^) (9) 

Aus  dieser  Gleichung  entnimmt  man,  dafs  die  Külp'sche  Konchoide 
einen  Berührungsknoten  im  unendlich  fernen  Punkte  von  Oy^  welche 
Axe  zugleich  die  zugehörige  Tangente  ist,  aufserdem  einen  iso- 
lierten Punkt  im  Unendlichen  von  Ox  hat.  Die  Kurve  liegt  ganz 
innerhalb  des  Streifens  der  Ebene,  der  von  den  beiden  Greraden  ^  ==  +  a 
begrenzt  wird*    sie  hat  vier  reelle  Wendepunkte  mit  den  Abscissen 

+  a  1/  —  5    im    übrigen    sind    bemerkenswerte    Eigenschaften    an    ihr 

nicht  bemerkt  worden. 

Eine  andere  mit  einem  Berührungsknoten  versehene  rationale 
Kurve  vierter  Ordnung  entsteht  bei  folgender  Konstruktion:  ,,Gegeben 
ein  Kreis  (Taf.  VI,  Fig.  47  a,  h)  mit  dem  Centrum  0,  dem  Radius  r, 
und  ein  Punkt  Ä  seiner  Ebene.  Man  ziehe  einen  beliebigen  Radius 
OM  und  bestimme  dessen  Schnittpunkt  P  mit  dem  in  A  auf  AM 
errichteten  Lote.  Variiert  man  den  Radius,  so  variiert  auch  der 
Punkt  P  und  beschreibt  eine  Linie,  die  man  die  Jerabek'sche 
Kurve  nennt ^)."  Um  deren  Gleichung  zu  finden,  nehmen  wir  0  als 
Pol  und  OA  als  Polaraxe,  nennen  a  den  Abstand  OA,  ip  den  Winkel 
OAMj  Q  und  CO  die  Koordinaten  von  P.  Aus  der  Betrachtung  der 
Figur  ergeben  sich  dann  folgende  Relationen: 

o  =  OF  =  r  —  PM  =  r  — ,       AM  =  a-, — -, 

^  cos  1p  ^  sm  ip  ^ 

T  1  sin  cö 

daher 


Q  =  r 


sm  1/j  •  cos  -(p 


Da  nun  ferner         AM  -=  ]/a^  -\-  r'^  —  2ar  cos 


07, 


so  hat  man 


sim/) 


AM  ya^  -f  *'^  —  2ar  cos  oi 


1    1  1  j/a^  4-  r^  —  2ar  cos  co 

und  desweg-en  =  i—J 

°  cos  1p  r  —  a  •  cos  00 

Setzt  man  diese  Werte  in  den  schon  gefundenen  Ausdruck  für  q  ein 
und  reduziert,  so  erhält  man  die  Gleichung 

r  cos  (o  —  a  z^  rwx 

Q  =z  a , (lU) 

^  r  —  a  cos  oj  ^  ^     ^ 

welche  zeigt,  dafs  die  Jerabek'sche  Kurve  rational  ist  und  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  OA.  Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten 
über,  so  wird  diese 

r^(x^-\-y^  —  axy  ==  a^(x^ -\- y^)(x  —  ay.    .     .     .     (11) 

Diese  zeigt,  dafs  die  Kurve  selbst  eine  cirkulare  Kurve  vierter  Ordnung 


1)  Mathesis,  Question  314,  gelöst  in  B,  Y,  1885,  S.  110—116. 
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ist^),  die  0  als  aufserordentliclien  Brennpunkt  hat*,  A  ist  der  Berührungs- 
knoten, die  zugehörige  Tangente  ist  senkrecht  zu  OÄ.  Die  Kurve 
zeigt  verschiedene  Gestalt,  jenachdem  a^r.  Wenn  a  <  r,  d.  h.  J. 
innerhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  so  ist  0  ein  Knotenpunkt  und 
die   entsprechenden  Tangenten  bilden  mit    OÄ  einen  Winkel,  dessen 

Cosinus  -7  ist;    die   Kurve  liegt  ganz   innerhalb   des  Kreises.     Wenn 

hingegen  a  >  r,  so  ist  0  ein  isolierter  Punkt  und  die  Kurve  besitzt 
zwei  unendliche  Zweige,  die  zu  Asymptoten  die  beiden  durch  Ä  gehen- 
den Geraden  haben,  die  mit  der  Polaraxe  einen  Winkel  vom  Cosinus 

—  bilden  und  vom  Pole  dem  Abstand  -7= haben. 

a  y7'  —  a^ 

87.  Während  die  Külp'sche  Konchoide  und  die  Jerabek'sche 
Kurve  aufser  dem  Berührungsknoten  noch  einen  Doppelpunkt  haben, 
hat  die,  von  der  jetzt  die  Rede  sein  wird,  eine  Spitze. 

Es   sei    ein   Kreis    gegeben    mit    dem    Mittelpunkte   0    (Taf.  VI, 

Fig.  48),   dem  Radius  — ,    zwei    aufeinander   senkrechte   Durchmesser 

desselben  ÄB^  CD  und  schliefslich  eine  Gerade  r  parallel  zu  CD. 
Man  ziehe  durch  Ä  einen  beliebigen  Strahl,  der  r  in  M  schneidet, 
dann  von  M  die  Parallele  zu  AB,  welche  die  Peripherie  des  Kreises 
in  N  schneidet  und  schliefslich  durch  N  die  Parallele  zu  CD.  Ist 
nun  P  der  Schnitt  dieser  mit  dem  Strahle  AM^  so  ist  der  Ort  von 
P  eine  derjenigen  Kurven,  die  von  G.  de  Longchamps  quartiques 
pyriformes  genannt  wurden^).  Es  ist  vorteilhaft,  aus  dieser  Kon- 
struktion ein  Verfahren  herzuleiten,  um  die  Punkte  der  Kurve  zu 
finden,  die  eine  gegebene  Abscisse  AK  haben  (A  als  Anfang,  AB  als 
x-Axe  genommen):  Man  bestimme  die  Punkte  N  und  N'^  in  denen 
der  gegebene  Kreis  die  vom  Punkte  ^  zu  r  parallel  gezogene  Ge- 
rade schneidet,  dann  die  Punkte  M  und  J£',  in  denen  diese  von 
den  durch  N  und  N'  zu  AB  gezogenen  Parallelen  getroffen  wird-, 
projiziert  man  nun  die  Punkte  M  und  M'  von  A  aus  auf  die  Ge 
rade  NN,  in  P  und  P',  so  sind  diese  die  gesuchten  Punkte.  — 
Bezeichnet  man  den  Abstand  AH  des  Punktes  A  von  der  Geraden 
r  mit  &,  nennt  den  variabelen  Winkel  MAB  =  cp  und  x,  y  die 
Koordinaten  von  P,   so  ist  MH  =  h'tgcp.     Ferner  ist  offenbar 


NIC  ==  MW  =  AK'  KB, 
und  daher 

h^'ig^cp  =  x{a  —  x). 


1)  Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  auch,  wenn  man  beachtet,  dafs  die 
Ausgangskonstruktion  die  Kurve  als  erzeugt  von  zwei  Strahlenbüscheln  in  der 
Korrespondenz  [2,  2]  mit  den  Centren  in  den  Punkten  0  und  A  erscheinen  läfst, 

2)  Essai  sur  Ja  cjeometvie  de  la  regle  et  de  Vequerre  (Paris  1890)  S.  129, 
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Es  ist  aber  tg  9  =  —  ^  und  daher 

^4  _  ^^3  ^  J2^2  _  0 (12) 

die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve.  Diese  selbst  ist  also  von  der 
vierten  Ordnung^  symmetrisch  in  Bezug  auf  OXj  und  vollständig  inner- 
halb des  Quadrates  gelegen,  dessen  Seiten  den  gegebenen  Kreis  in 
Äy  B,  C,  B  berühren.  Der  Punkt  A  ist  eine  Spitze  der  Kurve,  AB 
die  zugehörige  Tangente;  der  unendlich  ferne  Punkt  des  Durchmessers 
CD  ist  dagegen  der  Berührungsknoten,  die  unendlich  ferne  Gerade 
ist  die  zugehörige    Tangente;    Wendepunkte   sind   die  beiden  Punkte 

3 -1/3 

mit  den  Abscissen   a — --—    und    Kulminationspunkte     die     mit    der 

Abscisse  ~-  und  den  Ordinaten  +  -—  • 

Bemerkenswert  ist  der  Spezialfall  &  =  a^);   dann  berührt  r  den 
Kreis  und  Gleichung  (12)  wird  zu 

x^  —  ax^  +  a^'ip  =  0; 

wenn  man  nun  in  dieser  y  m  —  verwandelt,  so  geht  sie  wieder  auf 

(12)  zurück;  daher  ist  die  allgemeine  „quartique  pyriforme^^ 
eine  dem  soeben  betrachteten  Spezialfälle  affine  Kurve.  — 
Es  möge  noch  ein  anderer  Spezialfall  betrachtet  werden:  nämlich 
a  =  26;  die  entsprechende  Kurve  heifst  Toupie  (Kreiselkurve),  wegen 
ihrer  Gestalt  so  genannt,  und  wird  folgend ermafsen  konstruiert^): 
Gegeben  ein  Kreis  F  (mit  dem  Durchmesser  26)  bezogen  auf  zwei 
Axen  Oxj  Oy*^  man  projiziere  einen  beliebigen  Punkt  M  von  F  in 
A  und  B  auf  die  Axen,  fälle  MH  senkrecht  auf  AB  und  trage 
MP  =  MH  auf  der  Verlängerung  von  5Jf  ab;  der  Ort  der  Punkte 
P  ist  die  Kreiselkurve. 

Die  Gesamtfläche  der  allgemeinen  Kurve  ist 

=^  2  j  y  •  dx  =  r  j  xYax  —  x^dx'^)  ^=  -^ ; 
x=o  b 

im  speziellen  Falle  a  =  h,  wird  dieser  Ausdruck   ^^u)     ^^^  ^^ig^? 

dafs  dann  die  Kurvenfläche  gleich  der  Hälfte  des  gegebenen  Kreises  ist. 

Ebenfalls  De  Longchamps  verdankt  man  die  Betrachtung  einer 

anderen  Kurve  vierter  Ordnung  mit  Spitze,  die  von  projektivischem 


1)  Er  wurde  von  Ossian  Bonnet  1844  betrachtet  (Nouv.  Ann.  III,  S.  75). 

2)  Schlö milch,  Compendium  der  höh.  Änalysis  I,  5.  Aufl.  (Braunschweig 
1881)  S.  87;  G.  de  Longchamps,  Gours  de  prohUmes  de  geometrie  analytiqiie  I 
(Paris  1898)  S.  137;  s.  auch  S.  177. 

3)  Wegen  Berechnung  dieses  Integrals  sehe  man  Schlömilch,  Uhungs- 
huch  mm  Studium  der  höh,  Änalysis  II  (2.  Aufl.  1874)  S.  22. 
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Standpunkte  aus  der  Yorigen  analog  ist.  Wegen  ihrer  Gestalt  (s.Taf.VI^ 
Fig.  49)  wurde  sie  von  ihrem  Erfinder  mit  dem  Namen  Apienne 
(von  aTtiov  =  Birne)  belegt^).  Man  erhält  sie  aus  einem  Kreise,  der 
in  kartesischen  Koordinaten  dargestellt  wird  durch  die  Gleichung 

vermittelst  der  (semi- reziproken  kartesischen)  Transformation, 
die  durch  die  Formeln 

X  =  x,       Yy^R' 

dargestellt  wird^).     Die  ,,Birnkurve"  hat  demnach  folgende  Gleichung: 

y2  (^  _  jty  —  2E'y  +  E""  =  0; 

sie  läfst  sich  auch  parametrisch  darstellen,  nämlich  so: 

X         ^     ,  y  1 

Infolgedessen  ist  sie  eine  rationale  Kurve  vierter  Ordnung,  und  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  Gerade  x^=JR.  Der  unendlich  ferne  Punkt 
dieser  Geraden  ist  eine  Spitze  derselben  mit  dieser  Geraden  als  Spitzen- 
tangente. Hingegen  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  von  Ox  ein  Be- 
rührungsknoten mit  dieser  Axe  als  Tangente.    Für  alle  reellen  Punkte 

der  Kurve  hat  man  — ■  a^x  <,-\-  a  und  y^^- 

Sämtliche  in  diesem  Kapitel  betrachteten  Kurven  hatten  aufser 
einem  Berührungsknoten  noch  einen  Doppelpunkt  oder  eine  Spitze; 
dasselbe  gilt  auch  für  die  Kurve  mit  folgender  Gleichung 

deren  Konstruktion  Giordano  Riccati  in  seiner  Arbeit  gezeigt  hat, 
die  den  sonderbaren  Titel  hat  Teorema:  ü  mdlo  imaginario  non  päd 
confondersi  col  reale  (Mem.  della  Soc.  Ital.  della  Scienze,  IV,  1788); 
im  folgenden  Kapitel  werden  wir  nun  eine  Familie  von  Kurven  kennen 
lernen,  deren  Mitglieder,  ähnlich  wie  einige  der  virtuellen  Parabeln, 
jedes  die  erste  der  obigen  Singularitäten  besitzt. 


1)  Gours  de  prohUmes  de  geometrie  analytique  II.  (Paris  1899)  S,  393. 

2)  Um  den  Punkt  M{XY)y  der  dem  Punkte  m{x,y)  entspricht,  zu  finden, 
besclireibe  man  mit  dem  Radius  M  um  den  Mittelpunkt  0  den  Kreis  P,  man 
ziehe  von  m  die  Parallele  zu  OX,  so  findet  man  den  Pol  in  Bezug  auf  T;  die 
von  ihm  zu  Ox  gezogene  Parallele  schneidet  die  von  m  im  Oy  gezogene  Pa- 
rallele in  M,  wie  leicht  ersichtlich. 
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Zwölftes  Kapitel. 

Die  Konchalen. 

88.  Der  Ort  der  Punkte^  deren  Abstände  von  zwei  festen  Punkten 
oder  zwei  festen  Geraden  oder  von  einem  Punkte  und  einer  Geraden 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen^  ist  ein  KreiS;  ein  Geraden- 
paar oder  ein  Kegelscbnitt.  Wenn  man  unter  den  gegebenen  Be- 
dingungen das  Verhältnis  ersetzt  durch  die  Summe  oder  Differenz^ 
so  erhält  man  einen  centrischen  Kegelschnitt^  eine  Gerade  oder  eine 
Parabel.  Wenn  man  hingegen  statt  dessen  das  Produkt  einführt^ 
so  erhält  man:  1)  Eine  Cassinische  Kurve,  wenn  die  festen  Ele- 
mente zwei  Punkte  sind ;  mit  dieser  werden  wir  uns  im  nächsten 
Kapitel  beschäftigen.  2)  Eine  Hyperbel,  wenn  es  zwei  Geraden  sind. 
3)  Wenn  die  festen  Elemente  ein  Punkt  F  und  eine  Gerade  r  sind, 
eine  Kurve,  von  der  schon  Schlömilch  die  Gleichung  sowie  einige 
Eigenschaften  gefunden  hat^),  deren  methodische  Untersuchung  jedoch 
erst  vor  wenigen  Jahren  von  G.  Huber^)  ausgeführt  wurde,  der  auch 
den  Vorschlag  machte,  sie  Konchale  zu  nennen  wegen  der  Gestalt- 
ähnlichkeit, die  sie  bisweilen  mit  der  Konchoide  des  Nikomedes  hat. 

Nimmt  man  als  x-K-^q  die  vom  Punkte  F  auf  die  Gerade  r  ge- 
fällte Senkrechte  FA  und  als  Anfang  den  Mittelpunkt  der  Strecke 
FA  =  2a,  so  sieht  man  alsbald,  wenn  man  mit  ali  das  konstante 
Produkt  bezeichnet,  dafs 

{x-\-a)\{x  —  aY'^if'\^aV (1) 

die  Gleichung  der  Konchale  ist. 

Sie  ist  demnach  eine  Kurve  vierter  Ordnung  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  die  ^^-Axe.     Die  Abscissen  der  vier  Punkte,  in  denen  diese 

von  der  Kurve  geschnitten  wird,  sind  +^y<^(^i'^);  während  die 
Ordinaten  der  beiden  Punkte,  in  denen  die  Kurve  die  ^-Axe  schneidet, 
gleich  +]/ä^  —  Oj^  sind;  dies  zeigt,  dafs  von  jenen  vier  Punkten 
4  oder  2  reell  sind,  jenachdem  h  ^  a,  während  diese  beiden  reell  oder 

imaginär  sind,  jenachdem  h^a.  In  dem  Zwischenfalle  Ä  =  a  wird 
Gleichung  (1)  zu 

y\x-\-af-\-x\x^  —  2a')^()', (2) 

sie  hat  nunmehr  im  Anfang  einen  Knotenpunkt  mit  den  Tangenten 
y  =  ■:\z^  y 2  und  schneidet  die  ir- Axe  ferner  in  den  Punkten  mit  den 

1)  Übungsbuch   zum  Studium  der  höheren  Analysis,  I.  T.   (3.  Aufl.  Leipzig 
1878)  S.  97. 

2)  Die  Konchälen,  ihre  orthogonalen  Ti^ajectorien  und  die  Cissoiden  vierter 
Ordnung  (Monatsliefte  "VI,  1895). 
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Abscissen  ^r  ==  +  al/2 .  Im  allgemeinen  Falle  gelit  die  Kurve  durch 
die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  und  besitzt  aufserdem  im  Unend- 
licben  von  Oy  einen  Berührungsknoten;  die  entsprechende  Tangente 
hat  zur  Gleichung  x  -\~  a  =  0^  ist  also  die  Gerade  r.  Die  Konchale 
bietet  verschiedene  Gestalten  dar,  je  nach  der  relativen  Gröfse  der 
Konstanten  a  und  h:  Im  Speziellen 

wenn  h  <C.  a^  besteht  sie  aus  zwei  unendlichen  Zweigen  und  einem 

Ovale ; 
^^      Jc  =  a^        „         ,j      jj      einer    Serpentine    und    einem    Zweige 

mit  Knoten; 
,,  it  >  a,  ,,  jj  ,,  zwei  unendlichen  Zweigen. 
Die  Quadratur  der  Konchale  hängt  im  allgemeinen  von  elliptischen 
Funktionen  ab,  die  Rektifikation  von  hyperelliptischen;  für  die  ratio- 
nalen Konchalen  kann  das  erste  Problem  jedoch  elementar  gelöst 
werden,  während  das  zweite  die  alleinige  Anwendung  der  elliptischen 
Funktionen  verlangt.  Die  Tangente  an  die  Konchale  in  einem  Punkte 
P  kann  durch  Spezialisierung  eines  allgemeinen  von  A.  Hurwitz^) 
gegebenen  Verfahrens  erhalten  werden;  man  gelangt  dann  zu  folgen- 
der Konstruktion:  Man  verbinde  P  mit  F  und  errichte  in  F  die 
Senkrechte  p  zu  PP;  ebenfalls  verbinde  man  P  mit  dem  Punkte  (pr) 
und  suche  den  zu  dieser  Geraden,  in  Bezug  auf  die  beiden  Geraden 
p  und  r,  konjugiert  harmonischen  Strahl;  dieser  wird  parallel  zur  ge- 
suchten Tangente  sein. 

Wenn  man  die  Konstante  h  variiert,  so  stellt  die  Gleichung  (1) 
oo^  Kurven  dar;  die  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Tra- 
jektorien  ist 

dy  \2x{x  —  a)  +  ^^]  —  y  {x  -\-  a)  dx  =  0 . 

Durch  Integration  erhält  man: 

demnach  sind  diese  Trajektorien  rationale  Kurven  vierter  Ordnung  mit 
F  als  gemeinsamem  Doppelpunkt  und  Berührungsknoten  im  unendlich 
fernen  Punkte  von  O^r;  die  unendlich  ferne  Gerade  ist  die  zugehörige 
Tangente. 

89.  Steiner  hat  folgendes  allgemeine  Problem  gestellt^):  „Ge- 
geben in  einer  Ebene  77  eine  Kurve  C^  und  ein  fester  Punkt  P;  den 
Ort  solcher  Punkte  M  von  77  zu  finden,  dafs  die  Berührungspunkte 
zweier  von  M  an  die  Kurve  C^  gezogenen  Tangenten  mit  dem  Punkte 
P  in  gerader  Linie  liegen.^^  Dieses  Problem  kann  nun  leicht  gelöst 
werden,  wenn  die   gegebene   Kurve   eine  Konchale  ist  und  der  feste 


1)  Über  TangentenJconstniläionen  (Matli.  Ann.  XXII,  1883), 

2)  Ges,  WerJce,  B.  II  (Berlin  1884)  S.  599. 
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Punkt  der  (zu  ihrer  Definition  benutzte)  Punkt  F  ist.  Man  gelangt 
zu  einer  neuen  Kurve  vierter  Ordnung,  die  symmetriscli  in  Bezug  auf 
eine  Axe  ist^  nämlicli  zu  der  durch  folgende  Gleichung  dargestellten: 

[/c^  — (a  +  ^y]^2  =  (^2  +  F  — a^)^ (4) 

Diese  Kurve  besitzt  zwei  Doppelpunkte  auf  der  ^-Axe,  nämlich  die 
mit  den  Abscissen  +  "|/a^  —  fc^;  sie  sind  daher  reell  nur  dann,  wenn 
Ä  <  a;  einer  von  ihnen  ist  dann  ein  Knoten,  der  andere  ein  isolierter 
Punkt.  Auf  der  ^-Axe  hat  sie  zwei  einfache  Punkte  mit  den  Ordi- 
naten  +  ")/fc^  —  a^;  diese  sind  reell  nur,  wenn  fc  >  a;  sie  hat  dann 
zwei  Asymptoten,  deren  Gleichungen  x  -{-  a  -^^li  ==  0  sind;  es  sind 
diese  die  Tangenten  in  dem  unendlich  fernen  Knotenpunkte,  welchen 
die  Kurve  besitzt.  Diese  hat  also  drei  Doppelpunkte  und  ist  dem- 
nach rational.  —  Wenn  fc  =  a,  so  zerfällt  unsere  Kurve  (4)  in  die 
beiden  ^  =  0 ,       {2a  +  x)if -^  x^  ==  0, 

d.  h.  in  die  ^-Axe  und  eine  Cissoide  des  Diokles.  Dieser  Umstand 
macht  es  ratsam,  im  allgemeinen  Falle  die  Kurve  (4)  als  Cissoide 
vierter  Ordnung  zu  bezeichnen.  In  dem  Falle  nun,  dafs  diese  Kurve 
zwei  reelle  Doppelpunkte  im  Endlichen  hat,  kann  sie  auch  ohne  Be- 
ziehung auf  die  Konchale  konstruiert  werden  und  zwar  auf  eine  Weise, 
die  angegeben  zu  werden  verdient. 

„Auf  der  a^-Axe  eines  kartesischen  Koordinatensystems  bezeichnen 
wir  einen  Punkt  A  ( — a,  0)  und  beschreiben  um  diesen  mit  dem 
Radius  h  <.a  einen  Kreis  F  (Taf.  VI,  Fig.  50).  Wir  ziehen  an 
diesen  die  Tangenten  OM^  und  OM^  und  beschreiben  um  den  An- 
fangspunkt 0  mit  dem  Radius  0M^-=--  OM^  =  ya^  —  ¥  =  s  einen 
Kreis.  Die  Peripherie  dieses  neuen  Kreises  schneidet  die  x-Axe  in 
zwei  Punkten,  von  denen  der  eine  S^  aufserhalb,  der  andere  82  inner- 
halb von  F  liegt.  Ist  nun  CG'  eine  beliebige  durch  /Sg  gehende  Sehne 
von  F,  so  ziehe  man  die  Geraden  CQ  und  C'Q'  senkrecht  zu  Ox  und 
bestimme  deren  Schnittpunkte  P,  P'  mit  dem  von  S^  auf  die  Gerade 
CC  gefäUten  Lote  S^V.  Der  Ort  der  Punkte  P,P'  ist  die  durch 
Gleichung  (4)  dargestellte  Cissoide  vierter  Ordnung." 

Sind  nämlich  x^  y  die  Koordinaten  des  Punktes  P,  so  bezeichnet 
—  X  die  Strecke  OQ  und  y  die  Strecke  PQ.     Da  nun 

ACVP^S.QP^CQS,, 

so  bestehen  die  Beziehungen 

QS,_Gr      er  _GQ^       .  ..       M  _  ^ . 

QP  —  PT'      Tf—QS,     ^ii»!  tl^^ei     QP  —  QS, 
Daraus  folgt:         cQ  == '-=^  {- s-x)  =  ^-=^  • 
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Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ACQ  ergiebt  sich  nun 

CQ'  =  QÄ'  —  ÄQ'  =  ¥  —  {—X  —  ay  =  l\x  +  a)\ 

demnach  /^JIli_\  =  /b^  —  (^  +  <^)^ 

oder  y^\k^  —  (^  +  <^0^]  =^  (^^  —  a^  +  l^Y 

als  Gleichung   des  Punktes  P.     Da   sie   identisch  mit  (4)^   so  ist  die 

Richtigkeit  der  Konstruktion  bewiesen. 


Dreizehntes  Kapitel. 
Die  Cassinisclie  Kurve. 

90.  Johann  Dominicus  Cassini  hat  für  astronomische 
Zwecke  eine  besondere  Kurve  erdacht^  die^  wenngleich  sie  auch  in 
keiner  Beziehung  den  Bedingungen  des  Problems^  für  welches  sie  er- 
funden wurde,  entspricht,  dennoch  von  vielen  Gelehrten  untersucht 
wurde,  die  dann  schöne  Eigenschaften  an  ihr  entdeckten.  Um  über 
den  Ursprung  der  Kurve  zu  berichten,  ist  am  besten,  folgenden  Ab- 
schnitt aus  den  Eleme7its^  d'astronomie  von  Jakob  Cassini^)  anzu- 
führen: „Depuis  l'observation  exacte  de  la  grandeur  apparente  des 
Diametres  du  Soleil,  mon  Pere  a  trouve  une  autre  courbe  diiferente 
de  l'EUipse,  qui  sert  a  representer  fort  exactement  les  mouvements 
vrais  du  Soleil,  et  ses  divers  distances  ä  la  Terre.  II  suppose,  que 
la  Terre  etant  placee  ä  Tun  des  foyers  de  cette  courbe,  le  Soleil  la 
parcoure  par  son  mouvement  propre,  de  maniere  que  tirant  de  son 
centre  aux  deux  foyers  de  la  courbe  deux  lignes  droites  le  rectangle 
fait  sur  ces  deux  lignes  soit  toujours  egal  au  rectangle  fait  sur  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  distance  du  Soleil  a  la  Terre  ^).^^ 

Die  so  definierte  Kurve  heilst  die  Cassinische  Kurve  oder 
Oassinische  Ellipse,  oder  auch  Cassinisches  Oval;  andere  nennen 
sie  allgemeine  Lemniskate^)  oder  einfacher  Lemniskate"^)  mit 
Hinzufügung  der  Beiwörter  gleichseitige^)  für  die  BernouUische,  die 
wir  im  folgenden  Kapitel  behandeln  werden,  elliptische  für  die  aus 


1)  Paris  1749.  S.  149.  S.  auck  die  Artikel  von  D'AIembert  in  der  JEn- 
cyclopedie  metJiodique  B.  I  (Paris-Liege  1784)  S.  632. 

2)  Eine  andere  Art,  die  hier  betrachtete  Kurve  mit  Fragen  aus  der  Mechanik 
des  Himmels  in  Verbindung  zu  bringen,  sieht  man  aus  der  Schrift  von  E.  Oeking- 
haus.  Die  Cassinisclie  Linie  in  ihrer  Beziehung  zur  Beivegung  der  Himmels- 
Mrper  (Wochenschrift  für  Astronomie,  2.  Ser.  XXXI). 

3)  Steiner,  Einfache  KonstruMion  der  Tangente  an  die  allgemeine  Lemnis- 
Jcate  (Grelles  Journ.  XIV,  1835). 

4)  V  echt  mann,  Diss.  inaug.  phil.  de  curvis  lemniscatae  (Göttingen  1843). 

5)  Haton  de  la  Goupi liiere,  These  de  mecanique  (Paris  1857)  S.  9. 
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zwei  Zügen^  liyperbolisclie  für  die  aus  einem  einzigen  bestehende 
Cassinisclie  Linie  ^).  Wir  werden  dem  ersteren  dieser  Namen  den  Vor- 
zug geben ^  da  alle  anderen  sich  nur  auf  eine  einzelne  der  Formen 
beziehen^  welche  die  Kurve  darbieten  kann,  wenn  wir  nicht  den  Namen 
Cassinoide  gebrauchen  wollen^  den  Montucla  vor  mehr  als  hundert 
Jahren  schon  einer  gerechtfertigten  Kritik  unterzog  ^)^  und  der  wahr- 
scheinlich von  d'Alembert  für  den  Gebrauch  in  der  Encyclopedie  ge- 
bildet wurde. 

Nehmen  wir  als  Abscissenaxe  eines  rechtwinkligen  kartesischen 
Systems  die  Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  Fj^F2  und  als 
Anfang  den  Mittelpunkt  0  der  Strecke  F^F^^  so  sieht  man  alsbald^ 
dafs,  wenn  2  a  den  Abstand  F-^F^  ^  und  c^  den  Inhalt  des  gegebenen 
Rechtecks  bedeutet,  die  Gleichung  der  Kurve  ist 

y(x  —  ay  -\-  'i/ '  y{x  +  ay  -\-  y^  ==^  c^^ 

oder  {x'-{-y'y~2a\x'  —  y')  +  a^  —  c^  =  0.')     .     .     (1) 

Die  Cassinische  Kurve  ist  demnach  von  der  vierten  Ordnung  und  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  zwei  zueinander  senkrechte  Axen.  Sie  schneidet 
die  Gerade  F^F^  in  zwei  Punkten  Ä-^^^  A^,  die  immer  reell  sind,  mit 
der  Abscisse  +  ]/<^^  +  c^,  sowie  in  zwei  weiteren  Punkten  B^^  JB^ 
mit  der  Abscisse  +]/<x^  —  c^y  die  daher  nur  dann  reell  sind,  wenn 
a^  >  c^.  Die  y-A^e  dagegen  wird  immer  in  zwei  imaginären  geschnitten 
und  zwei  anderen,  die  nur  dann  reell  sind,  wenn  a^  <  c^.  Daraus  er- 
giebt  sich,  dafs  die  Cassinische  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht,  wenn 
a^  >  c^,  aus  einem  einzigen,  wenn  a^  <  c^.  Den  Fall  a^  ==  c^  schliefsen 
wir  vorläufig  aus,  da  wir  uns  mit  diesem  im  folgenden  Kapitel  be- 
schäftigen werden.     Wir  heben  hervor,   dafs  die  Kurve  zwei  Doppel- 

tangenten  hat,  nämlich  die  Geraden  +  ^  ""^  ö"  5  ^^^  zugehörigen  Be- 
rührungspunkte haben  die  Abscissen  x  =  ^'^^~^ ;  ^^^^  daher  nur 


1)  J.  A.  Serret,  Note  sur  les  fonctions  eUiptiques  de  I  espece  (Liouvilles 
Journ.  VIII,  1843). 

2)  „....  quelques  auteurs  se  sont  avise  de  nommer  cette  ellipse  la  Cas- 
sinoide, voulant  par  cette  terminaison  greque  dire  en  un  mot  la  figure  ou  la 
courbe  de  M.  Cassini;  mais  ce  nom  est  tout-a-fait  inepte.  On  dit  Spheroide, 
Conckoide,  etc.  pour  qui  ressemble  a  une  sphere,  a  une  coquille  etc.  C'est  le 
seul  sens  de  mot  greque  ddoq  d'ou  ces  mots  et  leurs  semblables  sont  derives. 
Ainsi  la  Cassio'ide  ne  voulant  pas  dire  la  courbe  de  M.  Cassini,  la  figure  ressem- 
blant  ä  M.  Cassini.  Si  Tutilite  de  cette  courbe  en  astronomie  eut  repondu 
aux  idees  de  cet  astronome,  il  eut  fallu  nommer  l'ellipse  Cassinienne,  comme  on 
dit  ellijDse  Apollonienne,  et  non  Apollono'ide."  Histoire  de  matliematiqtie^  nouv. 
ed,  B.  IL  S.  565. 

3)  Wir  erinnern  daran,  dafs  wir  diese  Gleichung  schon  benutzt  haben  (in 
Nr.  61)  um  zu  zeigen,  dafs  die  Cassinische  Kurve  eine  spirische  Linie  ist. 
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dann  reell ^  wenn  c<a]/2;  in  dem  Grenzfalle  c  =  a]/2  fallen  die 
beiden  Berülirungspunkte  zusammen^  und  wir  haben  eine  Undulations- 
tangente.  Aus  letzterem  gebt  bervor,  dafs  nur,  wenn  c  >  a  ]/2  die 
Cassiniscbe  Kurve  eine  ovaläbnlicbe  Gestalt  bat  und  nur  dann  die 
Ellipse  zweiter  Ordnung  in  der  graphischen  Darstellung  der  Bahn- 
kurve der  Gestirne  ersetzen  könnte. 

Um  das  Verhalten  der  Cassinischen  Kurve  im  Unendlichen  kennen 

zu  lernen,  setzen  wir  oo  -{-  iy  =  -j ,   x  —  iy  =  j'    Die  Gleichung  (1) 

wird  dann  ^^2  _  ^2^2)  ^^2  _  ^2^2)  _  ^4g4  _  0 (2) 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  die  Cassiniscbe  Kurve  in  dem  cyklischen 
Punkte  1  =  0,  g  =  0  als  Tangenten  die  beiden  Geraden  |  -j-  <^£  =  Q 
hat;  jede  der  beiden  schneidet  die  Kurve  in  vier  mit  dem  bezüglichen 
Berührungspunkte  zusammenfallenden  Punkten;  dasselbe  gilt  für  den 
Punkt  1^  =  0;  £  =  0.  Man  schliefst  daraus:  Die  beiden  Kreispimkte 
sind  Inflexions-Doppelpiinkte  für  die  Cassiniscbe  Kurve  ^).  Die  ent- 
sprechenden Tangenten  haben  die  Gleichungen 

X  -^  iy  ■+a  ==  0 ,       x  —  %y  -\^a  =  ^ 

und  schneiden  sich  in  den  beiden  reellen  Punkten  mit  den  Koordinaten 
(-f-a,  0);  es  sind  die  beiden  Punkte  F^  und  F^^  die  sich  somit  als 
aufserordentliche  Brennpunkte  der  Kurve  ergeben.  Um  die  gewöhn- 
lichen Brennpunkte  zu  finden,  suchen  wir  diejenigen  Tangenten  von 
(2),  welche  durch  den  Punkt  |  =  0,  ^  =  0  gehen;  setzen  wir  dazu 
I  =  7{;g^  dividieren  die  entstehende  Gleichung  durch  |^  und  suchen 
diejenigen  Werte  auf,  die  man  dem  &  erteilen  mufs,  damit  die  resul- 
tierende  Gleichung  eine   doppelte  Wurzel  y  habe.     Wir  finden  dann 


unschwer  /^  =  +  l/<^^ 2^^  ^^^  daher  haben  die  vom  ersten  Kreis- 
punkte gezogenen  Tangenten  die  Gleichungen 

x-\-%y- 

und  ähnlich  die  vom  zweiten 

X  —  iy 

Diese  beiden  konjugiert  imaginären  Geradenpaare  schneiden  sich  noch 
in  zwei  reellen  Punkten,  und  zwar  sind  deren  Koordinaten 


±1/«*- 

-c^ 

a 

7 

±ia'- 

~c' 

=  0 ,  X  =  +  -f— - — -  ,       wenn  a^  >  c^ 


und         ^  =  + ^?       ^  =  0 ,  wenn  a^  <  c^ 


1)  Cayley,  Note  on  tJie  cassm^m^  (Messenger  IV,  1875). 
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Sie  liegen  daher  auf  der  Verbindungslinie  der  aufs  er  ordentlichen  Brenn- 
punkte^ wenn  die  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht^  dagegen  auf  der 
Mittelsenkrechten  dieser  Linie,  wenn  sie  aus  einem  einzigen  Zuge 
besteht. 

91.  Wenn  die  Cassinische  Kurve  aus  zwei  geschlossenen  Zügen 
besteht,  kann  man,  ohne  imaginäre  Gröfsen  einzuführen,  die  Gleichung  (1) 
in  folgender  Form  schreiben: 


V{x  —  pa'  —  c^f  +  y^  ■  V{x  +  pa'  —  c^)'  +  y^    _'^/a^+ya'  — 


n 


und  diese  drückt  folgenden  Satz  von  Wangerin  aus:  ,,Wenn  man  auf 
den  Axen  einer  aus  zwei  geschlossenen  Zügen  bestehenden  Cassinischen 
Kurve,  bei  welcher  der  Abstand  der  aufserordentlichen  Brennpunkte 
=  2a  und  das  konstante  Produkt  der  Abstände  dieser  beiden  Punkte 

von  der  Kurve  =  c^,  die  Strecken  OX^,  OX^,  OY^^  OY^  gleich  fa'^  —  c^ 
abträgt,  so  kann  die  Kurve  selbst  als  Ort  solcher  Punkte  M  definiert 

werden,  für  welche  -^y^'Wy^  "^  Consf^)'' 

In  höchst  einfacher  Weise  kann  unsere  hier  betrachtete  Kurve 
in  einem  bipolaren  Koordinatensystem  dargestellt  werden,  wenn  F^ 
und  J?2  die  beiden  Pole  sind,  nämlich  durch  die  Gleichung 

Sie  kann  jedoch  auch  leicht  dargestellt  werden  durch  eine  Gleichung 
zwischen  dem  Winkel  F^MF^  =  S  und  dem  Radius  vector  o,  der 
vom  Mittelpunkte  0  der  Strecke  F^F^  aus  zu  dem  variabeln  Punkte 
M  der  Kurve  geht.     Es  ist  nämlich 


F^F,'  =  3IF^'  +  MF^^  —  2MF^  •  MF.^  •  cos  0 , 
MF^ .  MF^  ==  c\         MF,'  +  MF,'  =  2a'  +  2^^ 

woraus  sich  ers^iebt             99,9^  /on 

ö  ^2  =  a^  -|-  r  •  cos  0, (3) 

welche  Gleichung  der   Cassinischen  Kurve   sich  in  einigen  Fällen  als 
nützlich  erweist^). 

Die  Definition  der  Cassinischen  Kurve,  von  der  wir  ausgingen, 
eignet  sich  schlecht  für  die  Zeichnung  der  Kurve,  die  punktweise 
Konstruktion  ist  jedoch  in  ziemlich  bequemer  Weise  ausführbar,  wenn 
man  sich  des  folgenden,  bis  jetzt  nicht  bemerkten  Satzes  bedient: 
„Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  r  (Taf.  VI, 


1)  Üher  eine  Eigenschaft  der  Lemniskate  (Archiv  der  Math.  LV,  1873).  Dieser 
ist  ein  Spezialfall  eines  allgemeinen  Satzes  von  Darboux;  siehe  Sii7'  une  classe 
remarquable  de  courhes  et  surfaces  algehriques,  2.  Tirage  (Paris  1896)  Art.  28  u.  32. 

2)  Oekinghaus,  Bie  Lemniskate  (Das.  II,  Ser.  YII  u.  VIII,  1889). 
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Fig.  51,  a,b^c)j  einer  seiner  Dnrclimesser  F^F^  und  zwei  Punkte 
Ä^y  Ä2  auf  seiner  Verlängerung  in  gleichem  Abstände  von  0.  Man 
ziehe  durch  Ä^  (oder  Ä^)  eine  beliebige  Gerade,  die  den  gegebenen 
Kreis  in  M  und  N  schneidet.  Die  beiden  Kreise  mit  den  Mittel- 
punkten F^  und  F^  und  den  Radien  Ä^3I  und  Ä^N  (oder  bezw.  Ä^M 
und  -^2^)  schneiden  sich  in  zwei  Punkten  P,  deren  Ort  eine  Cassi- 
nische Kurve  ist.^^ 

Um  dies  zu  beweisen  nehmen  wir  0  als  Anfang,  -F1-F2  ^^^  ^-Axe; 
ist  d  der  Abstand  von  Ä^  und  A2  von  0  und  (d  der  Winkel  der  be- 
liebigen Geraden  mit  der  ^-Axe,  so  ist  offenbar 

/  jrr\  =  ch  cos  (0  +  yr^  —  d^  sin^ 03 ; 

daher  werden  die  Gleichungen  der  beiden  variabelen  Kreise,  von  denen 
im  obigen  Satze  die  Rede  war,  sein  bezw. 

^2  _|_  ^2  —  2rx  =  c/^(cos^a)  —  sin^  cd)  —  2d  cos  w ]/r^  —  #^in^  co , 


x^  -\-y^  -{-  2rx  ==  ^^(cos^ca  —  sin^  cd)  -f-  2(^cos  coYr^  —  (i^sin^  03 . 

Eliminieren  wir   09,   so   erhalten  wir   den   Ort   der  Punkte  P.      Dann 
sind  diese  beiden  Gleichungen  äquivalent  mit  den  folgenden 

x^  -^y^  ==  d^  (cos^G3  —  sin^Gj)  ,         rx  =  d-  cos  co  Yr^  —  d^  sin^ca; 

die  erste  liefert 

9             x^  -\-  y^  4-  d^  .9  cP  —  x^  —  y^ 

COS''  (D  =  -^^7^ —  ,        Sm^  CD  — 


daher  wird  die  zweite 

(^2  ^  ^2)2  _  2r\x^  —  y^)  -]-  d\2r'  —  d') .     .     .     .     (4) 

Diese  Gleichung,  indem  sie  die  Gestalt  von  (1)  hat,  beweist  den  obigen 
Satz.  Da  sie  sich  nicht  ändert,  wenn  man  das  Vorzeichen  von  d 
wechselt,  so  erhält  man  dieselbe  Cassinische  Kurve,  wenn  man  statt 
des  Punktes  Ä^  den  Punkt  Ä^  benutzt.  Gleichung  (4)  wird  völlig 
identisch  mit  (1),  wenn  man   r  =  a,    d  ==  Ya^  -{-  c^  setzt. 

Demnach  (zufolge  des  oben  Bewiesenen)  hat  der  feste  Kreis 
zum  Durchmesser  die  Verbindungslinie  der  beiden  aufserordentlichen 
Brennpunkte,  und  die  beiden  festen  Punkte  sind  die  beiden  stets 
reellen  Punkte,  welche  die  Kurve  auf  dieser  Verbindungslinie  hat; 
sie  besteht  aus   einem   oder  zwei  Zügen,   jenachdem  d^rY^. 

92.  Für  die  Konstruktion  der  Tangenten  und  Normalen  der 
Cassinischen  Kurve  sind  verschiedene  Methoden  angegeben  worden. 
Unter  denjenigen,  welche  die  Normale  liefern,  scheint  diejenige  den 
Vorzug  zu  verdienen,  zu  der  uns  eine  geometrische  Überlegung  führt  ^); 


1)  Peano,   Äpplicazioni  geometricJie  del  calcolo  infinitesimale  (Turin  1887) 
S.  142. 
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sie  lautet  folgendermafsen:  Um  in  einem  Punkte  M  der  Kurye^  deren 
Brennpunkte  F^  und  F^  sind^  die  Normale  zu  konstruieren^  trage  man 
auf  dem  Vector  MF^  das  Stück  MG^  =  MF^  und  auf  MF^  das 
Stück  MG^  =  MF^  ab.  Wenn  nun  N  die  vierte  Ecke  des  Parallelo- 
gramms ist,  das  MG^  und  MG^  als  anstofsende  Seiten  hat,  so 
ist  MN  die  Normale  in  M  zur  Kurve.  Als  Polgesatz  ergiebt  sich 
daraus  eine  von  Steiner^)  ohne  Beweis  angegebene  Konstruktion  der 
Tangente.  —  Bezeichnen  wir  mit  q-^  und  q^  die  beiden  Vectoren 
jp;  Jf  und  F^M  und  die  Winkel  NMF^  imd  NMF^  mit  cp^  und  cp^, 
so  ist  ersichtlich 

sin  qpj  sin  cp^ 

Wir  ziehen  nun  die  Senkrechten  in  F^^  F^^  M  bezw.  zu  ilfi^^,  ^F^y 
MN  und  nennen  T^^  T^  die  Schnitte  der  dritten  (welche  die  Tangente 
ist)  mit  den  beiden  ersteren.  Dann  erhalten  wir  aus  den  beiden  recht- 
winkligen Dreiecken  MF^T^  und  MF^T^ 

^         sm  qpj  ^  '^         sm  qp2 

und  demnach  wegen  der  vorigen  Gleichung  MT^  =  MT^.  Wir  schlielsen 
daraus  mit  Steiner:  Wenn  man  in  F^  und  F^  zu  den  beiden 
Vectoren  MF^  und  ülfi^g  ^i^  Senkrechten  errichtet  und  dann 
durch  M  diejenige  Gerade  zieht,  welche,  von  diesen  be- 
grenzt, in  M  halbiert  wird,  so  wird  letztere  die  Tangente  in 
M  an  die  Cassinische  Kurve  sein,  deren  Brennpunkte  F-^,  F^ 
sind. 

Eine  leichte  Rechnung  liefert  folgenden  Ausdruck  für  den  Krüm- 
mungsradius jR  in  einem  Punkte  {q)  der  Kurve  ^) 

und  da  nach  Einführung  von  Polarkoordinaten  die  Gleichung  (1)  sich 
schreiben  läfst 

^^  —  2aV'cos2G3  +  a^  —  c^  =  0, (5) 

so  hat  man  auch  B  =    .  ,  '  ^  ^ — 7—  • (6) 

Q^  -\-  a^  •  cos  2  CO  ^  ^ 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dafs  die  Wendepunkte  der  Cassinischen 
Kurve  bestimmt  werden  durch  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Kurve 
Q^ -{-  a^ '  cos  2  03  =  0,  welche  eine  Bernoullische  Lemniskate  ist  (siehe 
ISTr.  93),  und  da  diese  unabhängig  von  der  Konstanten  c,  so  haben 
alle   Cassinischen    Kurven,    welche    dieselben    aufserordent- 


1)  S.  die  vorhin   citierte  Abh.  Einfache  Konstruktion  der  Tangente  an  die 
allg.  Lemniskate. 

2)  Vgl.  z.  B.  Schlömilch,  Uehungsbuch  mm  Studium  der  höh.  Analysis  L 
(3.  Aufl.   Leipzig  1878)  S.  96. 
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liehen  Brennpunkte  gemeinsam  haben,  ihre  Wendepunkte  auf 
einer  mit  diesen  konfokalen  Lemniskate.  —  Wir  wollen  noch 
erwähnen,  dafs  die  erste  Polare  des  Anfangspunktes  in  Bezug  auf  die 
Kurve  (1)  zerfällt  in  die  unendlich  ferne  Grerade  und  die  Hyperbel  mit 
der  Gleichung  a^{o(?  —  ]f)  =  a^  —  c^;  da  man  nun  durch  Elimination 
Yon  c  aus  dieser  Gleichung  und  GL  (1)  findet  ^^  —  o?  cos  2a)  =  0,  so 
ist  der  Ort  der  Berührungspunkte  für  die  Tangenten  an 
alle  Cassinischen  Kurven  mit  denselben  aufserordentlichen 
Brennpunkten,  gezogen  von  dem  gemeinsamen  Mittelpunkte 
aus,  ebenfalls  eine  Bernoullische  Lemniskate. 

Bezüglich  der  Quadratur  und  Rektifikation  der  Cassinischen  Kurve 
wollen  wir  folgende  Resultate  anführen: 

1)  Die  Berechnung  der  Fläche  der  Cassinischen  Kurve  hängt  von 
elliptischen  Integralen  ab;  die  von  der  ganzen  Kurve  umschlossene 
Fläche  wird  durch  Integrale  erster  Gattung  ausgedrückt,  wenn 
die  Kurve  aus  zwei  Zügen  besteht,  durch  Integrale  der  zweiten 
Gattung,  wenn  sie  aus  einem  einzigen  besteht^). 

2)  Jeder  Bogen  einer  Cassinischen  Linie  kann  durch  die  Summe 
zweier  elliptischer  Integrale  mit  komplementären  Moduln  aus- 
gedrückt werden^);  die  natürliche  Gleichung  der  Cassinischen 
Kurve  enthält  daher  elliptische  Integrale^)  und  erweist  sich  in- 
folge dessen  als  von  geringerer  praktischer  Wichtigkeit. 


Vierzehntes  Kapitel. 

Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten. 

93.  Wir  haben  uns  noch  mit  einem  bemerkenswerten  Spezial- 
fälle der  Cassinischen  Kurven  zu  beschäftigen,  der  entsteht,  wenn  man 
in  den  vorigen  Entwickelungen  c  =  a  setzt.  Alsdann  wird  die  Glei- 
chung (1)  aus  Nr.  90 

(^2  _|_  y2y  „  2a\x^  —  i/)  =  0.     .     .     .     .     .     (1) 

Sie  findet  sich  zum  erstenmal  in  einem  berühmten  Artikel,  der  in 
den  Ada  eniditontm  vom  September  1694  steht,  unter  dem  Titel 
Jacohi  BernoidU  Constnictio  atrvae  accessus  et  recesstis  aequabiUs,  ope 
rectificatdonis  curvae  etijusdam  algehraicae,  addenäa  nuperae  solutionis 
mensis  Jimii.  Daselbst  erscheint  die  entsprechende  Kurve  als  analy- 
tisches Hilfsmittel  und  wird  bezeichnet  als  „curva  quatuor  dimen^io- 


1)  J.  A.  Serret,  Note  siir  les  fonctions  elUptiques  de  1.  espece  (Liouvilles 
Journ.  VIII,  1843). 

2)  Cesaro^  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S.  42. 
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num   quae  hac  aequatione  exprimitur  xx  -\-  yy  =  ayxx  —  yy^  quae- 
que    circum    axe  BG  [2  a]    constituta    formam    refert   jacentis    notae 
octonarii  oo^  seu  complicitae  in  nodnm  fasciae^  sive  lemnisci^),  d'un 
noend  de  ruban  Gallis^)."    Von  dieser  Älinliclikeit  der  Gestalt  spricht 
aucli    Johann   BexnouUi    in    dem   Briefe    an  Varignon,    der    sich    im 
Journal  des  Savants  Yom  2.  Dez.  1697   findet^   wo   die  Rede  ist  von 
der  „courbe,   que  mon  frere   comparait   antrefois   a  nn  noend   de  rn- 
ban^^^),  jedoch  war  sie  noch  nicht  mit  dem  Namen  Lemniskate  be- 
zeichnet,   der    bestimmt    war,    für    immer    in    dem   Wörterbnche    der 
Mathematiker    festen   Fnfs    zu    fassen    infolge    des    oben    angeführten 
Artikels  des  älteren  Bernoulli.  —  Die  Lemniskate   hat   ständig    die 
Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  sich  gezogen,  nicht  wegen  der 
Anwendungen,   denen   sie   ihre   Entstehung   verdankt,    sondern  wegen 
der  wichtigen  Untersuchungen,  die  der  Graf  Fagnano  an  ihr  anstellte^); 
er  beschäftigte   sich  mit  der  Rektifikation  derselben  und  gelangte  zu 
Schlüssen,  die  in  geeigneter  Weise  entwickelt  und  verallgemeinert  den 
Kern    der  Theorie    der    elliptischen   Funktionen  bilden-,   wir   erinnern 
nur  daran,   dafs   er  bewies,   dafs  jeder  Lemniskatenbogen  algebraisch 
in  n  gleiche    Teile    geteilt    werden   kann,    wenn  n  eine    der    Formen 
2-2%  3-2^,  5-2^  hat. 

Die  Geometer  der  Epoche  Fagnano's  scheinen  die  Lemniskate  mehr 
als  Ausgangspunkt  analytischer  Untersuchungen  betrachtet  zu  haben, 
als  um  geometrische  Eigenschaften  an  ihr  zu  entdecken;  zu  dieser  An- 
sicht führt  uns  die  Thatsache,  dafs  lange  Zeit  hindurch  der  Um- 
stand unbekannt  blieb,  dafs  die  Bernoullische  Lemniskate 
ein  Specialfall  der  Cassinischen  Kurve  ist.  Um  diese  über- 
raschende Unkenntnis  zu  beweisen,  mögen  folgende  Worte  genügen, 
mit  denen  der  Artikel  über  die  Lemniskate,  den  D'Alembert  für  die 
Encyclopedie  metliodique  schrieb,  abschliefst:  „II  peut  y  avoir  plusieurs 
autres  courbes  en  8  de  chiffre.  Voyez,  par  exemple,  Ellipse  de 
Cassini:  mais  celle  dont  nous  venons  de  parier  est  la  plus  simple^)." 
Die  Identität  der  beiden  Kurven  wurde  im  Jahre  1806  öffentlich  be- 
wiesen von  G.  Saladini^);  es  scheint  jedoch,  dafs  sie  schon  24  Jahre 

1)  Yon  Iriiivia'aog ,  Schleife  in  Form  einer  8. 

2)  S.  Jac.  Bernoulli  opera  1.  (Genf  1744)  S.  609;  vgl.  ebenfalls  611. 

3)  Joh.  Bernoulli  opera  I.  S.  213. 

4)  Prodimoni  matematiche  IL  (Pesaro  1750)  S.  356  ff. ,  413  und  415.  Vgl. 
auch  D.  Bierens  de  Haan,  Dissertatio  mathem.  inaug.  de  Lemniscata  Ber- 
noulliana  (Amsterdam  1874)  §.  5;  Enneper,  Elliptische  Functionen  (2,  Aufl., 
Halle  1890)  S.  531  ff. ;  Bellacchi,  Introduzione  storica  alla  teoria  delle  funzioni 
ellittiche  (Florenz  1894)  S.  12  ff. 

5)  Encyclopedie  methodique  II.  (Paris  und  Lüttich,  1785)  S.  266. 

6)  S.  die  Abhandlung  Della  discesa  de  gravi  per  la  lemniscata  e  della  dimo- 
strazione  che  questa  curva  e  una  della  famiglia  delV  elissi  Cassiniane  (Mem.  dell' 
Ist.  Ital.  I,  n.  Teil,  Bologna  1806). 
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frülier  von  Pietro  Ferroni  bemerkt  worden  sei^)^  in  dem  nunmehr  ver- 
gessenen Werke  Magniüido  exponentidlmm  etc.  (1782)^  dem  es  jedenfalls 
nicht  zu  danken  ist^  dafs  diese  Thatsache  heute  allgemein  bekannt  ist. 
94.     Die  Gleichung  (1)  zeigt^  dafs  der  Anfang  ein  Doppelpunkt 
der  Kurve  ist^  dessen  Tangenten  die  Halbierungslinien  der  Axenwinkel 
sind;    diese   sind   auch  Inflexionstangenten;    erinnern  wir  uns   dessen^ 
was  wir  für  die  Cassinischen  Linien  im  allgemeinen  und  über  ihr  Ver- 
halten im  Unendlichen  nachgewiesen  haben  (Nr.  90),   so   können  wir 
die  Behauptung    aufstellen:    Die  BernouUische   Lemniskate    ist   eine 
Kurve   vierter   Ordnung  mit   drei  Inflexionsknoten,  zvrei  derselben 
liegen  in  den  cyklischen  Punkten  der  Ebene.    Vermittelst  derselben 
Gleichung  wird  auch  leicht  bewiesen:  Die  Lemniskate  ist  die  Fufs- 
punktkurve  einer  gleichseitigen  Hyperbel  in  Bezug  auf  das  Centrum 
(vgl.  Nr.  95);   und  ferner  ist  sie  diejenige  Kurve,  die  man  erhält, 
wenn  man  eine  gleichseitige  Hyperbel   einer   Inversion  unterzieht, 
deren  Pol   in   das  Centrum   derselben  fällt.  —  Eine  Gleichung  von 
der  Form  (1)  erhält  man  ebenfalls^  wenn  man  ^  aus  folgenden  beiden 
Gleichungen  eliminiert: 

x^  •-\-  y'^  ■=  p^  —  2p^  5       1/^  +  ^^  =  r^. 

Demnach  ist  die  BernouUische  Lemniskate  die  Orthogonalprojektion 
der  Schnittlinie  eines  Cylinders  und  eines  geeignet  gelegenen  Rotations- 
paraboloides^).  Andere  Arten,  die  Lemniskate  zu  erzeugen  oder  zu 
beschreiben  ergeben  sich,  wenn  man  beachtet,  dafs  sie  sowohl  ein 
Spezialfall  der  Cassinischen  Kurve  (s.  Taf.  VII,  Fig.  51  &)  als  auch 
der  Booth'schen  Lemniskate  (s.  Nr.  65,  besonders  die  Maclaurin'sche 
Konstruktion,  Taf.  III,  Fig.  2Q  h)  und  der  Watt'schen  Kurve  (Nr.  107) 
ist,  und  dafs  man  daher  auf  sie  alle  Erzeugungsmethoden  jener  Kurven 
anwenden  kann. 

Durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  ^,  co,  wird  Gleichung  (1)  zu 

Q^  =  2a'cos2co (2) 

Davon  wollen  wir  sogleich  eine  Anwendung  machen.  Nennen  wir 
den  Winkel  der  Normalen  im  Punkte  (x,  y)   zur  Kurve  (1)  mit  der 

^-Axe  1/,  so  haben  wir 

,         dx  a^  +  (^^  +  y^)    ^ 

^  dij  a^  —  (i^^  +  2/^)    y^ 

oder  auch  wegen  (2) 
,  sin  03  (1  +  2  cos  2  co)  3  sin  w  —  4  sin^ö3  sin  3  co  .     r> 

mV^= • 77^— ^ TT^   =  1 -o. 7, =  ^r~  ==  tg  O  (D  : 

^  cOo  Co  (1  —  2cos2cJö)  4  COSTCO  —  3cosco  cos  3 co  °         ' 


1)  S.  P.  Ferroni,  Prodromo  d'osservazioni  sopra  ü  trattato  di  calcolo  inte- 
grale piMUcato  in  Parigi  dal  sig.  Marchese  de  Condorcet  (Memoria  delle  Societa 
ital.  delle  Scienze  V,  1790). 

2)  G.  Stiner,  Die  BernouUische  Lemniscate,  dargestellt  als  Ortliogonah 
protection  von  JRaumMrven  (Progr.  Frauenfeld,  1897). 
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woraus  sich  ergiebt: 

V  =  DG3  , .      .      .      (3) 

eine  sehr  bemerkenswerte  Beziehung,  die  von  Vechtmann^)  ent- 
deckt ist,  und  die  nicht  nur  eine  leichte  Konstruktionsmethode  für 
die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Lemniskate  liefert  (und 
daher  auch  für  die  Tangente),  sondern  auch  beweist,  dafs  das  Problem 
der  Dreiteilung  des  Winkels  der  Hauptsache  nach  identisch  mit  dem 
ist,  an  eine  Lemniskate  eine  Normale  bezw.  Tangente  von  gegebener 
Richtimg  zu  ziehen.  So  z.  B.  sind  die  Punkte,  in  denen  die  Normale 
parallel  zu  der  Halbierungslinie  des  Winkels   der  positiven  Axen  ist, 

diejenigen,  für  welche  co  die  Werte  hat  -^,  -j^,  -j^  y  so  sind  die 
Punkte,  für  welche  09  =  +  tt  die   Kulminationspunkte  u.  s.  w. 

Dieselbe  Gleichung  (2)  kann  auch  zum  Beweise  eines  Satzes  von 
Steiner  dienen^):  Zeichnen  wir  zu  dem  Zwecke  (der  Leser  möge  sich 
die  Figur  selbst  herstellen)  aufser  den  Brennpunkten  F^ ,  F^  und  den 
Endpunkten  JL^,  Ä2  der  Lemniskatenaxe  noch  die  zu  JF\,  F2  konjugiert 
harmonischen  Punkte  in  Bezug  auf  das  Punktpaar  Ä^,  Ä^  nämlich 
Fi  Fi.     Da  nun 

OF^  =  OF2  ==a,         0Ä,  =  OA2  ==  ay2, 

OF^  .  OFi  =  OÄ,',       OF2  •  OF2  =  Ozt/, 

so  ist  OFi  =^  OF2  =  2a.  Man  ziehe  nun  durch  0  einen  beliebigen 
Strahl  r,  der  mit  der  Axe  den  Winkel  co  bildet,  und  die  Kurve  in 
M^  und  Jfg  schneidet,  projiziere  auf  diesen  die  Punkte  JPi,  F2  in  H^ 
und  H^y  bestimme  ebenfalls  die  Schnitte  von  r  mit  dem  Kreise,  dessen 
Durchmesser  -FJ-Fb  ist;  dann  hat  man 


-2 


H^M^  '  H2M2  =  Ofii'  —  OM^'  =  (2a  cosc?)^  —  q' 
=  4a^  cos^  G)  —  2a^  cos  2g3  =  2al 

Demnach  ist  das  Rechteck  HiMi    II2M2  konstant,  und  zwar,  wie 
wir  sogleich  darthun  werden,  gleich  der  Gesamtfläche  der  Kurve. 

Bezeichnen  wir  mit  Äa,  die  vom  Radius  vector  beschriebene  Fläche 
der  Kurve,  Wenn  der  Polarwinkel  von  0  bis  co  geht,  so  haben  wir 
wegen  Gleichung  (2) 

(X)  (X) 

A(D  =  ^  /  Q^(^(^  =  a^  /  COS  2 09  •  r?(D  =  —  sin  2 CO  5 
0  0 

im  speziellen  ist  ^2 


1)  Diss.  inaug.  pMl.  de  curvis  lefnniscatae  (Göttingen  1843). 

2)  Aufgaben  und  Lehrsätze  (Grelles  Journ.  XIV,  1835). 
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da  nun  die  ganze  Fläclie   =4  Ä^  j  so  ergiebt  sidi,   dafs   sie   gleich 

T 
2a^  ist,  wie  schon  oben  angegeben  wurde  und  wie  Fagnano  zuerst 

bewiesen  hat^). 

Den  für  Äoj  gefundenen  Ausdruck  kann  man  auch  schreiben 

Äoo==Ä^^m2co (4) 

Y 
Diese    Beziehung    führt    zur   Lösung    folgender    Aufgabe:    „Auf    der 
Lemniskate  einen  Radius  yector  zu  finden,  der  den  ersten  Quadranten 
in  zwei  Flächenstücke  teilt,   die   in  einem  gegebenen  Verhältnisse  - 
stehen  ^)/^    Indem  nämlich 

4 

SO  hat  man  wegen  (4) 

sin  2  0)  X  111  •     o  ^ 
r— -—  =  — ,      und  daher       sm  /  co  =  t— , —  , 

1  —  sm  2  cö  fi  ^  '^  +  /^ 

wodurch  dann  co  bestimmt  ist.     Wenn  z.  B.  X  =  ^,  so  ist 

sin  2  03  =  — ,      daher     ^  =  j^  5 

der  Radius  vector  hat  daher  als  Endpunkt  einen  solchen  (s.  oben), 
dafs  die  entsprechende  Tangente  der  zweiten  Halbierungslinie  des 
Axenwinkels  parallel  läuft. 

Aus  der  Gleichung  (2)  findet  man  ferner 

as  =  -l£J^.^)  . (5) 

Aufserdem  liefert  Gleichung  (6)  von  Nr.  89  folgenden  Wert  des 
Krümmungsradius :  2  a^ 

^  =  "3^^      • W 

woraus  sich  die  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes  leicht  er- 


1)  Prockmoni  matematiche  IL  (Pesaro  1750)  S.  343  u.  344.  —  Dieses  Re- 
sultat, das  man  heute  mit  solcher  Leichtigkeit  erh'ält,  dafs  es  von  geringer 
Wichtigkeit  zu  sein  scheint,  war  von  grofser  Bedeutung,  als  es  zuerst  erhalten 
wurde,  da  es  zum  Nachweise  diente,  dafs  die  Ansicht  Tschirnhausens  eine  irrige 
war  (Acta  erudit.  1691,  S.  437  u.  1695,  S.  490),  dafs  es  unmöglich  sei,  die  Qua- 
dratur einer  Kurve,  die  aus  mehreren  Blättern  bestehe,  zu  erhalten;  Fagnano 
war  so  durchdrungen  von  dem  Werte  seiner  Erfindung,  dafs  er  auf  das  Titel- 
blatt seines  grofsen  Werkes  die  Figur  der  Lemniskate  setzte  mit  der  Inschrift: 

„Multifariam  divisa  atque  dimensa. 
Deo  veritatis  gloria." 

2)  Bierens  de  Haan,  die  oben  angeführte  Dissertatio. 

3)  Die  Gl.  (5)  beweist,  dafs  man  die  Rektifikation  der  Lemniskate  durch 
spezielle  elliptische  Integrale  ausführen  kann.  Schöne  Folgerungen  hieraus  ent- 
hält der  Aufsatz  von  Ch.  Sturm,  JDeynonstration  de  äeux  theoremes  de 
(Ann.  de  Grergonne,  XIII,  1822—23). 
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giebt^).     Eliminieren  wir  q  ans  (5)  nnd  (6)  nnd  setzen  znr  Abkürznng 

'yia^  a,   so  folgt  r       '^^ 


als  natürliche  Gleichung  der  Lemniskate  ^). 

95,  Da  die  Lemniskate  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei 
Knotenpunkten  ist^  so  ist  sie  eine  rationale  Kurve ^  und  man  kann 
daher  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  als  rationale  Funktionen  eines 
Parameters  ausdrücken.  In  der  That  läfst  sich  die  Gleichung  (1)  durch 
folgende  beiden  ersetzen: 

x  =  ay2\±^,,       y=a-)/2i^.B)      .     .     .     (g) 

Aus    dieser  Darstellung    ergiebt    sich  vor    allem  Folgendes^):    Wenn 

man  /l  in   y    verwandelt^    so    bleibt    der   Wert   von    x   unverändert; 

der  von  y  wechselt  nur  sein  Vorzeichen;  daher  gehören  diese  Werte 
des  Parameters  zwei  Punkten  der  Kurve  an^  die  symmetrisch  in  Be- 
zug auf  Ox  liegen.  Hingegen  entsprechen  zweien  Kurvenpunkten,  die 
symmetrisch  in  Bezug  auf  das  Centrum  liegen ,  zwei  gleiche,  aber 
entgegengesetzte  Werte  von  X,  Gehören  diese  einem  Diameter  an,  der 
mit  der  Äxe  den  Winkel  ö  bildet,  so  genügen  diese  der  Gleichung 

oder  auch  ^2        i~~%^  /Q^ 

^  =i  +  tp-  •   •   • w 

Aus  (8)  ergiebt  sich  folgende  Gleichung  für  die  Verbindungslinie  der 
Punkte  {a)j{ß): 

(1  +  aß)\ia  +  ßY-  (1  +  c^ßj\x  +  (1  -  c./3)[(a  +  ßf 

+  (1  +  ^2/32)]^  — 21/2.  aa/3(a  +  /3)==0;    .     .     .    (10) 
im  Besonderen  ist 
(l+22)(422— 1— A^)^  — (1  — 22)(4^2_^l_^2^)_4y2.aA3  =  0  (11) 

die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Lemniskate  im  Punkte  (X).  Da  (11) 
vom  6*®^  Grade  in  X  ist,  so  ergiebt  sich  —  übereinstimmend  mit  dem 
was  die  Plücker'schen  Formeln  angeben  — :  Die  Lemniskate  ist  von 


1)  Die  Gleichung  der  Evolute  der  Lemniskate  wurde  vonBierens  de  Haan 
(a.  a.  0.  S.  30)  berechnet. 

2)  Cesäro,  Lezioni  cU  geometrla  intrinseca  (Neapel,  1896)  S.  43. 

3)  Zuerst  von  J.  A.  Serret  angegeben  (Liouvilles  Journ.  X,  1845,  S.  258). 

4)  Weitere  Folgerungen,  aufser  den  im  Texte  gegebenen,  siehe  in  der  schönen 
Abhandlung  von  Em.  Weyr,  Die  Lemniskate  in  rationaler  BeJiandUmg  (Prager 
Abh.  YI,  1874),  und  in  einer  neueren  (böhmisch  geschriebenen)  Arbeit  von  K. 
Zahradnik,  Beiträge  zur  Theorie  der  Lemniskate  (Cäsopis,  28,  1899). 
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der  sechsten  Klasse.  Die  zu  einer  gegebenen  Richtung  parallelen 
Tangenten  haben  Berührungspunkte,  die  sich  aus  der  Lösung  folgen- 
der Grleichung  ergeben 

(1  -  P)(4X^ -|_  1  -f-  ;i2)  —  ^^^^^^' 
Diese  kann  man  nun  infolge  der  Gleichung  (9)  schreiben 
o\"~/  f  3.^  =  Const,      d.  h.     tg3^  =  Const\ 
bezeichnet  man  nun  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  dß,  so  sind 
die  beiden  anderen  (J^  -f-  y  ?    <^o  +  "^5  daraus  folgt:  Die  Lemiliskate 
hat  sechs  Tangenten  parallel  zu  einer  gegebenen  Richtung;  die  Be- 
rührungspnnkte  derselben  liegen  auf  drei  Diametern,  die  miteinander 

einen  Winkel  ^  bilden. 

Wiederum  aus  (8)  folgt  als  KoUinearitätsbedingung  für  drei  Punkte 

hh  +  ^  +  hh  +  A  +  ^^^^  +  ri-^'  ■   ■  (^2) 

und  als  Bedingung  der  Koncyklität  für  die  vier  Punkte  [X^^  {X^,  {X^^  {X^ 

Xi^  '  X^  '  X.^  '  X^  =  1 \^"J 

Machen  wir  in  (12)  X^==  X^    X^  =  X^==  ^^  so  wird  diese 

A  +  21  +  ^^(1^  + 221)  =  0.  .....    (120 

Ist  (X)  gegeben,  so  dient  diese  zur  Bestimmung  der  Berührungspunkte 
der  von  diesem  Punkte  an  die  Lemniskate  gezogenen  Tangenten;  wenn 
^i;  I2?  ^3;  ^4  ^i^  Parameter  der  Berührungspunkte  sind,  so  wird  man 
haben 

?2  §3  b4  l~  bi  b3  b4  "1  bl  b2  ^4  1  bi  §2  ^3  ""^    J  )  ^1  b2  §3  §4  ^^  1 7 

demnach,  durch  Elimination  von  I4 

Diese  zeigt,  mit  Hilf e  der  Gleichung  (12),  dafs  die  drei  Punkte  (|J,(l2);(l3) 
in  gerader  Linie  liegen;  dasselbe  kann  man  wiederholen  für  die  Punkte 
(§1);  (^2);  (^4)  ^^d  ^^nn  also  schliefsen:  Die  Berührungspunkte  der  vier 
an  eine  Lemniskate  von  einem  beliebigen  ihrer  eigenen  Punkte  ge- 
zogenen Tangenten  liegen  auf  einer  geraden  Linie.  Da  die  qua- 
dratische Invariante  der  linken  Seite  der  Gleichung  (12')  gleich  Null 
ist,  so  bilden  jene  vier  Tangenten  (als  auch  ihre  Berührungspunkte) 
eine  äquianharmonische  Gruppe.  Die  Gleichung  der  Geraden,  welche 
jene  vier  Berührungspunkte  enthält,  lautet  (wenn  (1)  der  beliebig  auf 
der  Kurve  gewählte  Punkt  ist): 

(1  +  X')x  +  (1  —  X')y  +  aY2X  =  0 .       ...     (14) 
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Die  so  dargestellte  Gerade  ist  in  Bezug  auf  das  Centrum  der  Kurve 
symmetriscli  zu  der  anderen 

(1  +  X'')x  +  (1  —  lyj  —  a-y^X  =  0; 

nun  halbiert  diese  unter  rechtem  Winkel  die  Verbindungslinie  des 
Punktes  (X)  mit  dem  Kuryencentrum ;  demnach:  Um  die  Tangenten  an 
die  Lemniskate  von  einem  ihrer  Punkte  zu  konstruieren,  verMnde 
man  diesen  Punkt  mit  dem  Centrum,  errichte  auf  dieser  Strecke 
die  Mittelsenkrechte,  die  zu  dieser  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt 
symmetrische  Gerade  schneidet  die  Kurve  in  den  Berührungspunkten 
der  gesuchten  Tangenten. 

Wir  können  noch  hinzufügen^  dafs  alle  Geraden,  die  durch  eine 
analoge    Gleichung    wie    (14)    dargestellt    werden,    eine    gleichseitige 

Hyperbel  umhüllen,  deren  Gleichung  x^  ■ —  ^^  =  y  ist. 

Der  Oskulationskreis  an  die  Lemniskate  im  Punkte  {X)  schneidet 
diese  noch  in  einem  weiteren  Punkte  {ji),  welchen  man  den  Satellit- 
oder Begleitpunkt  von  X  nennt;  zwischen  den  Parametern  X  und  ft 
besteht  dann  (infolge  Gl.  (13))  folgende  Beziehung: 

2^=1-, (15) 

diese  beweist  also,  dafs  die  Satellitpunkte  von  vier  koncyklischen 
Punkten  ebenfalls  wieder  koncyklisch  sind.  Nun  hat  die  Gerade 
(>l)(/i)  die  Gleichung 

(26-1-1)^  +  (26— l)^  —  2a]/2 1^  =  0,      .     .     .     (16) 

jedoch  diese  Gleichung  gehört  dem  Lote  an,  das  vom  Punkte  (fi)  mit 

dem  Parameter  -p   auf  den  zugehörigen  Radius   vector  gefällt  wird, 

demnach  ist  der  Winkel  (X){}l)0  ein  rechter.  Damit  ist  gezeigt: 
Die  Lemniskate  ist  die  Fufspunktkurve  der  von  der  Geraden  (16) 
eingehüllten  Kurve  in  Bezug  auf  den  Punkt  0,  d.  i.  von  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  x^  —  «/^  =  2a^;  hierdurch  ist  die  in  Nr.  94  aufge- 
stellte Behauptung  bewiesen.  —  Aus  (15)  ergiebt  sich  auch,  dafs  durch 
jeden  Punkt  (ji)  der  Lemniskate  drei  Kreise  gehen,  die  sie  anderswo 
oskulieren;  sind  (X^(X^{X^  die  Oskulationspunkte ,  so  hat  man 

^1  'I     ^2     I     '^S  "^^  ^ ;  ^2  ^3     I     ^3  ^1     I     ^2  ^3  ""^  ^  ;  ^1  ^2  ^3  "^^  ~  ? 

Daraus  leitet  man  ab,  dafs  sie  der  Geraden 

(1  +  ii^)x  +  (1  —  ii^)y  ~~  21/2 /i  =  0 

angehören.  Beachtet  man,  dafs  diese  Gleichung  die  im  Punkte  (ft) 
auf  dem  zugehörigen  Radius  vector  errichtete  Senkrechte  darstellt, 
so  kann  man  den  Schlufs  ziehen:  Durch  jeden  Punkt  einer  Lemnis- 
kate gehen  drei  Kreise,  die  sie  anderswo  oskulieren,  die  Schmiegungs- 
(Oskulations-)punkte  liegen  auf  der  in  diesem  Punkte  zum  Radius 
vector  errichteten  Senkrechten. 
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96.  Die  Entwickelungen  in  der  vorigen  Nr.  haben  hinlänglich 
gezeigt^  wie  nützlich  bei  der  Lemniskate  die  Darstellung  der  Koordi- 
naten vermittelst  rationaler  Funktionen  eines  Parameters  ist.  Aber 
es  giebt  noch  einen  weiteren  analytischen  Kunstgriff,  den  man  in 
anderen  Fällen  herbeiziehen  kann.  Nehmen  wir  •  nämlich  JF\  und  F^ 
als  Fundamentalpunkte  eines  bipolaren  Koordinatensystems,  p^und  ^2, 
so  ist  ^1  •  ^2  =  ^^ 

die  Gleichung  der  Lemniskate;  man  kann  setzen 

wo    %i   einen   Parameter   bedeutet;    oder   auch   wenn   wir   die   hyper- 
bolischen Funktionen  einführen: 

^1  ==  a  (®o^  %i  +  ©in  u)j       ^2  =  ^  (®*^^  ^^  —  ®i^  ^)  •     •     (!') 

Um  hier  von  diesen  Formeln  eine  Anwendung  zu  machen,  zeichnen 

wir  uns  die  Halbierungslinie  MJD  des  Winkels  F^MF^.  Dann  haben  wir 

und  wegen  Gleichung  (17) 

F^B  =  a(l  +  2:9^),      F^B  =  a{l  —  %o,u),       OD  =  a  2:g u . 
Aufserdem  ist  nach  einem  bekannten   elementar   geometrischen  Satze 


F^MF.M^MD' +  F^DF,D, 

und  wenn  wir  also  die  gefundenen  Werte  einsetzen 

MD  =  a%Qu. 

Daraus  folgt,  dafs  MD  =  OD^  welche  Beziehung  durch  folgenden 
Satz  ausgedrückt  wird:  Die  beiden  Radien  vectoren  eines  beliebigen 
Lemniskatenpunktes  bilden  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Brennpunkte  ein  Dreieck,  welches  die  Eigentümlichkeit  hat,  dafs  die 
Halbierungslinie  des  Winkels  der  beiden  Vectoren  an  Länge  gleich 
ist  der  Entfernung  ihres  Endpunktes  vom  Centrum  der  Kurve  ^). 

Noch  in    anderer  Weise    können  die  hyperbolischen  Funktionen 
bei  der  Lemniskate  in  Anwendung  gebracht  werden:  Man  setze 

und  benutze  die  Gleichung  (2);  dann  findet  man  als  Ausdruck  Ä  für 
einen  Lemniskatensector: 


.         1   r  9     1  a^  /  f*    du  f*  du  \  o 


©tu  W 


^0^^  u  ' 

0  0  0 

wenn   man  aufserdem    noch  vom    Punkte  jF\   das  Lot  F^K  auf  den 


1)  W.  Hefs,  Eigenschaften  der  Lemniscate  (Zeitschr.  f.  Math.  XXVI,  1883). 
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Radius  vector  OM  fällt,  so  erhält  man  ein  Dreieck  OF^K^  dessen 
Flächeninlialt  ist 

rp ^   nJT     77  TT         «^  sin  CO  •  cos  co  a^  (Bin  u 

2  *      1  2  2  (^O^^il  ' 

folglich  ist  T  =  ^Ä.  Dies  besagt:  Das  von  einem  Brennpunkte  der 
Lemniskate  auf  einen  Lelietigen  Radius  vector  des  Centruins  gefällte 
Lot  halbiert  die  zwischen  Axe,  Radius  vector  und  Kurve  gelegene 
Fläche  1). 

Bevor  wir  die  Kurve,  mit  der  wir  uns  bis  jetzt  beschäftigt  haben, 
verlassen,  können  wir  nicht  umhin,  noch  auf  folgende  schöne  mecha- 
nische Eigenschaft,  die  sie  besitzt,  hinzuweisen:  Die  Kurve  von  der 
Beschaffenheit,  dafs  ihre  Bogen  von  einem  festen  Punkte  an  ge- 
rechnet, in  derselben  Zeit  von  einem  schweren  Punkte,  der  anfänglich 
in  Ruhe  ist,  durchlaufen  werden  wie  ihre  Sehnen,  ist  eine  Lemniskate, 
deren  Centrum  in  die  Anfangslage  des  bcAvegten  Punktes  fällt,  und 
dessen  Axe  mit  der  Vertikalen  einen  Winkel  von  45^  bildet.  Diese 
Eigenschaft  wurde  zuerst  von  Masche roni  bewiesen^),  dann  von 
Saladini^),  K  Pufs^)  und  endlich  von  J.  A.  Serret^);  Ossian  Bonnet 
bemerkte  sodann^),  dafs  man  in  ähnlicher  Weise  eine  Lemniskate  er- 
halte, wenn  man  annimmt,  dafs  der  bewegte  Punkt,  statt  zu  gravi- 
tieren, von  einem  festen  Centrum  mit  einer  Kraft  proportional  der 
Entfernung  angezogen  werde. 

97.  Der  Umstand,  dafs  die  Lemniskate,  wir  wir  (Nr.  94)  ge- 
sehen haben,  eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten 
ist,  hat  zur  Betrachtung  aller  derjenigen  Kurven  geführt,  die  mit 
dieser  besonderen  Eigenschaft  versehen  sind'^).  Die  einfachste  Art 
solche  zu  erhalten  ist  die,  dafs  man  sich  der  quadratischen  Trans- 
formation QX,^==~-  bedient,  vermittelst  derer  (s.  Nr.  54)  aus  einem 
Kegelschnitte        ''  2'««^,^,  =  0 

1)  S.  die  vorige  Note. 

2)  Della  curva  cassiana  e  di  una  nuova  proprietä  meccanica  della  quäle  essa 
e  dotata.  Pavia  (ohne  Datum;  das  Vorwort  aber  ist  datiert:  Ferrara,  2.  Aprile 
1781).  Nach  Azarelli  {Moto  di  un  punto  materiale  hmgo  un  arco  della  lemnis- 
cata  hernoulliana^  Annali  di  Mat.  VII,  1865)  kommt  die  Entdeckung  dieser  Eigen- 
schaft Bonati  zu,  welcher  dieselbe  im  Juli  1780  veröffentlichte  in  einem  Werk- 
chen, V7elches  den  Titel  Nuova  curva  isoer ona  trägt. 

3)  M.  s.  die  in  Nr.  93  citierte  Abhandlung  dieses  Mathematikers. 

4)  De  descensu  gr avium  super  arcu  lemniscatae  (Mem.  dell'  Ac.  de  St.  Peters- 
burg IX,  1824). 

5)  Sur  une  propriete  mecanique  de  Ja  lemniscate,  decouverte  par  N.  Fufs 
(Liouvilles  Journ.  IX,  1844). 

6)  Note  sur  une  propriete  de  Ja  lemniscate  (Daselbst). 

7)  Schonte,  Über  Kurven  vierter  Ordn.  mit  drei  InflexionsJcnoten  (Archiv 
der  Math.  2.  Serie,  II,  III,  IV  und  VI,  1885—87),  sowie  Les  quartiques  ä  trois 
points  döuUes  d'inflexion  (Journal  von  Teixeira  XIII,  1897). 
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eine  Kurve  vierter  Ordnung  mit  drei  Knotenpunkten  entsteht 

a/yj     2  ^     2         I  /-/  /VI     2  /VI     2        I  fi  /VI     2  /y»     J    [_     V  /7  /Y>     2  /VI      /VI  l_     •)  /ni  /vi      /vi     2  /w 

"T      2j  W'-j  2  tZ--!  ix/Q  O/o      ■.  \J  . 

Wenn  der  ursprüngliche  Kegelschnitt  dem  Fundamentaldreieck  um- 
beschrieben  ist^  so  zerfällt  die  transformierte  Kurve  in  vier  Geraden; 
ist  er  einbeschrieben^  d.  h.  ist  im  allgemeinen  ci.j^  =  ya--aj^j^^  so  hat 
die  transformierte  Kurve  drei  Spitzen^  weshalb  sie  von  projektivischem 
Standpunkte  aus  nicht  verschieden  von  der  im  Kap.  7  dieses  Abschn. 
betrachteten  ist;  wenn  endlich  in  Bezug  auf  ihn  das  Fundamental- 
dreieck selbst  konjugiert^  so  ist  a^^  =  a^^  =  a^^  ==  0^  und  die  Gleichung 
der  transformierten  Kurve  nimmt  folgendes  Aussehen  an: 

Die  Kurve  selbst  hat  demnach  drei  Doppelpunkte  in  den  Ecken  des 
Fundamental-Dreiecks ;  die  zugehörenden.  Tangenten  werden  dargestellt 
durch  die  drei  Paare  von  Gleichungen 

rp  fi  /y>  /v"  rY>  rf 

^2  j  ^^3  A  ^3  I  "^1  rv  "^l  I  ^2  A 

"1/^2    ■  y —  %  y«3  ~^  's/—-  «1  ]/«!    '  ]/ —  c/g 

und  daher  sind  diese  zu  je  zweien  harmonisch  mit  denjenigen  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks,  welche  demselben  Büschel  angehören;  sie 
sind  alle  Wendetangenten.  Gleichung  (18)  kann  daher  als  kanonische 
Gleichung  der  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexionsknoten  an- 
gesehen werden;  diese  Kurven  besitzen  alle  deskriptiven  Eigenschaften, 
die  wir  früher  für  die  Lemniskate  bewiesen  haben,  so  z.  B.  führt  ein 
in  Nr.  92  bewiesener  Satz  zu  folgendem  Satze  von  Laguerre:  Wenn 
eine  Kurve  vierter  Ordnung  drei  Iiiflexions-Doppelpmikte  liat^  so 
halben  die  vier  Tangenten,  die  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Kurve  selbst  an  diese  ziehen  kann,  ihre  Berührungspunkte  auf  einer 
Geraden  liegen^)  und  liefern  ein  äquianharmonisches  Doppelverhältnis ^). 
Nehmen  wir  das  Fundamentaldreieck  als  vollständig  reell  an,  so 
mufs,  damit  die  Kurve  (18)  unendlich  viele  reelle  Punkte  enthalte, 
eine  der  Konstanten  a  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  die  beiden 
anderen  haben;  nehmen  wir  die  Bezeichnungen  in  geeigneter  Weise, 
so  können  wir  %  als  negativ  annehmen;  in  diesem  Falle  ist  A-^  ein 
isolierter  Punkt  der  Kurve,  während  A^  und  A^  Knotenpunkte  sind. 
Projizieren  wir  die  Kurve  derart,  dafs  eine  der  Seiten  des  Fundamental- 
dreiecks ins  Unendliche  geht,  so  erhält  man  verschiedene  Formen  der 
Kurve,  jenachdem  diese   Seite  den  Punkt  A^  enthält   oder  nicht. 


1)  Bur  les  courhes  du  quatrieme  degre  qui   ont  trois  points  douUes  ä  in- 
flexion  et  en  particuUer  sur  Ja  lemniseate  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  XVII,  187$). 

2)  Vgl.  G.  Kohn,  Wiener  Ber.  1887,  S,  332—33, 

Loria,  Ebene  Kurven  14 
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Im  ersten  Falle  erhält  man  eine  Kurve  (Taf.  VII ^  Fig.  53)^ 
die  in  kartesisclien  Koordinaten  dnrcli  eine  Gleicliung  von  folgen- 
dem Typus  dargestellt  wird: 

^-^-^ (19) 

Sie  hat  als  reelle  Wendeknoten  den  Anfangspunkt  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  y-Axe^  während  der  unendlich  ferne  der  ^-Axe  ein  iso- 
lierter Punkt  ist.  Die  reellen  Punkte  der  Kurve  liegen  innerhalb  des 
von  den  Geraden  x  ==  ^a  begrenzten  Streifens  der  Ebene;  in  ihrer 
Gestalt  erinnert  die  Kurve  an  die  Art  der  Anordnung  der  beiden 
Kohlen  in  einer  elektrischen  Bogenlampe^  daher  der  Name  Kohlen- 
spitzenkurve^  mit  dem  Schonte  sie  bezeichnet  hat^  und  der  auch 
allgemein  angenommen  ist.  Die  Beiwörter  gerade  und  schiefe, 
können  angewandt  werden,  um  darauf  aufmerksam  zu  machen,  ob  das 
Axensystem,  auf  welches  die  Kurve  (19)  bezogen  wird,  ein  recht- 
winkliges ist  oder  nicht,  während  man  die  Bezeichnung  gleichseitige 
in  dem  Spezialfälle  a  ==  h  benutzen  kann.  Die  Gleichung  (19)  kann 
durch  folgende  beiden  ersetzt  werden,  nämlich 

x  =  aGos(p^      y  =  h  ctg  cpj (20) 

wo  (p  einen  Parameter  bedeutet. 

Im  zweiten  Falle  gelangt  man  zu  einer  Kurve  (Taf.  YII,  Fig.  54), 
die  in  kartesischen  Koordinaten  durch  folgende  Gleichung  dargestellt 

wird  ^2        7.2 

^  +  ^  =  1. (21) 

Sie  hat  im  Anfange  einen  isolierten  Punkt,  und  die  beiden  unendlich 
fernen  Punkte  der  Axen  sind  Inflexionsknoten-,  ihre  reellen  Punkte 
liegen  aufserhalb  der  beiden  von  ^  =  +  ^;  2/=^ih^  begrenzten  Streifen. 
Diese  Kurve  findet  sich  seit  1847  in  einer  von  Terquem^)  vorge- 
legten Frage;  sie  findet  sich  weiter  in  einigen  Untersuchungen  von 
La  Gournerie  unter  dem  Namen  Trinodale  harmonique^);  häufiger 
wird  sie  jedoch  heute,  wie  es  Schoute  gethan  hat,  Kreuzkurve  ge- 
nannt mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt;  auch  auf  sie  kann  man  die 
Beiwörter  gerade  und  schiefe  anwenden,  jenachdem  die  Axen  recht- 
winklig oder  schief  zueinander  stehen^);  diejenige,  bei  welcher  a  =  5, 
nennt  man  aber  die  cirkulare.  Die  gerade  cirkulare  Kreuzkurve  er- 
freut sich  der  Eigentümlichkeit,  dafs  ihre  Fufspunktkurve  in  Bezug 


1)  Nouv.  Ann.  6,  Question  165. 

2)  Recherches  siw  les  surfaces  regUes  Utraedrahs  symetrigues  (Paris  1867)  S.92. 

3)  Von  Gr.  de  Longchamps  jedoch  wurde  der  Name  Kreuzkurve  ob- 
lique einer  Kurve  gegeben,  die  in  einem  scliiefwinkligen  Axensystem  (mit  dem 
Axenwinkel  0)  die  Gleichung  hat:  ^x'^y^  sin^  ®  ==  h'^ioc'^  -\-  y^  —  '^^y  cos  0).  S. 
Cours  de  prohUmes  de  geometrie  analytique.    II.    (Paris  1899)  S.  291. 
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auf  das  Centrum  und  ilire  Evolute  denselben  Pläclieninlialt  liaben^); 
es  giebt  unendlich,  yiele  Kurven  mit  derselben  Eigentümlichkeit  näm- 
licb  alle,  die  folgende  Polargleicbung  haben: 

Q  sin/ico  ==  Consty     ^-©tn/iG)  =  Const^     Q-^io^^cj  =  Const,^). 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dafs  die  Grleichung  (21)  durch  fol- 
gende beiden  ersetzt  werden  kann: 

x=~-^,         2/  =  -^;    ......     (22) 

cos  qp  ^  ^  sm  qp  ^  ^      ^ 

wenn  (p,  wie  gewöhnlich,  einen  Parameter  bedeutet.  —  Beachten  wir 
schliefslich,  dafs  die  Kurven  (19)  und  (21)  in  folgender  sehr  einfachen 

Weise  von  den  Kegelschnitten  — 2  ih  72  ""^  ^  abgeleitet  werden  können: 

„Man  ziehe  in  einem  beliebigen  Punkte  M  des  Kegelschnittes  die 
Tangente,  und  bestimme  die  Schnitte  derselben  mit  den  Koordinat- 
axen;  durch  diesen  Punkt  ziehe  man  die  Parallelen  zu  den  Äxen 
selbst,  deren  Schnitt  ist  ein  Punkt  der  fraglichen  Kurve." 

Die  Kurve  (18)  kann  selbst  dann  noch  reell  sein,  wenn  zwei 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  konjugiert  imaginär  sind;  sind  es 
z.  B.  Ä^  und  J.3,  so  setze  man 

lÄj-,  tLi-t  wj  i/tj 

dann  wird  Gleichung  (18)  zu 

(^2  _|_  y^  _j_  2a(^2  _  ^2^)  _|.  ^ß^y  _  0  .        .        .        .        (23) 

Die  so  in  kartesi sehen  Koordinaten  dargestellte  Kurve  hat  im  An- 
fange einen  Inilexionsdoppelpunkt,  und  heilst  wegen  ihrer  Gestalt 
projektive  Lemniskate;  sie  kann  auch  angesehen  werden  als  aus 
der  BernouUi'schen  hervorgehend,  wenn  man  auf  diese  eine  reelle 
homographische  Transformation  anwendet. 

Endlich  heifst  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

(^x^ -^y"^ '{-2xy  (toBof  ====^  A:a^xy  j      .     ,     «     .     (24) 
wo  a  der  Winkel  der  Axen  ist,  die  schiefe  Lemniskate^). 


1)  Jntermediaire  III.  1897,  S.  247. 

2)  Welsch  in  Intermediaire  IV.  1898,  S.  115—16. 

3)  G.  de  Longchamps,  Cours  de  prohUmes  etc.  II.  S.  374 


14=^ 
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Fünfzehntes  Kapitel. 

Die  Muscjlieljmie  und  die  Trisekante. 

98.  In  diesem  Kapitel  werden  wir  uns  mit  zwei  bemerkens- 
werten cirkularen  Kurven  vierter  Ordnung  beschäftigen,  die  beide 
rational  sind;  das  Ursprungsland  der  älteren  ist  Deutschland,  das  der 
anderen  Italien. 

Der  berühmte  Maler  Albrecht  Dürer  hat  in  seiner  vielgeprie- 
senen Underscheidimg  der  Messung  mit  dein  Zirlcel  und  BieMscheyt 
(Nürnberg  1525)  einen  Apparat  beschrieben^),  um  eine  Linie  zu 
zeichnen,  die  von  ihm  Muschel linie  genannt  wird,  „die  in  mancherley 
Sachen  zu  gebrauchen  ist^^^).  Es  ist  eine  Kurve,  die  geometrisch  in 
folgender  Weise  definiert  werden  kann:  „Gregeben  zwei  zueinander 
senkrechte  Geraden  0^,  Oy  (Taf.  VIII,  Fig.  55,  a^h^c)]  auf  der  ersteren 
ist  ein  fester  Punkt  Ä  bezeichnet,  eine  Strecke  MP  von  konstanter 
Länge  bewegt  sich  so,  dafs  der  eine  Endpunkt  M  die  Gerade  Ox 
durchläuft  und  dafs,  wenn  N  ihr  Schnittpunkt  mit  Oy  ist,  immer 
ON  =  AM]  der  Ort  des  anderen  Endpunktes  P  ist  dann  die  Dürer'- 
sche  Muschellinie.^^  —  Um  ihre  analytische  Darstellung  zu  finden,  setzen 
wir  OÄ  =  a  und  OM=^0y  dann  wird  ON  =  a  —  z  sein,  und  die 
Gleichung;  der  Geraden  MN 


f  +  Ä  =  l ■••(!) 


Ist  nun  MF  =  6,  so  ist 

{x  —  ßy  +  y'^  =  h\     . (2) 

Aus  diesen  beiden  entsteht  die  Gleichung  der  Muschellinie  durch 
Elimination  von  ^,  sie  ist  demnach 

{xy  +  V--y^f  =  {x-^y-a)\a?-y'').      ...     (3) 

Die  Muschellinie  von  Dürer  ist  also  eine  Kurve  vierter  Ordnung: 
Doppelpunkte  derselben  sind  ersichtlich  die  Schnittpunkte  D',  D''  der 
Geraden  ^  _(_  ^  _  ^ 

mit  dem  Kegelschnitte      ^^,    i    ^2 ^,2  ^^  q. 

diese  beiden  Punkte  sind  immer  reell  und  begrenzen  ein  Segment, 
welches  den  Punkt  D  mit  den  Koordinaten  ^  =  x  ?  ^  =■  j  zum 
Centrum  hat.    Schnitte  der  Kurve  mit  der  ^-Axe  sind  der  zugehörige 


1)  Vgl.  Braunrnükl,  Historische  SUidie  über  die  organische  Erzeugung 
ebener  Curven  etc.  (Katalog  mathem.  u.  matlieni.-physikalisclier  Modelle  etc. 
München  1892)  S.  62. 

2)  Ygl.  S.  Grünt  her,  AlbrecM  Dürer  einer  der  Begründer  der  modernen 
Curvenlehre  (Bibliotheca  matliematica  1886,  S.  139). 
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unendlicli  ferne  Punkt  zweimal  gezählt  und  die  beiden  Punkte  B  und  C 
mit  den  Abscissen  <^  +  &;  Schnitte  mit  der  y-Axe  sind  die  vier  Punkte 

mit    den    Ordinaten    +  ^ ;    — "" Schliefslich    Schnitte    der 

Muschellinie  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  sind  die  cyklischen 
Punkte  der  Ebene  und  der  unendlich  ferne  der  x-Axe  zweimal  gezählt. 
Dieser  letzte  Punkt  ist  also  auch  ein  Doppelpunkt  der  Kurve;  die 
zugehörigen   Tangenten    sind    die   Geraden   r,  r"  parallel   zu    Ox  mit 

der  Gleichung    ^  =  +  "7=*     Fassen    wir    dies    zusammen,    so    ergiebt 

sich:  Die  Dürer'sche  Muschellinie  ist  eine  rationale,  cirkulare  Kurve 
vierter  Ordnung.  Die  parametrische  Darstellung  durch  rationale 
Funktionen  ist  leicht  zu  erhalten;  Gleichung  (2)  läfst  sich  nämlich 
ersetzen  durch  die  beiden 

;r  =  ^  -f-  &  cos  9  j         i/  =  &  sin  qp ; 

setzen  wir  diese  Werte  in  (1)  ein,  so  finden  wir 

a  cos  cp 
cos  qp  —  sm  9  ^ 

und  demnach  werden  die  beiden  vorigen  zu 

acosnp  ,    ,  1    ^'  /  \\ 

X  = . ^ k-  6  COS  qp  ,         2/  =  6  •  sm  op ;  .     .     .     (4) 

cos  g?  —  smqp'  ^  ^  «^  ^  ^  ^   ^ 

setzen  wir  schliefslich  tg|9  =  A,  so  gelangen  wir  zu  der  gesuchten 
Darstellung. 

Es  giebt  eine  Parabel,  die  mit  der  Muschellinie  in  engem  Zu- 
sammenhange steht,  nämlich  die  Enveloppe  der  Geraden  JfiV';  man 
erhält  ihre  Gleichung,  wenn  man  aus  (1)  sowie  aus  ihrer  nach  z  Ab- 
geleiteten z  eliminiert;  demnach  lautet  sie 

(^_^)2_2a(^  +  ^)  +  a2  =  0; (5) 

daraus  ergiebt  sich,  dafs  diese  Parabel  die  erste ^)  Halbierungslinie 
des    Axenwinkels    als   Axe,    die  zweite  als  Direktrix  hat,   den  Punkt 

7(|-,  -|)  zum  Scheitel,  und  -F(f ,  |)  zum  Brennpunkte;  es  ist  be- 
merkenswert, dafs  dieser  auch  der  aufserordentliche  Brennpunkt  ist, 
mit  welchem  die  Muschellinie  versehen  ist. 

Die  Dürer'sche  Kurve  kann  je  nach  dem  relativen  Werte  der 
Konstanten  a,  &  verschiedene  Gestalten  annehmen.  Vor  allem  geht 
aus   dem  früher  gesagten  hervor,   dafs   sie  die  ^-Axe  in  zwei  reellen 


1)  Wir  bezeichnen  der  Kürze  wegen  mit  erster  Halbierungslinie  diejenige, 
welche  den  Winkel  zwischen  den  beiden  positiven  (und  negativen)  Axen- 
richtungen  halbiert,  mit  zweiter  die  andere. 
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verscbiedenen^  zusammenfallenden  oder   imaginären  Punkten  trifft ^  je- 

nacMem  a  =  ?^')/2.  —  Wichtiger    ist    eine    Einteilung,    die    aus   der 

Betrachtung  der  Doppelpunkte  hervorgeht.     Sind  |  und  rj  die  Koordi- 
naten eines  solchen,  so  wird  sein 

daher  ist,  wenn  man  zur  Abkürzung  a'^  -\-  8h^  =  c^  setzt, 

7^=-^—,  wo    £  =  +1. 

Man    betrachte    nun    eine    beliebige    von    einem    dieser    Punkte    aus- 
gehende Gerade  r-  sind  x^y  die  Koordinaten  eines  ihrer  Punkte,  so  ist 

X  ==  ^  -{-  Q  '  cos  CO  j         y  ==  ri  -\-  Q  -mncj] 

setzt  man  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  die 
durch  Q^  teilbar  ist.     Nach  ausgeführter  Division  bleibt  die  Gleichung 

[I  mncD  -\-  7]  cos  o?  +  ^  sin  cö  •  cos  co  —  2ri  sin  cö  - —  q  sin  cö]^ 

=  (cos  CO  +  sin  ojy(b'^  —  rj^  —  2^?^  sin  ca  —  ^^  sin^  cd)  . 

Damit  nun  die  Gerade  r  sich  als  Tangente  der  Muschellinie  ergebe, 
mufs  auch  diese  Gleichung  durch  ^  =  0  befriedigt  werden;  schreibt 
man  so,  dafs  dieser  Umstand  eintritt,  so  findet  man  die  Gleichung: 

(3a^4~  1^^^  —  sacjsin^  CD  — •  16 &^  sin  g9  •  cos  co  +  (^^'"^  +  ^cic)  cos^g3==^0, 

die  vom  zweiten  Grade  in  tgG9  ist;  ihre  Diskriminante  ist 

Diese  Gleichung  wird  demnach  reelle  verschiedene,  zusammenfallende 
oder  imaginäre  Wurzeln  haben,  jenachdem 

4P  _  a^  —  saYa^  +  S¥  ^  0 . 

nun  ist  für  £  =  —  1  die  linke  Seite  sicher  positiv,  demnacli  ist  der 
Doppelpunkt  der  Muschellinie,  der  eine  negative  Ordinate  hat,  immer 
ein  Knoten.  Was  den  anderen  betrilFt,  so  ist  dieser  Knoten  eine 
Spitze  oder  ein  isolierter  Punkt,  jenachdem 

d.  h.  jenachdem  h^a. 

In  dem  Falle,  dafs  der  Doppelpunkt  mit  positiver  Ordinate  eine 
Spitze  ist,  ist  seine  Ordinate  =  a,  während  seine  Äbscisse  =0  ist, 
die  zugehörige  Tangente  bildet  mit  Ox  einen  Winkel,  dessen  trigono- 
metrische Tangente  =  f ;  die  Kurve  geht  durch  den  Anfang  und  wird 
dort  von  der  zweiten  Halbierungslinie  der  Axenwinkel  berührt.  Der 
Kurve  gehören  ferner  die  Punkte  (2a,  0)  und  (0,  —a)  an;  der  Punkt 

\Y ^  —  ^)  ist  der  Knoten,  den  die  Kurve  in  endlicher  Entfernung  hat. 
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In  jedem  Falle  besteht  die  Kurve  ans  einem  Zweige^  der  die  Form 
der  Konchoide  hat,  woraus  sich  die  Berechtigung  ihres  Namens  er- 
giebt,  und  einem  zweiten,  der  verschieden  geformt  ist. 

99,  Die  andere  cirkulare  Kurve,  mit  der  wir  uns  in  diesem 
Kapitel  beschäftigen  müssen,  ist  gegen  Ende  des  18.  Jahrhunderts 
erfunden,  um  einen  beliebigen  Winkel  in  drei  gleiche  Teile  zu  teilen, 
weshalb  sie  den  Namen  Trisekante  führt ^).  Ihre  Entstehung  ist 
folgende:  „Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  a 
(Taf.  VIII,  Fig.  56)  und  ein  fester  Radius  desselben  0  J.;  man  ziehe 
einen  beliebigen  anderen  Radius  OM  und  konstruiere  über  ihm  als 
Basis  ein  gleichschenkliges  Dreieck  OMP  derart,  dafs 

^  OMF=FOM^\aOM', 

der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Trisekante.^^  Man  nehme  0  als  Pol, 
OA  als  Polaraxe,  dann  ist 

OV^q,   ^MOÄ  =  (D,    ^MOP  =  ^,    ~0M=  OP'CosMOP, 

und  daher:  ~  =  ^-cosy' •     •      (1) 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  Trisekante;  die  kartesische  Gleichung 
lautet  infolge  dessen 

Die  Trisekante  ist  demnach  eine  cirkulare  Kurve  vierter  Ordnung, 
symmetrisch  sowohl  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  AOA'  als  auch 
in  Bezug  auf  den  dazu  senkrechten  BOB']  sie  hat  als  Doppelpunkte 
die  beiden  Punkte  D,  D'  dieses  zweiten  Durchmessers,  die  von  0  den 

Abstand  -—  haben,   und   als   einfache  Punkte  die  Mittelpunkte  C,  C 

der  beiden  Radien  OA,  OA']  auch  der  unendlich  ferne  Punkt  von 
AA'  ist  ein  Doppelpunkt,  (somit  ist  die  Kurve  rational)  die  ent- 
sprechenden Tangenten  berühren  den  gegebenen  Kreis  in  B,  B'  und 
begrenzen  einen  Streifen  der  Ebene,  innerhalb  dessen  alle  reellen 
Punkte  der  Trisekante  liegen.     Aus  Gleichung  (2)  folgert  man 

2 
X  =- 


—  y' 


daher,  wenn  man  y  =  sin  ii  setzt,  erhält  man 

/  xdy  =  /  (-^ ö^^  sin^^n  du  =  ^  I  cos2^^  du  ==  -j-  sin  2u  +  Const 

Integrieren  wir  zwischen   -^  =  —  und   ^t  ==  0,    so    ergiebt  sich,    dafs 

1)  P.  Delanges,  La  trisegante  nuova  curva;  e  pensieri  sulla  formola  car- 
äanica  (Verona  1783). 
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die  Fläche  des  gemisclitlinigen  Dreiecks  OCPD  durch  -^  ausgedrückt 

wird,  daher  ist  die  Fläche  des  krummlinigen  Vierecks  CD  CD' 
gleich  a^j  d.  h.  gleich  dem  Quadrate  über  dem  Radius  des  gegebenen 
Kreises. 

Kehren  wir  zur  Polargleichung  (1)  zurück,  um  zu  bemerken,  dais 
wenn  man  in  ihr  setzt 

9i  =  Qj       ^"^1  =^  Y  ? ^^) 

wir  damit  eine  geometrische  Transformation  bestimmt  haben,  durch 
welche  die  Trisekante  in  die  Linie 

--  =  ^^  cos  03^ ,     das  ist  ^  =  —  , 

yerwandelt  wird,  also  in  die  Gerade  r,  die  durch  C  parallel  zu  DB' 
gezogen  ist.  Wenn  wir  nun  umgekehrt  die  entgegengesetzte  Trans- 
formation ^==(>i;  G)  =  2(o^  anwenden,  so  entsteht  aus  der  Geraden  r 
die  Trisekante.    Beschreiben  wir  also  (s.  Taf.  VIII,  Fig.  56)  einen  Kreis 

um  0  mit  einem  Radius  >ö';  welcher  OA  in  K  und  die  Gerade  r 
in  E  schneidet  und  nehmen  auf  dessen  Peripherie  einen  Punkt  Q  so, 
dafs  der  Bogen  KE  Q  ==  2  -  Bogen  KE,  so  ist  Q  offenbar  ein  Punkt 
der  Trisekante;  variiert  man  nun  den  Kreis,  so  erhält  man  beliebig 
viele  Punkte  derselben.  Da  die  Kurve  zweifach  symmetrisch  ist,  so 
liefert  jeder  Punkt  Q  sogleich  noch  drei  andere;  demnach  wird  die 
Kurve  sozusagen  durch  Punktquadrupel  erzeugt,  in  einer  für  die 
praktische  Zeichnung  aufserordentlich  bequemen  Weise. 

Bemerkenswert  ist  die  Thatsache,  dafs  die  Trisekante  hundert 
Jahre  nach  ihrer  Entdeckung  neuerdings  zu  ähnlichen  Zwecken  von 
einem  amerikanischen  Geometer  wieder  aufgefunden  wurde,  W.  Hil- 
louse^),  der,  um  ihre  Anwendung  für  die  Dreiteilung  eines  Winkel 
noch  bequemer  zu  gestalten,  ein  Instrument  erdachte,  um  sie  mecha- 
nisch zu  zeichnen. 


Sechzehntes  Kapitel. 
Von  einem  Kegelschnitte  abgeleitete  Kurven  vierter  Ordnung. 

100,  Unsere  lange  und  mühevolle  Heerschau  über  die  speziellen 
Kurven  vierter  Ordnung  geht  ihrem  Ende  zu;  bevor  wir  jedoch  damit 
zunächst  vorläufig  abschliefsen  —  vorläufig  sagen  wir,  weil  wir 
später  noch  auf  weitere  Kurven  vierter  Ordnung  als  Spezialfälle  von 


1)  S.  den  Artikel:    On  a  netv  curve  for  the  trisection  of  an  angle    (Analyst 
IX,  1882). 
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allgemeineren  Kurven  treffen  werden  —  wollen  wir  noch  auf  einige 
Kurven  hinweisen^  zu  denen  die  Tlieorie  der  Kegelschnitte  führt. 

Zunächst  bietet  sich  uns  dar  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen 
eines  centrischen  Kegelschnittes 

die  eine  gegebene  Länge  c  haben;  durch  eine  nicht  schwierige  Rech- 
nung fanden  M.  Steiner^)  und   später  0.  Terquem^)   die  Gleichung 

rjpoaDlbßTl    als 

Ä'x^+Bh/  +  ÄB(Ä-\-B)xh/  =  B\l-~Äc')y'  +  Ä\l—JBc')x\  (1) 

Diese  Sehnen  umhüllen  eine  Kurve  vierter  Klasse^  und  ihre  Pole  in 
Bezug  auf  den  gegebenen  Kegelschnitt  haben  als  geometrischen  Ort 
eine  Kurve,  die  durch  folgende  von  Schlömilch^)  gefundene  Glei- 
chung dargestellt  wird. 

1       ,  +  -_ — ^---^ — =1.     .    .    (2) 


Gehen  wir  zu  einem  anderen  Orte  über.     Gegeben  sei  die  Ellipse 

^'  J-  ^  =  1 

mit  dem  Centrum  0.  Wir  betrachten  ein  Paar  konjugierter  Durch- 
messer MM',  NN'  von  der  Länge  m,  n  und  tragen  auf  dem  ersteren 
die  Strecken 


0P=  OB'  ^^n 


,2 . 


ab;  der  Ort  der  Endpunkte  BB'  heifst  dann  die  Parameter-Kurve^). 
Ihre  Gleichung  ist  leicht  zu  finden;  sind  nämlich  x,  y  die  Koordinaten 
von  M  und  X,  Y  die  von  B,  so  bestehen  die  Gleichungen 

J  -1-  l"^  =  1^       X^  +  r^  =  m^  -^  n\       x"  -\-f  =  m\ 
a^  J^h^  =  m^  +  n^,      ^-  =  |. ; 

aus  den  vier  letzteren  ergiebt  sich  nun 

2  _  1  X\X^+  Y^+oH^  ,,2  _  1  Y\X^+Y^-\-a^+h^) . 


^    "~  2  X^+Y^  '  ^'  2  X^+Y^ 


? 


durch  Einsetzen  in  die  erste  gelangt  man  dann  zu 

(X2  +  Y^)  (a^  Y'  +  h'X')  =  {a'  —  h')  {h'X'-~  a'  Y'')     .     (3) 
als  Gleichung  der  Parameter-Kurve. 


1)  De  loco  geometrico  Uneae  rectae  defmitae  cujusdam  longüudinis  cujus  ter- 
mini  in  linea  secimdi  ordinis  moventur  (Diss.  Breslau,  1841). 

2)  Nouv.  Ann.  IV.  1845,  S.  590. 

3)  Üler  einige  aus  Kegelschnitten  abgeleitete  Curven  (Zeitschr.  f.  M.  XIV. 
1869). 

4)  Jacob  in  Nouv.  Ann.  IL  1843,  S.  138,  und  Tortolini,  Applicazioni  dei 
trascendenti  eUittici  alla  qiiadratura  di  alcune  curve  sfericJie  (Mem.  della  Soc. 
Ital.  delle  Scienze,  XXIV.  1850). 
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In  einer  Ebene  sei  ein  Kegelschnitt  F  gegeben.  Jeder  Punkt  P 
der  Ebene  ist  Centrum  einer  Involution  von  in  Bezug  auf  die  Kurve  F 
konjugierten  Geraden.  Ferner  kann  man  einen  unendlich  kleinen  Kegel- 
schnitt betrachten^  die  sogenannte  Indikatrix  von  P,^)  der  P  zum 
Centrum  und  diese  Geraden  als  konjugierte  Durchmesser  hat;  ein  solcher 
Kegelschnitt  kann  angesehen  werden  als  bestimmt  durch  den  Winkel  A, 
den  eine  seiner  Axen  mit  einer  festen  Geraden  bildet  und  durch  das 
Verhältnis  r  der  Längen  seiner  Axen.  Somit  gehören  zu  jedem  Punkte 
der  Ebene  zwei  Gröfsen  X  und  r.  Man  kann  nun  den  Ort  derjenigen 
Punkte  betrachten^  für  welche  eine  dieser  beiden  Gröfsen  konstant  ist; 
ist  die  erste  konstant^  so  heifst  die  Kurve  isogone  Linie^  ist  die 
zweite  konstant^  so  heifst  sie  Niveau-Linie.  Alle  diese  Kurven  sind 
von  der  vierten  Ordnung^  wie  der  Leser  verifizieren  kann. 

Wir  schliefsen  dieses  Kapitel  mit  der  Anführung  folgender  Sätze^ 
die  man  zum  Teil  Steiner  verdankt^): 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  einem  gegebenen  Dreiecke  ein- 
beschriebenen Kegelschnitte^  ,die  einem  gegebenen  Kegelschnitte  ähn- 
lich sind,  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  den  Kreispunkten,  und  die  Geraden,  die  je  zwei  Mittel- 
punkte der  Seiten  verbinden,  in  den  Punkten  berührt,  in  welchen  sie 
den  Kreis  schneiden,  in  Bezug  auf  welchen  jenes  Dreieck  zu  sich 
selbst  konjugiert  ist. 

Der  Ort  der  Kegelschnitte,  die  einem  gegebenen  Dreiecke  um- 
beschrieben sind,  und  von  denen  man  das  Axenverhältnis  kennt,  ist 
eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  die  Seitenmittelpunkte  zu  Doppel- 
punkten hat,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  in  den  Kreispunkten 
berührt. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  die  einem  gegebenen 
ähnlich  sind,  und  in  Bezug  auf  welche  ein  gegebenes  Dreieck  zu  sich 
selbst  konjugiert  ist,  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  welche  die 
Ecken  des  Dreiecks  zu  Doppelpunkten  hat  und  die  unendlich  ferne 
Gerade  in  den  Kreispunkten  berührt. 


1)  A.  Haas,  Über  die  Indicatricen  der  Kegelschnitte  (Zeitschr.  XXXIV.  1889). 

2)  Für   den  Bev^eis   siehe:    G.  Loria,    Sttidii  siilla  teoria  delle  coordinate 
triangolari  (Giornale  di  Matern.  XXIY.  S.  206,  210  u.  213). 


IV.  Absclinitt 

Spezielle  algebraisclie  Kurven  von  höherer  als  der 
vierten  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 
Kurven  von  einem  Regelsclmitt  abgeleitet. 

101.  Die  Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung  ist  gleiclisam  schon 
eine  Provinz  des  Reiches  der  Mathematik  geworden ,  die  Theorie  der 
Kurven  vierter  Ordnung  ein  Gebiet^  das  nur  zum  Teil  diesem  Reiche 
unterworfen  ist;  jedoch  die  Theorie  der  Kurven  einer  bestimmten 
höheren  Ordnung  verhält  sich  unabhängig  und  auflehnend  gegen  jedes 
Gesetz.  Wenn  man  von  den  von  Gramer  gemachten  Versuchen^)  die 
Kurven  fünfter  Ordnimg  einer  methodischen  Klassifikation  zu  unter- 
werfen —  indem  er  elf  Klassen  aufstellte^  die  sich  auf  die  Betrachtung 
ihres  Verhaltens  im  Unendlichen  gründen  —  absieht^  und  von  den 
algebraischen  Untersuchungen  G.  Mais  an o 's  über  ihre  Doppeltangen- 
ten ^)  sowie  von  einzelnen  wichtigen  Untersuchungen  über  die  ratio- 
nalen^) und  die  elliptischen^)  Kurven  fünfter  Ordnung^  so  kann 
man  sagen^  dafs  bis  jetzt  noch  nichts  geschehen  sei^  um  die  dichte 
Finsternis  zu  durchleuchten^  die  uns  die  Eigenschaften  der  Kurven 
verhüllt,  die  unmittelbar  auf  diejenigen  folgen,  denen  der  vorige  Ab- 
schnitt  dieses   Werkes   gewidmet  war.     Nicht   nur   dies:    auch   keine 


1)  Introduction  ä  Vanalyse  des  lignes  courhes  algehriqiies  (Genf  1750)  S.  397. 

2)  Gleichung  der  Gurve,  tuelche  die  BerühnmgspunMe  der  doppelten  Tangenten 
der  allgemeinen  Ctirve  des  fünften  Grades  aussclineidet  (Math.  Ann.,  XXIX,  1887). 

3)  Wir  meinen  die  Abhandlungen  von  Rohn  {Eine  einfache  KonstruJäion 
der  ebenen  rationalen  Kurven  fünfter  Ordn.^  Math.  Ann.  XXY,  1885),  von 
de  Jonquieres  (Construction  geometriqite  de  courhes  unicursales,  notamment  de 
Celle  du  cinqiiieme  ordre  donnee  de  cing  points  doubles,  Palermo  Rend.,  II,  1887), 
und  die  Untersuchungen  von  J.  F.  Eberle,  Über  rationale  Curven  fünfter  Ord- 
nung, insbesondere  diejenigen  vierter  und  fünfter  Klasse  (München  1892),  wo 
die  Erzeugung  einer  rationalen  Kurve  fünfter  Ordn.  vermittelst  einer  Kurve 
dritter  Klasse  und  eine  zweiter,  die  zueinander  projektiv  sind,  dargelegt  und 
angewendet  wird. 

4)  J.  De  Vries,  über  Curven  fünfter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten 
(Wiener  Ber.  CIY,  1893). 
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spezielle  Kurve  fünfter  Ordnung  hat  einen  besonderen  Namen  erhalten^ 
obwohl  ein  gelehrter  Mathematiker  (H.  Brocard)  neuerdings  öffentlich 
die  Frage  der  Aufzählung  der  speziellen  schon  bekannten  Kurven 
fünfter  Ordnung  aufgeworfen  hat^);  die  Antworten^  die  er  erhielt^ 
zeigen,  dafs  diese  weder  sehr  zahlreich  noch  auch  wichtig  sind^). 
Die  interessantesten  unter  ihnen  sind  vielleicht  diejenigen,  die  mit  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  zusammenhängen.  Folgende  Beispiele  mögen 
dieses  zeigen: 

1^  Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  einem  gegebenen  Dreiecke 
umbeschriebenen  Kegelschnitte,  von  welchen  man  die  Summe  der 
Quadrate  der  Halbaxen  kennt,  ist  eine  Kurve  fünfter  Ordnung,  die 
durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  geht,  die  Mittelpunkte  der  Dreiecks- 
seiten zu  Doppelpunkten  und  die  Seiten  selbst  zu  Wendeasymp- 
toten hat^). 

2.  Gegeben  eine  Parabel;  man  betrachte  einen  Punkt  P  der- 
selben, die  zugehörige  Tangente  t  und  einen  Kreis  mit  dem  Centrum 
0,  der  durch  den  Scheitel  der  Parabel  geht;  dieser  schneidet  die 
Gerade  t  in  zwei  Punkten,  deren  Ort  eine  cirkulare  Kurve  fünfter 
Ordnung  ist,  die  den  Scheitel  der  gegebenen  Parabel  als  dreifachen 
Punkt  hat^). 

3.  Gegeben  ein  Kegelschnitt  und  ein  Punkt  0  seiner  Ebene; 
man  ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl,  der  die  Kurve  in  den 
Punkten  A,  B  schneidet;  die  Normalen  des  Kegelschnittes  in  A  und  B 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  N,  dessen  Orthogonalprojektion  auf 
den  Strahl  P  sein  möge.  Der  Ort  des  Punktes  P  ist  eine  Kurve 
fünfter  Ordnung^). 

4.  Der  Ort  der  Brennpunkte  der  einem  Dreiecke  umbeschrie- 
benen Parabeln  ist  eine  rationale  und  cirkulare  Kurve  fünfter  Ord- 
nung ^). 

102.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  die  zu  so  vielen  bemerkens- 
werten Kurven  vierter  und  fünfter  Ordnung  führt  (s.  Nr.  100  u.  101), 
liefert  uns  auch  sehr  viele  Kurven  höherer  Ordnung'^): 

1.  Der  Ort  der  Brennpunkte  der  Kegelschnitte,  die  durch  vier 
feste  Punkte   gehen,   ist  eine  Kurve   sechster  Ordnung,  welche   die 


1)  IntermecUaire  V.  1898,  S.  3. 

2)  Intermediaire  V.  1898,  S.  136,  201  u.  278;  ferner  VI.  1899,  S.  181  u.  275; 
VII,  1900,  S.  55  u.  276;  VIII,  1901,  S.  62  u.  88. 

3)  G.  Loria,  StiicUi  siilla  teoria  delle  coordinate  triangolari  (Giorn.  di  Mat. 
XXIV.  1880,  S.  209). 

4)  G.  Cardoso  Laynes  im  Intermediaire  VI.  1899,  S.  181. 

5)  Barisien  im  Intermediaire  VI.  1899,  S.  275. 

6)  Cayley,  Educ.  Times  VII.  1867  (auch  Collected  math.  Papers  VII,  568—71). 

7)  Es  möge  noch  die  Kurve  6.  Ordn.  hinzugefügt  werden,   auf  welche  wir 
am  Schlüsse  von  Nr.  17  hingewiesen  haben. 
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Aufmerksamkeit  yon  Sylyester^)  und  Cayley^)  auf  sicli  gezogen  hat. 
Diese  macMen  die  Bemerkung^  dafs  Doppelpunkte  derselben  sind:  die 
Kreispunkte  der  Ebene^  die  Diagonalpunkte  des  Vierecks  der  4  festen 
Punkte  sowie  die  Höhenfufspunkte  des  zugehörigen  Diagonaldreiecks. 
Sie  hat  als  Doppeltangenten  die  8  Geraden,  die  diese  4  festen  Punkte 
mit  den  Kreispunkten  verbinden;  ihre  Klasse  ist  14,  ihr  Geschlecht  2. 
2.     Der  Ort  der  Punkte  in  der  Ebene  der  Ellipse 

-^^    +    f!    —    1     =    0; 

von  denen  zueinander  senkrechte  Normalen  ausgehen,  wurde  von 
Gergonne  betrachtet;  seine  Gleichung  wurde  von  Vi  dal  in  folgender 
Form  gefunden 

(a^  +  ¥){x'^  +  i/){ah/  +  h^x^y  =  (a^  —  b^)\ahf  —  h'x'f.') 

Betrachtet  man  dagegen  Tripel  und  Quadrupel,  statt  Paare  von  Nor- 
malen derselben  Ellipse,  so  kann  man  eine  andere  Kurve  sechster 
Ordnung  erhalten.     So  stellt  die  Gleichung 

4:{a^x'  +  bh/y  =  a%\a^  —  l^xh/ 

den  Ort  der  Mittelpunkte  eines  Kreises  dar,  der  dem  Dreiecke  um- 
beschrieben ist,  das  gebildet  wird  von  den  Pufspunkten  der  drei 
Normalen  einer  Ellipse,  die  von  einem  Punkte  ihrer  Evolute  aus- 
gehen^); hingegen  stellt 

[a^x^  +  hhf  —  (a^  —  Pyf  +  b4a^h\a'  —  VyxHy  =  0 

den  Ort  der  Punkte  dar,  von  denen  allemal  vier  Normalen  ausgehen, 
die  ein  harmonisches  Büschel  bilden^). 

3.  Man  bezeichnet  mit  Radiale  einer  Kurve  den  Ort  der 
Endpunkte  der  von  einem  festen  Punkte  ausgehenden  und  mit  den 
Krümmungsradien  der  Kurve  äquipollenten  (gleich  und  gleich  ge- 
richteten) Strecken^).  Man  betrachte  z.  B.  die  durch  die  beiden 
Gleichungen  ;%;  =  a  •  cos  9 ,         ^  =  fc  •  sin  9 

dargestellte  Ellipse.  Ist  ^  der  Krümmungsradius  im  Punkte  (99)  der 
Ellipse  und  cd  der  Winkel,  den  er  mit  der  ^r-Axe  bildet,  so  hat  man 

(a^sin^Qp  +  5^  cos^Qp)2  ,  a, 

Q  =  - -^ ^,         tg03  =  -^tgqp. 


1)  Supplemental  note  on  tlie  analogiies  in  space  to  thc  cartesians  ovals  in 
plane  (Phil.  Magaz.  XXXII,  1866). 

2)  On  tJie  locus  on  the  foci  of  tlie  conics  loith  pass  throiig  four  given  points 
(Daselbst;  oder  Coli.  math.  Pap.  YII,  1—4:);  vgl.  aiicli  Bob  eck,  Die  Brennpunld- 
kurve  des  Kegelschnittbüschels  (Monatshefte  3,  1892). 

3)  Nouv.  Ann.  IL  1843,  S.  365. 

4)  Educ.  Times,  Quest.  6375;  gelöst  in  XXXVI  (1882)  S.  77—78. 

5)  Das.  Quest.  6431;  gelöst  das.  S.  75—76. 

6)  R.  Tucker,  On  radial  curves  (Proc.  of  the  Lond.  math.  Soc.  I,  1865); 
Hoüel,  Cours  de  calcul  infinitesimal  II.  (Paris  1879)  S  269,  Ex.  37. 
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Die  Polargleichung   der  Radiale   gelit  aus   diesen  beiden  Gleicliungen 
hervor^  wenn  man  co  daraus  eliminiert;  die  zweite  liefert  uns 

sin  cp  cos  cp    1 

h  sin  03         a  cos  co  Yh^^~^^f~aFcoB^  co  ^ 

demnach  wird  die  erste  zu 

al)Q== ^— ^ 3, 

(a^  cos^  CO  -{-h^  sin^  co)^ 

oder  Q^(a^  cos^  co  -\- b^  sin^  co)^  =  a^h^. 

Dies  ist  die  gesuchte  Grleichung  ^) ;  gehen  wir  zu  kartesischen  Koordi- 
naten über,  so  wird  sie 

(a^x^  +  hh/y  =  cn\x^  +  tff. 

Die  Radiale  der  Ellipse  ist  demnach  von  der  sechsten  Ordnung ,  hat 
den  Anfang  als  yierfachen  Punkt,  und  die  Tangenten,  in  diesem  fallen 
paarweise  mit  den  bezüglichen  isotropischen  Geraden  zusammen.  — 
Ähnliches  findet  statt  für  die  Hyperbel. 

Trägt  man  aber  den  Krümmungsradius  vom  Centrum  aus  auf 
den  zugehörigen  Durchmesser  ab,  so  erhält  man  die  durch  folgende 
beiden  Gleichungen  bezw.  ausgedrückte  Kurve 

oJjQ  =  {a?  sin^  m  -\-V  cos^  ca)^, 

a?l\x^  +  iff  —  {a'^y^  +  Vx^f  =  0 . 

Sie  ist  eine  Kurve  von  der  achten  Ordnung,  deren  Rektifikation 
hyperelliptische  Funktionen  verlangt,  deren  Quadratur  jedoch  durch 
elementare  Funktionen  ausgeführt  werden  kann^). 

4.     Ebenfalls  von  der  Ellipse   J  +  l",  —  1  =  0    hat  Wolsten- 

holme  eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung  abgeleitet,  die  be- 
merkenswert ist,  zumal  da  sie  zu,  sich  selbst  reziprok  ist^).  Er  be- 
trachtete einen  beliebigen  Punkt  0  der  Ellipse  E  und  beschrieb  um 
0  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  K,  so  beschaffen,  dafs  es  oo^  Dreiecke 
giebt,  die  in  E  einbeschrieben  und  K  umbeschrieben  sind.  Die  En- 
veloppe  aller  dieser  Kreise  wird  gebildet  von  der  Ellipse  mit  der 
Gleichung  ^^  _i    l!  _  (<^^  +  '^\ 

und  der  Kurve  F,  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  wird 

acos'O'    I    2     I     7.2     I     Ä  7.2  ^^  ^^^^  %  —  1}'^  COS^  %"  \ 


y 


bsin'O'    f,9    ,       9    ,     ,    9?>^cos^'9'  —  a^sin^-O' 


1)  R.  Tücke r,  The  radial  of  an  ellipse  (Quart.  Journ.  XVIII,  1882). 

2)  Tortolini,  Sulla  curva  luogo  geometrico  dei  raggi  di  curvatura  dhma 
ellisse  data  (Annali  di  Matern.  VI,  1864). 

3)  On  a  certain  envelope  (Proc.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  XV,  1884). 
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Sie  ist  von  der  6.  Ordnung  und  der  6.  Klasse^  liat  6  "Doppelpunkte 
und  4  Spitzen^  6  Doppeltangenten  und  4  Wendepunkte;  Wolstenholme 
hat  auch,  ihre  Gestalt  bestimnat. 

5.  Eine  Kurve  sechster  Ordnung  entsteht  auch;  wenn  man  das 
Centrum  einer  Ellipse  auf  die  Sehnen,  die  sie  mit  ihren  Oskulations- 
kreisen  gemeinsam  hat,  projiziert^);  ihre  Gleichung  lautet 

somit  ist  das  Centrum  der  Ellipse  ein  vierfacher  Punkt  derselben. 
Lassen  wir  5  in  a  übergehen,  so  erhält  man  die  Kurve  sechster  Ordnung 

a^{x^  —  y^y  ==  {x^  +  y^y, 

welche  Plücker^)  zugleich  mit  den  beiden  Kurven  von  folgender 
Gleichung  betrachtet  hat: 

{x^  +  y^)^  =  a^x'^     und     {x^  -\-  ißY  =  a'^y^] 

wir  werden  in  folgender  Nr.  sehen,  dafs  sie  der  Ort  der  Scheitel  der 
einer  regulären  Astroide  umbeschrieben  rechten  Winkel  ist^). 

6.  Schliefslich:  der  Ort  der  Scheitel  der  Parabeln,  die  einen 
festen  Kreis  —  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  B  —  berühren 
und  alle  einen  Punkt  der  Peripherie  desselben  zum  Brennpunkte  haben, 
hat  folgende  Gleichung 

2(2 ;^2  _!_  2^/2  _  Bxf  =  27^2(^2  _|_  y2y^ 

Sie  wurde  von  Barisien ^)  erdacht,  und  dann  von  einigen  anderen 
untersucht^);  unter  diesen  möge  Retali  hervorgehoben  werden^),  der 
bemerkte,  dafs  diese  Kurve  die  Pufspunktkurve  einer  Kardioide  in 
Bezug  auf  ihre  Spitze  ist. 

Für  andere  Kurven  ähnlichen  Ursprunges  findet  der  Leser  Hin- 
weise in  den  Sammlungen  von  Übungsbeispielen  der  analytischen 
Geometrie;  wir  können  uns  hier  bei  diesen  nicht  aufhalten,  da  uns 
andere  Linien  fesseln,  die  wegen  ihrer  Wichtigkeit  besondere  Namen 
erhalten  haben '^). 


1)  Progreso,  Cuest.  93. 

2)  Neue  Geometrie  des  Bmmies,  I.  Abt.  (Leipzig  1868)  S.  105 — 106. 

3)  E.  N.  Barisien,  Intermediaire  III,  1896,  S.  198. 

4)  Intermediaire,  II,  S.  21.         5)  Das.  S.  376. 

6)  Note  sur  tme  courhe  du  sixieme  ordre  (Journ.  de  math.  spec.  4.  Ser.  VI, 
1897). 

7)  Unter  ihnen  findet  sicli  nicht  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

y^  —  ^axy^ —  ^a'^xy^-\-  Sa^x^y^  —  Qa^x^y  '-\-  a'^x^  —  a^x^  =  0  , 
von  der  Hudde  in  einem  Briefe  an  Fr.  van  Schooten  spricht,   v.  1.  Dez.  1657. 
{Oeuvres  de  Huygens  II,  S.  97),  die  dann  aber  nicht  untersucht  wird. 
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Zweites  Kapitel. 

Astroiden  und  Scaralbäeii  (Stern-  und  Käferknrven). 

103.  Die  Bewegung  einer  Ebene  in  sich  selbst  kann  dadnrcli 
definiert  werden^  dafs  man  zwei  feste  Kurven^  die  Direktricen  oder 
Leitkurven  angiebt^  welche  von  zwei  festen  Punkten  der  beweglichen 
Ebene  durchlaufen  werden  sollen;  jeder  andere  Punkt  der  Ebene  be- 
schreibt dann  eine  Kurve^  welche  die  Engländer  und  Franzosen  Gli- 
sette  nennen  und  die  wir  mit  dem  Namen  Olistoide  (von  öXtöd'ävcj^ 
gleite)  oder  Gleitkurve  bezeichnen^).  Jede  beliebige  Kurve,  ins- 
besondere jede  beliebige  Gerade  der  beweglichen  Ebene  hingegen  um- 
hüllt eine  Kurve,  die  Enveloppe-Glisette  oder  olistoidale  HüU- 
iurve  genannt  wird^). 

Wenn  die  Direktricen  algebraische  Kurven  sind,  und  man  be- 
zeichnet ihre  Ordnung  mit  n  und  n\  ihre  Klasse  mit  v  und  v'^  mit 
dyd'  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte,  mit  h^Tc  die  Zahl  der  Spitzen,  so 
hat  man  für  die  Olistoide  im  allgemeinen:  Ordnung  2n'n\  Klasse 
2(^nv  -f-  nv  -\-  nn'),  Zahl  der  Doppelpunkte  nn(2nn  —  n  —  n)  -f- 
2(nd'  —  nd)  und  Zahl  der  Spitzen  2(n¥  -\-  nl^)]  wenn  aber  die 
Leitkurven  zusammenfallen  oder  durch  die  imaginären  Kreispunkte 
gehen,  so  erfahren  diese  Zahlen  beträchtliche  Modifikationen^). 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dafs  die  beiden  Leitkurven  gerade 
Linien  sind,  und  dafs  man  den  Ort  eines  Punktes,  der  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  gegebenen  Punkte  liegt,  betrachtet  oder  auch 
die  Enveloppe  dieser  Verbindungslinie.  Jener  Ort  ist  bekanntermafsen 
eine  Ellipse,  diese  Enveloppe  dagegen  eine  neue  Kurve,  die  wegen 
ihrer  Form  Astroide  oder  Sternkurve  genannt  wurde^).  Um  ihre 
analytische  Darstellung  zu  finden,  nehmen  wir  die  beiden  festen  Ge- 
raden als  Koordinataxen  und  bezeichnen  den  Winkel  derselben  mit  a 
(Taf.  VIII,  Fig.  57  a),  die  Länge  der  Verbindungslinie  der  beiden  be- 
wegten Punkte  Ä  und  B  mit  l  und  mit  g?  und  f  die  Winkel,  welche 


1)  Beispiele  von  Gleitkurven  vierter  Ordnung  enthält  die  Arbeit  von 
De  wall,  Zwei  geometrische  Aufgaben  ans  der  Ktirvenlelire  (Archiv  der  Math. 
XLII,  1864). 

2)  Zu  dieser  Klasse  von  Kurven  gehören  z.  B.  diejenigen,  welche  J.  B. 
Pomey  in  dem  Aufsatze  JEnveloppes  des  cötes  d'un  carre  dont  deux  sommets 
descrivent  deux  droites  rectangulaires  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  Y,  1886)  betrachtete. 

3)  S.  Roberts,  On  the  motiooi  of  a  plane  under  certain  conditions  (Proc. 
of  the  Lond.  math.  Soc.  III,  1871). 

4)  Zuerst  von  J.  J.  Littrow  {Kurze  Anleitung  ziir  gesammten  Mathematik^ 
Wien  1838,  S.  299)  vorgeschlagener  Name;  M.  Simon  schreibt  „Astroide  oder 
Sternlinie"  (Analytische  Geometrie,  Leipzig  1900,  S.  307.  Für  die  Bibligraphie 
nehme  man  die  Aufsätze  von  Iläton  de  la  Goupilliere  in  den  Nouv.  Ann. 
1874,  1880  und  1885. 
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die  Gerade  ÄJB  in  einer  beliebigen  Lage  mit  den  beiden  Äxen  bildet; 
das  Dreieck  OAB  ergiebt  dann: 

,      ^                                  OA           OB             l  ... 

^     '     ^                        ^            sm  Ol)         sm  9          sm  cc  ^  ^ 

Folglich  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AB 

y 


-A-  +  -^^  =  -.^. (2) 

sm  i^)     '     sm  cp  sm  a  ^  ^ 

Differenzieren  wir  diese  nach  cp  und  berücksichtigen  (1)^  so  erhalten 

^^^  x-ao^tp        y  cos  qp 

sin^i/;  sin^qp   ' 

welche  kombiniert  mit  (2)  ergiebt 

X  =  -T-g-  cos  (p  sin^ ^ ^       y  ==  -r-^—  ,cos  ^Ij  sin^ cp.    .     .     (3) 


Eliminieren  wir  aus  (3)  cp  oder  ijj  vermittelst  Gleichung  (2)^  so 
erhalten  wir  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Astroide 
in  trigonometrischen  Funktionen  von  q)  oder  ^^  sagen  wir^  um  einen 
bestimmten  Anhalt  zu  haben^  von  ^;  setzen  wir  alsdann  tg^(p  =  l^ 
so  geben  die  Gleichungen  (3)  x  und  y  als  rationale  Funktionen  sechster 
Ordnung  von  A.  Daraus  schliefsen  wir:  Die  Astroide  ist  eine  ratio- 
nale Kurve  sechster  Ordnung.  Beachten  wir  nun,  dafs  (2)  eine  be- 
liebige Tangente  der  Astroide  darstellt,  und  dafs,  wenn  man  in  ihr 
1^  =  7t  — ■  a  —  g)  setzt  und  ferner  tg  ■--  9  ===  A  eine  Gleichung  vierten 
Grades  in  l  entsteht,  so  schliefsen  wir:  Die  Astroide  ist  von  der 
vierten  Klasse.  Die  Kurve  hat  infolgedessen  sechs  Spitzen  und  vier 
Doppelpunkte-,  sie  entbehrt  der  Wendepunkte,  hat  aber  drei  Doppel- 
tangenten, 

Eliminieren  wir  cp  und  tjj  aus   den  Gleichungen  (1)  und  (3),   so 
erhält  man  die  Gleichung  der  Astroide  in  folgender  Form: 

[(x^  +  ^^  +  2^^  cos  c^  —  Py  -\~  27 Px^y^  sin^  a]  sin^  a 

—  P  cos  a  Ux^  -\-  y^  -j-  2xy  cos  a  —  Py  cos  a 

—  2xy[9(x^-{~y^-{-2xyQosa  —  a^)  sin^a-— Sa^cos^cc]  j  =0.^).  (4) 

Auch  diese  beweist,  dafs  die  Kurve  sechster  Ordnung  ist,  und  zeigt 
aufserdem,  dafs  die  Koordinataxen  Doppeltangenten  sind  mit  den 
Punkten  oc  =  -^l,  y==0;  x  =  0^  ^  =  lh^  ^1®  Berührungspunkten. 
Die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  sind  Spitzen  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  als  gemeinsamer  Tangente.  Aufserdem  hat  die  Kurve 
vier  reelle  Spitzen,   die  innerhalb   des   stumpfen  Winkels   der  beiden 


1)  H.  F.  Jentsch,    Theorie  der  Astroiden^  einer  neuen  Klasse  von  Kurven 
(Diss.  Greifswald,  1860). 

Loria,  Ebene  Kurven.  15 
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Leitgeraden  liegen  und  die  Ecken  eines  Rechtecks  bilden.  —  Im  Falle 
der  Winkel  a  ein  beliebiger  ist^  wollen  wir  die  Kurve  als  schiefe 
Astroide  bezeichnen. 

Der  thatsächlich  am  häufigsten  yorkommende  Fall  ist  der,  dafs  die 
beiden  Leitgeraden  zueinander  senkrecht  sind  (s.  Taf.  VIII,  Fig.  57&); 
die  Kurve  heilst  dann  allgemein  reguläre  Astroide  oder* die  regel- 
mäfsige  Vierspitzenkurve,  während  Montucci  sie  mit  dem  Na- 
men Cubocycloide  ^)  und  Matthiesen  mit  ParacykeP)  bezeich- 
nete. Die  reguläre  Astroide  hat  drei  Spitzendoppeltangenten,  sie  ist 
daher  reziprok  zu  den  Kurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexions- 
knoten,  und  deshalb  wurde  der  Name  projektive  Astroide^)  für 
alle  rationalen  Kurven  sechster  Ordnung  vorgeschlagen,  die  mit  drei 
Spitzendoppeltangenten  versehen  sind.  Da  nur  vier  von  den  Spitzen 
der  Astroide  reell  sind,  so  wandte  Bellavitis  den  Namen  Tetra- 
cuspide  zu  ihrer  Bezeichnung  an^),  der  jedoch  nicht  angenommen 
wurde,  vielleicht  weil  die  untersuchte  Kurve  nicht  vier,  sondern 
sechs  Spitzen  hat. 

Da  die  reguläre  Astroide  zu  einer  Kurve  vierter  Ordnung  mit 
drei  Inflexionsknoten  dual  ist,  so  besteht  für  sie  der  zum  Laguerre'- 
schen  Satze  (Nr.  97)  duale,  nämlich  folgender  Satz:  Jede  Tangente  t 
einer  Astroide  schneidet  die  Kurve  in  vier  weiteren  Punkten,  deren 
zugehörige  Tangenten  durch  ein  und  denselben  Punkt  P  gehen. 
Wir  fügen  noch  hinzu,  ohne  es  zu  beweisen:  Von  diesen  vier  Tan- 
genten (und  den  zugehörigen  Berührungspunkten)  sind  nur  zwei 
reell,  und  der  Ort,  den  der  Punkt  JP  beschreibt,  wenn  die  Tangente  t 
sich  bewegt,  ist  der  der  Astroide  umbeschriebene  Kreis  (mit  dem 
Centrum  O,  dem  Radius  l)^). 

Machen  wir  in  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  c^  ^=  — ,  so  werden 
diese  zu  x  =  Uos'cp,         y  ==  Uin' cp , (3') 

(^2_|_^2__^2)3^27F^y  =  0 (40 

Statt  dieser  Gleichungen  pflegt  man  häufiger  eine  andere,  bequemere 


1)  Comptes  rendus  LXÄ,  1865,  S.  441;  daselbst  ist  die  Anwendbarkeit  der 
Astroide  auf  die  Lösung  der  Gleichungen  5.  Grades  gezeigt. 

2)  Über  die  mechanische  Construction  einiger  Gurven,  ivelche  sich  zur  Auf- 
lösung des  Problems  von  der  Duplication  des  Würfels  vertuenden  lassen  (Archiv 
XLVIII,  1868). 

3)  S.  Eetali,  Intermediaire  V,  1898,  S.  68. 

4)  Sposizione  del  metodo  delle  eqipollenze  (Mem.  della  Soc.  Ital.  delle  Scienze 
XXV,  2.  Teil,  1850)  Nr.  191;  ferner  Exposition  de  la  methode  des  equipollences, 
übers,  v.  Laisant  (Paris  1874)  S.  229. 

5)  Über  diesen  Satz,  den  man  einer  Aufgabe  von  A.  B  out  in  {Intermediaire 
IV^  1897,  S.  170)  verdankt,  siehe  man  die  vielen  Mitteilungen  im  Intermediaire 
lY,  1897,  S.  239;  Y,  1898,  S.  68;  YI,  1899,  S.  31  und  281. 


Zweites  Kapitel:  Astroiden  u.  Scarabäen  (Stern-  u.  Käferkurven).      227 

anzuwenden^),  obwolil  sie  irrationaV  ist,  die  man  durcli  direkte  Eli- 
mination von  cp  aus  (3')  erhält,  nämlicli  folgende 

IIA 

^3    ^   ^3    _  ^3 (^5) 

Schreibt  man  Gleichung  (3')  in  folgender  Weise: 

o;  =  --(3  cos 9  4"  cos 3 9),        ^  ==  —  (3  sing?  —  sin 3 9), 

so  erkennt  man,  dafs  die  reguläre  Astroide  zur  Klasse  der  Epicykloiden 
(vgl.  Abschn.  VI,  Kap.  9)  gehört.  Jedoch  auch  in  der  Form  (3') 
eignen  sich  die  Gleichungen  recht  gut  zur  Lösung  der  hauptsäch- 
lichsten metrischen  Probleme,  die  die  reguläre  Astroide  betreffen. 
Nennt  man  die  Fläche  der  Kurve  S,  so  hat  man 

-jS==jy-dx=ll  sin^  (p  •  ( —  3  T)  cos^  cp  •  sin^  cp-  dcp 


==  31^  I  sin^ <p  •  cos^  (p  •  dcp  ==  3P  (  j  sin^  cp  -  dcp  —  /  sin^ cp  •  dcp\ 

0  00 

^7tl^  1-3  ^TtP 


2         2-4.6  32 

Also  ist  8  =  ~%l^y  welches  Resultat  leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist, 
indem  itV  gleich  der  Fläche  des  der  Astroide  umbeschriebenen 
Kreises  ist. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente  ist  —  infolge  von  Gl.  (2)  — 

^     I     y    __  7. 

cos  cp     "^  sin  cp  ' 

demnach  stellt  die  Gleichung 

X 


'       oc\a  m 


sm  Cp     '     COS  9 

die  zu  der  vorigen  senkrechte  Tangente  dar;  durch  Elimination  von 
cp  erhält  man  die  Gleichung: 

l\x'  —  yy  ^  2{x^  +  y^f-, 

demnach  ist  der  Ort  der  Scheitel  der  einer  regulären  Astroide  um- 
beschriebenen rechten  Winkel  eine  der  von  Plücker  betrachteten 
Kurven  sechster  Ordnung  (s.  die  vor.  Nr.). 

Bezeichnen  wir  mit  s  den  Astroidenbogen,  so  finden  wir  alsbald 

(f s  =  3  ?  sin  9  •  cos  9  •  (^9 , 

und  daher  s  ==  -—  gin^  99  +  Const 


1)  Dieselbe  findet  sich  in  einem  Briefe  von  Hermann  an  Leibniz  vom 
22.  Nov.  1715  {Leibniz  heransg.  v.  Gerhardt  lY,  1859,  S.  408);  vgl.  auch  den 
Brief  desselben  v.  6.  Jan,  1716  (a.  0.  S.  410). 

15* 
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Die  Gesamtlänge  der  regulären  Astroide  ist  das  Vierfache  des  erhaltenen 


7t 


Resultates^  wenn  wir  s  neimien  zwischen  9^  =  -^  i^i^d  ^  =  0,  also 
gleich.  6i,  und  wenn  wir  den  Bogen  von  dem  Punkte  ^  =  -—  zählen^ 
haben  wir  ^  =  ^  (^^1^,2^  _  ^^  _  _  £J  ^0^39.     .     ...     (6) 

Der  Krümmungradius  q  wird  gegeben  durch. 

^=-^  sin  29 (7) 

Eliminieren  wir  nun  g)  aus  (6)  und  (7)^  so  finden  wir 

p^  +  4s^=(i^y, (8) 

welches  also  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve  ist;  hieraus  läfst 
sich  von  neuem  ableiten^  dafs  die  Astroide  eine  Hypocykloide  ist. 

Bezeichnen  wir  schliefslich  mit  A  die  Oberfläche  und  mit  V  das 
Volumen,  welches  durch  vollständige  Rotation  der  Astroide  um  die 
eine  der  Zweispitzentangenten  entsteht,  so  erhalten  wir 


A  ==  A,7t     X'  ds  =  —  4:7t  j  l  cos^  ^  •  3?  sin  g)  •  cos  •  dcp 

=  —  \2itr  j  cos*  9)  •  sm^a^  =  — ^ —  =  -^  •  ^tcL. 

7t 

V  =  27t  j  x^ '  dy=&7tV  j  cos'^g)  •  sin^^?  •  dcp 

7t  7t 

=  bTtl'^yj  cos^cp'dcp  —  /  ooB^cpacpj  =     ^    =  -^  •  -^Ttt'' . 

Beachtet  man  nun,  dafs  AjtP  und  j7tP  die  Oberfläche  und  das 
Volumen  der  Kugel  sind,  die  den  der  Astroide  umbeschriebenen  Kreis 
als  gröfsten  Kreis  hat,  so  lassen  sich  diese  Resultate  leicht  aus- 
drücken^). 


1)  Die  geometrische  Darstellung  der  komplexen  Zahlen  und  ihrer  Funktionen 
führt  in  einem  Falle  zu  noch  allgemeineren  Kurven  als  die  Astroide  (Amstein, 
Un  exemple  de  representation  conforme^  Bull,  de  la  Soc.  vaudoise  des  Sc.  Nat. 
XV,  1878).     Betrachtet  man  nämlich  die  Funktion 

Setzt  man  %d  ==  u  -{-  iv  ^    z  =  Qe^^ ^   so  ergiebt  sich 

öß  =  —  ( 3  Q  cos  CO  -j ^  cos  3q3|,         y  =  --  i^Q  sin  co ^  sin  3  w  j  ■ 
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104.  Eine  bemerkenswerte  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der 
Astroide^  bei  welchem  wir  liier  verweilen  müssen,  verdankt  man 
Ameseder^). 

Gegeben  ein  centriscber  Kegelscbnitt  F  und  zwei  feste  Geraden. 
Die  Enyeloppe  aller  der  Geraden,  die  so  beschaffen  sind,  dafs  das 
zwischen  den  beiden  festen  Geraden  gelegene  Stück  gleich,  dem  parallel- 
laufenden Durchmesser  des  Kegelschnittes  F  wird,  ist  eine  Kurve,  die 
man  allgemeine  Astroide  nennen  kann,  weil,  wenn  J"  ein  Kreis 
ist,  sie  sich  auf  eine  gewöhnliche  schiefe  Astroide  reduziert.  Um  die 
Gleichung  derselben  zu  finden,  nehmen  wir  die  beiden  festen  Geraden 
zu  Koordinataxen,  und  nehmen 

ax^-\-2hxy  +  hy^  =  l (8) 

als  Gleichung  von  F,  und  als  Gleichung  der  einhüllenden  Geraden  in 
einer  beliebigen  Lage 

^+{  =  1 (9) 


u     '     v 


Die  Bedingungen  des  Problems  liefern  dann  die  Gleichung 


Yu'^  -\-  v^  —  2uv  cosa  =  2l/^  "•"__ 


•  2uv  cos  OC 


0 (11) 


■  2  7^^t^;  -\-hv^ 

oder  auch  aii^  —  2huv  -f-  hv^  =  4 (10) 

Um  nun  die  Gleichung  der  allgemeinen  Astroide  zu  erhalten,  mufs 
man  die  Enveloppe  der  Geraden  (9)  unter  der  Bedingung  (10)  suchen; 
durch  Anwendimg  bekannter  Regeln  findet  man,  dafs  es  genügt  it 
und  V  aus  (9),  (10)  und  der  folgenden  Gleichung  fortzuschaffen 

\  X  —  li      hv  —  hu 

I  ^  • —  V       au  —  hv 

Die  Elimination  vollzieht  sich  in  sehr  einfacher  Weise,  wenn  der 
Kegelschnitt  F  die  beiden  Koordinataxen  als  konjugierte  Durchmesser 
hat.     In  diesem  Falle,  h  =  0,  wird  die  Gleichung  (11)  zu 

a%i{x  —  u)  =  'bv{y  —  v)] (IV) 

Setzt  man  nun  q  =  Const.,  so  tat  man  die  parametrische  Darstellung  der  (ratio- 
nalen) Kurve,  um  die  es  sich  kier  handelt.  Im  Speziellen  für  ^  =  1  hat  man 
die  Gleichungen 

^  =  _(3^  cos  w  -f-  cos  3w)  =  COSTCO,         y  =  y(3sin  co  —  sin  3cö)  =  sin^co, 

2  2  ^ 

welche  der  regulären  Astroide  angehören  x    -\-  y    ^=  1 ;  für  q  ==  -j—  würde  man 

hingegen  die  Rodonee  (vgl.  Ahschn.  V,  Kap.  8)  mit  der  Polargleichung  haben 

3 

r  =  -—j-z  cos  2  i^ . 

1)  S.  d.  Artikel  Astroiden  (Archiv.  LXIV,  1879). 
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iiy 

Cöt;      UCJLL     ttUö      IC/)      öiUJ-L     CXgCMC-liUCli      Y  Y  CU  U      U    =-^    

SO  ergiebt  sicli 


setzt  man  in  diese  den  aus  (9)  sicli  ergebenden  Wert  v  ==     _ 


VT S      / 

—xy^j      und  ähnlicli      ^  =  ^ +1/|^^^^. 

Setzt  man  diese  Werte  in  (10)  ein,  nachdem  man  daselbst  h  =  0  ge- 
macht, so  findet  man  nach  einigen  Reduktionen 

]/^+]/6^=]/4       (12) 

als  Grleichung  der  allgemeinen  Astroide.  Wollen  wir  die  beiden  Fälle 
unterscheiden,  dafs  die  gegebene  Kurve  F  eine  Ellipse  oder  Hyperbel 
sei,  so  kann  man  (12)  folgendermafsen  schreiben 

&+  (!)■-  '■''■- m 

Die  so  dargestellten  Kurven  wurden  von  La  Gournerie,  da  sie 
reziprok  zu  den  harmonischen  Trinodalen  (Nr.  97)  sind,  trilaterales 
harmoniques  genannt^). 

Nehmen  wir  nun  die  Axen  zu  einander  rechtwinklig,  so  findet 
sich  obige  Gleichung  bei  der  Theorie  der  Kegelschnitte-,  betrachten 
wir  nämlich  die  Ellipse 

SO  zeigt  man  leicht,  dafs,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

m^  —  n^                     m^  —  n^ 
V  = 


? 


setzt,  dann  die  Gleichung 

(#+  ©*-/ 

die  Evolute  derselben  darstellt;  nehmen  wir  also  in  (12)  das  +  Zeichen, 
so  ist  die  entsprechende  Kurve  die  Evolute  derjenigen  Ellipse,  deren 

Halbaxen  bezw.  — g — j~^  ^  -^ — rg  sind.     Ahnliches  ergiebt  sich,  wenn 

et  —  0         et         0 

man  in  (12)  das  —Zeichen  nimmt.  Von  dem  besagten  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet  finden  sich  die  allgemeinen  Astroiden  in  Abhandlungen 
über  die  Normalen   der  Kegelschnitte^);   diese  Betrachtungsweise  er- 


1)  jRecherches  siir  les  surfaces  reglees  tetraedrales  symetriques  (Paris  1867) 
S.  116. 

2)  G.  Bauer,  Üher  Systeme  von  Curven  sechster  Ordnung^  auf  luelche  das 
Normalproblem  hei  Curven  ziveiter  Ordnung  führt  (Ber.  der  Akad.  d.  Wissensch. 
zu  München,  1878).     S.  Roberts,  On  the  sextic  curves  represented  hy 

All 

(Quart.  Journ.  XV,  1879). 


©  +  (-S)  + 1'>  - « 
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klärt    aucli    den    der  Kurve  (12')   für    den    Fall   a  =  h  von  Breton 
(de  Champ)  gegebenen  Namen  Developpee  equilatere^). 

105.  Die  reguläre  Astroide  liefert  den  Ursprung  für  eine  neue 
besondere  Kurve^  indem  man  ihre  Fufspunktkurve  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  der  Halbierungslinie  des  von  den  beiden  Zweispitzentangenten 
gebildeten  Winkels  betracbtet.  Ohne  von  der  Astroide  auszugehen, 
kann  man  diese  Kurve  offenbar  auch  definieren:  „Eine  Strecke  PQ 
von  der  Länge  2  a  bewegt  sich  mit  ihren  Endpunkten  auf  zwei  recht- 
winkligen Geraden  Ox  und  Oy]  von  einem  festen  Punkte  F  (Taf.  IX, 
Fig.  58)  der  Halbierungslinie  des  Winkels  xOy  werden  die  Lote  FM 
auf  die  verschiedenen  Lagen  der  Geraden  PQ  gefällt;  der  Ort  der 
Punkte  M  ist  dann  eine  Kurve,  die  wegen  der  Gestalt,  die  sie  in 
gewissen  Fällen  hat,  Skarabäe  oder  Käferkurve  heilst."  Um  sie 
bequem  darzustellen,  nehmen  wir  J^^  als  Pol,  OF  als  Polaraxe,  und 
bezeichnen  mit  c  die  Länge  von  OF,  Wir  ziehen  dann  OH  und 
FM  senkrecht  zu  P^  und  verbinden  0  mit  dem  Mittelpunkte  B 
von  PQ.  Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  mit  q  und  co  die  Polar- 
koordinaten von  Jf,   so  sehen  wir  leicht,   dafs  Winkel  B0II=2(D] 

PO 

und  da  OB  ==  —~-  =  a,  so  ist  0H=  a-cos2oT.     Anderseits  ist 

OJT=   0J^-COS03  +  Filf  =C.COS(D  +  Q 
^^^    ^^^^  ^  =  aC0s2(D  —  CCOS(D (13) 

die  Polargleichung  der  Käferkurve;  sie  ist  demnach  rational.  Gehen 
wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  erhalten  wir 

{x'  +  y')(ix'  +  y'  +  cxf  =  a\x^  —  y^,    .     .     .     (14) 

Sie  ist  demnach  von  der  sechsten  Ordnung.  F  ist  ein  vierfacher 
Punkt  der  Kurve;  Doppelpunkte  derselben  sind  die  Projektionen  des- 
selben auf  Ox  und  0^;  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  der  Ebene 
sind  Spitzen  der  Kurve,  wobei  die  unendlich  ferne  gerade  Tangente 
in  beiden  ist. 

Im  Spezialfälle  c  =  0  wird  (13)  zu  ^  =  acos2ca  und  stellt  dann 
eine  spezielle  liodonee  dar  (vgl.  Abschn.  V,  Kap.  8)  und  zwar  die 
vierblätterige  Rosenkurve,   auch  CoroUa  genannt^).     Setzt  man 

^^^  Q^==  a-  cos  2  03  ,  ^2  =  ^  *  ^^^  ^  y 

so  stellt  erstere  Gleichung  also  eine  CoroUa,  letztere  einen  Kreis  dar, 


1)  Demonstration  d\in  theoreme  sur  les  developpees  de  Vellixose  et  de 
hole  (Nouv.  Ann.  II,  1843,  S.  227). 

2)  Catalan,  Manuel  des  candidats  ä  VEcole  polytechniqiie  1.  (Paris  1857) 
S.  338. 

3)  Cf.  W.  J.  C.  Miller,  Solution  of  tJie  Question  3648  (Educ.  Times  XIX, 
1874,  S.  59—62);  M.  Simon  {Analytische  Geometrie^  Leipzig  1900,  S.  316)  nennt 
sie  vierblätteriges  Kleeblatt, 
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der  durch  den  Anfangspunkt  gelit  und  den  Durchmesser  c  hat,  und 
da  Gleichung  (13)  dann  giebt  ^  =  ^1+^2?  ^^  i^^  ^^  klar,  dafs  die 
Käferkurve  als  konckoidale  Kurve  (vgl.  Nr.  69)  einer  CoroUa  und 
eines  Kreises  angesehen  v^erden  kann. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir,  dafs  die  Käferkurve  zur  Fufspunkt- 
kurve  des  Anfangspunktes,  in  Bezug  auf  die  allgemeine  Astroide  mit 
der  Gleichuns:  1  1. 

©"+(1)'-» 

analog  ist.  Beachten  wir  dafs,  wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten 
sind,  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente  an  diese  Kurve  lautet, 

1       I  _!  -^^ 

3 


•©     '(!)• 


SO  erkennt  man,  dafs  die  Gleichung  jener  Fufspunktkurve  durch  Eli- 
mination von  X  und  y  aus  den  beiden  vorhergehenden  und  aus 
folgender  Gleichung  erhalten  wird 

^^^  ^^^  '^^^^'^    (X'^-\~Y')\a'X'+¥Y')r^a'b'X'Y\    .     .     .     (15) 

Die  so  dargestellte  Kurve  —  deren  Diskussion  wir  dem  Leser 
überlassen  —  wurde  von  Tortolini^)  betrachtet,  der  auch  ihre 
Rektifikation  mittelst  EUipsenbögen  ausführte. 


Drittes  Kapitel, 
Die  Watt'sclie  Kurve ^). 

106.  Der  Leser  möge  sich  der  zu  Anfang  von  Nr.  103  ge- 
gebenen Definition  der  olistoidalen  Orter  und  Hüllkurven  erinnern; 
dem  einfachsten  dort  betrachteten  Falle,  dafs  die  Leitkurven  gerad- 
linig seien,  folgt  naturgemäfs  der,  dafs  die  eine  eine  Gerade,  die  andere 
ein  Kreis  ist;  auch  dieser  Fall  wurde  schon  von  uns  betrachtet  in 
Nr.  84,  indem  dann  eine  symmetrische  Polyzomalkurve  vierter  Ord- 
nung entsteht.  Es  bietet  sich  nun,  dem  Grade  der  Schwierigkeit 
folgend,  der  Fall  dar,  dafs  beide  Leitlinien  Kreise  sind.     Dieser  Fall 


1)  ÄppUcazioni   dei  trascendenti   elliUici   cdla   qiiadratiira  di  •  alcune  ciirve 
sferiche  (Mem.  de  la  Soc.  Ital.  delle  Scienze  XXIV,  1850). 

2)  Viele  bibUograpMsche  Notizen  über  diese  Kurve  finden  sich  im  Inter- 
mediaire  IV,  1897,  S.  184. 
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hat  eine  grofse  praktische  Bedeutung^  indem  er  bei  der  üntersucliimg 
jener  bekannten^  1784  Yon  Jacob  Watt  erdachten  Vorrichtung  auftritt^ 
die  man  nach  ihm  das  Watt'sche  Parallelogramm  genannt  hat. 
Bei  dieser  Untersuchung  ist  insbesondere  die  Lösung  des  folgenden 
Ortproblems  erforderlich:  ^^Ein  Vierseit  ABCJD ,  dessen  Grundlinie  AD 
festliegt^  ist  in  allen  Ecken  gelenkig  gegliedert;  es  gilt,  den  Ort 
aller  Lagen,  die  ein  bestimmter  Punkt  M  der  gegenüberliegenden 
Seite  BC  annimmt,  zu  finden."  Wir  werden  diesen  Ort  die  Watt'- 
sche Kurve ^)  nennen;  andere,  um  ihre  Gestalt  anzudeuten,  nennen 
sie  Lemniskoide  (lemnisco'ide)  oder  Inflexionskurye  (courbe 
ä  longue  inflexion)^). 

Um  die  Watt'sche  Kurve  zu  zeichnen,  beschreibt  man  die  Kreise 
um  die  beiden  festen  Punkte  A  und  D  als  Centren  mit  den  Radien 
von  der  Länge  der  Seiten  AB  und  CB  (vgl.  Taf.  IX,  Fig.  59).  Man 
nehme  alsdann  den  Punkt  B  auf  dem  ersten  Kreise  beliebig  an  und 
beschreibe  mit  dem  Radius  an  Länge  gleich  der  Seite  BC  des  Gelenk- 
vierecks einen  Kreis;  dieser  schneidet  den  zweiten  (Direktrix-)  Kreis 
in  zwei  Punkten  C  und  C;  auf  jeder  der  beiden  Geraden  BC  und 
BC  giebt  es  einen  Punkt  M  der  Watt'schen  Kurve.  Durch  Variation 
von  B  erhält  man  unendlich  viele  derselben.  Es  ist  klar,  dafs  nicht 
immer  alle  Punkte  des  ersten  Kreises  zu  reellen  Punkten  der  Kurve 
führen;  um  das  brauchbare  Stück  desselben  zu  finden,  beschreibe  man 
um  den  Mittelpunkt  des  zweiten  Kreises  D  mit  den  Radien  BC+  ^^ 
zwei  Kreise;  diese  begrenzen  auf  dem  ersten  Kreise  zwei  Bogen,  welche 
den  besagten  Bezirk  ausmachen.  Dieselbe  Konstruktion  kann  man 
eventuell  in  Bezug  auf  den  zweiten  Kreis  wiederholen. 

Nichts  ist  leichter,  als  die  Normale,  und  demnach  auch  die  Tangente, 
in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Watt'schen  Kurve  anzugeben.  Ist 
nämlich  AB  CD  die  zugehörige  Lage  des  Gelenkvierecks,  so  ist  der 
Punkt  I,  in  welchem  sich  die  Geraden  AB  und  CD  schneiden,  das 
zugehörige  Centrum  der  augenblicklichen  Rotation;  IM  ist  daher  die 
Normale  zu  dem  Orte  des  erzeugenden  Punktes  M. 

Um  die  Gleichung  der  Watt'schen  Kurve  zu  finden,  nehmen  wir 
die  Gerade  AD  als  ^-Axe,  0  als  Anfangspunkt,  bezeichnen  mit  a^ 
und  a^  die  Abscissen  von  A  und  D,  mit  B^,  B^  die  Radien  der 
beiden  Leitkreise,  ferner  mit  l^  und  I^  die  Längen  BM  und  Jf  C,  und 
schliefslich  mit  co^,  co^,  g)  die  Winkel,  welche  die  Geraden  J__B,  CD,  BC 


1)  Ihre  Gleichung  scheint  zum  erstenmal  von  Prony  aufgestellt  zu  sein; 
s,  Koenigs  Legons  de  cinematique  (Paris  1897)  S.  262,  woselbst  als  Quelle  eine 
Arbeit  von  Häton  de  la  Goupilliere  zitiert  wird. 

2)  A.  J.  H.  Vincent,  Essai  ahme  theorie  du  parallelogramme  de  Watt 
(Mem.  de  la  Soc.  de  Lille  1836—37)  und  Note  sur  la  theorie  du  Parallelogramme 
de  Watt  (Nouv.  Ann.  YII,  1848). 
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mit  der  positiven  Richtung  der  x-Axe  bilden.     Aufserdem  setzen  wir 
der  Kürze  halber 

r^=.(x  —  a,y  +  tf,       r,  =  {x  —  a^)^  +  y\ 

und  daher 

{x-a,){x-a,)  +  f^^^+-^-^^=^^..     .     .     (1) 

Sind  nun  ^  und  ^  die  Koordinaten  von  Mj  so  erhält  man  leicht  die 
vier  Beziehungen 

B^  cos  ca^  -[-  l^  cos  C3  ==  x  —  a-^-^       M^  sin (d^  -f-  \  sin oa  =  ^ ; 

i?2  cos  (Dg  —  ?2  ^^^  ca  =  ;r  —  «2 ;       B^  sin  cog  —  \  sin  cd  =  y  . 

Durch   Elimination    von   cj^    aus    den    beiden    ersten  und   co^  aus  den 
beiden  letzten  erhält  man 

2(x  —  a^)l^  cos  CO  -[-  2y\  sin  ca  =  F^^  —  i?^^  -\-  \^, 

—  2(x  —  o^l<^  cos  CO  —  2y\  sin  ca  =  Fg  —  -^2^  4~  ^2^- 

Durch  Elimination  von  ro  aus  diesen  beiden  erhält  man  die  Kurven- 
gleichung.    Wenn  man  um  der  Kürze  wegen  setzt 

P  =  2(^  —  a,)?i  Q  =  2y\  E  =  r^  —  B^^  +  \^ 

P  =  -  2{x  -  a,)l,      q=-  2y\     K=  F,  —  B,'  +  1,', 

so  kann  das  Resultat  der  Elimination  in  einer  der  beiden  folgenden 
Formen  geschrieben  werden 

{PQ'  —  P'qy  =  {PR  —  P'py  +  {qb'  —  q'b)\  .   .  (2) 

(P2  _j-  ^2  „  j?2) .  (P'2  _|_  ^'2  _  j^'2)  _  ^pp^  +QQ'—  BBy.  (3) 

Aus*(2)  geht  hervor,  dafs  die  folgender  Gleichung  genügenden  Punkte 
Doppelpunkte  der  Watt'schen  Kurve  sind: 

P      Q      B 

P'     Q'    B' 

d.  h.  gemäfs  den  aufgestellten  Bezeichnungen 

,,  _  A  \{x  —  a^)     ,     (^  — ^i)'-^i'  +  ^i'  ^  A  (\\ 

Demnach  hat  die  Watt'sche  Kurve  drei  Doppelpunkte  auf  der  festen 
Seite  des  Grelenkvierseits.  Setzen  wir  in  (2)  für  die  P, — ^  B'  die 
Werte  ein,  so  findet  man: 

4.l,%\a,  -  a,)hf  =  {x[{kr,  +  kr,)  -  l,B,' ~  \B,'-  iMi  +  h)^ 

—  [a^l^r^  +  a,\r^  ~  2lJ^{aJ^  +  a^l^  —  a^l^B^""  —  a^\B,^^y 

+  ^^{Gir,+  ?,r,)  +  ?,^  +  Z2^-z,p,^-Z2P2l'-  •  (5) 

Da  diese  Gleichung  vom  6.  Grade,  so  folgt:  Die  Watt'sche  Kurve  ist 
von   der    sechsten  Ordnung.     Jeder   Kreis    schneidet   die  Kurve   nur 


0, 
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in  6  Punkten  von  nnendliclier  Entfernung;  folglich,  hat  die  Watf  sehe 
Kurve  die  beiden  cyklischen  Punkte  der  Ebene  als  dreifache  Punkte, 
ist  also  eine  tricirkulare  Kurve  sechster  Ordnung. 

Betracliten  wir  insbesondere  einen  beliebigen  der  durch,  die  Grlei- 

«^™g  i,r,  +  i,r,  =  Const. 

dargestellten  Kreise,  so  schneidet  jeder  die  Kurve  in  nur  vier,  im 
Endlichen  gelegenen  Punkten,  ist  daher  doppeltberührend  an  die 
Kurve  in  den  cyklischen  Punkten  der  Ebene;  wenn  man  im  beson- 
deren die  Konstante  gleich  —  ^  'J  IL^.jJiL  nixnmt,  so  erhält  man  den 
Kreis  mit  dem  Radius  Null 

(x  -  i^lAi^y  _|-  y2  _  0, 

sein  Mittelpunkt  F  ist  daher  ein  aufserordentlicher  Brennpunkt  der 
Kurve;  beachten  wir,  dafs 

OÄ==a,,       OD  =  a,,       OF  =  ^^\^^ , 

so  haben  wir  ^-^  ^^ 

FD        MG' 

F  ist  daher  derjenige  Punkt  der  Strecke  AB,  welcher  sie  im  Ver- 
hältnisse von  BM\  MG  teilt.  Setzen  wir  hingegen  in  (3)  für  P,  . . .,  E' 
ihre  Werte  ein,  so  erhält  man  für  die  Watt'sche  Kurve  folgende  sehr 
elegante  Gleichung. 

--aij,{t;+T,'+^;::^,'-b,'-b^)Y (6) 

Diese  ist  scheinbar  vom  8*®^  Grade,  in  Wirklichkeit  aber  vom  6*®^,  da 
in  beiden  Gliedern  der  Ausdruck  T^^F^^  auftritt.  Sie  zeigt,  dafs  alle 
Kreise  mit  der  Gleichung  F^  =  Const.  die  Watt'sche  Kurve  doppelt 
berühren;  insbesondere  stellt  die  Gleichung  F.^  =  0  einen  doppelt- 
berührenden Nullkreis  dar;  sein  Mittelpunkt  ist  also  ein  aufserordent- 
licher Brennpunkt.  Dasselbe  gilt  von  F^  =  0'^  daraus  ergiebt  sich: 
Auch  die  festen  Punkte  A  und  D  sind  aufserordentliche  Brenn- 
punkte der  Watt'schen  Kurve. 

107,  Da  die  Watt'sche  Kurve  von  der  sechsten  Ordnung  ist 
und  zwei  dreifache  und  drei  Doppelpunkte  hat,  so  ist  sie  vom  Ge- 
schlechte eins;  die  Koordinaten  ihrer  Punkte  lassen  sich  daher  ver- 
mittelst elliptischer  Funktionen  eines  Parameters  ausdrücken.  Eine 
sehr  geniale  Weise  zu  einer  derartigen  Darstellung  zu  gelangen  ist 
die  folgende   von  Darboux   erdachte  und  völlig  entwickelte^):   Man 


1)  De  Vemploi  des  fonctions  elliptiques  dans  la  theorie  du  quadrilaUre  plan 
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bezeichne  mit  a^  b,  c  die  Länge  der  Seiten  ÄB^  BC,  CID  des  Vier- 
seits;  mit  a^ß^y  die  Winkel,  die  sie  mit  der  festen  Geraden  AD 
bilden  und  mit  d  die  Länge  dieser  letzteren.  Projiziert  man  nnn  den 
Linienzug  ÄBCD  auf  die  Gerade  AD  und  dann  auf  die  Senkrechte 
dazu,  so  bekommt  man  folgende  beiden  Gleichungen: 

d-\-  a  cos  a~{-h  cos  ß  -{-  c  cos  ^  =  0 ,       a  sin  a  -f-  &  sin ß  -{-  c  siny  =  0^ 

oder  auch  d  -]-  ae-^^  ~\-  he-'^  -\-  ce-'^  =  0 . 

Man  setze  nun  x  =  e^ ^     y  ==  ^'^  ?     ^  =  <^'^ ? 

dann  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

ax  +  hy  +  c^-\-d  =  0,        ^  +  A  +  J  +  ^  =  0. 

Deuten  wir  nun  die  oOj  y,  0  als  kartesische  Koordinaten  eines  Punktes 
im  Räume,  so  stellen  diese  Gleichungen  die  Kurve  dritter  Ordnung 
dar,  in  welcher  die  Ebene  ax  ~{-  hy  -{-  C0  -\-  d  =  0  die  Fläche  dritter 

Ordnung 1 1-^ \-  d  ==  0    schneidet.      Jedem    Punkte    dieser 

Kurve  entspricht  eine  Lage  des  Gelenksystems,  d.  h.  ein  Punkt  der 
Watt'schen  Kurve.  Wenn  man  also  die  Koordinaten  jener  durch 
elliptische  Funktionen  ausdrückt,  erhält  man  dasselbe  für  die  hier 
betrachtete  Kurve. 

In  dem  bemerkenswerten  Spezialfälle,  in  welchem  AB  ==  CD 
und  M  der  Mittelpunkt  der  Strecke  JBC,  kann  man  die  Gleichung 
der  Watt'schen  Kurve  schneller  durch  folgendes  von  Catalan^)  an- 
gegebene Verfahren  erhalten.  Die  Mitte  von  AD  nennen  wir  0  und 
setzen  AD^2a,      AB=CD^h,       BC=2c', 

für  die  Existenz  eines  Viereckes  mit  diesen  Seiten  ist  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  \a -h\<c  <  a -\- h, 

und  wir  wollen  voraussetzen,  dafs  die  Konstanten  a^h^c  dieser  Be- 
dingung genügen.  Ziehen  wir  dann  (Taf.  IX,  Fig.  59  a)  die  Gerade 
MOy  ferner  durch  B  und  G  zu  ihr  die  Parallelen  und  durch  0  die 
Parallele  EF  zu  BC,  so  ist  das  Vierseit  BCFE  ein  Parallelogramm, 
und  wir  haben  BE^GF,  OE  ==  OF  ==  MB  =  MG.  Die  Drei- 
ecke OAE  und  ODE  sind  demnach  kongruent,  daher  ergeben  sich 
AE  und  DE  als  einander  gleich  und  die  Geraden,  denen  diese  beiden 
Seiten  angehören,  als  zu  einander  parallel.  Da  nun  in  den  Dreiecken 
ABE   und    GDF    die    entsprechenden    Seiten    einander    gleich    sind. 


(Comptes  rendus,  LXXXVIII,   1879   oder  Bullet,   des  Sciences  math.  IL  Ser.  III, 
1879).     Ygl.  Picciati,  La  funzione  di  Weierstrass  nella  cinematica  del  quadri- 
latero  articolato  (Atti  del'  Ist.  Veneto,  40.  1900—1901). 
1)  Sur  la  courle  de  Watt  (Mathesis  V,  1885). 
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SO  sind  diese  Dreiecke  kongruent;  im  speziellen  ist  ^  ÄEB  =  CFD-^ 
aber  diese  Winkel  sind  gleichzeitig  supplementär^  daher  sind  sie 
rechte  Winkel;  wenn  man  dann  DF  verlängert^  bis  es  031  in  G 
schneidet^  so  wird  auch  der  Winkel  ÖGD  ein  rechter  sein.  —  Nach- 
dem dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  mit  q^  cd  die  Polarkoordi- 
naten von  M  in  Bezug  auf  0  als  Pol  und  ÄD  als  Axe.     Dann  ist 


jr2  /i  777  2  /7  7^2  7^  XI 2 


^2_  0M'=  CF'  =  CD'  -  DF'=¥  -  FB-, 
anderseits  ist      FB  ==  GB  —  GF  =  a  sin  co  —  GF"^ 

FG'==  ÖF^-~  ÖG'=MC^-~  Ö^'  =  c^- a^cos^cD, 
Demnach  ist     ^2  _  j,2  __  |^  sin(D— Vc^—  a^cos^^}^ 
oder  auch    ^^,  _  ^^  _  j2  _j_  ^2)2  _|_  4^2(^2  __  j,2)  ^^^^2  ^  _  q       .      .     (7) 

die  Polar- Gleichung  dieser  Watt'schen  Kurve.  Die  entsprechende  kar- 
tesische  Gleichung  lautet: 

{x^  +  y') {x' -\-y'  —  a'-~h'  +  c'f  -{-^a'y' {x^  +  ^2  _  j2)  _  q .     (8) 

Diese  Kurve  ist  demnach  symmetrisch  sowohl  in  Bezug  auf  die 
Gerade  AB  als  auch  in  Bezug  auf  deren  Mittelsenkrechte.  Die 
Gleichung  (8)  läfst  auch  deutlich  erkennen,  dafs  die  cyklischen  Punkte 
dreifache  Punkte  sind;  die  zugehörigen  Tangenten  sind  ^  +  ^^  =  0, 
^ -j- i^  z= -j- a;  daher  sind  0,A^B  aufserordentliche  Brennpunkte 
der  Kurve.     Sie  hat  aufserdem  als  Doppelpunkte  den   Anfangspunkt 

und  die  Punkte  (+l/<^^+^^  —  <^^7  O);  sind  diese  reell,  so  sind  sie 
isolierte  Punkte,  während  der  Anfangspunkt  ein  Knoten  oder  ein 
isolierter  Punkt  ist,  jenachdem  a-\-c^h.  Im  ersten  Falle  besteht 
die  Watt'sche  Kurve  aus  zwei  Blättern,  die  durch  diesen  Punkt,  der 
ein  Inflexionsknoten  ist,  zu  einem  Zuge  verbunden  sind;  alsdann  ist 
der  Name  Lemniskoide  berechtigt.  Im  andern  Falle  haben  wir  zwei 
auseinander  liegende  Züge  von  birnförmiger  Gestalt,  die  um  so  mehr 
abgeplattet  erscheint,  je  kleiner  c  ist,  dagegen  zugespitzt,  je  mehr  c 
sich  dem  Werte  a  —  h  nähert  (s.  Fig.  596). 

Bemerkenswert    ist    der  Fall    c  =  a;    die   Gleichung  (2)    zerfällt 
dann  in  die  beiden  folgenden 

X^-^y^  =  l\        (x^  +  y^  {f  +  y^  —  V)  +  4:a^y^  =  0 , 

die  erste  von  diesen  stellt  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  und 
dem  Radius  1)  dar,  während  die  zweite  eine  Booth'sche  Lemniskate 
darstellt  (vgl.  Nr.  65);  wenn  man  überdies  noch  h  ==  a]/2  annimmt, 
so  reduziert  sich  letztere  auf  eine  BernouUi'sche  Lemniskate  (Nr.  93). 
108.  Über  die  Theorie  der  Watt'schen  Kurve  wurde  helles  Licht 
verbreitet,  als  man  eine  Verallgemeinerung  derselben  betrachtete,  die 
entsteht  —  im  übrigen  unter  denselben  Bedingungen,  wie  sie  zu  An- 
fang dieses  Kapitel  angegeben  sind  —  wenn  man  den  Ort  eines  Punktes 
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M  untersuclit^  der  unveränderlicli  mit  der  Seite  BC  des  Gelenk- 
yierecks  verbunden  ist,  aber  niclit  auf  dieser  Seite  liegt.  Nim  hat 
S.  Roberts  bewiesen^),  dafs  dieser  Ort  —  der  von  den  Engländern 
tbe  tbree-bar  cnrve  genannt  wurde  —  ebenfalls  eine  tricirkulare 
Kurve  secbster  Ordnung  ist,  die  zu  aufserordentlicben  Brennpunkten 
die  Punkte  Ä  und  B  bat,  sowie  einen  dritten  Punkt  F^  derartig,  dafs 
die  beiden  Dreiecke  AJDF  und  BCM  ähnlich  sind;  in  Bezug  auf 
diese  drei  Punkte  verhält  sich  die  Kurve  in  ganz  gleicher  Weise; 
daher  ist  sie  im  ganzen  dreier  Erzeugungsweisen  vermittelst  eines 
Gelenkvierecks  fähig.  Sie  hat  drei  Doppelpunkte  auf  dem  dem  Dreiecke 
ABF  umbeschriebenen  Kreise,  ist  daher,  wie  die  Watt'sche  Kurve, 
eine  tricirkulare  sechster  Ordnung  vom  Geschlechte  eins,  hängt  jedoch 
von  einer  Konstanten  mehr  ab.  Je  nach  den  Werten  der  Konstanten 
nimmt  sie  verschiedene  Gestalten  an^). 

Die  Watt'sche  Kurve  und  ihre  Verallgemeinerung,  die  Koppel- 
kurve —  so  könnte  man  sie  deutsch  nennen  — ,  haben  für  einige 
Zweige  der  angewandten  Mathematik  eine  grofse  Wichtigkeit;  daher 
finden  sich  gründliche  Untersuchungen  derselben  in  moderneren  Be- 
arbeitungen der  Kinematik^);  daselbst  wird  der  Leser  genauere  De- 
tails über  diesen  Gegenstand  finden^). 
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Die  Nepliroide  und  die  Atriphtaloide. 
Andere  Kurven  sechster  nnd  achter  Ordnung. 

109.  Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  a 
sowie  ein  Punkt  Ä  seiner  Peripherie  (Taf.  IX,  Fig.  60);  man  ziehe 
durch  Ä  eine  beliebige  Sehne  AB  und  verbinde  deren  Endpunkt  mit 
dem  Mittelpunkte  0,  dann  trage  man  auf  dieser  Verbindungslinie  (nach 
beiden  Seiten)  das  Stück  BP  =  BA  ab;  der  Ort  des  Punktes  P  ist 
die  Nephroide  oder  Nierenkurve  von  Freeth^). 


1)  S.  die  wichtige  Abhandlung  On  three-dar  motion  in  plane  Space  (Proc. 
of  the  Lond.  math.  Soc.  YII,  1876)  und  als  Kommentar  die  beiden  Ton  Cayley, 
On  three-har  motion  und  On  the  hictirsal  sextic  (Daselbst,  oder  Coli.  math.  Papers, 
IX,  S.  551  u.  581). 

2)  S.  die  Figuren  158  und  159  in  Carr,  Synopsis  of  elementar y  results  in 
pure  and  applied  mathematics  Bd.  I,  Teil  II  (London  1886). 

3)  Aufser  Koenigs  a.  a.  0.  S.  246 — 62  s.  auch  Burmester,  Lehrbuch  der 
Kinematik  I.  (Leipzig  1888)  S.  294. 

4)  Eine  andere  Kurve  sechster  Ordn.  von  ähnlicher  Definition  ist  der  Ort  der 
Ecke  C  eines  Yierseits  ABCD^  von  welchem  die  Ecke  Ä  und  die  Halbierungs- 
linie des  Winkels  BAD  fest  ist.     S.  Journ.  de  math.  spec.  4.  Ser.  V,  1896,  S.  61. 

5)  S.  die  Abhandlung  Freeth's  Nephroid  in  den  Proc.  of  the  Lond.  math. 
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Nimmt  man   OÄ  als  Polaraxe  und   0  als  Pol^    so   ist  ersiclitlicli 
AB  =  2lQsm-^]  daher  ist  die  Polargleichung  der  fraglichen  Kurve 

Q  =  a -]- 2  a  suxy' 0) 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über^  so  wird  diese 

(^2  _|_  ^2)  (^2  _|_  y2__  ^^2^2  __  4^2(^^2  _^  ^2_„  2^^)^  =  0  .       .        (2) 

Die  Nephroide  ist  demnach  eine  Kurve  sechster  Ordnung  mit  Ä  als 
dreifachem  und  0  als  Doppelpunkt-,  Doppelpunkte  sind  ferner  die 
Kreispunkte  der  Ebene,  und  die  unendlich  ferne  Gerade  ist  Tangente 
an  die  Kurve  sowohl  in  dem  einen^  wie  in  dem  andern;  ebenso  sind 
die  Verbindungslinien  von  0  mit  den  beiden  Kreispunkten  Doppel- 
tangenten. —  Die  vom  Radius  vector  eines  Punktes  der  Kurve  während 
einer  vollständigen  Drehung  beschriebene  Fläche  wird  gemessen  durch 

27t  27t 

f~Q^-dm  =  ^f(3a'—2a'coscD  +  Aa'8mf\äco=3'7ta'  +  2(2ay-, 
b  ü 

ist  also  gleich  dem  Dreifachen  des  gegebenen  Kreises  vermehrt  um 
das  Doppelte  des  Quadrates  über  dem  Durchmesser  dieses  Kreises. 

Das  Interesse,  welches   die  Nephroide  bietet,    scheint  sich  aus- 
schliefslich  auf  ihre  Anwendung  für  die  Konstruktion  der  regelmäfsigen 

Vielecke    mit    der   Seitenzahl    7  •  (2^'  +1)  zu   konzentrieren,    voraus- 

gesetzt,  dafs  2^ /v, eine  Primzahl  ist.  Um  ihre  derartige  Anwendung 
klar  zu  legen,  bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt  des  Radius  OA  mit  jF, 
errichten  in  diesem  Punkte  die  Senkrechte,  und  nennen  P'  den  Schnitt 
derselben  mit  dem  äufseren  Bogen  der  Nephroide;  B'  sei  der  Schnitt 
von  OP'  mit  dem  gegebenen  Kreise.  Wird  nun  die  Sehne  AB'  ge- 
zogen, so  entstehen  die  beiden  gleichschenkligen  Dreiecke  OAB'  und 
AB'P\  Mit  q)  bezeichnen  wir  den  Winkel  B'OA  und  die  gemeinsame 
Gröfse  der  Winkel  OAB'  und  OB'A  mit  i^.  Dann  ist  (p-{-2^  =  7t. 
Da  nun  auch  Dreieck  B'OA  gleichschenklig  ist,  so  hat  man 

^  P'AB'  =  BTA  =  cp~~^. 

Beachten  wir  schliefslich,  dafs  OB'A  Aufsenwinkel  des  Dreiecks  B'AP\ 
so  finden  wir  il)=^2{cp  —  i/;).  Aus  den  beiden  zwischen  cp  und  il)  be- 
stehenden Beziehungen  ergiebt  sich 

Dies  beweist,  dafs  wenn  die  Nephroide  gezeichnet  vorliegt,  man  mit 
Zirkel  und  Lineal  den  ganzen  Umfang  des  Kreises  in  sieben  gleiche 

Soc.  X,  1879.  —  Früher  war  der  Name  „nephroid"  von  R.  Proctor  zur  Be- 
zeichnung der  zweispitzigen  Epicykloide  angewendet  worden  {A  treatise  on  the 
cycloid  and  all  formes  of  cycloidal  curves,  London  1878,  S.  79). 
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Teile   teilen  kann;    ähnlich  läfst   sich   auch   die   Teilimg   derselben  in 
21  und  35  Teile  ausführen,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs 


1     1/1  l^ 

21  T  l ¥  "~~  ~ij  ^  35 


1   1/1        l^ 

35'  2"  [j         iy 

Noch  allgemeiner:  Bekanntlich  kann  man  mit  Zirkel  und  Lineal  einen 

Kreis  in  2^  -|-  1  gleiche  Teile  teilen^  wenn  diese  Zahl  eine  Primzahl 
ist,  und  wenn  man  beachtet,  dafs  es  immer  zwei  ganze  Zahlen  a^  ß 
giebt,  derart  dafs 


7(22'%l)  7  22^'+ 1^ 

SO  ergiebt  sich  daraus  —  wie  oben  angegeben  —  dafs  die  Nephroide 
zur  Teilung  des  Kreises  in  7(2^  +  l)   gleiche  Teile  führt. 

110.  Auf  eine  andere  Gruppe  yon  Kurven  sechster  Ordnung  traf 
Dr.  Haughton  im  Verlaufe  seiner  Untersuchungen  über  die  Gestalt 
der  Oberfläche  des  Meeres;  er  gab  ihnen  den  Namen  atriphtotha- 
lassic  curves  (von  atQiitroq^  ohne  Reibung,  und  d'dlaööa^  Meer  ab- 
geleitet). Unter  diesen  tritt  besonders  jene  hervor,  die  in  Polar- 
koordinaten durch  die  Gleichung 

q\q  —  h)  -t-  -^  =  0 (3) 

wiedergegeben  wird,  nämlich  die  Atriphtaloide,  die  von  Townsend 
untersucht  wurde ^)  und  für  welche  G.  de  Longchamps  die  Tangente 
konstruiert  hat^).  Indem  die  Atriphtaloide  in  kartesischen  Koordinaten 
durch  die  Gleichung 

{x'-\-i/yx^  =  {}ix'—¥y (4) 

dargestellt  wird,  so  ist  sie  symmetrisch  zu  den  beiden  Koordinataxen.  — 
Die  Gleichung  (3)  ist  dritten  Grades  in  q  und  hat  1  oder  3  reelle 
Wurzeln,  jenachdem 

sm'03^ ^, 

Wenn  4A^  —  ^Ik^  >  0  angenommen  wird/ so  kann  man  durch  0  zwei 

Gerade  ziehen,  die  mit   Ox  einen  Winkel  bilden,  dessen  Sinus  gleich 

3       27  Jc^ 

ist;  alsdann  schneidet  jede  durch  0  gezogene  Gerade 


±y^ 


innerhalb  des  von  jenen  beiden  gebildeten  Winkels  die  Kurve  in  sechs 
Punkten,  jede  Gerade  aufserhalb  desselben  in  zweien.  In  diesem 
Falle    besteht    die    Kurve    aus    zwei    unendlichen    Zweigen    und    zwei 


1)  On  the  atripMcäoid  and  atriphtalid  of  Dr.  Haughton  (Ed.  Times  XXXVII, 
1882)  und  On  the  geometrical  properties  of  the  atriphtaloid  (Proc.  of  the  R.  Irish 
Academy  1882). 

2)  Construction  de  la  tangente  ä  V atriphtaloide  (Journ.  de  math.  spec.  4.  Ser. 
XVII,  1893). 
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Oyalen  (s.  Taf.  IX,  Fig.  61).  Wenn  hingegen  4:¥  —  21¥=0,  so 
werden  die  beiden  Ovale  unendlicli  klein,  d.  h.  sie  werden  durch,  zwei 
isolierte  Punkte  vertreten.  Wenn  endlich  4/^^  —  27Ä;^<0,  so  besteht 
die  Kurve  nur  aus  zwei  Serpentinen. 

Welches  auch  die  relative  Grröfse  der  Konstanten  h  und  Ti  sein 
möge,  die  Kurve  hat  die  cyklischen  Punkte  der  Ebene  als  Doppel- 
punkte; da  die  zugehörenden  Tangenten  die  Gleichung  haben 

h 
so  sieht  man,  dafs  die  beiden  Punkte  ^  =  +  ^ ;  y  =  0  aufserordent- 

liehe  Brennpunkte  der  Kurve  sind,  und  dafs  demnach,  wenn  man  Iv 
variiert,  die  Gleichung  (4)  oo^  Atriphtaloiden  darstellt,  welche  diese 
Brennpunkte  gemeinsam  haben,  —  Die  Kulminationspunkte  haben 
als  Äbscissen  die  Wurzeln  der  Gleichung 

wo  die  oberen  und  ebenso  die  unteren  Vorzeichen  zusammengehören. 
Da  jede  dieser  Gleichungen  eine  reelle  Wurzel  hat,  so  giebt  es  auch 
zwei  reelle  Doppelt  an  genten  parallel  zur  ^-Axe.  Aufser  den  Kreis- 
punkten hat  die  Atriphtaloide  im  Unendlichen  noch  einen  Doppel- 
punkt; es  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  der  ?/-Axe;  diese  Axe  ist  die 
zugehörige  Tangente,  und  da  sie  die  Kurve  anderswo  nicht  trifft,  so 
bietet  diese  im  Unendlichen  eine  höhere  Singularität  dar. 

111.  Während  die  Atriphtaloide  ihre  Entstehung  einer  Frage  aus 
der  mathematischen  Physik  verdankt,  entstand  aus  astronomischen 
Fragen  eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung,  die  wir  nunmehr  er- 
wähnen müssen. 

Die  Formel,  welche  die  Zeitgleichung  E  in  Funktionen  der  wahren 
Länge  cp  angiebt,  hat  man  in  folgender  Form  aufgestellt: 

E  =  —  462sin(^  — a)  — 593sin29)  — 3sin2(9  —  a) -\-  13sin499, 

wo  a  die  Länge  des  Aphels  ist.  Indem  man  die  beiden  Glieder  ver- 
nachlässigt und 

IE  231     .  231  . 

2593=^^        593^^^^  =  ^^       ^  ^^^  ^  =  ^ 

setzt,  Avird  diese 

Q  z==  a-  cos  cp  —  &  •  sin  9?  —  sin  90  •  cos  (p.      ...     (5) 

Interpretieren  wir  q  und  cp  als  Polarkoordinaten,  so  stellt  diese  Glei- 
chung eine  rationale  Kurve  dar,  die  von  E.  de  Jonquieres  unter- 
sucht wurde  ^);  sie  ist  die  erste  der  oben  erwähnten  Kurven  sechster 
Ordnung.     In  kartesischen  Koordinaten  hat  sie  die  Gleichung 

(^x^ -\- y^)ix^ '\- y'^ -~  ax -{-hyY' ==  x'^y^,       ...     (6) 

1)  Note  relative  ä  ime  courhe  du  sixieme  ordre  qtii  se  presente  en  astronomie 
(Ann.  di  Matern.  I,  1858). 

Xioria,  Ebene  Kurven,  16 
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Demnachi  ist  der  Anfang  ein  vierfaclier  Punkt  mit  paarweise  zusammen- 
fallenden Tangenten;  Doppelpunkte  derselben  sind  die  Punkte  Ä(a,  0) 
und  B  (Oy  —  h) ;  Spitzen  die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene^  indem  die 
unendlich  ferne  Gerade  gemeinsame  Tangente  derselben  ist.  Von  pro- 
jektivischem  Standpunkte  aus  unterscheidet  sich,  daher  diese  Kurve  nicht 
von  der  Käferkurve;  de  Jonquieres  zeigte ^  wie  man  sie  vermittelst 
projektiver  Büschel  von  Kurven  niederer  Ordnung  erzeugen  könne. 

Ahnlichen  Ursprung  hat  eine  Kurve  achter  Ordnung  jüngeren 
Datums^).  Die  Aufgabe^  die  Bahn  eines  Kometen  aus  drei  Beobach- 
tungen zu  bestimmen,  führt  zur  Untersuchung  folgender  Gleichung 

^  -  ^  =  3  ; (7) 

(1 --20cosi/;  +  22)2 

wo  m  und  ijj  aus  der  Beobachtung  hervorgehende  Konstanten  sind, 
und  0  die  Unbekannte.     Setzt  man  nun  x  =  ^  —  cos  ^  und 

my  =  m  —  cos  i^  —  x , (8) 

so  wird  Gleichung  (7)  ^ 

y  = y; (9) 

(cc2+sin2i/))2 

infolgedessen  ist  die  Aufgabe,  ^  zu  finden,  zurückgeführt  auf  die,  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  (8)  mit  der  Kurve  (9)  zu  finden.  Gl.  (9) 
kann  geschrieben  werden  als 

y^(x^  ~j-  sin^i^)^  =  1. 

Die  Hilfskurve  ist  von  der  achten  Ordnung  und  symmetrisch  zu  den 
beiden  Koordinataxen.  Als  Kulminationspunkte  hat  sie  die  Punkte 
(0,  +  sin~^t/;)  und  als  Wendepunkte  die  vier  reellen  Punkte  mit  der 
Abscisse  +  i^i^^-  ^^^  unendlich  ferne  Punkt  von  Oy  ist  ein  sechs- 
facher, und  der  unendlich  ferne  von  Ox  ein  Doppelpunkt.  —  Setzen 

wir   im   speziellen    i/;  =  — ,  so  wird  (9)  zu 

1 
y  = y; 

(1  +  xy 

die  eine  Kurve  darstellt,  die  vor  längerer  Zeit  von  Binet^)  zu  ähn- 
lichen Zwecken  verwendet  worden  ist. 

112.     Zu  einer  anderen  Kurve  sechster  Ordnung  gelangte  L.  Bur- 
mester  bei  der  Untersuchung  über  die  Schatten  der  Schraubenflächen ^); 

.  (        1        ]l 

1)  Mrs.  W.  H.  Young  (Miss  Grace  Chisholm),  On  the  curve  y=^  l  — ^n — ^— ^—  }  '^ 

and  its  connection  with  an  astronomical  prohlem  (Monthly  Notices  of  the  E.  Astr. 
Soc,  March.  1897). 

2)  Memoire  siir  Ja  determination  des  orhites  des  planetes  et  des  cometes  (Journ. 
de  TEc.  polyt.  20.  Heft,  1831). 

3)L.  Burmester,  Kinematisch- geometrische  ConstruMionen  der  Parallel- 
protection  der  Schrauhenflächen  und  insbesondere  des  Schattens  derselben  (Zeit- 
schrift f.  Math.  XYin,  1873)  S.  198. 
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sie  wird  in  der  Ebene  auf  folgende  Weise  konstruiert:  ^,Es  seien  zwei 
Kreise  F  und  z/  gegeben^  die  0  zum  gemeinsamen  Mittelpunkt  und 
c  und  d  als  Radien  haben  (s.  Taf.  X^  Fig.  63a);  in  ihrer  Ebene  sei 
ferner  ein  fester  Punkt  G  gegeben;  man  ziehe  durch  0  eine  beliebige 
Gerade,  welche  die  Peripherie  der  gegebenen  Kreise  bezw.  in  C  und  D 
schneidet;  man  verbinde  C  mit  G  und  bestimme  auf  der  Verbindungs- 
linie die  beiden  Punkte  P,  die  von  D  einen  gegebenen  Abstand  haben; 
der  Ort  der  Punkte  P  ist  eine  Kurve,  die  aus  zwei  Ovalen  besteht, 
von  denen  das  eine  innerhalb  des  anderen  liegt,  und  die  wegen  ihrer 
Gestalt  Kranioide  (von  %QdvLov^  Schädel)  heifst^).  Um  ihre  Glei- 
chung zu  finden,  nehmen  wir  0  als  Anfang  und  OG  als  y-Axe.  Die 
Strecke  OG  nennen  wir  ^;  die  konstante  Länge  von  DP  l  und  cp  den 
Winkel,  den  der  bewegliche  Radius  ÖGD  mit  der  x-Axe  bildet;  die 
Koordinaten  von  C  werden  dann  sein  (ccos^,  csin^)),  die  von  D 
(dcosifj  dsinq)).  Die  Gleichungen  der  Geraden  CG^  und  des  Kreises 
mit  dem  Centrum  D  und  dem  Radius  l  werden  also  sein: 

x{g  —  c  sin  9)  -{-  cy  cos  cp  =  cg .  cos  (p , 

bezw.  x^  -\-  y^  —  2 dx  cos (p  —  2 dy  Bmcp  -\-  d^  =  P ] 

wir  schreiben  diese  folgendermafsen: 

(g  —  ij)  cos  cp  -}- X  sin  cp  =  ^ , 

,          .               x'^ -\- 1)'^  A- d"^  —  l'^ 
X'QOSip  -\-  y  sm.cp  = ^971 "  ^ 

daraus  können  wir  ableiten 

[gy  —  ^2  +  y^)  cos  cp  = ^ 


c  2d  ^ 

{gy  —  3?  +  2/')  sin 9  =  —  ^  -I ^^^ (.9  —  2/); 

durch  Quadrieren  und  Addieren  ergiebt  sich: 

Vgy  -  (^^  +  f)-f  =  9'^'  if^  -  «i!+ö^^) 

+  ^^^^^tl!+i!z:il\^2  +  ^._2^t/  +  /)    .    (10) 

als  Gleichung  der  Kranioide;  sie  zeigt,  dafs  die  Kurve  in  der  That 
von  der  sechsten  Ordnung  ist,  wie  oben  angedeutet:  Burmester  hat 
nicht  nur  zwei  mechanische  Konstruktionen  derselben  angegeben, 
sondern  auch  zwei  verschiedene  Weisen,  in  jedem  Punkte  die  Normale 
und  demnach  auch  die  Tangente  anzugeben^). 

Ohne  uns  mit  der  Wiedergabe  derselben  aufzuhalten,  wollen  wir 
lieber  einen  bemerkenswerten  Spezialfall  der  Kranioide  anführen,  auf 
welchen  zu  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  Poncelet  stiefs,  als  er  sich 


1)  L.  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik^  Bd.  I  (Leipzig  1888)  S.  78. 

2)  Daselbst  S.  79  ff. 
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mit  ganz  analogen  Fragen  bescliäftigte^  wie  diejenigen^  denen  obige 
Kurve  ihren  Ursprung  verdankt^).  Dieser  Fall  entspricht  der  Voraus- 
setzung^ dafs  d  und  demnach,  auch  l  unendlich  grofs  seien.  Die  oben 
angegebene  Konstruktion  wird  dann  zu  folgender:  ^^Gegeben  ein  Kreis 
mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  c  und  ein  Punkt  G  seiner 
Ebene;  man  ziehe  in  diesem  Kreise  einen  beliebigen  Radius  OC  (Taf.  X, 
Fig.  63&)  dann  die  Gerade  GG  und  errichte  in  0  die  Senkrechte  zu  OC^ 
diese  beiden  Geraden  schneiden  sich  in  einem  Punkte  P  der  frag- 
lichen Kurve."  Um  deren  Gleichung  zu  finden,  könnte  man  auf  einen 
Grenzübergang  zurückgreifen,  der  auf  die  Gleichung  der  Kranioide 
angewendet  wird,  aber  es  ist  viel  leichter,  sie  direkt  zu  begründen. 
Behalten  wir  nämlich  die  vorigen  Bezeichnungen  sämtlich  bei,  so  er- 
kennt man,   dafs  die  Gleichungen  der  Geraden  GC  und   OF  sind: 

X  -{-  y  'igcp  =  0  j       x{g  —  c  sin cp)  +  cy  cos  cp  =  gc  cos  cp  .  .  (11) 
Durch  Elimination  von  cp  ergiebt  sich 

g'^x^ix^  -|-  if)  =  c^igy  —  ^^  —  y^y (12) 

als  Gleichung  der  gesuchten  Kurve;  diese  ist  demnach  eine  Kurve 
vierter  Ordnung,  die  im  Anfangspunkt  einen  Berührungsknoten  und 
G  als  Doppelpunkt  hat.  Wir  bemerken  ferner,  dafs  aus  der  Glei- 
chung (11)  sich  ergiebt 

^  ^  gc  siny  cos  gp  n  =  —  _1£_C£^_  QßN 

g  sin  cp  —  c'         ^  g  ^m  cp  — ■  c  ^      '      '      '      ^^ 

womit  es  sich  bestätigt,  dafs  die  Kurve  rational  ist.  In  dem  Falle,  dals 
G  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  angehört  (ß  =  c),  fällt  die  er- 
haltene Kurve  mit  einer  Strophoide  zusammen.  Im  allgemeinen  bemerkte 
Poncelet^):  „cette  courbe  du  quatrieme  degre  que  nous  avions  baptisee 
dans  la  salle  no.  6  du  nom  de  capricorne;  courbe  remarquable  ä 
plus  dW  titre  par  sa  forme  symetrique  elegante  meme,  et  douee  de 
nombreuses  proprietes  geometriques  jusqu'ici  encore  peu  etudiee;  etc." 
Indem  man  sich  diesem  vernünftigen  Vorschlage  des  grofsen  französi- 
schen Geometers  angeschlossen  hat,  ist  die  fragliche  Kurve  vierter 
Ordnung  Capricornoide  genannt  worden ^) ;  sie  kann  mechanisch 
erzeugt,  und  ihre  Tangenten  können  nach  der  Roberval'schen  Methode 
bestimmt  werden. 


1)  Application  de  la  methode  de  Eoherval  au  trace  des  tangentes  aux  courhes 
de  contour  apparent  et  de  Separation  d^omhre  et  de  lumiere  dans  Vespace  de  la 
vis  ä  fdets  triangulaires.  {Application  d'analyse  et  de  geometrie  etc.  I,  Paris 
1864,  S.  447  ff.) 

2)  A.  a.  0.   S.  460. 

3)  Burmester,  Kinematik  I.  S.  81. 
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Fünftes  Kapitel. 

Das  Trifoliiim  pratense  und  die  Cornoide. 

113.  Die  Frage  Nr.  539  der  Nouvelles  Annales  de  Mathematiques 
lautet:  „trouver  une  courbe  qui  represente  les  trois  folioles  du  tri- 
folium  pratense."  Gelöst  wurde  diese  von  H.  Brocard^)  in  folgen- 
der Weise:  Wir  denken  uns  eine  geschlossene  Kurve  F^  konvex  und 
symmetrisch,  in  Bezug  auf  eine  Axe,  die  auf  dieser  Axe  eine  Spitze 
hat  und  diese  Axe  senkrecht  in  0  durchschneidet.  0  nehmen  wir 
nun  als  Pol  und  diese  Symmetrieaxe  als  Polaraxe  und,  ohne  die 
Radienvectoren  der  einzelnen  Punkte  zu  verändern,  verdreifachen  wir 
die  Argumente  derselben.  Dann  verwandelt  sich  F  in  eine  aus  drei 
gleichen  und  in  Bezug  auf  eine  Axe  symmetrischen  Blättern  be- 
stehende Kurve,  jedes  mit  einer  Spitze.  Jede  Kurve  jf  von  der  an- 
gegebenen Art  führt  demnach  zu  einer  Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Als  Kurve  F  kann  z.  B.  die  Kardioide  dienen,  die  in  Polar- 
koordinaten r  und  %i  die  Gleichung  hat: 

r  ^^^  a{l  —  cos  u) ; 

da  diese  ihre  Spitze  im  Pole  hat  und  die  Polaraxe  senkrecht  im 
Punkte  u  ==  Ttj  r  ==  2a  schneidet,  so  ist  es  nötig  eine  Koordinaten- 
verschiebung vorzunehmen,  derart,  dafs  dieser  Punkt  der  neue  Pol 
wird.  Sind  nun  q  und  co  die  neuen  Koordinaten  des  Punktes  (r,  u)^ 
so  bestehen  die  Beziehungen 

r     Q     2a 

sin  (o         sin  %i         sin  {u  —  co) 

In  den  Koordinaten  q  und  ca  wird  daher  die  Kardioide  folgender- 
mafsen  wiedergegeben 

a^(Q^  —  4taQCo^c3  -\-4:a^)  =  (q^  —  Sa^Gosm -\-2a^y . 

Verwandeln  wir  nun  m  in  3cl),  so  erhalten  wir 

a^{Q^  —  4a^cos3ca-l-4a^)  ==  (q^  —  3a^cos3ca -f- 2a^)^ 

als  Polargleichung  unseres  Trifolium  pratense.  Seine  kartesische 
Gleichung  ist  infolgedessen 

Aus  derselben  kann  man  entnehmen,  dafs  die  zugehörige  Kurve  drei 
Symmetrieaxen  hat,  die  miteinander  die  Winkel  —  bilden  und  drei 
Spitzen,  die  von  dem  „Blattstiele^^  den  Abstand  2a  haben. 


1)  Nouv,  Ann.  3.  Ser.  IV,  1894,  S.  58*, 
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Eine  andere  Kurve  sechster  Ordnung^  die  betrachtet  und  schon 
benannt  wurde,  wenn  ancli  nicht  von  Grund  aus  untersucht,  ist  von 
folgender  Entstehungsweise:  ,,Gegeben  ein  Kreis  mit  dem  Radius  r 
und  dem  Centrum  0  (Taf.  IX,  Fig.  62)  und  darin  zwei  zueinander 
senkrechte  Durchmesser  ÄÄ'  und  BB\  Es  sei  MM'  eine  beliebige 
zum  Durcbmesser  AA'  parallele  Sehne;  von  M'  aus  fälle  man  das 
Lot  n  auf  die  Gerade  nij  welche  in  M  den  gegebenen  Kreis  berührt; 
der  Ort  der  Fufspunkte  N  dieses  Lotes  ist  die  fragliche  Kurve."  Um 
die  analytische  Darstellung  dieses  Ortes  zu  finden,  nehmen  wir  AA' 
und  BB'  als  Koordinataxen;  die  Koordinaten  von  M  werden  dann 
sein  r-cos^),  r-sin^)  und  die  von  M'  — r-cosg),  r  sing)  (wo  cp  den 
Winkel  MOA  bedeutet).     Die  Tangente  m  wird  demnach  dargestellt 

^^^^^  ^  cos  9  +  ^  sin  g?  —  r  =  0 , 

und  die  Senkrechte  n  durch 

X  sm(p  -\~  y  cosg)  -|-  r  sin  2g)  =  0; 
lösen  wir  diese  nach  x  und  y  auf,  so  erhalten  wir 

X  =  r  cos  (p  —  r  sin  g)  •  sin  2  g) ,     y  =  r  ^mcp  -\-  r  cos  g)  •  sin  2  g) ; 
oder,  wenn  man  will: 

X  =  r  cos  g)  (1  —  2  sin^  g)) ,  y  =  r  sin  g)  (1  -j-  2  cos^  9)  •  •  •    (1) 

Dies  ist  die  bequemste  Art,  die  Kurve  darzustellen;  führt  man 
hingegen  an  Stelle  des  Parameters  cp  die  Gröfse  t  =  ^^\^^  ein,  so 
erhält  man  x  und  y  als  rationale  gebrochene  Punktion  vom  6**^^  Grade 
dargestellt;  daraus  folgt  wie  schon  angegeben,  dafs  die  Kurve  von 
der  sechsten  Ordnung  und  rational  ist.  Man  ersieht  ferner,  dafs  sie 
symmetrisch  sowohl  in  Bezug  auf  AA'  als  auch  BB'  ist.  Auf  der 
ersten  dieser  beiden  Geraden  hat  sie  zwei  Berührungsknoten  C  und  C\ 
aufserdem  geht  die  Kurve  durch  die  Punkte  B  und  B\  Da  aus  den 
Gleichungen  (1)  folgt,  dafs 

x^  -\-  y^  ■==^1  -\~  sin^2g), 
so  liegen  alle  reellen  Punkte  der  Kurve  in  dem  Kreisringe,  dessen 
Mittelpunkt  0  und  dessen  Radien  r  und  ^1/2  sind;  u.  s.  w.  —  Die 
Kurve  kann  auch  geometrisch  erforscht  werden,  indem  man  sie  als 
besonderen  Fall  derjenigen  Kurven  betrachtet,  die  durch  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  rationale  Kurve  vierter  Klasse  erzeugt  werden,  deren 
Tangenten  sich  projektivisch  entsprechen. 

A.  Sanchez,  der  es  für  angebracht  hielt,  dieser  Kurve  ein  be- 
sonderes Werkchen  zu  widmen^),  sah  ihre  Gestalt  als  einem  Hörne 
ähnlich  an,  indem  er  nur  den  vierten  Teil  derselben,  nämlich  den 
Bogen,  der  in  A  beginnt  und  über  G  und  JD  gehend  in  B  endigt, 
betrachtete,  und  belegte  sie  daher  mit  dem  Namen  Cornoide.     Aus 


1)  La  cornoide  (San  Salvador,  Central  America,  1895). 
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dem  Gesagten  geht  jedoch  hervor,  dafs,  weim  dieser  in  der  Geometrie 
festen  Fufs  fassen  soll,  es  ratsam  wäre,  der  Kurve  einen  Namen  zu 
geben,  welcher  ihrer  wirklichen  Form  besser  entspricht. 

Eine  grofse  Reihe  anderer  spezieller  Kurven  höherer  als  vierter 
Ordnung  werden  wir  im  folgenden  Abschnitte  besprechen,  weil  wir  sie 
dort  nicht  vom  Gesichtspunkte  ihrer  Ordnung,  sondern  von  anderen 
allgemeinen  Gesichtspunkten  betrachten.  So  gehört  z.  B.  die  Kurve 
sechster  Ordnung,  welche  in  tripolaren  Koordinaten  die  Gleichung 

hat,  zu  den  allgemeinen  Cassinoiden  (Nr.  162);  die  Kurve  achter 
Ordnung  mit  der  tripolaren  Gleichung 

zu  den  Polyzomalkurven  (Nr.  138)  u.  s.  w.  Bemerkenswert  ist  noch 
der  Umstand,  dafs  Kurven  siebenter  Ordnung  in  diesem  Abschnitte 
gar  nicht,  sowie  im  folgenden  kaum  auftreten. 
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114.  Die  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen, 
die,  wie  wir  gesehen  haben,  bei  der  Untersuchung  der  spirischen 
Linien  (Nr.  64),  der  Pascal'schen  Schnecke  (Nr.  71)  und  der  regu- 
lären Astroiden  (Nr.  104)  auftritt,  und  die  uns  noch  zu  vielen  be- 
merkenswerten speziellen  Kurven  geleiten  wird  (Abschn.  V,  Kap.  15), 
führt  auch  zur  Betrachtung  einer  Kurvenfamilie,  deren  erster  Spröfs- 
ling  eine  interessante  Kurve  neunter  Ordnung  ist ;  es  ist  die  letzte 
Kurvenfamilie,  die  in  diesem  Abschnitte  ihren  Platz  findet. 

Man  erinnere  sich,  dafs  man  den  Namen  „lemniskatische  Funk- 
tionen" den  elliptischen  Funktionen,  welche  den  Modulus  i  haben, 
gegeben  hat.     Setzt  man  daher 

.=  r^ii=, (1) 

0 

so  wird  X  ==  Sflii  die  erste  der  lemniskatischen  Funktionen  sein,  und 
Cnu=yi  —  x^j  dnu='\/l-\-  x^  die  beiden  anderen.  Aus  (1)  er- 
giebt  sich:  x 
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oder  anch^  wenn  ii,  =  rj  gesetzt  wird 


r    ch 


^^t  —  , -, 


dri 


0 

daraus  folgt  ix  ==  SU  {in)  j 

das  heilst  Sft  {iu)  =  isnii\ 

infolgedessen  cn{iii)-=-   dn%i\ (2) 

dli(iu)  =  dnn) 

Die  erstere  zeigt^  dafs  wenn  man  setzt 

X  -\-  iy  =-  sn  (m  +  ^^^)^^  j (3) 

sein  wird  y  -\-  ix  =  sn  {mi  -[-  n)ii'^ (4) 

daher  werden  die  Kurven^  die  aus  der  geometrischen  Darstellung  der 

Funktion  SH  {ni -{- ni)ii  sich  nicht  unterscheiden  —  es  sei  denn  durch 
ihre  Lage  in  Bezug  auf  die  Axen  —  von  denjenigen,  die  aus  der 
Funktion  SH{fni  ■-{-n)it  in  analoger  Weise  heryorgehen.  Die  durch 
Gleichung  (3)  dargestellten  Kurven  sind  es  nun,  die,  vorausgesetzt, 
dafs  n  und  m  ganze,  relativ  prime  Zahlen  sind,  die  oben  genannte 
Kurvenfamilie  bilden^). 

Wenn  man  in  Gleichung  (3)  it  in  — it  verwandelt,  so  wechseln 
x  und  y  nur  ihr  Vorzeichen,  und  demnach  sind  diese  Kurven  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  der  Koordinaten;  dieser  ist 
für  alle  ein  Wendepunkt. 

Im  einfachsten  Falle,  m  =  7i  ==  1  erhält  man,  wenn  der  Kürze 
wegen  Sflu  =  l  gesetzt  wird, 

X  -\-  iif  =  ,     daher  ist    x  =^  tf  =    , : 

die  entsprechende  Kurve  ist  eine  Gerade. 

Um  den  nächstliegenden  Fall,  m  ==  1,  ^^  =  2,  zu  behandeln,  be- 
achten wir  zunächst,  dafs 

sn  ((1  ^i)^i)  =  ^,       cn  ((1  +  i)u)  =  ig|J, 


dn  ((1  +  %)u)  _  1  +  *^' 


■j/i— X* 

wenden  wir  nun  das  Additionstlieorem  an,  so  finden  wir 

welche  Gleichung  sich  in  die  beiden  anderen  trennt 

^"~  1-2X4+5X«?        y  ~  1  —  2X4+5X«'      •  •      •      W 

1)  W.  KrimiDhoff,    Vher  eine  neue  KttrvengatUmg,  loelche  aus  der  lemnis- 
Jcatischen  F^mUion  entspringt  (Dissertation,  Münster  1890). 
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Diese  stellen  eine  rationale  Kurve  Tg  von  der  nennten  Ordnung  dar; 
durch  Elimination  von  X  findet  man  die  Gleichung  von  Fg  als 

{^xAry){x^-^%fY-\-2y{^'f-\-\^^^  .  (6) 

Sie  beweist^  dafs  die  fragliche  Kurve  die  cjklischen  Punkte  der  Ebene 
als  vierfache  Punkte^  dagegen  den  unendlich  fernen  der  Geraden 
2a;  +  t/  =  0  als  einfachen  Punkt  hat-,   der  Parameter   dieses  Punktes 

4    / z. 

ist  Jl  =  oo^   der  jener  Punkte    y  j-^ty'-  y    (es   sind  diese  die  Wurzeln 

der  Gleichung  1  —  2  X^  ~\-  5  X^  =  0).  Da  die  Kurve  Fg  rational  ist, 
so  hat  sie  aufser  jenen  beiden  vierfachen  Punkten  noch  16  Doppel- 
punkte oder  Spitzen.  Um  die  zugehörigen  Parameter  zu  finden ,  be- 
achte man,  dafs  einem  Doppelpunkte  oder  einer  Spitze  zwei  ver- 
schiedene Werte  desselben  zukommen-,  nennen  wir  diese  X^  und  ylg;  so 
mufs  also  sein         ^^(l -[- 2^)  —  X^^ l^{l-\-2i)  —  l^'' 

1  — (1  +  2^)1^  1  — (l  +  2^')V^  ■ 

Diese  Gleichung  ist  teilbar  durch  X^  —  X^ ;  der  Quotient  zerfällt  in 
die  beiden  folgenden  reellen  Gleichungen 

(A,U,^  -  1)^  -  (X,2  +  X,y  -  AXMh'  +  h')  =  0, 

{i,n,'  +  \y  +  2k,K,{i,'  4-  X,')  =  0. 

Diese  Gleichungen  sind  algebraisch  lösbar  und  ergeben  4  reelle  und 
12  imaginäre  Lösungen;  Fg  hat  daher  4  reelle  Doppelpunkte  (s.  Taf.  X, 
Fig.  64).  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auf  transcendentem 
Wege;  man  erkennt  so,  dafs  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte  von 
Fg  mit  dem  Probleme  der  Pünfteilung  der  Lemniskate  äquivalent  ist. 

Nehmen  wir  nun  den  Fall  m  ==  1 ,  n=S,  so  erhalten  wir  eine 
Kurve,  die  nicht  rational  ist;  setzt  man  aber  m=2,  ^  =  3,  so  erhält  man 
auf  ähnliche  Weise  wie  oben  eine  rationale  Kurve  von  der  Ordnung  25^). 
Die  cyklischen  Punkte  sind  vielfache  Punkte  derselben  von  der  Ord- 
nung 12;  im  Unendlichen  hat  die  Kurve  auch  einen  reellen  Punkt,  aufser- 
dem  sind  von  den  144  Doppelpunkten  12  reell  (s.  Taf.  X,  Fig.  65)^). 
Diese  Hinweise  genügen,  um  zu  zeigen,  dafs  die  Theorie,  der 
lemniskatischen  Funktionen  eine  reiche  Quelle  höchst  bemerkenswerter 
rationaler  Kurven  ist. 


1)  W,  Krimphoff,  Neue  geometrische  Darstellung  der  lemnis'katisclwn 
Funktion  (Grelles  Journ.  CX,  1892). 

2)  Durch  Induktion  schliefst  man,  dafs  wenn  m  und  n  relative  Primzahlen  sind, 
die  eine  gerade,  die  andere  ungerade,  man  zu  einer  Kurve  von  der  Ordnung  {m-^nY 
gelangt,  die  im  Unendlichen  einen  einfachen  reellen  Punkt  hat,  und  für  welche 

die   Kreispunkte    vielfache   Punkte   von    der    Ordnung   -^ — ~ -^ —  - 

sind;  die  Kurve  hat  aufser  dem   j  ii_ZL — Il_jl  l    Doppelpunkte,   von 

,                  {m  -\-n  —  1)  (m  +  n  +  1)         ,,     .    , 
denen  nur  -^ — -^ ■ — -  reell  sind. 


Y.  Abschnitt. 

Spezielle  algebraisclie  Kurven  l)eliel)iger  Ordnung. 

Erstes  Kapitel. 
Emleitung. 

115.     Die    heutige    Geometrie    besitzt    aulser    der    grofsen    Zahl 
algebraischer  Kurven  von    bestimmter   Ordnung    noch    einen    grofsen 
Reichtum  an  Kurven  beliebiger  Ordnung^  die  jedoch  spezielle  Eigen- 
schaften besitzen ,  zu   denen  man  gelangt^  indem  man  von   den  ver- 
schiedensten Begriffen  ausgeht.     Zu  einigen   gelangt  man  durch  Ver- 
allgemeinerung der  Konstruktion  schon  bekannter  Kurven:  die  cissoi- 
dalen  Kurven  und   die   allgemeinen  Cissoiden  (Nr.  29)^   die  strophoi- 
dalen  Linien  und  allgemeinen  Strophoiden  (Nr.  41)^  die  konchoidalen 
Kurven  und  die  Konchoiden  mit  beliebiger  Basis  (Nr.  69)  können  als 
Beispiele    trefflicher   Ergebnisse    dienen,    zu    denen    ein    solcher  Ver- 
allgemeinerungsprozefs    führen  kann,    wenn   er   geschickt   angewendet 
wird.     Zu   anderen  kommt  man   durch  Verallgemeinerung   der  Glei- 
chung   einer  Kurve  ^):    so    erhält  man   durch  Verallgemeinerung   der 
Gleichung   des   kartesischen  Foliums   unzählig   viele  Kurven  verschie- 
dener  Ordnung  (Nr.  34);    in    ähnlicher   Weise    gelangt    man    zu    den 
Sternkardioiden  (Nr.  72)  und  den  Knoten  (Nr.  85);  wir  werden  in  den 
Kap.  2  bis  6    dieses    Abschnittes    sehen,    wie    derselbe  Weg    zu   den 
Parabeln  und  Hyperbeln  beliebiger  Ordnung  führt,  zu  den  Perlkurven^ 
den  triangulären  von  Lame,  und  den  Polyzomalkurven,  alles  Kurven, 
die  als  analytische  Verallgemeinerungen   der  Kegelschnitte   angesehen 
werden  können.     Jedoch  hat  diese  Methode,    eine    der    Gleichungen, 
durch  welche  die  Kurve  dargestellt  wird,  zu  verallgemeinern,  den  Übel- 
stand,  dafs   sie  unendlich  vieldeutig  ist,   da  die  Zahl  der  Arten,  auf 
welche  man   eine  Kurve  analytisch  darstellen  kann,  eine  unbegrenzte 
ist.     Daher  haben  einige   es   vorgezogen  die  Definition   der  Kurve 
zu  verallgemeinern,   indem   sie   sich  auf  einige  bemerkenswerte   geo- 
metrische Eigenschaften,  die  die  Kurve  besitzt,  beschränkten.    So  ent- 


1)  Zahlreiche  Anwendungen    dieser  Erzeugungs weise  finden   sich  in  J.  B, 
Caraccioli,  De  Uneis  curvis  liher  (Pisis,  MDCCXL). 
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standen  die  Kurven  von  Darboux  und  die  Equilateren  von  P.  Serret, 
die  wir  in  kurzem  (Kap.  7  dieses  Abschnittes)   als  thats'äcliliclie  geo- 
metrische Verallgemeinerungen  der  Kegelschnitte  kennen  lernen  werden. 
Andere  neue  Kurven  erhält  man,  wenn  man  die  Linien  aufsucht,  die 
vorher  aufgestellte  Eigenschaften   der   Gestalt  haben;   es  ist  dies   ein 
Begriff,  dem  namentlich  Auguste  Comte  eine  grofse  Bedeutung  ver- 
lieh, und  den  wir  schon  bei  der  Untersuchung  des  Trifolium  pratense 
(Nr.  113)  angewendet  gesehen  haben  und  der  uns  in  diesem  Abschnitte 
(Kap.  8 — 10)  als  Ausgangspunkt  der  Theorie  der  Rodoneen  begegnen 
wird,  sowie  der  geometrischen  Blätter,  der  orbiformen,  der  triangulären 
Kurven   von   Euler   und   der   Ovale.     Aufserordentlich   fruchtbar   für 
neue  und  wichtige  Kurven  waren  auch  das  verallgemeinerte  Delische 
Problem,    sowie    das    der  Teilung    eines  "Winkels    in    eine    bestimmte 
Anzahl    gleicher    Teile:    diese    führten    zu    den    Multiplikatrix-    und 
Mediatrix-Kurven  und  zu  der  ausgedehnten  Klasse  der  Sektrix-Kurven, 
deren  Untersuchung  dem  Kap.  11  und  12   dieses  Abschnittes  zufällt. 
Eine  andere    reiche   Quelle    neuer  Kurven    entspringt  aus   der  Lehre 
der  geometrischen  Transformationen;  wir  werden  uns  im  allgemeinen 
hier  nicht  mit  den  Kurven   aufhalten,    die  aus   der  Anwendung  be- 
kannter Transformationen    auf  schon  bekannte  Linien  entstehen,   da 
deren  Studium  im   grofsen  und  ganzen  weder   Schwierigkeiten  noch 
Interesse    bietet;    die    wichtigeren    von   ihnen   werden    wir   im    Ab- 
schnitt VII  behandeln;  wohl  aber  werden  wir  in  diesen  Abschnitt  die 
Betrachtung  derjenigen  Kurven  ein  schlief sen,  die  die  Eigentümlichkeit 
haben,  bei  gewissen  geometrischen  Transformationen  sich  selber  zu 
entsprechen.     Solche  Kurven  sind  die,  welche  ein  Centrum  oder  auch 
mehrere  Durchmesser  haben,  die  autopolaren  und  die  anallagmatischen 
Kurven,  von  denen  im  Kap.  13  und  14  die  Rede  sein  wird.     Die  geo- 
metrische Darstellung  komplexer  Gröfsen,  aus  der  wir  schon  in  Nr.  64, 
71,  103  und  114  Nutzen  gezogen  haben,    wird  uns    hier  zu  wich- 
tigen Klassen  von  Kurven  führen   (Kap.  15)   und  zu  anderen  (Kap. 
16 — 18)   die  Untersuchung  solcher  Kurven  —  einen  Spezialfall  der- 
selben   sahen   wir    schon    in  Nr.  20  von  Raffy  ausgeführt  —  deren 
Bogen  vermittelst  Transcendenten  von  vorher  bestimmter  Natur  aus- 
gedrückt werden  kann.     Schliefslich  sind  bei  der  Behandlung  physi- 
kalischer Fragen  Kurven   erdacht  worden  (Kap.  19),   mit  denen  wir 
zu  der  grofsen  Schar   der  physikalisch-mathematischen  Kurven  über- 
gehen (s.  Nr.  17). 

Bevor  wir  an  die  Entwickelung  des  in  den  vorigen  Zeilen  skizzierten 
Programms  herantreten,  bemerken  wir,  dafs  man  auch  zu  vielen  spe- 
ziellen Kurven  gelangt,  wenn  man  die  auf  gewisse  spezielle  Theorieen 
bezüglichen  Formeln  geometrisch  darstellt.  Zwei  Beispiele  einer  der- 
artigen Entstehung  bieten  uns  die  in  Nr.  111  definierten  Kurven. 
Eine  andere  Gruppe  von  viel  gröfserem  Werte  entspringt  der  Theorie 
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der  elliptischen  Funktionen.  Es  ist  bekannt^  dafs,  wenn  man  auf  eine 
derartige  Funktion  eine  Transformation  von  bestimmter  Ordnung  an- 
wendet^ zwischen  dem  Modulus  p  der  ursprünglichen  Funktion  und  dem 
Modulus  ([  der  transformierten  eine  algebraische  Beziehung  stattfindet; 
diese  stellt  nun^  wenn  man  p  und  g  als  kartesische  Koordinaten  eines 
Punktes  auslegt,  eine  Kurve  dar.  Eben  diese  Modular-Kurven 
wurden  in  den  einfacheren  Fällen  von  Cayley^)  betrachtet  und  in 
ihrer  ganzen  Allgemeinheit  von  H.  J,  S.  Smith^),  dem  es  gelang,  alle 
Plücker'schen  Charakteristiken  derselben  zu  bestimmen.  Weiteres  als 
diesen  Hinweis  auf  ein  Thema,  das  den  Analytiker  mehr  interessiert 
als  den  Greometer,  können  wir  hier  nicht  bieten. 

Erinnern  wir  uns  schliefslich,  dafs  unter  den  Kurven  gegebener 
Ordnung  die  vom  Greschlechte  Null  oder  die  rationalen  eine  besonders 
wichtige  Stelle  einnehmen;  die  Koordinaten  der  Punkte  einer  solchen 
Kurve  lassen  sich  immer  als  rationale  Funktionen  eines  Parameters  aus- 
drücken und  zwar  durch  ein  allgemeines  Verfahren,  welches  C leb  seh 
in  seiner  berühmten  Abhandlung^)  gelehrt  hat.  Aber,  auch  ohne 
gerade  auf  diese  zurückzugehen,  kann  man  in  gewissen  besonderen 
Fällen  denselben  Zweck  erreichen:  folgende  Beispiele  mögen  dieses 
zeigen^). 

Man  betrachte  die  Kurve  n^^^  Ordnung  F,  die  durch  folgende 
Gleichung  dargestellt  wird 


^fX^^y)--^, 


wo  f^  eine  binäre  Form  vom  Grade  r  in  x  und  y  ist.     Setzt  man 
SO  wird  die  vorige  Gleichung 

r==n 
r  =  0 

lösen  wir  diese  nach  x  auf  und   setzen  den  so    gefundenen  Wert  in 
y  =  tx  ein,  so  bekommen  wir  x  und  y  in  Funktionen  des  Parameters  t] 


1)  Ä  memoir  on  the  transformation  of  elliptic  functions  (Phil.  Trans.  CLXIV, 
1874).  S.  ancli  die  neuere  Abhandlung  On  the  transformation  of  elliptic  functions 
(Amer,  Journ.  IX,  1887),  woselbst  auch  die  multiplier-modular  ciirves  oder 
MM- cuvvGB  betrachtet  werden. 

2)  On  the  singiüarities  of  modiilar-equations  and  curves  (Proc.  of  tbe  Lond. 
matb.  Sog.  IX,  1878).  Ygl.  ancb  die  frühere  Memoire  sur  les  eqtiations  modu- 
laires  (Lincei  Mem.  3.  Ser.  I,  1877)  und  die  spätere  Memoir  on  the  theta-  and 
omegafunctions  (Collected  math.  Papers,  IL  Oxford  1894,  S.  415  fP.). 

3)  Ueher  diejenigen  Gurven,  deren  Goordinaten  rationale  Fmiktionen  eines 
Parameters  sind  (Grelles  Journ.  LXIV,  1865). 

4)  Hahn,  JEulers  Methode  der  Farameterdarstellung  algebraischer  Kurven 
(Progr.  Berlin,  1889). 
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die  so  erhaltenen  Ausdrücke   sind  im  allgemeinen  transzendent;  aber 

wenn  man  es   durcli  eine   geeignete  Änderung  des  Parameters  dahin 

bringen  kann^  dafs  sie  rational  werden ^  so  ist  dann  aucb  F  rational. 

Wenden  wir  dieses  RechnungSY  erfahren  an  auf  die  Kurve  ^) 


r  =  n 


SO  erhalten  wir  die  Gleichungen 


dagegen  bei  Anwendung  auf  die  Kurve 


bekommen  wir 


^"''-Zj[,)''n-r^"~''l 


1 


Nehmen  wir  ferner  die  Kurve  ^) 

Im  /2  'fm-2  '^^  ^  ? 

SO  erhalten  wir  die  folgenden  Formeln: 

bekanntlich  kann  man  nun  an  Stelle  von  t  einen  anderen  Parameter  r 
einführen  derart^  dafs  sowohl  t  wie  auch  ^T^  rationale  Punktionen 
von  r  werden;  infolgedessen  werden  auch  x  und  y  rationale  Punktionen 
von  T.     In  ähnlicher  Weise  erhält  man  bei  den  Gleichungen 

Im  ^/l  fmfm-2  +  12  Im -2  "^  ^ 

die  Pormeln 

m  —  2    /  /TT       I     T  /  m  9.  m    \  -^  m 


X  =  ■ 


[t,  +  yr,^-  T,) ,     2/  =  ^  (t,  +  i/T,^-  r,) , 


die   durch   andere   rationale  ersetzt  werden   können^    wenn  man   den 
Parameter  geeignet  wählt. 


1)  Gramer,  Introduction  etc.  S.  636. 

2)  Her  mite,  Cours  d'analyse  (I  Partie,  Paris  1873)  S.  242. 
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Zweites  Kapitel. 

Die  Parabeln  beliebiger  Ordnung. 

116,  Aus  der  Gleicliung  y^==pXj  welche  in  kartesischen  Ko- 
ordinaten eine  Parabel  darstellt^  ergeben  sich,  durch  Verallgemeinerung 
Kurven^  die  durch  die  Gleichung 

yn^^n~l,^ Q^^ 

dargestellt  werden^  wo  7^  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet:  es  sind 
die  Paraboloiden  oder  die  Parabeln  höherer  Ordnung,  recht- 
winklig oder  schiefwinklig  genannt,  jenachdem  die  Axen  recht- 
oder  schiefwinklig  sind.  Erdacht  und  untersucht  wurden  sie  von 
mehreren  berühmten  Geometern  in  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahr- 
hunderts. Die  bekannteste  Erwähnung  derselben  findet  sich  einem  Briefe, 
den  Descartes  am  13.  Juli  1638  schrieb^),  in  welchem  schon  Sätze 
über  den  Schwerpunkt  und  die  Volumina,  die  sie  durch  Rotation  er- 
zeugen, ausgesprochen  sind.  Wenig  späteren  Datums  ist  ein  vor  dem 
Jahre  1644  von  Fermat^)  an  Cavalieri,  durch  Vermittelung  von 
P.  Mersenne,  gerichtetes  Schreiben,  worin  ein  Ausdruck  für  die  Fläche 
eines  Parabelsegmentes  angegeben  ist,  sowie  für  das  von  ihr  durch 
Rotation  um  die  Axe  erzeugte  Volumen,  ebenso  die  Schwerpunkte 
jener  Fläche  und  dieses  Körpers.  Verbreitet  wurden  diese  wichtigen 
Resultate  von  P.'  Mersenne  durch  ihre  Wiedergabe  in  der  Prae- 
fatio  ad  mechanicam  seiner  Cogitata  physico-mathematica  (1644). 
Bemerkenswert  ist,  dafs  diese  Untersuchungen  Fermats  aus  einer  Zeit 
stammen,  die  beträchtlich  vor  1644  liegt.  In  einem  Briefe,  nämlich 
den  er  am  22.  September  1636  an  Roberval  richtete^),  wird  auf  die 
von   ihm   ausgeführte   Quadratur  hingewiesen,    im    speciellen   auf  die 

qjQ 

Parabel  —  =  Const.   „que  M.  Beaugrand  ....  appelle   parabole   so- 

lide^^;  in  der  Antwort  —  datiert  vom  11.  Oktober  1636  —  sagt 
Roberval,  dafs  er  den  Beweis  der  von  seinem  berühmten  Korrespon- 
denten entdeckten  Sätze  gefunden  habe"^).  Darauf  kündet  Fermat  — 
Brief  vom  4.  November  1636  —  die  Entdeckung  von  Sätzen  an^  die 
„le  centre  de  gravite  de  toutes  ces  nouvelles  figures^^  betreffen^). 
Und  auf  dieses  selbe  Thema  kommt  er  zurück  in  den  Briefen  an 
denselben  Roberval  vom  16.  Dezember  1636^)  und  an  Mersenne  vom 

10.  August  1638 '^)    und    dann   mit    aller   nur  wünschenswerten  Aus- 

1)  Oeuvres  de  Descartes;  ed.  Cousin,  VIII,  S.  429 — 30;  ed.  Adam  et  Tanneiy, 

11.  (Paris  1898)  S.  246. 

2)  Zuerst  veröffentlickt  in   den   Oeuvres  de  Fermat  (ed.  Tannery  u.  Henry) 
I,  S.  195—198. 

3)  Oeuvres  de  Fermat,  n,  S.  73.         4)  Das.  S.  81.         5)  Das.  S.  85. 
6)' Das,  S.  95,        7)  Das.  S.  165. 
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fülirliclikeit  in  der  berüTiinten  Arbeit^  die  handelt  De  aequationum 
localium  transmutatione  et  emendatione,  die  erst  1679  erschienen  ist^). 
Berücksiclitigen  wir  das  Datum  der  Veröffentlicliung,  so  würde  die 
Priorität  einiger  dieser  Resultate  in  erster  Linie  dem  Bonayentura 
Cavalieri  zukommen ^  der  sie  in  der  vierten  seiner  Exercitationes 
matJiematicae  (Bononiae  1647)  bekannt  gab;  in  zweiter  Linie  dem 
Stefano  degli  Angeli^  dem  Verfasser  einer  wicMigen  Arbeit  De 
infinitis  paraholis,  de  infinitisque  solidis  ex  variis  rotationihis  ipsarum  etc. 
(Venetiae  1654);  endlicb  dem  Wallis^  der  sich  in  seiner  Arith- 
metica  infinitorum  (Oxford,  1655)  und  dann  in  seinem  Lehrbuche 
über  die  Kegelschnitte  (1665)  eingehend  mit  den  höheren  Parabeln 
beschäftigt  hat.  Diese  Übereinstimmung  der  Resultate  verursachte 
bittere  Klagen  seitens  Cavalieri^)  und  einen  Briefwechsel  zwischen 
Wallis  und  Permat^);  das  richtige  scheint  uns  zu  sein,  auf  keiner 
von  beiden  Seiten  eine  ,,mala  fides^^  vorauszusetzen,  indem  man  sich 
nicht  zu  wundern  braucht,  wenn,  wie  wir  glauben,  weil  eben  jene 
Zeiten  sozusagen  reif  für  die  Untersuchung  der  höheren  Parabeln 
gewesen  sind,  sich  mehrere  an  die  Ausführung  derselben  gemacht 
haben. 

Es  möge  vermerkt  werden,  dafs  die  ersten,  die  sich  mit  den 
höheren  Parabeln  beschäftigten,  die  Gestalt  derselben  nicht  unter- 
suchten; sie  überliefsen  somit  Maclaurin^)  die  Bemerkung,  dafs  sie 
verschiedene  Gestalt  darbieten,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade 
ist;  im  ersten  Falle  ist  die  Kurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
^-Axe  und  hat  im  Anfange  mit  der  anderen  Axe  eine  Berührung  von 
der  Ordnung  n  —  1 ;  im  zweiten  Falle  ist  sie  symmetrisch  in  Bezug 
auf  den  Anfang  und  hat  daselbst  einen  Wendepunkt.  Es  soll  auch 
bemerkt  werden,  dafs  sich  die  ursprüngliche  Definition  der  Parabel 
leicht  noch  mehr  verallgemeinern  läfst,  indem  man  zuläfst,  dafs  der 
Exponent  n,  statt  ganzzahlig  und  positiv  zu  sein,  auch  einfach  rational 


1)  In  den  Varia  ojpera]  s.  auch  Oeiimes  de  Fermat^  I,  S.  255 — 285,  und  III, 
S.  216—37. 

2)  In  einem  Briefe,  den  er  unter  dem  17.  Okt.  1646  an  Rocca  schrieb, 
steht  nämlich:  „II  signor  Torricelli  ....  ha  dimostrata  anch'  egli  la  quadra- 
tura  delle  infinite  parabole  (come  le  Hanno  chiamate  in  Francia)  .  .  .  per  via 
diversissima ;  il  quäle  teorema  ella  sa  ch'io  lo  proposi  in  Francia,  sebbene  ora 
si  fanno  la  inventori  del  medesimo:  ma  io  cito  per  testimonia  il  P.  Mersennio 
al  quäle  lo  mandai,  ed  il  P.  Niceroni  che  vedendo  l'ultimo  problema  della  mia 
centuria  dove  io  lo  accenno,  disse  di  volerlo  proporre  colä,  siccome  lo  propose 
al  Beaugrand.  In  somma,  si  vede  in  loro  anche  in  questa  parte  una  emulazione 
grande  cogli  Italiani".  Gr.  Piola,,  Elogio  di  Bonaventura  Cavalieri  (Milano  1844) 
S.  55—56. 

3)  S.  das  Commercium  ejpistolicmn  de  quaestionihus  guihusdam  inter  J.  Wallis 
et  alios  vires  (Oxon.  1658)  und  den  III.  Bd.  der  Oeuvres  de.  Fermat. 

4)  A  treatise  of  algehra  (1748)  S.  317—18. 
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und  positiv  sei;  mit  anderem  Ausdruck:  es  läfst  sich  statt  der  Glei- 
chung (1)  auch  folgende  betrachten: 

ym-\-n  ^  pm  ,  r^n ^ (2) 

WO  m  relativ  prim  zu  n  ist.  Die  entsprechenden  Kurven  werden  in 
einer  Abhandlung  von  Kuntzen^)^  dem  bekannten  Lehrer  Kants^ 
mit  dem  Namen  parabolae  parametrales  bezeichnet.  Der  Anfang 
ist  ein  ^-f acher  Punkt^  und  der  unendlich  ferne  von  Ox  ein  m-facher; 
das  Geschlecht  der  Kurve  ist  immer  gleich  Null^  denn  aus  (2)  ergiebt 
sich  folgende  parametrische  Darstellung  derselben: 

X^rpXm^n^  y^pXn (J^ 

117.  Die  metrischen  Sätze  über  die  Parabeln  höherer  Ordnung 
sind  gröfstenteils  nur  Erweiterungen  von  Sätzen,  die  schon  seit  den 
Zeiten  des  Archimedes  über  die  Parabel  zweiter  Ordnung  bekannt 
sind,  und  können  mit  wenigen  Zeilen  Rechnung  aufgestellt  werden. 
Wir  werden  nun  diese  auf  Grund  der  Gleichung  (1)  beweisen,  ohne 
jedoch  vorauszusetzen,  dafs  n  —  was  wir  von  nun  an  den  Index  der 
Kurve  nennen  wollen  —  ganzzahlig  sei,  noch  auch,  dafs  der  Winkel 
der  Koordinataxen  a  ein  rechter  sei. 

Bezeichnen  wir  mit  St  die  Subtangente,   so   ergiebt  sich  aus  (1) 

c^  dx  ny'^  ^  _.N 

8t  =  x~y-^  =  x  —  — ^  =  x  —  nx  =  —  {n~-~V)x^^ 

demnach  genügt  es,  um  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  P 
der  Parabel  mit  dem  Index  n  zu  konstruieren,  auf  der  Abscissenaxe 
eine  Strecke  gleich  — {n  —  l)mal  der  Abscisse  abzutragen;  die  Ver- 
bindungslinie  ihres   Endpunktes   mit  P  liefert   die   Tangente^). 

Ist  F  die  Fläche  des  gemischtlinigen  Dreiecks,  das  zu  Seiten 
einen  vom  Anfang  gerechneten  Kurvenbogen  und  die  Koordinaten 
seines  Endpunktes  hat,  so  ist 


//»     n  —  1      1 
y '  dx  =  ^ma  \  p  ^  x'^'dx  = 


sin  a . 


n^l  p^—^ 


0  0  ^ 

Ist  nun   anderseits  T  die  Fläche   des   geradlinigen  Dreiecks,  welches 
dieselben  Ecken  wie  das  vorhin  beschriebene  gemischtlinige  hat,  so  ist 

1  ==  ~  Bin  a '  xy  ==  — sm  a , 

und  daher  jp  2^ 


1)  Theoremata  nova  de  paraholis  infinitis  eodem  parametro  et  circa  eandem 
axim  descripUs  (Acta  eruditorum  lips.  1737). 

2)  Wallis,  Opera  omnia  I.  (Oxon.  1695)  S.  351—353.  Vgl.  auch  den  L  Ab- 
schnitt der  Abhandlung  von  J.  Sobotka,  Zur  infinitesimalen  Geometrie  einiger 
Plancurven  (Prager  Ber.,  1898),  wo  auch  die  Konstruktion  des  Krümmungsmittel- 
punktes gegeben  wird, 
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eine  elegante  Beziehung  ^)  ^  die  für  n  ==  1   mit  einer  Entdeckung  des 
Arcliimedes  identisch  ist  (Quadratur  der  Parabel  prop.  24). 

Nehmen  wir  jetzt  c^  =  -—  und  nennen  V  das  durch  Rotation  des 

vorgenannten  krummlinigen  Dreiecks   um   Ox  erzeugte  Volumen^    so 
haben  wir 

r*  r    ?i!Lllll     A  2(w  — 1)     n-\^ 

V  =  7t  I  y^  •  dx  =  7t  I  p    ^     x""  'dx  ==  ^^^^ 


.-2 

0  0 


p 


Nun  wird  das  Volumen  U,  das  durch  Rotation  des  Rechtecks  mit 
den  Seiten  x  und  y  um  Ox  erzeugt  wird,  dargestellt  durch 

2(7^  —  1)     n  —  2 
ü==  X-7ty^  ==  7t'P       '^       X    '^      '^ 

infolgedessen  ist  2"  =^     '^ 

X]         7^  +  2 

eine  Beziehung,  die  einen  leicht  in  Worte  zu  kleidenden  Satz  aus- 
drückt^). Nennen  wir  g  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  eines  Seg- 
mentes, das  Yon  dem  Parabelbogen  und  einer  Parallelen  zur  y-Axe 
begrenzt  wird,  so  haben  wir 

X  X  .L.  X    n-\-l 

Cxy-äx           Cx{p^~'^x)^  '  dx          jx  ^    •  dx 
0 u_ 0  n-{-l 

^  ^^     X  X  J_  xX  ^2tl-|-l^ 

Jy  •  dx  J{p''~^xY  '  dx  fx""  •  dx 

0  0  0 

welches  Resultat  auch  für  schiefe  Axen  gültig  ist  und  für  n  ==  2 
schon  dem  Archimedes  bekannt  war  (s.  a.  a.  0.). 

Bezeichnen  wir  schliefslich  mit  s  den  Kurvenbogen,  so  haben  wir 

ds  =    ^__^  dx'Yp^'^''^  -f~  n^x^^~^  ; 
p 

ds  ist  also  durch  ein  binomisches  Differenzial  ausgedrückt,  das  durch 

einen  endlichen  Ausdruck  integrierbar  ist,  wenn  eine  der  Zahlen  ^    _^ , 

-— — -  +  -r  eine  ejanze  ist:    bezeichnet  man  daher  mit  v  eine   sanze 

2n  —  2     '     2  °  '  ^ 

il,  SO  hat  man 

oder  auch      ^-L^  +  i  =  ^; 

^=1  +  2^. 

so  sieht  man,  dafs,  wenn  ti  =  l-l ,  wo  nx  eine  beliebige  ganze 

Zahl  ist,   die  Parabel  mit  dem  Index  n  rettiflzierbar  ist;  yariiert 


Zahl,  so 

hat 

man 
1 

=  ^ 

t 

nrl 

2^  —  2 

schreibt 

man 

dieses 

so: 

n  = 

=  1 

+ 

1 

2^ 

1)  Wallis,  Opera  I,  S.  353.  2)  Ebendaselbst. 

Iioria,  Ebene  Kurven.  17 
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man  ^^  so  erhält  man  unzählig  viele  Kurven^  die  mit  dieser  Eigen- 
schaft versehen  sind. 

118.  Betrachten  wir  die  parametrale  Parabel^  welche  folgender 
parametrischen  Darstellung  (vgl.  Nr.  116)  fähig  ist: 

als  allgemeine  Gleichung  der  Tangente  kann  man  dami  folgende 
nehmen:  ^^  __  (^  _j_  n^X'^y  +  mpX^^''  =  0 ; 

die  Plückerschen  Koordinaten  einer  beliebigen  Tangente  sind  also 

^  n  m~{-n 

daher  ist  die  Tangentialgleichung  der  Kurve  von  folgender  Form: 

Da  diese  von  derselben  Gestalt  ist  wie  (2),  so  schliefsen  wir:  Jede 
Parabel  erweist  sich  als  gleich  ihrer  eigenen  Polarreziproken  in 
Bezug  auf  einen  passend  gewählten  Kreis  ^).  —  Eine  Parabel  mit 
ganzzahligem  Index  n  hat  als  Evolute  eine  rationale  Kurve  von  der 
Ordnung  3  (^  —  1) ,  während  die  Ordnung  der  Evolute  der  allge- 
meineren Kurve  (2)  durch  die  gröfsere  der  Zahlen  3  m  und  2m-{-n 
ausgedrückt  wird. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  eine  Parabel  mit  gebrochenem  Index^ 
z.  B.  die  durch  Gleichung  (2)  dargestellte^  so  hat  die  Normale  im 
Punkte  {Xj  y)  die  Gleichung: 

(m  +  9^)(X  — a;)2/^^+^~^  +  nf^{Y—y)x''-^  =0/     .     (5) 

wo  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind.  Ist  nun  umgekehrt  der 
Punkt  (X^  Y)  gegeben^  so  mufs  man^  um  die  von  ihm  an  die  Kurve 
gezogenen  Normalen  zu  finden^  diejenigen  Werte  von  x^  y  bestimmen^ 
welche  dieser  Gleichung  und  der  Gl.  (2)  genügen;  multiplizieren  wir 
nun  (5)  mit  y  und  berücksichtigen  (2)^  so  wird  diese 

{m  +  n){X  —  x)x-\-n{Y—y)y==0,      .     .     .     (5^ 

welche  (5)  ersetzen  kann.  Da  nun  diese  einen  Kegelschnitt  darstellt, 
der  durch  den  Anfang  geht,  und  da  der  Anfang  ein  n-f acher  Punkt 
der  betrachteten  Parabel  ist,  so  hat  man  die  Gründlagen  für  folgen- 
den Satz:  Durch  jeden  Punkt  P  der  Ehene  einer  Parabel  mit  dem 
Index  ^"—^  gehen  2m -}- n  Normalen  der  Kurve;  ihre  Fufspunkte 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  den  Anfang  und  den 
Punkt  P  seihst  geht^). 

Jede  Parabel  mit  ganzzahligem  oder  gebrochenem  Index  —  die  also 


1)  Genocchi  in  den  Nouv.  Ann.  XIII,  1854,  S.  132—36. 

2)  S.  Nouv.  Ann.,  Question  1131,  vorgelegt  von  Painvin   und  gelöst  in 
XIII.  (2.  Ser.)  1874. 
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durch  eine  der  Gleichungen  (1)^  (2)  dargestellt  werden  kann  —  ist  be- 
stimmt ^  wenn  aufser  den  Axen  der  Parameter  bekannt  ist.  Statt 
diese  Konstante  zu  geben^  kann  die  Kurve  auch  dadurch  bestimmt 
werden,  dafs  man  einen  Punkt  derselben  giebt;  sind  Xq^  y^  die  Ko- 
ordinaten desselben,  so  treten  an  Stelle  von  (1)  und  (2)  folgende 
Gleichungen 

©■=5-  •('-)'  ©""■=©"■■  •  •  (^■> 

Aus  der  ersteren  kann  man  eine  punktweise  Konstruktion  für  alle 
Parabeln  mit  ganzzahligem  Index  ableiten^).  Ist  nämlich  A  der  Punkt 
(^o;  2/o)  ^^d  sei  OB==yQj  BÄ  =  Xq  (s.  Taf.  X,  Fig.  66),  so  nehme 
man  die  Ordinate  OM  =  y  beliebig  an  und  ziehe  durch  M  die  Gerade 
m  parallel  zu  Ox-^  man  projiziere  A  von  0  aus  auf  m  in  P^^X-^^^y)] 
da  nun  0^  A^  P^  coUinear  sind,  so  ist 


Man  projiziere  nun  P^  rechtwinklig  in  A-^^  auf  die  durch  B  zu  Ox 
gezogene  Parallele  b  und  dann  A-^  von  0  aus  auf  m  in  P^{x^^y)'^ 
da  nun  auch  die  Punkte  0,  A^^  P^  coUinear  sind,  hat  man  ebenso 

3_  =  1-  . 

Operiert  man  in  ähnlicher  Weise  mit  Pg,  so  entstehen  die  Punkte 
■^2?  A  (^3?  y)  ^'  ®-  ^-  schliefslich  A-i;  B^{x^y  y)  und  es  bestehen  die 
Beziehungen 


Multipliziert  man  alle  diese  Gleichungen  mit  einander,   so  findet  man 

welches  beweist,  dafs  der  Punkt  Pn  der  durch  Gleichung  (!')  dar- 
gestellten Parabel  mit  dem  Index  n  angehört.  Variiert  man  die 
Ordinate  0M  =  y,  so  erhält  man  beliebig  viele  Punkte  der  frag- 
lichen Kurve.  Wir  können  noch  hinzufügen:  Wenn  man  A  recht- 
winklig auf  m  projiziert  in  P^,  dann  P^  von  0  aus  auf  &  in  A_^j 
dann  A^^  rechtwinklig  auf  m  in  P^^  u.  s.  w.,  so  erhält  man  die  Reihe 
der  Punkte 

Po(^0;  y)  ;       -^-1(^-1;  ^0)  ;       ^-l  (^-l.  ^) ^-n{^-nJ  ^o);       P-ni^-ny) 

und  die  Reihe  der  Gleichheiten 


^0 

y 

x_ 

-1 

y 

^-n  +  l 

y 

%' 

^-1 

2/0' 

X. 

-2 

X_ 

-n 

Vo 

■  1)  Vgl,  Peano,  Applicazioni  geometriehe  del  calcolo  infinitesimale  (Turin 
1887)  S.  74.  —  Die  im  Texte  angegebene  Konstruktion  setzt  rechtwinklige  Ko- 
ordinaten voraus;  mit  leicht  ersichtlichen  Modifikationen  kann  sie  jedoch  dem 
Falle  der  schiefen  Axen  angepafst  werden. 

17* 
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woraus  folgt 

^  ^  lir        oder  auch       i^\  =  (-^f  ^, 

infolgedessen  gehört  der  Punkt  P_^  der  Parabel  mit  dem  Index  — n 

an^  die  durch  die  Gleichung  ~  =  (-^\      dargestellt  wird. 

Die  oben  angeführte  Methode,  alle  Parabeln  mit  ganzzahligem 
Index  zu  konstruieren,  führt  uns  zur  Punktkonstruktion  aller  para- 
bolischen Kurven^),  d.  h.  aller  derjenigen  Kurven,  die  durch  eine 
Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden  können 


^  y^'    ^r~l 


^    Pr 

Konstruieren  wir  nämlich    alle  die  r  Parabeln,    die   durch   die   Glei- 
chungen ^r^^r-ly^^ 

dargestellt  sind,  so  hat  man 

r  =  l 

Derartige  Kurven  haben  eine  gewisse  Bedeutung  für  die  Analysis: 
In  erster  Linie,  weil  das  Problem  der  Auflösung  einer  algebraischen 
Gleichung  äquivalent  ist  mit  dem  der  Auffindung  der  Schnitte  einer 
parabolischen^  Kurve  mit  der  zugehörigen  Abscissenaxe;  man  hat  zu 
dem  Zwecke  auch  Instrumente  erfunden,  mittelst  derer  man  sie  in 
kontinuierlichem  Zuge  zeichnen  kann^).  In  zweiter  Linie,  weil  sie 
bei  der  näherungsweisen  Berechnung  der  ebenen  Flächen  auftreten; 
infolgedessen  hat  die  Flächenbestimmung  der  parabolischen  Kurven 
die  Veranlassung  auch  zu  neueren  wichtigen  Untersuchungen  gegeben^). 
Hervorragende  geometrische  Eigenschaften  treten  bei  diesen  Kurven 
nicht  auf,  wir  erachten  es  daher  für  nicht  angebracht,  uns  weiter  mit 
diesen  zu  befassen,  und  wollen  vielmehr  dieses  Kapitel  mit  der  Auf- 
zählung der  bemerkenswertesten  speziellen  Parabeln  schliefsen. 

119,     I.    Die  berühmteste   ist  unzweifelhaft   die  erste  der  rekti- 
fi.zierbaren  Parabeln,  auf  welche  wir  am  Schlüsse  von  Nr.  117  stiefsen; 


1)  Neutonis  Opuscula  mathematica  pJiüosopMca  et  philologica  I.  (Lausanne 
et  Genevae  1744)  S.  271 — 282,  woselbst  das  Problem  gelöst  wird:  „invenire 
lineam  curvani  generis  parabolici,  quae  per  data  quotcunque  puncta  transibit." 
Vgl.  auch  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  (Berlin  1833)   S.  260. 

2)  Segner,  Methodus  simplex  et  liniversalis  omnes  omnium  aequationum  ra~ 
dices  detegendi  (Nov.  Comment.  Petrop.  YII,  1761).  Rowning,  A  machine  for 
finding  the  roots  of  equations  (Phil.  Trans.  1770). 

3)  Schonte,  L'aire  des  parahoJes  d^ordre  superieur  (C.  R.  CXXII,  1896); 
Kortweg,  Sur  Je  theoreme  enonce  par  M.  P.  H.  Schoute  (Das.);  Manoury, 
Sw  la  note  de  M.  Schoute  (Das.). 
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sie  hat  als  Index  n  =  j  und  als  Grleicliung  y^  ==  px^.  Gewölinlicli 
wird  sie  semikubische  Parabel  genannt  nach  einem  Vorschlage  von 
Wallis;  sie  ist  die  älteste  rektifizierbare  algebraische  Kurve ^).  Dafs 
sie  rektifizierbar  sei,  wurde  schon  von  dem  Franzosen  Fermat  be- 
merkt^), von  dem  Engländer  NeiP)  und  von  dem  Holländer  Heuraet^); 
daher  rühren  auch  die  verschiedenen  Namen,  mit  welchen  diese  Kurve 
bezeichnet  wird^). 

Die  semikubische  Parabel  erfreut  sich  auch  deswegen  grofser 
Berühmtheit/  weil  sie  folgendes  mechanische  Problem  löst,  welches 
Leibniz  im  Verlaufe  seines  berühmten  Streites  mit  den  Cartesianern 
aufstellte:  „Eine  Linie  zu  finden,  so  beschaffen,  dafs  ein  sie  durch- 
laufender Punkt  sich  gleichförmig  bewegt,  indem  er  in  gleichen  Zeiten 
sich  um  gleiche  Strecken  dem  Horizonte  nähert."  Dieses  Problem 
wurde  alsbald  von  Huygens  gelöst^),  dessen  Lösung  von  Leibniz"^) 
kommentiert  wurde;  später  haben  sich  sowohl  Jakob^)  als  auch 
Johann  Bernoulli^)  mit  demselben  beschäftigt,  während  Mau- 
pertuis-*^^)  es  in  bemerkenswerter  Weise  verallgemeinerte.  Die  semi- 
kubische Parabel  führt  auch,  als  lösende  des  angeführten  Problems 
der  Mechanik  betrachtet,  den  Namen  isochrone  Kurve  oder  auch 
Curva  decensus  aequabilis.  —  Auch  bei  der  Theorie  der  Evoluten 
findet  sich  diese  Kurve;  wenn  man  nämlich  den  Ort  der  Krümmungs- 
mittelpunkte der  Parabel  y^  =  2px  sucht,  so   erhält  man  die  Kurve 

(x  —  pY  =  ^py^j  die   offenbar  eine  semikubische  Parabel  ist;  dieser 

Umstand  wurde  von  Huygens  benutzt,  um  die  Rektifizierbarkeit  dieser 


1)  S.  A.  Christensen,  The  first  determination  of  tJie  length  of  a  ciirve  {Bibl. 
matJi.  1887). 

2)  S.  d.  Abb.  De  lineamm  curvarum  cum  lineis  rectis  comparatione  (Oeuvres 
de  Fermat,  I,  S.  211—253,  und  III,  S.  181—215). 

3)  Die  Entdeckung  Neils  wurde  1659  von  Wallis  veröffentlicht.  (Vgl.  Wallis, 
Opera  matJi,  I,  S.  550—54;  aufserdem  einen  Brief  von  ihm  an  Huygens  unter  dem 
9.  Juni  1673   geschrieben  und  veröffentlicht  im  VII.  Bd.  der  Oeuvres  de  Huygens 

5.  305—309). 

4)  S.  die  von  Schooten  im  J.  1659  besorgte  Ausgabe  der  Geometria  von 
Descartes. 

5)  „Sic  Rectificata  Curva  Nelii,  et  Curva  Heuratii,  et  Curva  demum  Fermatii 
eadem  est  cum  mea  Paraboloide  Semi-cubicali''  schrieb  Wallis  an  Leibniz  unterm 

6.  April  1697  {Leibniz  ed.  Gerhardt,  IV,  S.  18). 

6)  Nouvelles  de  la  BepuUique  des  LeUres,  Oktober  1687  {Leibniz  ed.  Ger- 
hardt Bd.  IV,  S.  237). 

7)  Leibniz  ed.  Gerhardt,  V,  S.  234—243. 

8)  De  inventione  lineae  descensus  a  corpore  gravi  percurrendae  uniformiter 
(Acta  eruditorum  1690;  Jacohi  Bernoidli  opera^  I,  S.  421~-426). 

9)  S.  die  XXXIII.  und  XXXIV.  der  Lectiones  mathematicae  {Joh.  Bernoulli 
opera  omnia  III,  S.  482 — 486). 

10)  La  courbe  de  descensus  aeqiiabilis  dans  un  milieu  resistant  comme  ime 
puissance  quelconque  (Mem.  de  Paris  1730), 
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Kurve    zu    beweisen^).     Man    kennt    auch   eine  Vorrichtung^    sie   auf 
mechanischem  Wege  zu  zeichnen^). 

IL  In  einem  Manuskripte  Yon  Leibniz^  datiert  vom  11.  Nov.  1675, 
betitelt  Methodi  tangentium  inversae  exempla,  steht  folgende  Aufgabe: 
,,Die  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  der  Axenabschnitt  zwischen  der  Nor- 
male und  Ordinate  umgekehrt  proportional  der  Ordinate  selbst  ist^^^); 

diese  führt  auf  folgende  Differenzialgleichung:  ^.— ^  =  — •    schreibt 

man  diese  nun  als  y^-  dy  ==  m^-  dx^  so  integriert  man  diese  leicht 
und  bekommt:  y^  =  dm^(x  —  ^q);  demnach  ist  die  Kurve  nichts  anderes 
als  die  kubische  Parabel.  Sie  ist  nicht  rektifizierbar  (vgl.  den 
Schlufs  von  Nr.  117),  jedoch  hat  Johann  Bernoulli  entdeckt,  dafs 
es  auf  ihr  Paare  von  Bogen  giebt,  deren  Differenz  rektifizierbar  ist^); 
wir  werden  dies  in  kurzem  als  die  Folge  eines  allgemeineren  Satzes 
nachweisen.  Die  Brennpunkte  der  kubischen  (sowie  der  semikubischen) 
Parabel  sind  von  A.  Fuchs'"")  bestimmt  worden.  Die  Kurve  kann 
auch  mechanisch  gezeichnet  werden^).  Schliefslich  ist  zu  bemerken, 
dafs  Monge  die  fragliche  Kurve  benutzte,  um  jede  Gleichung  dritten 
Grades  aufzulösen"^). 

III.  In  einem  Briefe  an  Huygens  vom  29.  Okt.  1637^)  lenkt 
F.  Schooten  die  Aufmerksamkeit  des  grofsen  holländischen  Geometers 
auf  eine  Kurve,  die  durch  die  Gleichung 

X  -{-  y  ==^  Yax^ (6) 

dargestellt  wird,  und  Huygens  seinerseits  teilte  sie  in  einem  folgen- 
den Briefe  vom  2.  November^)  R.  de  Sluse  mit.  Keiner  der  ange- 
führten Geometer  erkannte,  dafs  die  in  Rede  stehende  Kurve  eine  Parabel 
mit   dem  Index  j  sei,   bezogen  auf  zwei  Axen,  die  mit  einander  den 

1)  Opera  varia  (Leiden  1724)  S.  100. 

2)  Matthiesen,  Über  die  mechanische  Construction  einiger  Ciirven,  welche 
sich  zur  Auflösung  des  Frohlemes  von  der  Duplication  des  Würfels  verwenden 
lassen  (Arch.  XLYIII,  1868). 

3)  Gerhardt,  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland  (München,  1877) 
S.  147. 

4)  S.  die  wichtige  Abhandlung  Theorema  universale  rectificationi  linearum 
curvarum  inserviens  (Acta  erudit.  October  1698;  Joh.  Bernoulli  opera  1,  S.  249 
— 253).  Daselbst  wird  die  kubische  Parabel  „parabola  cubica  primaria"'  und 
die  semikubische  „parabola  cubicalis  secunda''  genannt. 

5)  Untersuchungen  der  Brennpunktseigenschaften  der  höheren  algebraischen 
Kurven^  insbesondere  der  dritter  und  vierter  Ordnung  (Diss.,  Marburg  1887). 

6)  Foucaut,  Construction  mecanique  de  la  parabole  cubique  (Nouv.  Ann. 
XYII,  1858). 

7)  Solution  graphique  de  Vequation  du  troisieme  degre  (Corr.  sur  l'Ecole 
polyt.,  in,  1814—16). 

8)  Oeuvres  de  Huygens^  II,  S.  76. 

9)  Das.  S.  80.  Vgl.  auch  einen  Brief  von  Hudde  an  Schooten  vom  1.  Dez, 
1652  (Das,  II,  S.  97), 
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Winkel  —  bilden:  auch  die  Gestalt  der  Knrve  blieb  ihnen  unbekannt: 

4  ^ 

Huygens  betrachtete  nämlich  nicht  nur  den  Kurvenbogen  OFG^  der 
innerhalb  des  Winkels  der  positiven  Axenrichtungen  liegt^  sondern 
fügte  willkürlich  einen  Bogen  OF'G  hinzu,  der  zum  ersten  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  ^r-Axe  liegt,  und  erhielt  infolgedessen,  dafs 
der  Schwerpunkt  des  von  der  Kurve  begrenzten  ebenen  Teiles  auf 
dieser  Axe  liegen  müfste^).  Der  genannte  Bogen  OFGr  geht  durch 
den   Punkt  G    der   ;r-Axe,    der   vom    Anfangspunkte   den  Abstand  a 

81 

hat    und   durch    den   Punkt  F,    dessen    Koordinaten   x  ==  -r—^  a    und 

'  256 

27 

y  ==z  -— -  a  sind,  und  der  ein  Kulminationspunkt  der  Kurve  ist.    Diese 

erstreckt  sich  dann  jenseits  von  0  und  G  ins  Unendliche  vermittelst 
zweier  Züge,  die  innerhalb  des  Winkels  gelegen  sind,  der  von  der 
positiven  ^-Axe  und  der  negativen  ^-Axe  gebildet  wird.  Die  durch 
den  Bogen  OFG  und  die  ;%J"Axe  begrenzte  Fläche  wird  gegeben  durch 

j  y-dx  =  j  ( —  X  -\-  Yax^) dx  =  ~j ? 

infolgedessen,  und  weil  er  nun  den  Bogen  OF'G  hinzugefügt  hatte, 
glaubte  Huygens   sich  zu   der  Annahme   berechtigt,   dafs  die  Fläche 

der  Kurve   durch  ~  ausgedrückt  würde.  —  Die  irrige  Ansicht  über 

die  Gestalt  der  biquadratisch-kubischen  Parabel  von  Schooten 
hatte  also  einen  unglücklichen  Einflufs  auf  die  Lösung  einiger  me- 
trischen Fragen,  welche  diese  Kurve  betreffen,  jedoch  keinen  Einflufs 
auf  die  Bestimmung  der  Tangente;  Huygens  entdeckte  nämlich  eine 
Konstruktion  derselben,  die  nicht  nur  bemerkenswert  ist  wegen  ihrer 
Eleganz  und  Einfachheit,  sondern  auch,  weil  sie  aus  der  Untersuchung 
des  Punktes  hervorgeht,  in  welchem  die  Tangente  nicht  die  Koordinat- 
axen,  sondern  eine  besonders  gewählte  Gerade  schneidet^).  Betrachten 
wir  nämlich  die  Tangente  an  die  Kurve  (6)  im  Punkte  (x,  y),  so  ist, 
wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  derselben  sind,  ihre  Gleichung 

Y -\-  x  —  y^ax^  11^  l/^  • 

setzen  wir  nun  X  =  —  - ,  so  findet  man  Y-=-  -\-  - ;  dies  zeigt,  dafs 
die  Tangente  an  die  biquadratiscli-knbische  Parabel  (6)  im  Punkte  mit 

/        nc       sc  \ 

der  Abscisse  x  durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  { g- ,  -^j 

geht;    es  ist  demnach  nichts  leichter,  als   diese  zu  konstruieren.  — 


1)  Brief  an  Sluse  vom  7.  Dez.  1657  {Oeuv.  de  Huygens,  II,  S.  92). 

2)  Oeuvres  de  Huygens,  Bd.  11,  S.  90  u.  93. 
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Wir  köimen  nocli  bemerken^  dafs  die  Kurve  folgender  parametrisclier 
Darstellung  fähig  ist: 

_      aV  _      aV 

aus  welcher  sich  folgende  KoUinearitätsbedingung  für  die  drei  Punkte 
W;(Ä.(r)  ergiebt: 
^2^2  _j_  ^2^2  j^  ^2ß2  j^  ^aßy{ßy  +  ya-\-  aß)  +  aßy(a  +  ß  +  y) 

+  6a2|3V'  =  0; 

machen  wir  darin  ß  =  y,  so  erkennt  man,  dafs  durch  jeden  Punkt 
der  Kurve  vier  Tangenten  gezogen  werden  können;  daher  ist  die 
Kurve  selbst  von  der  sechsten  Klasse;  sie  besitzt  keine  andere  Singu- 
larität als  den  im  Anfang  gelegenen  dreifachen  Punkt. 

IV.  Unzählige  weitere  bemerkenswerte  Parabeln  wurden  vom 
Grafen  vonPagnano  entdeckt.  Veranlafst  durch  einen  auf  die  kubi- 
sche Parabel  bezüglichen  und  von  Joh.  BernouUi  (s.  oben)  entdeckten 
Satz,  stellte  er  im  Jahre  1714  {Giornale  de'  letteraü  d'Italia,  XIX,  S.  438) 
folgende  Aufgabe:  „Gegeben  sei  eine  biquadratische  Parabel  erster  Art 
(primaria),  welche  die  Gleichung  x^  =  y  hat,  und  ferner  sei  ein  Teil 
derselben  gegeben;  verlangt  wird,  einen  anderen  Teil  derselben  Kurve 
anzugeben,  so  dafs  die  Differenz  der  angegebenen  Teile  rektifizierbar 
ist/^  Da  niemand  auf  die  gestellte  Frage  antwortete,  so  veröffent- 
lichte Pagnano  selbst  die  Lösung  in  der  wichtigen  Schrift:  Nuovo 
metodo  per  rettificare  la  differensa  di  arcM  (uno  dei  quali  e  dato)  in 
infinite  speeie  di  parabole  irretificaMli^) ,  aus  welcher  wir  hier  wenig- 
stens die  Grundzüge  wiedergeben  müssen. 

Man  betrachte  die  Parabel  mit  der  Gleichung: 

m+2 

^, (7) 


m+2 


WO  m  eine  rationale  Zahl,  und  a  eine  gegebene  Konstante  ist.  Be- 
zeichnen wir  mit  t  die  Länge  der  Tangente  im  Punkte  {x,  y)  vom 
Berührungspunkte  bis  zum  Schnitt  mit  der  ^-Axe,  und  mit  s  die 
Länge  des  Kurvenbogens,  so  ist 


s  -  JäxYT+Y'  -  y  y  1  +  (f  )'"•  dx ; 


1)  Giornale  de'  letteraü  d'Italia,  XXII,  1715;  oder  auch  Prodiizioni  mate-> 
matiche,  IL  (Pesaro  1750)  S.  317—330. 
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durch  teilweise  Integration  ergiebt  sich  daraus 

m-\-  2 
2 

oder  auch 


=^y'.(fr^f/yrf| 


^(»-')-A^=i£==r' (8) 


+  ©•■ 


Nehmen  wir  das  Integral   auf  der  rechten   Seite   zwischen   zwei 
bestimmten  Grenzen,  so  ist  seine  Bedeutung  folgende:  Abgesehen  von 

dem    konstanten   Faktor   — -^^-^    ist    dieses    g;leich    einem    Bo^en    der 

Parabel  (7),  vermindert  um  die  Differenz  zwischen  den  Längen  der 
Tangenten  in  seinen  Endpunkten,  wenn  man,  wie  gewöhnlich,  unter 
„Länge  der  Tangente^^  die  Strecke  zwischen  dem  Berührungspunkte 
und  dem  Schnitte  mit  der  x~Axe  versteht.  Nehmen  wir  daher  auf  der 
Pararabel  vier  Punkte  P^^P^,  Q^y  ^^,  welche  den  Abscissen  Po?i^i?^o;^i 
entsprechen  und  ziehen  die  Tangenten  PqRq,  ^i^i?  öo^o?  Qi^u  ®^ 
können  wir  aus  (8)  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ableiten: 


Bogen  PoA  -  {P,B,  -  P,B,)  =  ^ 


Bogen  ^0  Qt  -  (Qt  S,  -  öo  ^o)  =  ^ 


dp 


dp 

Kann  man  nun  zwischen  den  p  und  q  eine  Beziehung  aufstellen, 
derart,  dafs  das  Integral  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  identisch 
wird  mit  dem  in  der  zweiten,  so  hat  man 

Bogen  P„P,  -  {F,B,  -  P,B,)  =  Bogen  Q,Q,  -  (Q,S,  -  Q,S,), 

und  die  Bogen  PqP^  und  QqQi  haben  dann  eine  rektifizierbare  Diffe- 
renz. Die  Frage  ist  demnach  auf  die  Integration  folgender  Differenzial- 
gleichung  zurückgeführt: 

■«l'  +  — -Jg'! =  0,    ....     (9) 


V'+er   i/'+er 


worin  die  Wurzeln  beliebige  Vorzeichen  haben.  Fagnano  hat  die 
Integration  in  den  Fällen  m  =  4,  3,  6  ausgeführt,  indem  er  bezw. 
die  Parabeln  erhielt 

x^  2x^  x^ 

y^Y^^    y^~~j>    ^""4^5 

5a2 
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Das  Auftreten  der  ersteren  beweist  den  angeführten  Satz  von  Joli. 
BernouUi,  während  die  dritte  den  Schlüssel  zur  Lösung  des  von 
Pagnano  gestellten  Problems  liefert;  die  zweite  ist  eine  Kurve  fünfter 
Ordnung,  die  Bogen  mit  rektifizierbaren  Differenzen  enthält.  Alle 
entsprechenden  Kurven  wird  man  erst  dann  kennen,  wenn  man  alle  die 
Pälle  weifs,  in  welchen  die  Differenzialgleichung  (9)  integrierbar  ist^). 


Drittes  Kapitel. 

Die  Hyperbeln  beliebiger  Ordiuing. 

120.  Wie  man  durch  Verallgemeinerung  der  kanonischen  Glei- 
chung y^==px  der  Parabel  zum  Begriffe  der  Parabeln  höherer  Ord- 
nung kommt ^  so  gelangt  man  durch  Betrachtung  der  Gleichung 
xy  =  a^  einer  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Hyperbel  zu  den 
Kurven,  die  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 
werden:  ^nyp  ^  ^n-\-p  ^ (1) 

wo  Uj  p  positive  ganze  Zahlen  sind.  Sie  heifsen  Hyperboloiden 
oder  Hyperbeln  höherer  Ordnung^),  rechtwinklige  oder  schief- 
winklige,  jenachdem  die  Axen  senkrecht  oder  schief  zueinander  sind^), 
monosinguläre,  wenn  j)  =  lj  bisinguläre,  wenn  p  =  2  ist^).  — 
Schreiben  wir  die  Gleichung  in  der  Form 

y       n   ==  a       n  .  X  ^ 

SO  zeigt  sich  deutlich  die  Analogie  mit  der  Gleichung  (1)  in  Nr.  116, 

1)  Den  obigen  Ausführungen  fügen  wir  noch  hinzu,  clafs  in  einigen  neueren 
•Werken  (Reuschle,  Praxis  der Ktirvendiscussion  1,  Stuttgart  1886;  Haas,  Kleyer's 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung,  Stuttgart  1894)  für  einige  Parabeln  spezielle  Na- 
men eingeführt  sind,  die  mit  Rücksicht  auf  ihre  Gestalt  gewählt  wurden;  es  sind 
folgende:  Wendeparabel  (p^y  =  x^)^  Flachparabel  (i)^^  =  ^Oi  Spitzparabel 
(P2/^==Ä?^),  Wende  Spitzparabel  (2/^=jp^^^)u.'Wendeflachpar  ab  el  (p^2/  =  ^^)- 

2)  Leibniz  nannte  sie  gelegentlich  Hyperboloeides  {Leibniz  ed.  Gerhardt, 
V,  Halle  1858,  S.  90).  Andere,  wie  der  Marquis  de  l'Höpital  (Analyse  des 
inflniment  petits,  2,  Aufl.,  Paris  1705,  S.  14),  Caraccioli  (De  lineis  curvis  liher^ 
Pisis  1740,  S.  37)  und  Maclau r in  {Traite  d'Algebre,  Paris  1753,  S.  183)  nannten 
Hyperbeln  die  Kurven  Ay^'^'^=  B(a-\- x^^x^,  von  denen  das  folgende  Kapitel 
handeln  wird  (s.  d^ViOh  Encyclopedie  methodiquell^  Paris  1885,  S.  33;  Montferrier, 
Dictionnaire  des  Sciences  mathematiques  II,  S.  102,  und  Hoffmann,  Mathema- 
tisches Wörterbuch  111,  Berlin  1861,  S.  276).  __  9 

3)  Zu  den  Hyperbeln  gehören  auch  die  Kurven  y==x~^'^^,y  =  x  ^  ^  denen 
man  in  der  mathematischen  Physik  unter  dem  Namen  der  adiabatischen 
Diagrammkurven  begegnet  (Holzmüller,  Die  Ingenieur- Matheftiatilc,  I.  Teil, 
Leipzig  1897,  S.  136),  ebenso  die  Newton'sche  Gravitationskurve  mit  der 
Gleichung  x=py-^  (Daselbst,  IL  Teil,  Leipzig  1898,  S.  15  €). 

4)  Reuschle,  das  o.  a,  Werk,  S.  54—55. 
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und  demnacli   kann   man   eine  Hyperbel   von  der  Ordnung  n  -\-  p  als 

Parabel  mit   dem  Index——  betrachten.     Aber  auch,  wenn  wir  die 

Grleichung  (1)  dieser  Nr.  in  ihrer  ursprünglichen  Form  beibehalten, 
erkennt  man  die  Analogie  mit  Gleichung  (2)  in  Nr.  116,  eine  Analogie, 
die  August  Comte  veranlafste,  aus  den  Parabeln  und  Hyperbeln  eine 
einzige  Klasse  zu  bilden,  deren  Elemente  er  binomische  Kurven 
(courbes  binomes)  nannte^). 

Aus  Grleichung  (1)  geht  hervor,  dafs  die  entsprechende  Kurve  im 
Unendlichen  von  Ox  einen  p-fachen  und  im  Unendlichen  von  Oy 
einen  7^-fachen  Punkt  hat;  sie  kann  daher  durch  zwei  Büschel  paralleler 
Strahlen,  zwischen  denen  eine  Korrespondenz  (^,  |:))  besteht,  erzeugt 
werden.  Im  Endlichen  besitzt  sie  keinen  vielfachen  Punkt;  sie  ist 
immer  rational  und  folgender  parametrischen  Darstellung  fähig: 

X  =  a^p,      y  ==.  ^  • (2) 

Als  Tangentialgleichung  der  Kurve  findet  man  folgende 

in^P^ "^ . 

infolgedessen  ist  die  Hyperbel  zu  sich  selbst  reziprok,  und  kann 
dahin  gebracht  werden,  mit  ihrer  eigenen  Polarreziproken  in  Bezug 
auf  einen  passend  gewählten  Kreis  zusammenzufallen^).  Es  ist  leicht 
zu  beweisen,  dafs  die  Evolute  der  Kurve  (1)  von  der  Ordnung 
3(^+i>)  ist,  und  dafs  durch  jeden  Punkt  P  der  Ebene  2(^n']-p)  Nor- 
malen gehen,  deren  Pufspunkte  au^f  einem  Kegelschnitte  liegen,  welcher 
durch  P  und  den  Anfang  geht. 

Die  zu  Anfang  von  Nr.  117    gemachte  Rechnung  beweist,   dafs 
l)ei   der  durch  Gleichung  (1)  dargestellten  Hyperbel   das  Verhältnis 

der  Sübtangente  zur  Abscisse  durch  ^^^^  ausgedrückt  wird.   Daraus 

ergiebt  sich  eine  sehr  einfache  Art  die  Tangente  zu  konstruieren^).  Wir 
überlassen  es  dem  Leser,  die  in  Nr.  117  ausgeführte  Flächenberech- 
nung  der  Parabeln  auf  die  der  Hyperbeln  anzuwenden  und  bemerken 
nur  noch,  dafs  die  Quadratur  der  Hyperbeln  höherer  Ordnung  sich 
in  einem  Briefe  von  Permat  an  Digby  vom  20.  April  1657  findet, 
der  auch  den  Hauptinhalt  anderer  Briefe,  von  Permat  an  Torricelli 
gegen  Ende  des  Jahres  1646  gerichtet,  wieder giebt^);  die  Methode, 
mittelst  derer  der  grofse  französische  Geometer  jenes  wichtige  Resultat 


1)  Traue  eUmentaire  de  geometrie  analytique  (Paris  1843)  S.  239. 

2)  Genocchi  in  Nouv.  Ann.  XIII,  1854,  S.  132—36. 

3)  Ygl.  auch  die  in  Nr.  117  citierte  Abk.  von  Sobotka. 

4)  Oeuvres  de  Fermat,  II,  S.  338.  Ygl.  auch  einen  Brief  von  Fermat  an 
Digby  (Das.  S.  377),  wo  auch  die  von  Wallis  aufgestellten  Prioritätsrechte  auf 
Grund  seiner  Arithmetica  infinitorum  bezeugt  werden, 
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erhielt^  erfährt  man  ans  der  schon  erwähnten  Arbeit  De  aeqttationum 
localium  transmatatione  et  emendatione^).  Mit  derselben  Sache  be- 
schäftigte sich  auch  Wallis,  wobei  er  auf  offenbare  Widersprüche 
stiefs,  die  zu  beseitigen  Varignon^)  sowie  der  Graf  von  Fagnano^) 
mit  Erfolg  sich  bemüht  haben. 

Setzen  wir  die  Axen  als  rechtwinklig  voraus ,  so  ist  das  durch 
Rotation  um  die  ^-Axe  des  von  einem  Hyperbelbogen,  seiner  Pro- 
jektion auf  diese  Axe  und  die  zugehörigen  Ordinaten  begrenzten  Vier- 
seits  erzeugte  Volumen  gegeben  durch: 

x  =  X  x  =  X  2in-\~p 

7t  I  y^'dx  ==  7t  I  a^  ^^   X    v  -ax  =  -^ — r — 

_J  ^  _J  p~2n 

Im  speziellen  Falle  der  apoUonischen  Hyperbel  ist  p  =  -^  =  1,  daher 
wird  jener  Wert  üta^l— ■ — ^j;    setzen  wir  X=oo,   so   finden  wir 

,  einen  endlichen  Wert,  welches  auch  die  Anfangsabscisse  Xq  sei. 

Es  ist  dies  eine  bemerkenswerte  Thatsache,  die  E.  Torricelli  ent- 
deckt hat^).  Sie  ist  einbegriffen  in  einem  anderen  allgemeinen  Satz, 
der  für  alle  Hyperbeln  gilt,  und  der  von  ßoberval  entdeckt  ist^). 
Setzt  man  nämlich  p  —  2^<0  voraus,  so  erhält  man  aus  dem  vorigen 
allgemeinen  Ausdruck  für  X  =  oo 

Ttpa      ^  1 


2n  — p  2n—p   "> 

vfyQ 

einen  endlichen  Wert  für  alle  endlichen  Werte  von  Xq.  Wäre  hin- 
gegen n  —  2jp<0,  so  würde  das  durch  Rotation  der  entsprechenden 
Hyperbel  entstehende  Volumen  unendlich  sein.  Im  Grenzfalle  p  =  2n 
ist  das  durch  Rotation  der  Hyperbel  Xi/  ===  a^  um  Oy  erzeugte  Volumen 
endlich,  während  die  Parabel  x^y  =  a^  nur  dann  ein  endliches  Volumen 
erzeugt,  wenn  sie  um  Ox  rotiert^). 

1)  Oeuvres  de  Fermat,  I,  S.  255  ff.;  III,  S.  216  ff. 

2)  Beflexions  sur  les  espaces  plus  qii'infinis  de  M.  Wallis  (Mem.  de  Paris, 
Annee  MDCCVI). 

3)  Biflessioni  in  occasione  della  qiiadratura  degli  spazi  iperholici  (Produzioni 
matematicbe  II,  Pesaro  1750). 

4)  Torricelli  teilte  sie  im  J.  1643  dem  P.  Niceron  mit  und  im  folgenden 
Jahre  dem  Publikum  in  seinen  Opera  geometrica. 

5)  Epistola  Aegidii  Personerii  de  Böherval  ad  Evangelistam  TorricelUum 
(Mem.  de  Paris,  YI,  1666—1699). 

6)  Die  Notwendigkeit  verschiedene  Fälle  derselben  zu  unterscheiden,  auf 
die  man  gemäfs  der  Gröfse  der  Zahlen  n  und  p  trifft,  scheint  zuerst  von  Gregorio 
Fontana  bemerkt  zu  sein  im  Art.  III  der  Eicerche  analitiche  sopra  diversi  soggetti 
betitelten  Abhandlung  (Mem.  della  Soc.  Ital.  delle  Scienze,  III,  1786);  daselbst 
werden  die  fraglichen  Kurven  iperboloidi  genannt. 
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Das  Bogendifferenzial  der  Hyperbel  (1)  wird  gegeben  dnrcli 


ds  == —dxY  p^ -{-n^a     ^     x        ^5 

wird  also  ausgedrückt  durcli  ein  binomisches  Differenzial;  da  nun  die 

drei  Zahlen  — ,   ^,     ,     , ,  — ^,     .  ■  ,  alle  immer  gebrochene  Zahlen  sind, 

SO   ist   die  Integration  nicht  und  niemals  in  geschlossener  Form  aus- 
führbar; es  existiert  daher  keine  rektiflzierlbare  Hyperlbel. 

131.  Die  Hyperbel  (1)  ist  vollständig  bestimmt^  wenn  man 
aufser  den  ganzen  Zahlen  n  und  p  die  Konstante  a  kennt;  statt  a  zu 
geben,  kann  man  auch  einen  Punkt  x^,  y^  angeben,  durch  den  sie  geht; 
alsdann  kann  man  (1)  schreiben 


Wenn  im  besonderen  ^  =  1,  so  haben  wir  eine  Kurve,  der  wir  schon 
in    Nr.  118    begegneten    als    Parabel    negativer    Ordnung    und    deren 
Punktkonstruktion    wir    kennen    lernten.      In    dem    noch    spezielleren 
Falle,  dafs  n  ==1,  p  ==  2  h  und  der  Winkel  der  Axen  ein  rechter  ist, 
kann   die  entsprechende  Kurve  punktweise   durch  ein  Verfahren  kon- 
struiert  werden,   das  Vincenz  Viviani^)   für  Ä=l    anwandte,    d.  h. 
zur  Konstruktion  der  Kurve  xy^  =  a^,  die  von  ihm  iperbola  meso- 
labica  genannt  wurde  wegen  der  Anwendung,  die  er  von  ihr  auf  die 
Lösung  des  Delischen  Problems  machte.     Dieses  Verfahren  besteht  in 
Folgendem:    Wir  betrachten  einen  Halbkreis    mit  dem  Durchmesser 
AC  =  a  (Taf.  X,  Fig.  67)  und  ziehen  durch  A  eine  beliebige  Gerade, 
welche  die  Peripherie   des  Halbkreises  in  B  und  die  ihn  in  C  berüh- 
rende Gerade  in  D  schneidet.     Es  sei  nun  BG  senkrecht  zu  AC^  GB^ 
senkrecht  zu  JLD,  B^G^  senkrecht  zu  AC^  G^B^  senkrecht  AD  und 
so  weiter.     Endlich  tragen  wir  auf  der  letzten  so  erhaltenen  Geraden 
Bk—iGjc—i  die  Strecke  GM==AD  ab:  der  Ort  des  Punktes  M  ist  die 
Hyperbel  ir^'^^"=  a^^+^.     Aus   der  angeführten  Konstruktion  ergeben 
sich  nämlich,  wenn  wir   den  Winkel  DAG  cp   nennen  und   x^y  die 
Koordinaten  des  Punktes  If,  die  folgenden  Relationen: 

y^AB 


cos  9 

AB  =  a  cos  9 ,        AG  =  a  cos^  cp , 
AB^=  a  cos^g),       AG^=  a  cos^g?, 


ABk-x==  a  cos^^-^g),     ÄGj^_^  =  x  ==  a  cos^^go . 


1)  Quinto  Uhro  di  Euclide  0  Seienza  universale  delle  proporzioni 
coUa  dottrina  del  Galileo  (^Florenz  1647)  S.  278—79. 
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Nacli  Elimination  von  cp  aus  der  ersten  und  der  letzten  Grieichung 
ergiebt  sieb  ^^2._^2.+i^ 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist.  —  Nebenher  erkennt  man  aus 
den  angeführten  Relationen^  dafs  wenn  man  eine  Kurve  konstruiert 
derart,  dafs  die  Koordinaten  x^  y  eines  ihrer  erzeugenden  Punkte  P 
gleich  ABk—i  und  AD  sind,  man  hat 

^  =  Ö^  COS^^~^(ü,  %i  =  , 

^ '  ^  cos  Cp  ^ 

woraus  durch  Elimination  von  cp  sich  ergiebt 

demnach   ist   der  Ort  der  Punkte  P  eine  Hyperbel  gerader  Ordnung. 
Wir   beschliefsen    dieses  Kapitel    mit    der  Bemerkung,    dafs    die 
Hyperbeln  für  p  =  l  Spezialfälle  der  hyperbolischen  Kurven  mit 
der  Gleichung  _  ^  i^r 

r 

sind,  und  dafs  die  Parabeln  und  diese  Hyperbeln  besondere  Fälle  von 
Kurven  sind,  die  durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 
werden  m  i        m~i  . 


q,x''  +  q,x''     1+ q^ 

von  denen  Maclaurin  wichtige  Anwendungen  machte^).  Er  be- 
merkte auch,  dafs,  wenn  n^  m,  sie  die  rx^-Axe  zur  Asymptote  haben, 
wovon  man  sich  unschwer  überzeugen  kann;  wenn  dann  ^'2-  >  m  -]-  1, 
und  man  schreibt 

SO  sieht  man,  dafs  für  alle  positiven  Werte  von  x  die  Gröfse  x^^^'y 
kleiner  ist  als   eine  bestimmte  endliche  Konstante;  infolgedessen  ist 

/.CO 
y-dx  eine  endliche  Gröfse,  daher  ist 

die  zwischen  einer  Ordinate,  der  Kurve,  und  der  Abscissenaxe  belegene 
Fläche  von  endlichem  Werte.  Es  ist  dieses  eine  weitere  Eigen- 
tümlichkeit der  fraglichen  Kurven,  die  Maclaurin  aufgefunden  hat. 


1)  Treatise  on  fluxions  (Edinburgh,  1742)  §  327. 

2)  S.    z.  B.    Serret-Harnack,    Differential-    und   Integral -Bechnung  IL 
(2.  Aufl.    Leipzig  1899)  S.  83. 
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Viertes  Kapitel. 

Die  Perlkiirven. 

123.     Ein  centraler  Kegelschnitt,  der  durch  die  Grleicliung 

gegeben  ist  (wo  £  =  -|-l;  wenn  es  sich  um  eine  Ellipse,  £==  —  1, 
wenn  es  sich  um  eine  Hyperbel  handelt),  kann  auch  durch  folgende 
Gleichung  dargestellt  werden,  wenn  man  als  Anfang  einen  Scheitel 
der  Kurve  nimmt: 

^(^^  ih  ^)  =  +  ^Y^y^- 

Wenden  wir  auf  diese  den  Verallgemeinerungsprozefs  an,  der  uns  zu 
den  höheren  Parabeln  und  Hyperbeln  führte,  so  kommt  man  auf 
Kurven,  die  folgende  allgemeine  Gleichung  haben: 

^^(a  +  ^y  =  ^./,  " (1) 

wo  a  und  h  zwei  gegebene  Strecken  sind  und  p^r^  s  drei  positive 
ganze  Zahlen,  die  alle  keinen  gemeinsamen  Faktor  haben.  Diese 
heifsen  Perlkurven-,  die  Parabeln  sind  spezielle  Perlkurven,  wie  man 
sieht,  wenn  man  in  Gleichung  (1)  r  =  0  oder  5  =  0  setzt.  Andere 
speziellere  Kurven  erhält  man,  indem  man  r  ==  1,  s  =  n^  p==n,  h-^a 
setzt;  dann  wird  Gleichung  (1)  zu 

y^_(fi±^ ^2) 

und  ist  dann  die  allgemeine  Gleichung  der  sogenannten  Perlkurven 
von  der  (n  -\-  1)*®^  Ordnung;  wenn  schliefslich  wieder  h  ==  a,  aber 
p  =  r  ~\-  Sj  und  man  das  —Zeichen  nimmt,  so  erhält  man  die  Kurven 

die  man  Kreise  höherer  Ordnung  genannt  hat^). 

Einige  spezielle  Perlkurven  erwähnt  R.  de  Sluse  in  vier  an 
Huygens  gerichteten  Briefen  vom  14.  Aug.  1657,  8.  Jan.,  19.  Febr. 
und  12.  April  1658^);  in  einem  anderen  Briefe  von  ihm  an  denselben 
(15.  Juli  1659)  wird  das  Wort  „elliptoides"  angewandt,  um  die  be- 
treffenden Kurven  zu  bezeichnen  mit  der  Anmerkung  „perlas  vocat 
Detonvillius^^^);  dies  veranlafst  uns  auf  den  Briefwechsel  zwischen  Sluse 


1)  Caraccioli,  De  lineis  ciirvis  Über  (Pisis  1740)  S.  51;  Encyclopedie  me- 
thodiqiie  l.  (Paris  1784)  S.  336;  Montferrier,  Dietionnaire  des  Sciences  matli.  I. 
(Bruxelles  1838)  S.  316. 

2)  Oeuvres  de  Huygens,  II,  S.  46,  121,  134  u.  167. 

3)  Das.  S.  458. 
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und  Pascal  hinzuweisen,  deren  Briefe  vom  6.  April  und  29.  Juni  1658 
die  hier  behandelten  Kurven  betreffen.  Es  scheint  daher,  dafs,  wenn 
der  Begriff  derselben  eine  Schöpfung  Sluse's  ist,  der  von  uns  an- 
gewendete Name  von  Pascal  herrührt^). 

Aus  der  Gleichung  (1)  geht  hervor,  dafs  die  durch  sie  dargestellte 
Perlkurve  eine  algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  gleich  der  gröfseren 
der  beiden  Zahlen  r -\- s  und  ^  ist;  der  Anfang  ist  ein  Punkt  von 
der  Vielfachheit  gleich  der  kleineren  der  Zahlen  s  und  p,  während 
der  Punkt  ^  =  +  a,  ^  =  0  eine  Vielfachheit  besitzt,  die  durch  die 
kleinere  der  Zahlen  r  und  p  ausgedrückt  wird.  Wenn  r-\-s<Cpy  so 
sind  alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  in  dem  unendlich  fernen 
von  Ox  vereinigt,  wenn  dagegen  r-^s'^p,  so  vereinigen  sie  sich  im 
unendlich  fernen  von  Oy^  wenn  endlich  p  ='  r-j-s,  so  hat  die  Kurve 
die  r  +  s  Punkte  auf  der  unendlich  fernen   Geraden  derartig  liegen, 

dafs    —  =  03  ^ ,  wo  CO  eine  (r  +  s)^^  Wurzel  der  Einheit  bedeutet. 

y  &  '  \     1     y 

In  dem  oben  citierten  Briefe  vom  12.  April  1658  behauptet  Sluse, 
dafs  er  im  stände  sei  die  Tangenten  an  alle  Perlkurven  zu  konstruieren; 
aber  welches  die  von  ihm  zu  dem  Zwecke  formulierte  „unica  et  bre- 
vis  regula^^  gewesen^  ist  uns  nicht  bekannt.  Jedenfalls  ist  es  leicht, 
sich  davon  zu  überzeugen,  dafs  er  sich  wohl  nicht  gerühmt  habe,  etwas 
erreicht  zu  haben,  das  er  nicht  im  stände  gewesen  zu  leisten.  Be- 
achten wir  nämlich,  dafs  aus  (1)  folgt 

dx        pLx  — -  a  +  i»J  ' 

daher  wird  die  Subtangente  gegeben  durch 

dx  a(s  —  p)  +  (r  +  s  —  p)x 

^  dij  as  +  (r-|-s)ÄJ  ^ 

welcher  Ausdruck  sich  mit  Zirkel  und  Lineal  konstruieren  läfst,  welches 
auch  die  ganzen  Zahlen  p,r,  s  sein  mögen;  die  Regel  von  de  Sluse 
konnte  nichts  anderes  sein,-  als  ein  spezieller  Ausdruck  dieser  Kon- 
struktion. 

In  demselben  Briefe  vom  16.  April  bekannte  Sluse,  dafs  er  nicht 
wüfste  die  Quadratur  und  die  Schwerpunkte  aller  Perlkurven  zu  finden; 
es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  er  hier  auf  eine  Schwierigkeit  stiefs,  die 
erst  die  moderne  Analysis  völlig  aufzuklären  im  stände  ist.  Man  be- 
achte nämlich,  dafs  die  Gleichung  (2)  ergiebt: 

J  y.  dx  -=  ha      ^J  xP  {a-\rx)^'dx] 
nun  finden   wir  auf   der    rechten  Seite    ein  binomisches  Differenzial, 


1)  C.  Le  Paige,  Correspondance  de  F.  B.  de  Sluse,  puhliee  pour  la  pre- 
miere  fois  et  precedee  dhme  introdaction  (BuUettino  di  Bibl.  e  Storia  etc.  XYII, 
1887)  S.  494—98. 
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welches  nur  dann  in   geschlossener  Form   integrierbar  ist,  wenn  eine 

der  Grröfsen  — ,  — ,  eine  öfanze  Zahl  ist. 

2:)  ^  p  ^     p  ^ 

Diese   drei  Umstände  treten  gleichzeitig  ein,    wenn  p  ==  1.     In 

diesem  Falle  hat  man 

fy'dx=--~^  fx'{a  ±  xY'dx  =  -^  Cx''dx^(±  1)^^^)^^-^^;^ 


;(±iyG)«^ 


«r+.  ^V_i_V    \J,J-  k+s  +  1 

Integriert  man  zwischen  x  =  0  und  ^  =  ip  a,  so  findet  man  für  die 
Fläche  Ä  folgenden  Wert: 

^  =  (+iy-«&2'(-i)KI)-^+in-'   •  •  •  (^) 

im  speziellen  für  die  Kurve 

x{a—-xY  =  ¥i) (4) 

findet  man  ,  ^^,     ^^  '       ^      , 

Nun  beachte  man,   dafs  für  ^  ==  -^  die  Gl.  (4)  ergiebt  y  =  -;qr];(-T-] 

und  dafs  die  Fläche  T  des  Rechtecks,  dessen  Seiten  a  und  dieser  Wert 
von  y  sind,  gegeben  ist  durch 

/TT   et''         (^Y 

2^+1  \b)    -> 
infolgedessen  ist       ,  ^^  ,'         ^ 

4=2-'2(-')'aM^. («) 

eine  elegante  Relation,  die  sich  in  einem  Artikel  befindet,  der  einem 
Briefe  an  Huygens  vom  31.  Jan.  1659  beigefügt  ist,  und  betitelt  ist 
La  Qitadrature  des  Perles  de  Monsieur  Sluse  par  Cl.  Mylon.   En  Juin 

A  2 

1658^).     Beispielsweise  liefert  Gleichung  (6):  für  r  =  2,    -— =  ~;  für 

r  =  3 ,   -—  =  —    u.  s.  fort. 

Einer  analytischen  Schwierigkeit  von  demselben  Grade,  wie  sie 
die  Quadratur  der  Perlkurven  bietet,  begegnet  man  auch  bei  der  Ku- 
batur der  durch  Rotation  derselben  um  die  ^-Axe  erzeugten  Körper; 
man  bekommt  nämlich 

r  r  +  g     /*   2s  2r 

V  ==  Tcl  y^ 'dx  =  Jth^a       ^     Ix 


(a  +  x)^'dx. 


1)  Oeuvres  de  Huygens ,  II,  S.  337. 

Loria,  Ebene  Kurven.  18 
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Die  Berechnung  yon  V  hängt  daher  von  einem  binomischen  Diffe- 
rential  ab^  welches  in  geschlossener  Form  nur  dann  integrierbar  ist^ 

wenn  eine  der  Gröf sen   —  .   —  ,  eine  g-anze  Zahl  ist :  dies  tritt 

p  '    p  ^        p  ^  ' 

im  speziellen  auch  hier  wieder  ein^  wenn  p  ==  1.  —  Ähnliche  Ver- 
hältnisse wiederholen  sich  bei  der  Bestimmung  der  Schwerpunkte. 

133.  Die  Perlkurven  erfreuen  sich  nicht  besonderer  geometrischer 
Eigentümlichkeiten^  sie  besitzen  daher  vom  wissenschaftlichen  Stand- 
punkte nur  geringes  Interesse.  Jedoch  die  Seiten  des  gelehrten  Brief- 
wechsels von  Huygens^  die  dieselben  erwähnen^  haben  eine  ziemliche^ 
bis  jetzt  noch  unbeachtete  Bedeutung  für  den  Historiker^  der  sich  aus 
ihnen  ein  Bild  der  Cartesischen  Geometrie^  wie  sie  in  ihrem,  ersten 
Entwickelungsstadium  gewesen  ist^  rekonstruieren  kann;  es  dürfte 
daher  gerechtfertigt  sein^  wenn  wir  an  dieser  Stelle  dabei  verweilen^ 
einiges  über  die  speziellen  Perlkurven  ^  die  auf  jenen  Brief  Seiten  be- 
trachtet werden^,  anzuführen. 

Es  ist  Sluse's  Brief  vom  14.  Aug.  1657,  in  welchem  sich  die 
erste  Perlkurve  ^),  nämlich  die  mit  der  Gleichung 

x\a  —  x)=^  ¥y (7) 

findet.  Daselbst  wird  die  Bestimmung  der  Tangente  und  des  Schwer- 
punktes vorgelegt,  und  die  Kurve  irrtümlicherweise  als  symmetrisch 
in  Bezug  auf  Ox  bezeichnet,  wie  man  aus  der  Figur  68  ersieht;  diese 
veranlafste  wahrscheinlich  den  Namen  Perlkurve;  eine  leichte  Dis- 
kussion zeigt  dagegen,  dafs  die  Gestalt  der  Kurve  durch  Fig.  69  (Taf.  X) 
wiedergegeben  wird^).  In  der  vom  3.  Sept.  1657  datierten  Antwort  an 
Sluse^)  zeichnet  Huygens  exakt  den  begrenzten  Bogen  OMA  (Fig.  69) 

—  in  welchem  auch  der  Wendepunkt  mit  der  Abscisse  --  markiert  ist  — 

aber  er  unterdrückt  die  unendlichen  Zweige  und  fügt  willkürlich  den 
zu  Ox  symmetrischen  Bogen  hinzu.  —  Mit  der  ersten  Perlkurve  hat 
sich  auch  Fr.  van  Schooten  beschäftigt^),  indem  er  seine  Betrach- 
tungen auf  den  Bogen  OMA  beschränkte.  Er  fand,  wenn  man  die  zum 
Punkte  mit   der  Abscisse  x  gehörende  Subtangente  mit  d  bezeichnet, 

dafs  dann  d  ===  — ~ — ,  was  leicht  zu  verifizieren  ist:  als  FoWsatz 

1)  Oeuvres  de  Huygens,  II,  S.  47.  Unabhängig  von  Sluse  wurde  die  durch 
die  Gleichung  x^^a^x  =  h^y  dargestellte  Kurve  für  Zwecke  der  Analysis  vom 
Abte  Caluso  untersucht  (De  la  resolution  des  equations  numeriques  de  tous  les 
degres,  Mem.  de  Turin,  YI,  1792 — 1800);  er  schlug  vor,  ihr  den  auf  ihre  Gestalt 
bezüglichen  Namen  Anacampis  zu  geben. 

2)  Die  Kurve  berührt  die  x-Axe  im  Anfangspunkte,  sie  hat  den  unendlich 
fernen  von  Oy  als  Spitze  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger 
Tangente,  sie  ist  demnach  vom  Geschlecht  0,  von  der  Klasse  3. 

3)  Oeuvres  de  Huygens,  II,  S.  49;  s.  a.  S.  116.  Dieselbe  Figur  findet  man 
in  der  Inventio  methodi  ad  tangentes  lineariim  cu/rvarum,  einem  Anhange  zu 
einem  Briefe  Huygens  an  J.  de  Witt  (das.  lY,  S.  312  ff.). 

4)  Brief  an  Huygens  vom  29.  Okt.  1657  in  Oeuvres  de  H.  II,  S.  73. 
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leitet  er  die  Bestimmungsgleicliniig  für  die  (drei)  dnrcli  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  laufenden  Tangenten  an  die  Perlkurve  ab. 
Der  Wert  für  d  zeigte   Schooten^  dafs   die  Tangente   im  Punkte  mit 

der  Abscisse   —   durch  den  Anfangspunkt  gebe^  und  dafs  der  Punkt  M 

mit   der  Abscisse   -r-    ein    Kulminationspunkt    sei.      Aus     demselben 

Werte  für  d  ergiebt  sich: 

2x^  +  (3^  —  a)x  —  2ad  =  0; 

welche  Q-leichung^  wenn  d  gegeben  ist,  die  Abscissen  derjenigen  beiden 
Kurvenpunkte  bestimmt,  deren  Tangenten  durch  den  Punkt  {dj  0)  gehen  ^). 
Die  Diskriminante  hat  nun  den  Wert  {a-\- ä)(a-\-9d)^  ist  also  immer 
positiv,  wenn  (i>0  ist-  demnach  gellen  von  jedem  Punkte  der  positiven 
x-kiL^  zwei  reelle  Tangenten  an  diese  Perlkurve.  Schooten  bemerkte 
diese  Eigentümlichkeit  nur  für  das  Stück  OA.  —  Nicht  weniger  be- 
merkenswert sind  die  von  Schooten  für  die  Quadratur  aufgestellten  S'atze. 
Vor  allem  hat  er  bemerkt,  dafs  das  Doppelte  der  Fläche  OFMÄO 
gleich  dem  Rechteck  ist,  dessen  Länge  OA==a  und  dessen  Breite 
gleich  l"  der  Maximal- Ordinate  ist;  diese  beiden  Flächen  sind  nämlich  an 

Inhalt  gleich  —  ^  •      Ferner   bemerkte    er,   dafs,    wenn  man   die   Ge- 

raden  OF^  FM  zieht,  diese  mit  den  zugehörigen  Bögen  der  Perlkurve 
zwei  gleich  grofse  Flächen  begrenzen,  wovon  man  sich  durch  eine 
Integration  leicht  überzeugen  kann. 

Am  Schlüsse  des  oben  erwähnten  Briefes  schlägt  Fr.  van  Schooten 
die  Untersuchung  dreier  neuen  Kurven  vor;  die  erste  derselben  hat  fol- 
gende Gleichung  ax^  =  y^  J^  2ay^  -{-  ahj ; 
setzen  wir  in  dieser  x  =  —  rj  ^    y  =  %  —  a,   so  wird  diese  zu 

a^  =  IX«-^); (8) 

demnach  ist  die  betreffende  Kurve  ein  Spezialfall  der  durch  Gleichung  (7) 
dargestellten.  Dies  hat  Schooten  nicht  bemerkt  —  er  glaubte,  dafs 
die  Kurve  von  parabolischer  Form  sei^),  während  sie  das  in  Taf.  X, 
Fig.  70  gezeichnete  Aussehen  hat  —  auch  Sluse  und  Huygens  er- 
kannten dies  nicht ^)  und  gaben  zwei  Konstruktionen  für  die  Tangente 
derselben  an,  die  sich  auf  die  Untersuchung  derjenigen  Punkte  grün- 
deten, in  denen  diese  Gerade  die  Koordinataxen  schneidet.  Über  die 
eleganten  Formeln  für  die  Quadratur  dieser  Kurve  zu  berichten  sowie 
diese  darzulegen,  dazu  gebricht  es  uns  hier  an  Raum. 

In  dem  o.  a.  Briefe  vom  8.  Jan.  1658  machte  R.  de  Sluse  die 
Bemerkung,  dafs  die  Perlkurve  (8)  zu  einer  Serie  von  Kurven  gehöre, 
deren  erste  Elemente  folgende  Gleichungen  haben: 

1)  Man  beachte,  dafs,  da  die  a;-Axe  Tangente  ist,  durch  jeden  ihrer  Punkte 
zwei  andere  Tangenten  der  Perlkurve  gehen. 

2)  Oeuvres  de  Huygens  II,  S.  76.         3)  Das.  S.  88,  89,  90  u.  93. 

18=^' 
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ay — y^=aXj  ay — y^=x^,  ay^ — y^==a^x^  ay^ — y^==ax^j 
und  fügte  hinzu ^   dafs  man  auch  die  analoge  Serie  betrachten  könne^ 

ay-\-y^==ax^     ay  -{-  y^==  x^  ^     atf -\- y^  =  a^x ,      ay^  -\-  y^==  ax^^ 

nun  ist  klar^  dafs  die  Kurve  ay^  ~\-  y^  ==  a^x  eben  nur  das  Spiegelbild 
in  Bezug  auf  Ox  zu  der  homologen  in  der  ersten  Serie  ist,  die  Yon  (8) 
nicht  yerschieden  ist.  Dies  hat  de  Sluse  nicht  bemerkt,  und  daher 
hat  er  sich  damit  aufgehalten,  direkt  einige  Eigenschaften  derselben 
aufzufinden.  Wir  werden  seinem  Beispiele  nicht  folgen,  sondern  be- 
merken, dafs  weiterhin  in  demselben  Briefe  die  Rede  ist  von  einer 
Perlkurve  vierter  Ordnung,  nämlich  von  der  durch  folgende  Glei- 
chung dargestellten:  ^^3_,j4_^2^2 (9) 

Sie  ist  eine  in  Bezug  auf  Oy  symmetrische  Kurve,  welche  Gerade 
Tangente  im  Anfangspunkte  ist,  der  eine  Spitze  ist;  de  Sluse  be- 
trachtete  nur   die  im  Winkel    der   positiven  Koordinataxen    gelegene 

Sa- 
Hälfte,  indem  er  bemerkte,  dafs  die  gröfste  Abscisse  der  Ordinate  -^ 

entspricht;  die  Punkte  oc  =  =^ ,  i/ =  v  ^i^d  Wendepunkte  (s.  Fig.  72). 

Über  die  Fläche  der  halben  Perlkurve  bemerkt  de  Sluse  „hoc  spatium 
si  fuerit  dimensum,  scias,  te  circulum  ipsum  facile  metiri  posse^^;  in 
der  That  beträgt  diese  Fläche 

F  =fx .  dy  =  jjy-yay  —  y^  ,dy=^%(^, 
y=o 

ist  demnach  gleich  einem  Kreise  mit  dem  Radius  y-     In  demselben 

Briefe  legt  Sluse  seinem  berühmten  Korrespondenten  auch  die  Frage 
vor  nach  dem  Verhältnis  zwischen  dem  Volumen  F,  das  durch  Ro- 
tation dieser  Fläche  um  Oy  entsteht  und  dem  Volumen  U  des  Cylin- 
ders,  dessen  Grundfläche  der  Kreis  mit  dem  Radius  gleich  der  zur 
Ordinate  f  a  gehörenden  Abscisse,  und  dessen  Höhe  a  ist.  Huygens 
antwortet  unterm  22.  Jan.  1658,  dafs  dieses  Verhältnis  gleich  64 :  135 
sei,  „nisi  me  calculus  faUit"^).     Da  nämlich 

y  =  a  y  =  a 

V  =  jtjx^'  dy  =  ^,f{(^y^  —  y^)<^h  =  ^?      u=- 

y  =  0  y  =  0 

ist,   so  ergiebt   sich  in  der  That  -y  =  — ;—  • 

Von  der  vierten  Ordnung  ist  ferner  die  Perlkurve,   die  die  Glei- 
chung hat  ^y^_y^^^4. (10) 

und  von  der  de  Sluse  in  dem  Briefe  an  Huygens  vom  19.  Febr.  1658^) 
spricht.     Von  derselben  sowie  von  der  vorigen  ist  auch  die  Rede  in 

1)  Oeuvres  de  Huygens,  II,  S.  121.        2)  Das.  S.  124.        3)  Das.  S.  134, 
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den  Briefen^  die  zwischen  den  beiden  genannten  Greometern  gewechselt 
wnrden  am  4.^  12.  und  14.  März  1658^).  Aus  dem  Inhalte  derselben 
ergiebt  sich  eine  bemerkenswerte  Konstruktion  der  fraglichen  Kurve. 
Schreibt  man  nämlich  die  Grleichung  (10)  folgendermafsen 

y\(^y  —  y")  =  ^S 

und  betrachtet  den  Kreis  mit  der  Gleichung  ay  —  ^^  =  %^  so  er- 
giebt sich  rr  =  ]/^^-^;  demnach  ist  x  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  x^  und  y.  Man  nehme  daher  auf  der  y-Axe  die  Strecke 
OA  ==  a^  beschreibe  über  OÄ  als  Durchmesser  einen  Kreis  ^  greife 
auf  OÄ  einen  beliebigen  Punkt  M  heraus  (Taf.  XI ^  Fig.  71)  und 
ziehe  die  Sehne  NN'  parallel  zu  Ox  durch  M.  Dann  trage  man  auf 
Oy  ML  =  MN  ab  und  beschreibe  über  dem  Durchmesser  OL  einen 
Kreis;  dieser  schneidet  die  Gerade  NN'  in  zwei  Punkten  PP'  der 
Perlkurve.  —  Betrachten  wir  der  Analogie  folgend  denselben  Kreis 
ay  —  y^=  %^  so  läfst  sich  Gleichung  (9)  schreiben  X-^y  ==^  ax.  Be- 
schreibt man  daher  wie  vorhin  den  Kreis  über  OA  als  Durch- 
messer (Taf.  XI^  Fig.  72)  und  zieht  eine  beliebige ,  dazu  senkrechte 
Sehne  NMN',  nimmt  auf  Oy  ML  =  a,  so  wird  die  durch  0  zu 
LN  gezogene  Parallele  die  Sehne  NN'  in  einem  Punkte  P  der  Perl- 
kurve (9)  schneiden.  —  Weitere  Details  über  die  speziellen  Perl- 
kurven finden  sich  in  dem  gelehrten  Briefwechsel  von  Huygens. 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Kurven  von  Lame  und  die  triangulär-synimetrisclien  Kurven. 
134:,     Die  Gleichungen 

7+1=1.  -.+'—'■  (fr+(f)'=i.  yf+yf='. 

die  bezüglich  eine  Gerade^  eine  Hyperbel,  einen  centrischen  Kegel- 
schnitt und  eine  Parabel  darstellen,  sind  offenbar  Spezialfälle  von 
folgender  Gleichung  .^^„^       .^s^ 

wo  a  und  h  beliebige  Gröfsen  und  m  eine  rationale  Zahl  ist,  den  man  den 
Index  oderExponenten  nennen  kann.  Sie  kommen  (wie  die  Perlkurven 
{n-^-Vf^^  Ordn.)  in  der  Kategorie  der  trino mischen  Kurven  von 
A.  Comte^)  vor,  und  um  allgemein  betrachtet  zu  werden,  zum  ersten- 


1)  Oeuvres  de  Huygens,  II,  S.  144, 148  u.  150. 

2)  Geometrie  analytique  (Paris  1843)    S.  249.   —  Dieser  Name   pafst  auch 


auf  die  allgemeineren  Kurven  I  — |    -f  (y)   " 


\^\  =1,   die  Euzet  in  den  Nouv.  Ann. 
\a, } 
XIII,  1854,  betrachtet  hat. 
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mal  bei  G.  Lame^);  sie  werden,  wenn  die  Koordinataxen  rechtwinklig 
sind,  gewölinlicli  Kurven  von  Lame  genannt^).  Sie  spielen  eine  wich- 
tige Rolle  in  der  Theorie  der  verallgemeinerten  Hyperbelfunktionen^); 
augenscheinlich  können  sie  als  eine  Verallgemeinerung  nicht  nur  der 
Kegelschnitte,  sondern  auch  der  Kreuzkurve,  der  Kohlenspitzkurve  und 
der  regulären  Astroiden  gelten.  (Vgl.  Nr.  97  und  104.)  —  Wenn  m 
eine  gerade  Zahl,  so  ist  die  Kurve  (1)  zu  beiden  Äsen  symmetrisch; 
ihre  reellen  Punkte  liegen  alle  innerhalb  des  von  den  Geraden  ;r  =  +  ^? 
^==-j-5  begrenzten  Rechtecks,  wenn  m  zugleich  positiv  ist;  die  Kurve 
schmiegt  sich  diesem  Rechtecke  um  so  enger  an,  je  gröfser  m  ist. 
Ist  m  dagegen  ungerade,  so  ist  die  Kurve  nur  in  dem  Falle  l)==a 
symmetrisch,  aber  zur  Halbierungslinie  des  Winkels  der  positiven  Axen; 
ihre  reellen  Punkte  liegen,  wenn  m  positiv  ist,  alle  innerhalb  des  von 

den  Geraden  x-\-y  =  0  und  x-\-y==:^  begrenzten  Streifens.   Als  spe- 
zielle  Beispiele  führen  wir  die  beiden  Kurven 

(f  )  +  (f )  ^  -^     ^^^     x^-^i/=  a^ 
an,  deren  Gestalt  auf  Taf.  XI  die  Figuren  73  und  74  wiedergeben. 
Setzt  man  übrigens  —  ==  -| ,    |^  ==  ^  ^  so  wird  die  Gl.  (1)  zu 

^mj^^m^l^m ^y^ 

Folglich  kann  jede  Lame'sche  Kurve   durch  Projektion   aus  der  ana- 
logen aber  spezielleren  Kurve  (!')  erhalten  werden. 

Was  nun  die  durch  Gleichung  (1)  dargestellten  Kurven  angeht, 
so  hat  Lame  a.  a.  0.  einen  bemerkenswerten  Satz  bewiesen,  der  ferner 
von  Magnus^)  dargethan  und  von  Gilbert^)  von  neuem  aufgefunden 
wurde.  Um  diesen  kennen  zu  lernen,  betrachten  wir  die  oo^  Kurven, 
die  durch  folgende  Gleichung  dargestellt  werden 


1)  Examen  des  differentes  methodes  employees  pour  resoudre  les  proWemes  de 
geometrie  (Paris  1818)  S.  105  IF.  —  Auf  eine  spezielle  Lame'sche  Kurve,  nämlich 
die  mit  der  Gleichung  x^ -\- y^  =  c^ ^  wandte  Barrow  seine  Tangentenmethode 
an;  s.  die  Lectiones  geometricae^  zuerst  herausgeg.  London  1670  und  repro- 
duziert in  The  math.  Worlis  of  Is.  Barroiv  ed.  Wketvell  (Cambridge  1860), 

2)  Ausnahme  von   dieser  Regel  macht  der  Abt  Aoust^    der   den  Namen 

Strophoiden  gebraucht  (Analyse  infinüeswiale  des  courdes  planes^  Paris  1873, 

S.  58)  und  der  Lord  Mc.  Laren,   der  sie  Zweifache  Ovale  nannte  {Equation 

x^       it 
of  the  gliseUe  of  the  tiüofold  oval  -^^  -\-  ~^  =  1.    Proc.  of  the  Edinburgh  Roy. 

Soc,  XVIII,  1890). 

3)  S.  Eap.  VIII  des  Werkes  von  S.  Günther,  Die  Lehre  von  den  gewöhn- 
lichen und  verallgemeinerten  HyperhelfunMionen  (Halle  1881). 

4)  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie 
(Berlin  1833)  S.  586. 

5)  Sw  les  courhes  planes  ä  equations  trinomes  (Nouv,  Ann.  2^  Serie,  IX,  1870), 
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(!)"+©"  =  !' (2) 

und  wo  die  Gröfsen  |^  rj  durch  die  Relation  verknüpft  sind: 

(!)'+(!)' =  i> (») 

es  wird  behauptet,  dafs  deren  Enveloppe  eine  Lame'sche  Kurve 

von  der  Art  (1)  ist  mit  dem  Index  — ^f— .     In  der  That,  wenden 

^  -  m-\-  p  ^ 

wir  die  Methode  der  unbestimmten  Multiplikatoren  an,  so  erkennt 
man,  dafs  die  Gleichung  der  fraglichen  Enveloppe  durch  Elimination 
von  ^,7]^  aus  Grleichung  (2)  vermittelst  folgender  Relationen  entsteht 

sie  ist  daher 


{X\m-\-p    .      /y\m-\-p 


diese  Gleichung  beweist  durch  ihre  Form   den  ausgesprochenen  Satz. 
Ein  anderer  bemerkenswerter  Satz  bezieht  sich  auf  die  Krümmung 
der  Lame'schen  Kurven^).    Man  kann  ihn  in  folgender  Weise  erhalten: 
aus  der  Gleichung  (1)  ergiebt  sich 

-(i)"=(ir~'-g (1) 

oder  auch  _  (^V'  dy_  _  /^\^-i. 

\hj  '  dx        \yl        ' 

differenzieren  wir  diese  nach  x,  so  folgt 

_  («)™  4Ü/  =  (^  _  1)  (-)- Vi  -  4 .  4^) , 

\ll     dx^       ^  "^  \y/       \y       y     dxj ' 

welche  Gleichung  mit  (4)  multipliziert  ergiebt 

-^  =  Cm  —  1^  —  -^  ff/  —  ^^V  (5) 

dx^        ^  ^  xy  dx  Y  dx)  ^  ^ 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dafs  der  Krümmungsradius  M^  der  Kurve  (1) 
im  Punkte  F{x,y)  durch  folgende  Formel  gegeben  ist: 


1)  G.  Fouret,  Construction  du  rayon  de  courhitre  de  certaines  classes  de 
courhes,  notamment  des  courhes  de  Lame  et  des  paraboles  et  liyperl:)oles  des  di- 
vers ordres  (C.  R.  CX,  1890);  R.  Godefroy,  Su7'  les  rayons  de  courhure  de  cer- 
taines courhes  et  surfaces^  en  particulier  de  courhes  et  surfaces  de  Lame  (Journ. 
de  l'Ec.  polyt.  Heft  LXII,  1892). 
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Führt  man  noch  den  Bogen  s  als  unabhängige  Variabele  ein,  so  läfst 


sich  daraus  ableiten 


(m  —  1)  B^^  ^  ds    ds 


xy- 


dx 


dx      dy 
ds      ds 

X        y 


0 


Betrachten  wir  nun  den  so  entstandenen  Ausdruck  für  {m  —  1)Ä„^, 
so  sehen  wir,  dafs  dieser  weder  von  a  und  &,  noch  auch  von  m  ab- 
hängt, sondern  nur  von  den  Koordinaten  x^  y  des  betrachteten  Punktes 
und  von  der  Richtung  der  Geraden,  die  daselbst  die  Kurve  berührt; 
mit  anderen  Worten  —  benutzen  wir  die  von  S.  Lie  eingeführte 
Nomenklatur^)  —  es  ist  (m  —  1)  B^^  eine  Funktion  nur  von  den  Linien- 
elementen der  Kurve,  die  ihren  Sitz  im  Punkte  P  haben.  Daraus 
folgt,  wenn  wir  eine  andere  Lame'sche  Kurve  vom  Typus  (1)  be- 
trachten z.  B.  folgende 

(fr+(f)=i. 

und  wir  nehmen  an,  dafs  sie  die  vorige  im  Punkte  P  berühre,  dafs 
der  Wert  der  Funktion  (m'  —  1)  Itmr  derselbe  sein  wird,  wie  der  der 
Punktion  (m — 1)B,,,.     Daraus  folgt 

(m-l)E„=K-l)E„,,       oder      -1-^:  ±- =  '±=^ ,    .  (7) 

welche  Beziehung  folgender  Satz  ausdrückt:  Wenn  zwei  auf  diesellben 
Axen  bezogene  Lame^schen  Kurven  mit  den  Indices  m  und  ni  sich 
in  einem  Punkte  berühren,  so  wird  das  Verhältnis  der  Krümm^gen 

in  diesem  Punkte  durch      .^^   ausgedrückt.    Wenn  man  daher  den 

Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  unendlich  vielen  sich  daselbst 
berührenden  Lame'schen  Kurven  konstruieren  kann,  so  ergeben  sich 
daraus  dieselben  für  alle  die  anderen.     Nehmen  wir  z,  B.  m'  =  2,  so 

erhält  man  R,^  = —  JB«, ,  somit  ist  die  Bestimmung;  von  jR,„,  zurück- 

geführt  auf  die  Konstruktion  des  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  P 
eines  Kegelschnittes,  der  unzweideutig  durch  die  Lage  seiner  Axen,  durch 
den  Punkt  P  und   die  zugehörige  Tangente  bestimmt  ist.     Ähnliche 

Reduktionen  ergeben  sich,   wenn  man  m'  =  —  1  oder  m'  =  —  setzt. 

Mit  Benutzung  Euler' scher  Integrale  gelangt  man  zu  einer  ele- 
ganten Formel  für  die  Quadratur  der  Lame'schen  Kurven.  Beachten 
wir  nämlich,  dafs  die  Kurve  (1)  folgender  parametrischer  Darstellung 
fähig  ist  2  2 

;:c  =  acos^A,         i/==&sin^>l, 

1)  Bezügl.  einer  anderen  Form,  die  man  diesem  Ausdrucke  geben  kann, 
s.  R.  Godefroy,  Theoremes  sur  les  rayons  de  courhure  d^une  classe  de  courhes 
geomüriques  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  V,  1886). 

2)  Man  s.  z.B.  Lie-Scheffer,  Geometrie  der  Beruhrungstransformationenl. 
(Leipzig  1896)  S.  11. 
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SO  ist^  wenn  wir  mit  Ä  die  Gesamtfläclie  der  Kurve  bezeichnen 

^A=:^  fy'dx=^  Tsin^'  +  '/l.cos^  +  '/l.^A-, 

_   7t  2  =  0 

nun  ist  im  allgemeinen  (vgl.  Nr.  170) 


0  -*   1^2" 


sm"-U-sm''-U-(;U  =  ^ 


und  daher 


r(l)r(l  +  i) 

--  JL  =  — 
4  w 


und  weil  ^F(^)  =  F(^ -|- 1),  so  folgt  schliefslicli 


2a& 


r= 


ti) 


"^"WlY' •   •   •   w 

und  dieses  ist  die  angedeutete  Formel^). 

135.  Man  projiziere  eine  Lame'sche  Kurve  derart^  dafs  der  un- 
endlicli  fernen  Geraden  eine  solche  in  endlicher  Entfernung  entspricht; 
es  entsteht  dann  eine  neue,  trinomische  Kurve,  die  in  homogenen 
Koordinaten   durch   eine   Gleichung  von  folgendem  Typus   dargestellt 

werden  kann:  C^Y-l-  (^Y-i-  ('^Y=  0 (9) 

Alle  Kurven,  die  einer  solchen  analytischen  Darstellung  fähig  sind, 
heifsen  nach  De  la  Gournerie  triangulär  symmetrische  Kur- 
ven^); m  ist  ihr  Exponent,  und  das  Dreieck,  worauf  sie  bezogen 
sind,  das  Fundamentaldreieck.  Im  speziellen,  wenn  m  =  l,  so 
hat  man  eine  Gerade,  wenn  m  =  —  1,  einen  dem  Fundamentaldreieck 

umbeschriebenen  Kegelschnitt;  wenn  m  =  — ,  einen  demselben  Dreiecke 

einbeschriebenen  Kegelschnitt;  wenn  m  =  2,  einen  Kegelschnitt,  in  Be- 


1)  Für  den  speziellen  Fall,  dafs  m  eine  Paarzahl,  siehe  die  Abhandlung  von 
S.  Spitzer,  Bestimmung  der  Flächeninhalte  jener  Kurven,  die  durch  die  Glei- 

— }     +  {-f^i     =  lj>   ^^^  äes  Körperinhalts  jener  Flächen,  die  durch  die 

(^\2w         A/\2m         /  ^\2m 
—  I     +(v-)     +(~)     =1  gegeben  sind,  luorin  m  eine  ganze  Zahl 

bezeichnet  (Archiv  LXI,  1877);  ferner,  für  den  Fall  a  =  'b^  Cesaro,  Elementi  di 
calcolo  infinitesimale  (Neapel,  1899)  S.  324. 

2)  J.   de  la  Grournerie,    Becher ches  sur    les   surfaces   reglees   tetraedrales 
symetrigues  (Paris  1867)  S.  196  ff. 
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zug  auf  den  dieses  Dreieck  ein  zu  sich,  selbst  polares  (antopolares) 
ist,  u.  s.  w. 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen:  Wenn  man  auf  eine  triangulär- 
symmetrische  Kurve  eine  Ibelielbige  projektive  Transformation  an- 
wendet, so  erhält  man  eine  andere  triangulär-symmetrische  Kurve 
mit  demselhen  Exponenten,  die  zum  Fundamentaldreieck  das  trans- 
formierte des  ursprünglichen  Fundamentaldreiecks  hat.  Etwas  ähn- 
liches ergiebt  sich,  bei  gewissen  reziproken  Transformationen,  mit 
denen  wir  uns  nun  beschäftigen  wollen. 

Betrachten  wir  den  Kegelschnitt 

\x,'  +  \x,'  +  ]c,x.J  =  0, (10) 

und  beachten,  dafs  die  Koordinaten  der  Tangente  im  Punkte  (xi^x^^x^) 
an  die  Kurve  (9)  gegeben  werden  durch 

m  — 1 

rii  =  ^  ■  ■  ■  (»  =  1,2,3), (11) 

WO  r  ein  Proportionalitätsfaktor  ist,  so  hat  der  Pol  dieser  Tangente 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (10)  die  Koordinaten  X^^Xg^X^^  die 
durch  folgende  Grleichung  bestimmt  werden 

pZ,=  |^  •■•(.•=1,2,3), (12) 

wo  Q  wieder  ein  Proportionalitätsfaktor  ist.  Eliminieren  wir  die  x 
aus  (9)  und  (12) ,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der  Polarreziproken 
der  triangulären  Kurve  (9)  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  (10);  es 
ist  folgende  m  ,  m  m 

(M,X,)—^+ (^2^^22:2)"^-'+ Ä%^3)"~^-0.     .     .     (13) 

Sie  gehört  einer  triangulären  Kurve  an  mit  dem  Exponenten  11  =  — -— r 

und  hat  dasselbe  Fundamen taldreieck  wie  (9);  also:  Die  Polarreziproke 
einer  triangulär-symmetrischen  Kurve  mit  dem  Exponenten  in  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  für  welchen  das  Fundamentaldreieck 
autopolar  ist,  erweist  sich  als  eine  ehensolche  Kurve  mit  dem  Ex- 
ponenten fx  =  — 3^'  Wir  bemerken  zweierlei:  Erstens^  dafs  die 
Relation  zwischen  m  und  ^  in  folgender  symmetrischer  Form  ge- 
schrieben werden  kann 1 =  1 .    Zweitens,  dafs  lede  trians^ulär- 

symmetrische  Kurve  mit  dem  Exponenten  ^^  wie  z.  B,  folgende 

©'■+ ©'•+©'=» w 

durch  Polarisierung  von  (9)  in  Bezug  auf  einen  passend  gewählten 
Kegelschnitt  erhalten  werden  kann;  in  der  That  koinzidieren  die  Glei- 
chungen (13)  und  (14)^  wenn  die  \,\j\  folgender  Bedingung  genügen 

K-y  (X/-i    CC^  ■  ■     Wn  U/a  CCn    '  tvo  Wo  CCn  . 
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Die  vorigen  Formeln  führen  noch  zu  weiteren  Folgerungen.  Wenn 
man  die  x  aus  den  Gleichungen  (9)  und  (11)  eliminiert,  so  findet  man 

m  m  ra 

Kl,)^^  +  (^,y^^  +  (ö^3y^^  =  0;      .     .     .     (15) 

dies  ist  die  Tangentialgle-ichung  der  Kurve  (9)  und  es  ist  bemerkens- 
wert, dafs  sie  dieselbe  Gestalt  hat  wie  Gleichung  (9),  nur  der  Ex- 
ponent m  ist  zu  \i  geworden-,  diese  Zahl  kann  daher  der  Tangential-, 
Index-  oder  Exponent  der  betrachteten  Kurve  genannt  werden. 

Man  erkennt  alsbald,  dafs  die  Polarkurven  jeder  Ordnung  r  eines 
Ibeliebigen  Punktes  der  Elbene  in  Bezug  auf  eine  trianguläre  Kurve 
mit  dem  Exponenten  tyi  eine  analoge  Kurve  mit  dem  Exponenten 
(m  —  t)  ist,  die  dasselbe  Eundamentaldreieck  hat.  Betrachten  wir 
insbesondere  die  beiden  Kurven 

(?)'+(!■)'+ (!)'=».  ©'+©'+ (~;)'=»^-  w 

die  letzte  Polare  eines  Punktes  der  ersteren  in  Bezug  auf  die  zweite 
hat  zur  Gleichung: 


-^ö 


daher  sind  seine  Koordinaten  x^x^x^  gegeben  durch  die  Formeln 

eliminiert    man  mit  Hilfe    dieser    Gleichungen    die  x    aus   der  ersten 
Gleichung  (16),  so  findet  man 

g  \'p  /        g  \i>  /        g  \p 


Dies  beweist,  dafs,  wenn  zwei  trianguläre  Kurven  mit  den  Exponenten 
p  und  q  gegeben  sind,  bezogen  auf  dasselbe  Dreieck,  so  ist  die 
Enveloppe  der  letzten  Polaren  der  Punkte  der  ersteren  in  Bezug  auf 
die  zweite  eine  Kurve  derselben  Art  mit  dem  Tangentialexponenten 

^  1  •     Der  andere  Exponent  ist  somit  -_     _—r .    Es  möge  bemerkt 

werden,  dafs  dieser  Satz   für  q  =  2  mit   einem   schon  früher  aufge- 
stellten übereinstimmt;  ferner,  dafs  die  Exponenten  der  resultierenden 
Kurven    sich   nicht    ändern,    wenn   man  die  Rollen  der  Kurven  (16) 
vertauscht,  falls  p  =  q  oder  p  -\-  q  =  '^' 
126.     Man  setze 

QX\  =  XT,        ('^'=1,2,3); (17) 

man    gelangt    dann    zu    einer   Korrespondenz    zwischen    den   Punkten 
P(%,  Ä^g^^s)    einer   Ebene   U   und    der   Punkten  P\x'i^X2y  x^)    einer 
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zweiten  Ebene  n\     Nun  wird  infolge  von  (17)  die  Gleiclinng  (9)  zu 

>yt  ly  ly 

J^l I  2        I        ^3     A 

<    ~T~    <       >"    <    ~"  ^ 

welches  eine  Gerade  darstellt.  Folglich:  Die  triangulär-symmetrischen 
Kurven  sind  solche  Kurven,  die  in  der  Ehene  U  den  Geraden  der 
Ebene  77'  entsprechen  hei  einer  geometrischen  Transformation,  die 
durch  die  Oleichungen  (17)  hestimmt  ist.  Von  diesem  Gesichtspunkte 
aus  wurden  die  triangulär -symmetrischen  Kurven  neuerdings  von 
E.  Timerding  untersucht^  der^  weil  er  sie  für  neue  Kurven  hielt^ 
sie  mit  dem  neuen  Namen  courbes-puissances  belegte^). 

Die  Untersuchung  der  Krümmung  der  triangulär-symmetrischen 
Kurven  liefert  einen  wichtigen  neuen  Satz,  den  wir  aus  dem  in  Nr.  124 
bewiesenen  in  folgender  Weise  ableiten  können.  Wir  betrachten  zwei 
Lame'sche  Kurven  F^^^  und  F^  in  einer  Ebene  7t  mit  den  Indices  m 
und  n^  die  sich  einander  im  Punkte  P  berühren.  Wir  projizieren 
sie  auf  eine  Ebene  7t' ^  die  nicht  zu  7t  parallel  ist.  Dann  erhalten 
wir  zwei  trianguläre  Kurven  Fm  und  Fn^  die  sich  einander  in  P\,  der 
Projektion  von  P^  berühren.  Nennen  wir  nun  die  Krümmungsradien 
von  F^^  und  F^  in  P  bezw.  B,^^  und  B^y  sowie  die  Yon  Fm  nnd  Fn  in 
P'  bezw.  Bm  und  Bn.     Zufolge  des  früher  angeführten  Satzes  haben 

wir  dann  —^  = -•     Nun  ist  bekannt^),  dafs,  wenn  zwei  Kurven 

sich  in  einem  Punkte  berühren^  sich  das  Verhältnis  ihrer  Krüm- 
mungen in  diesem  Punkte  durch  irgend  welche  projektive  Trans- 
formation nicht  ändert.  Demnach  ist  -:^  =  —^  •  Diese  Beziehung 
mit  der  vorigen  kombiniert  ergiebt 

B'^         m  ~  1  ' 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  von  Jamet  ausdrückt:  Wenn  zwei 
triangulär-symmetrische  Kurven  mit  den  Exponenten  ^^  und  n  das 
Fundamentaldreieck  gemeinsam  hahen  und  sich  in  einem  Punkte  be- 
rühren, so  ist  das  Verhältnis  der  Krümmungen  in  diesem  Punkte 

^]2  j-     Setzen  wir  im  speziellen  n=-  —  1:   Der  Krümmungsradius 

einer  triangulär-symmetrischen  Kurve  mit  dem  Exponenten  m  steht 

in  dem  Verhältnis  ^  zum  Krümmungsradius  in  P  desjenigen 


1)  S.  den  Artikel  Stir  une  certaine  famille  de  courhes  algehriques  (Nouv. 
Ann.  3.  Se'rie,  XYII,  1898). 

2)  Mehmke,  Üher  zivei  die  Krümmimg  von  Gttrven  und  das  Gau fs' sehe 
Krümmung smafs  von  Flächen  Ijetreffende  Eigenschaften  der  linearen  Punlcttrans- 
formationen  (Zeitschr.  f.  Matli.  XXXVI,  1891);  "Wolf fing,  Das  Verhältnis  der 
Krümmungsradien  im  BerührungspunMe  ziveier  Kurven  (Das.  XXXYIII,  1893). 
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dem  Fundamentaldreieck  umlbesclirielbeiien  Kegelschnittes ,  der  die 
Kurve  in  P  herülirt^).  Demnacli  ist  die  Konstruktion  des  Krümmungs- 
radius in  einem  beliebigen  Punkte  irgend  einer  triangulären  Kurve 
zurückgefübrt  auf  die  Konstruktion  des  Krümmungskreises  in  P  des 
Kegelschnittes^  der  durch  die  vier  Punkte  P^Ä^jÄ^^Ä^  und  die  Tan- 
gente in  P  bestimmt  ist^). 

127.  Der  in  der  Gleichung  (9)  auftretende  Exponent  m  ist  der 
Annahme  gemäfs  eine  rationale  positive  oder  negative  Zahl;  den  ab- 
soluten Wert   desselben^    soweit    als    möglich    abgekürzt,    wollen  wir 

mit  —  bezeichnen.  Dann  sehen  wir,  wenn  wir  die  Gleichung  (9) 
rational  machen,  dafs,  wenn  m  =  ~  ist,  die  entsprechende  Kurve  von 

der  Ordnung  pq  ist;  wenn  dagegen  m  =  —  — ,   so   ist  ihre  Ordnung 

2p  q.  Im  ersten  Falle  geht  die  Kurve  nicht  durch  die  Ecken  des 
Pundamentaldreiecks ;  im  zweiten  Falle  dagegen  hat  sie  in  jeder  Ecke 
des  Fundamentaldreiecks  die  Vielfachheit  pq-^  die  entsprechenden  Tan- 
genten reduzieren  auf  nur  p  verschiedene  Geraden.  In  diesem  Falle 
schneidet  die  Kurve  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  nur  in  den 
Ecken.  Wenn  aber  m  positiv  ist,  so  bilden  die  p-q  Schnittpunkte 
mit  einer  beliebigen  Seite  des  Fundamentaldreiecks  p  Gruppen  von  je 
q  zusammenfallenden  Punkten. 

Da,  wie  wir  (Nr.  125)  gesehen  haben,  die  Tangentialgleichung 
einer  triangulären  Kurve  von  derselben  Form  wie  die  Punktgleichung 
ist,  so  entsprechen  jenen  Eigenschaften,  zu  denen  uns  obige  Diskussion 
der  Gleichung  (9)  führte,  ebenso  viele  andere  infolge  der  Dualität: 
verweilen  wir  einen  Augenblick  bei  der  Besprechung  derjenigen, 
welche  sich  auf  die  Klasse  der  untersuchten  Kurve  beziehen.  Im  all- 
gemeinen wird  der  Tangentialexponent  der  Kurve  (9)  durch  ^  =  — --— 


gegeben.     Wenn   nun  m  =  ^,  so  ist  ^=    _    ;   daher,  wenn  p  >  g, 

SO  ist  die  Klasse  p(p- — g);  wenn  aber  p<iq,  ist  die  Klasse  2(g — _p); 

ist  hing-eejen  m  =  —  — ,  so  ist  ii  =  — , —  ,   und  die  Klasse   der  Kurve 

ist  immer  =i)(p  +  g)-     Dieses  verschiedene  Verhalten  hat  La  G o ur- 
ner ie  veranlafst,  die  triangulären  Kurven  in  drei  Arten  einzuteilen: 


1)  Jamet,  Sur  les  courdes  et  les  surfaces  tetraedrales  symäriques  (Ann.  de 
TEc.  norm,  sup,  3.  Ser.  IV,  1887,  Supplement).  Ygl.  auch.  F.  Machovec,  tfber 
die  Krümmung smittelpunkte  der  DreieelcsMirven  {courhes  triangulaires)  (Prager  Ber. 
1891);  Cesaro,  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S.  101. 

2)  Diese  Aufgabe,  gelöst  von  Ckasles  und  dann  von  Mannheim,  wurde 
neuerdings  von  G.  Fouret  untersucht  in  dem  Aufsatze  Construction  du  rayon  de 
courhure  des  courhes  triangulaires  symetriques,  de  courhes  planes  anharmoniques  et 
des  lignes  asymptotiques  de  la  surface  de  Steiner  (C.  R.  CX,  1890). 
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in  die  erste  reclmete  er  diejenigen,  bei  denen  der  Exponent  m  gröfser 
als  1,  in  die  zweite,  bei  denen  er  zwischen  0  und  1  liegt  und  in  die 
dritte  die  mit  negativem  Exponenten.  Jede  Spezies  wird  wieder  ein- 
geteilt in  drei  Arten,  jenackdem  von  den  Zahlen  p  und  q  nur  die 
eine  oder  beide  Zahlen  ungerade  sind.  Die  speziellen  Eigenschaften 
jeder  der  neun  resultierenden  Arten  sind  von  dem  oben  erwähnten 
französischen  Geometer  weitläufig  untersucht  worden,  und  wir  ver- 
weisen den  Leser,  der  weitere  Auskunft  wünscht,  auf  dessen  Arbeit. 
Daselbst  ist  jedoch  nicht  von  dem  Geschlechte  jener  Kurven  die  Rede: 
die  darauf  bezüglichen  Fragen  sind  aber  in  der  Note  von  Jamet 
untersucht,  Sur  le  genre  des  courhes  planes  triangulaires  (Bull,  de  la 
Soc.  math.  de  France,  XVI,  1888). 

Wir  beschliefsen  dieses  Kapitel  mit  dem  Hinweise  auf  einen 
Grenzfall  der  triangulären  Kurven^).  Schreiben  wir  Gleichung  (9)  in 
folgender  Weise 

c,xf  +  c,x^  +  c,x^  =^  0 (18) 

und  nehmen  an,  dafs  .  ,  /^  /ia\ 

q+^2  +  ^3  =  0 (19) 

Nun  suchen  wir  den  Grenzwert,  den  Gleichung  (18)  erreicht,  wenn 
m  sich  dem  Werte  0  nähert.  Beachten  wir  nun,  dafs,  wenn  c  eine 
endliche  Konstante  bedeutet 

lim  (ni  •  c)  =  0, 

so  ist  der  gesuchte.  Grenzwert 

lim  {c^xl^  +  <^2^2^  +  ^s^sO  "^  1™  0^^^) 


c. 


oder  auch 

k  =  l 

Es  ist  aber 

lim  — ^- — "  =  log  x^ 

m=0         ^^ 

und  daher 

k  =  l 

oder,  wenn 

wir  6^  = 

C  setzen, 

X-,      Xn     Xn            ■        O  . 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung;  infolge  von,  (19)  kann  sie  geschrieben 
werden  (^y^/fiV^^  C; 


oder,  wenn  wir   -^  ==:  x ,   -^  = -w  setzen 

x'-.y'^-^C (20) 


^8 


1)  Cesaro,  die  o,  a,  Lezioni,  S.  103, 
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Wenn  die  Seite  x^  =  0  ins  Unendliclie  verlegt  ist^  so  stellt  diese 
Gleichung;  wenn  q  und  c^  rationale  Zahlen  sind^  eine  Parabel  oder 
Hyperbel  höherer  Ordnung  dar.  Wenn  aber  q  und  C2  irrational  sind^ 
so  erhält  man  Kurven  ^  die  nicht  mehr  algebraisch  sind^  die  man 
interscendente  binomische  Kurven  nennen  kann.  Wir  werden 
ihnen  von  einem  andern  Gesichtspunkte  aus  im  folgenden  Abschnitte 
(Kap.  19)  wieder  begegnen^  wollen  jedoch  hier  bemerken^  dafs  der 
Satz  von  Jamet  auf  die  hier  betrachteten  Kurven  angewendet  zu 
folgendem  Schlüsse  führt:  Der  KrÜHiinmigsradius  in  einem  Punkte  J? 
einer  Mnomischen,  algetoaisclien  oder  interscendenten  Knrve  ist 
doppelt  so  grofs,  als  der  Radius  desjenigen  Kreises,  der  den  dem 
Fundamentaldreieck  umlbeschriebenen  und  jene  Kurve  in  _P  berüh- 
renden Kegelschnitt  in  P  oskuliert.  Diesen  Satz  teilte  Jamet  schon 
im  Jahre  1875  der  Societe  mathematique  de  France  mit. 


Sechstes  Kapitel. 
Die  Polyzomalkurven. 

138.  Den  Namen  ^^polyzomal  curves'^  (abgeleitet  von  ro  ^G)^a^ 
der  Gürtel)  hat  Cayley^)  allen  denjenigen  Kurven  gegeben^  die  durch 
eine  Gleichung  von  folgender  Form  dargestellt  werden 

2y^^-^' 0) 

wo  die  Wurzeln  beliebiges  Vorzeichen  haben  und  die  TJ  ternäre  Formen 
r*®^  Grades  in.  projektiven  Koordinaten  eines  Punktes  sind^).  Man 
setzt  immer  voraus,  dals  1^  >  2,  da  in  den  Fällen  7/  =  1  und  v  =^  2 
die  Gleichung  (1)  zu  ?7^  =  0  und  TJ-y  — -17^^=0  wird,  deren  Unter- 
suchung keine  Verschiedenheit  bietet  von  der  einer  allgemeinen  Kurve 
^ten  Q-rades;  man  setzt  ferner  voraus,  dafs  zwei  beliebige  der  [/"keinen 
quadratischen  Quotienten  haben.  Unter  den  somit  allgemein  betrach- 
teten Typus  fallen  eine  grofse  Zahl  schon  bekannter  Kurven;  vor  allen 
die  centrischen  Kegelschnitte,  wenn  man  sie  z.  B.  betrachtet  als  Orter 
der  Punkte,  für  welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Entfernungen 
von  zwei  festen  Punkten  konstant  ist;  ferner  die  Cartesischen  Ovale 
(Abschn.  III,  Kap.  9)  als  Örter  der  Punkte,  für  welche  die  Summe  der 
Abstände  von  zwei  festen  Punkten,  mit  gegebenen  Zahlen  multipliziert. 


1)  S.  die  Abh.  On  polyzomal  curves,  othenvise  the  curves  ]/ ü"+  YV-] ==0 

{Trans,  of  the  B.  Soc.  of  EdinUirgh,  XXY,  1868). 

2)  Die  Franzosen  haben  für  die  Kurven   Ui^O  den  Namen  ceintures 
adoptiert. 
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konstant  ist  (Nr.  77)^  und  endlich,  alle  im  Kap.  10  des  III.  Absclin. 
untersuchten  Kurven.  Wir  können  noch  hinzufügen  die  von  Descartes 
in  dem  Briefe  an  P.  Mersenne  vom  23.  Aug.  1638  betrachtete  Kurve^ 
in  welchem  er  Fermat  auffordert,  die  von  ihm  erfundenen  Methoden 
anzuwenden  ,,a  trouver  la  tangente  d'une  ligne  courbe  qui  a  cete  pro- 
priete,  que  l'aggregat  des  4  lignes  tirees  de  chascun  de  ses  poins  vers 
4  autres  poins  donnez,  comme  vers  A,  B^C,  D,  est  touiours  esgale  ä 
une  ligne  donnee^^^).  Endlich  ist  eine  solche  Kurve  ein  Spezialfall 
der  Tschirnhausen'schen  Kurve  mit  n  Brennpunkten;  jede  der- 
selben ist  der  Ort  eines  Punktes  M^  der  einer  Beziehung  von  folgendem 
Typus  genügt  ^ 


i 

WO  F^  feste  Punkte  und  die  /x.  gegebenen  Konstanten  sind^) 

Die  Gleichung  (1)  enthält  v  •  o  —  1    wesentliche   Kon- 

stanten; wenn  man  sie  rational  macht,  so  wird  sie  zu 

JT2V^=ö (1') 

wo  das  Symbol  JJ  bedeuten  soll,  dafs  man  alle  die  2^~~^  Polynome  be- 
trachten soll,  die  man  aus  dem  Polynom  yC/^  +  l/^^  +  V  ^3  H V^v 

erhält,  wenn  man  das  Vorzeichen  des  Qrsten  Summanden  festhält  und 
die  Vorzeichen  der  folgenden  auf  alle  möglichen  Weisen  variiert.  Das 
erste  Glied  von  (1')  ist  somit  im  allgemeinen  eine  rationale  Funktion 

vom  Grade  2^-^-~r,  zeigt  also,  dafs  die  durch  Oleichung  (1)  dar- 
gestellte Kurve  von  der  Ordnung  n^^2^~^  -  r  ist.  Giebt  man  den 
in  Gleichung  (1)  auftretenden  Wurzeln  alle  die  verschiedenen  möglichen 
Vorzeichen,  so  erhält  man  im  allgemeinen  2^~^  Zweige  der  Kurve,  die 
zu  je  zwei  und  zwei  gemeinsame  Punkte  haben.  Man  erhält  diese  Punkte, 
wenn  man  die  Schnitte  der  Kurven  von  folgendem  Typus  betrachtet: 

wo  \j\y\"  -^  eine  Permutation  der  Zahlengruppe  1,  2,  3  •  •  •  -z^  ist. 
Wenn  a  =  \  oder  =v  —  1^  so  heifsen  diese  Kurven  Zoma  und  Anti- 
zoma,  während  sie  im  allgemeinen  Falle  parazomale  komple- 
mentäre Kurven  heifsen.  Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen, 
dafs  jeder  Schnittpunkt  einer  Zoma  mit  der  entsprechenden  Antizoma 
ein  Berührungspunkt  jener  mit  der  gegebenen  Polyzomalkurve  ist. 
Diese  Schnitte  sind  für  jede  Zoma  an  Zahl  r-2^~"^r,  daher  im  ganzen 

1)  Oeuvres  de  Descartes-^  ed.  Cousin,  YIII.  (Paris  1824)  S.  105;  ed.  Adam  et 
Tannery  II.  (Paris  1898)  S.  324. 

2)  MecUcina  mentis  (Amsterdam  1686)  S.  91, 
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2^— 3.  ^^2.  ^^  jeder  ein  Berührungspunkt  der  Polyzomalkurve  mit 
ihrer  Zoma  ist^  so  wird  diese  äquivalent  mit  2^'~^vr^  Schnitten  der 
Kurve  (1)  mit  den  eigenen  Zomen;  somit  erschöpfen  sie  alle  Schnitte 
jener  (die  von  der  Ordnung  2^~^r  ist)  mit  ihren  i/Zomen  (die  von 
der  Ordnung  r  sind). 

Umgekehrt  die  2'^~~^r'2(^~^r  =  2^'~^r^  Schnitte  der  beiden  kom- 
plementären parazomalen^  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellten  Kurven 
sind  Doppelpunkte  der  gegebenen  Kurve.  Sie  sind  auch  die  einzigen 
vielfachen  Punkte^  die  die  Kurve  im  allgemeinen  besitzt.  Welches  ist 
ihre  Anzahl?  Um  diese  Frage  beantworten  zu  können^  beachten  wir^  dafs^ 

wenn  man  für  a  einen   der  Werte  2^  3^  4  •  •  •  i/  —  2  wählt ^   man  y) 

Systeme  vom  Typus  (2)  erhält;  jedes  derselben  entsteht  ebenso  aus 
dem  Werte  a  als  aus  dem  Werte  v  —  a]  daher  ist  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Systeme  vom  Typus  (2) 

a  =  v  —  2  a  =  v  a  =  r 

i2(:)-S[(:)-^(«+i)]=i2:(:)-("+i)==^'— 1- 

a  =  2  a  =  l  «  =  1 

Daraus  ergiebt  sich^  dafs  die  Gesamtzahl  der  Doppelpunkte  der  Kurve 
ausgedrückt  wird  durch 

d--==2^-^r'{2^'-~-^—v—l). 

Da  die  Kurve  im  allgemeinen  keine  Spitzen  besitzt,  so  ist  ihre 

Klasse         =  2'-^r  \r  (i/  +  1)  —  2] , 

während  ihr  ^m      i  i     i  i        c^      .     r    /     .    -<  \        /.-i    .    -. 

Geschlecht  =  2^-^r  [r  (i/  +  1)  —  6]  +  1 

ist. 

129.  Diese  Zahlen  erfahren  Veränderungen,  wenn  die  v  Kurven 
J7^.  ==0  eine  gewisse  Zahl  Je  von  Punkten  gemeinsam,  haben;  es  zeigt 
sich  im  Besonderen,  dafs  die  Zahl  der  Doppelpunkte  infolgedessen 
wächst  um  2^—^{v  —  1)  k^  und  dafs  daher  das  Geschlecht  sich  um 
ebenso  viel  und  die  Klasse  der  Kurve  sich  um  das  Doppelte  ver- 
mindert.    Im  Speziellen,  wenn  die   ü  folgende  Gestalt  haben 

WO  die  l-  Konstanten  sind  und  die  Gröfsen  (9,  i-,  ^.  ternäre  Formen 
vom  Grade  bezw.  r,  5,  r  —  5  sind,  so  wird  die  Zahl  der  Doppelpunkte 
ausgedrückt  durch 

2— V[(2^-i—  2)r  —  (a/—  l)s]; 

bei  der  vorliegenden  Annahme  kann  man  aber  noch  hinzufügen,  dafs 
die  linke  Seite  von  (1')  den  Faktor  O"^  habe,  wo  o  eine  positive  ganze 
Zahl  ist;  alsdann  erfährt  die  Ordnung  der  Kurve  eine  Verminderung 
um  (0  (r  —  s)  Einheiten. 

Loria,   Ebene  Kurven.  19 
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In  besonderen  Fällen  kann  es  überdies  eintreten,  dafs  die  Poly- 
zomalkurye  in  andere  von  niederer  Ordnung  zerfällt.  Als  Beweis  möge 
folgendes  von  Cayley  angenommene  Beispiel  dienen: 

Man  betrachte  die  Tetrazomale,  die  folgende  Gleichung  hat: 


y^i + y«2  c^2  +  y«3  f^3 + 1/^4 = 0  ...  (3) 

uad  nehme  an,   dafs  die  Funktionen  U  durch  die  Identität  verknüpft 

seien  i^jJ, -^l,U, -{-^U, -^\U,  =  0 (4) 

WO  die  fc  gegebene  Konstanten  sind.  Wenn  man  aus  den  GL  (3)  (4) 
C/4  eliminiert,  so  findet  man: 

oder   0  =  {\a^-{-  \ a^  TJ^  +  Q^A  +  \ ^d  ^2  +  (^%<^3  +  \ ^4)  U^ 

Die  rechte  Seite  kann  als  eine  homogene  quadratische  Funktion  von 
yU^^yU^^yTls  angesehen  werden^  sie  zerfällt  als  Produkt  in  zwei  lineare 
Faktoren^  wenn  die  (Determinante)  Diskriminante 

"'l  ^4  "1      '^4  ^1  ^^4  V  ^1  ^2  4  V  ^2  ^3 

4  V  ^1  ^2        ^^2  ^4     1"      4  ^2  4  V  ^2  ^3 


0 


ist,  das  will  sagen,  wenn 


a. 


T^  +  -?  +  ?  +  T^  =  0 (5) 

fC-i  rCa  Kn  iCa 

Es  geht  hieraus  hervor,  wenn  die  Beziehungen  (4)  und  (5)  Ibestehen, 
so  zerfällt  die  Tetrazomale  (3)  in  zwei  Trizomale. 

Die  Darlegungen  dieses  Kapitels  scheinen  uns  hinreichend  zur 
Charakterisierung  der  bis  jetzt  angestellten  Untersuchungen  über  eine 
Klasse  von  Kurven,  mit  denen  sich  nach  Cayley  noch  keiner  be- 
schäftigt hat.  Dennoch  sind  die  Fragen  über  die  Polyzomalkurven, 
die  noch  zu  behandeln  wären,  sehr  zahlreich.  Analytisch  haben  sie 
zwar  eine  einfache  und  klare  Definition,  aber  unbekannt  ist,  welches 
ihre  charakteristischen  geometrischen  Eigenschaften  sind,  mit  anderen 
Worten,  welches  ist  die  geometrische  Definition  der  Polyzomal- 
kurven? Aufserdem,  mit  Bezug  darauf,  dafs  es  Kurven  gieht,  die  in  mehr- 
facher Weise  polyzomal  sind^),  welches  sind  die  Kurven,  die  mehrerer 
analytischer  Darstellungen  vom  Typus  (1)  fähig  sind?  Anderseits,  mit 
Rücksicht  darauf,   dafs   es  zerfallende  Polyzomalkurven  giebt,  welche 


1)  Jeder  Kegelschnitt  ist  es  in  oo^  Weisen,  entsprechend  den  oo^  ihm  um- 
beschriebenen  Dreiecken,  und  jede  Kurve  vierter  Ordnung  in  einer  begrenzten 
Zahl  von  Weisen  (vgl.  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  der  höheren  ebenen  Kurven^ 
S.  295)  als  Polyzomalkurve  darstellbar. 
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Relationen  müssen  zwischen  den  TJ  statthaben,  damit  die  Kurve  (1) 
in  Polyzomalkurven  niederer  Ordnung  zerfalle?  Diese  Probleme  sind 
sciiwierig  und  genügend  interessant,  um  die  Aufmerksamkeit  der  Ma- 
thematiker auf  sich  zu  ziehen.  Erst  wenn  diese  gelöst  sind,  dürfte 
es  an  der  Zeit  sein,  zur  Untersuchung  der  Kurven 

überzugehen,  die  eine  natürliche  Erweiterung  der  Polyzomalkui-Yen 
sind^). 


Siebentes  Kapitel. 

Die  Kurven  von  Darbonx  und  die  Equilateren  von  P.  Serret. 

130.  Zu  den  in  den  fünf  vorhergehenden  Kapiteln  untersuchten 
Kurven  führte  uns  ein  einziger,  jedoch  in  verschiedener  Weise  gehand- 
habter Begriff,  nämlich  die  Verallgemeinerung  der  Kegelschnitte,  indem 
man  eine  ihrer  kanonischen  Gleichungen  verallgemeinerte.  Die  Er- 
weiterungen, mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen  wollen,  verfolgen 
einen  ähnlichen  Zweck,  stützen  sich  jedoch  auf  besondere  geo- 
metrische Eigenschaften,  deren  sich  die  Kurven  zweiter  Ordnung 
erfreuen. 

Wir  betrachten  eine  Parabel  und  zwei  feste  Tangenten  derselben, 
m  und  n\  M  und  N  seien  ihre  Berührungspunkte,  M^  und  JV^^  ihre 
unendlich  fernen  Punkte  und  0  ihr  Schnittpunkt.  Wir  bezeichnen 
nun  mit  T' T'  die  Punkte,  in  denen  eine  beliebige  dritte  Tangente 
der  Kurve  die  Geraden  m  und  n  schneidet.  Da  dann  die  Doppel- 
verhältnisse (ONT'N^)  und  {MOT'M^)  einander  gleich  sind,  so 
hat  man  qj^         j^q 

weil  aber  MT''  =  OT' —  Oikf,  so  kann  man  schreiben 

Or        OT"  _  . 

ON  '^   OM  ~ 

Demnach  begrenzt  eine  beliebige  Tangente  der  Parabel  auf 
zwei    festen    Tangenten    zwei    variabele,    von    dem    gemein- 


1)  Zu  diesem  Typus  gehören  die  Kurven  konstanten  Potentials,  deren 
kartesische  Gleichung 


j^l 


■■  Const. 


ist;  sie  finden  sich  behandelt  in  der  Abhandlung  von  G.  S che f fers,  Funktionen 
der  Abstände  von  festen  FunMen  (Würtemb erger  Mitth,,  2**"  Reihe,  IL  1900). 

19* 
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Samen  Schnittpunkt  an  zu  reclinende  Strecken^  die  durch 
eine  lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  mit 
einander  verknüpft  sind.  Dieser  Satz  führte  Darboux^)  zur 
Betrachtung  der  Enveloppe  A  der  Geraden,  die  n  gegebene  Gerade 
f^  (Ä  =  1,  2, 3  . . .  '^)  in  ebensovielen  Punkten  A^  schneiden  und  deren  Ab- 
stände von  einer  gleichen  Zahl  Punkten  0^^  die  auf  diesen  Geraden 
liegen,  der  Gleichung  genügen 

^K-Ö^,  =  c (1) 

WO  die  A  gegebene  Zahlenkoeffizienten  sind  und  c  eine  gegebene  Länge 
bedeutet.     Um   eine  derartige  Envoloppe   zu   charakterisieren,    wollen 


wir  annehmen,  dafs  ^ ^  ^ y 


(2) 


die  Gleichung  der  Geraden  r^  sei,  während  x^^  ^^  die  Koordinaten  des 
Punktes  0^  seien.  Es  folgt  daraus,  wenn  \  der  Abstand  eines  be- 
liebigen Punktes  {x^  y)  der  Geraden  r^  vom  Punkte  0^,  ist,  dafs 

^  =  ^jc  +  h^^^^jc^     y  =  yjc  +  h^^^^k-   •   •   •   (3) 

sein  wird.  Wir  nehmen  nun  einen  beliebigen  Punkt  P  (x^j  y^  und 
untersuchen,  wie  viele  Geraden  der  Enveloppe  z/  durch  ihn  hindurch- 
gehen.    Es  sei  ^  _  ^^  _  2(y  —  y,) (4) 

eine  derselben;  sie  schneidet  r^  in  einem  Punkte  Jl^,  deren  Abstand 
von  Oj^  nichts  anderes  ist  als  der  Wert  von  ?^,  den  man  erhält,  wenn 
man  die  Gleichung  auflöst,  die  aus  der  Elimination  von  x^  y  aus  den 
Gleichungen  (3)  (4)  resultiert.     Dieser  ist  also 

^     ^  X  sin  aj^  — =■  cos  <Xj^ 

Setzen  wir  diesen  Wert  in  Gleichung  (1)  ein,  so  erhalten  wir 

^m^    *       X  sin  a^  —  cos  a^  ^  ^ 

Da  diese  Gleichung  vom  Grade  ^  in  A  ist,  und  jeder  ihrer  Wurzeln 
eine  Gerade  der  Enveloppe  /l  entspricht,  die  durch  den  beliebigen 
Punkt  P  geht,  so  schliefsen  wir:  Die  Enveloppe  A  ist  von  der 
KX^^'^  Klasse.  Falls  die  Gleichung  (4)  zwei  einander  gleiche  Wurzeln  X 
enthält,  so  gehört  auch  der  Punkt  P  der  Enveloppe  A  an,  man  er- 
hält daher  die  Punktgleichung  von  z/,  wenn  man  die  Diskriminante 
der  linken  Seite  von  (5)  als  Punktion  von  X  aufgefafst  gleich  0  setzt ; 
diese  Diskriminante  ist  nun  vom  Grade  2  {^%  —  1)  in  den  Koeffizienten, 
und  diese  sind  linear  in  den  Koordinaten  x^^  y^  des  Punktes  P;   dem- 

1)  Buy  une  classe  de  courhes  unicurscdes  (C.  R.,  XCIV,  1882-,  Ann.  de  VEcole 
norm,  sup.,  3*^  Serie,  YII,  1890). 
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nach  ist  die  Kurve  A  im  allgemeinen  von  der  Ordnung  2(ti~l).  — 

Wir  wollen  aucli  die  Tangenten  aufsuclien^  die  einer  gegebenen  Rich- 
tung parallel  sind;  wir  betrachten  zu  dem  Zwecke  die  Grleichung 

X  cos  a  -{-  y  ^ma  —  p  =  Q (6) 

nehmen  an,  dafs  in  dieser  der  Winkel  a  gegeben  sei,  und  suchen  p 
in  der  Art  zu  bestimmen,  dafs  die  durch  sie  dargestellte  Gleichung 
die  Kurve  z/  berührt.  Wir  eliminieren  daher  aus  Gleichung  (6)  die 
Xj  y  vermittelst  (3)  und  erhalten  folgenden  Wert  für  Ij^  =  0^  Aj. 

^     ^  cos  {a  —  aj^  ' 

setzen  wir  dies  in  (1)  ein,  so  wird  jene  zu 


Da  dies  eine  lineare  Gleichung  in  l  ist,  so  sieht  man,  dafs  die  Kurve  A 
nur  eine  einzige  Tangente  parallel  zu  einer  gegebenen  Richtung  hat; 
dies  bedeutet  dann,  dafs  die  unendlich  ferne  Gerade  (^-—1) fache 
Tangente  der  Enveloppe  A  ist^).  Die  Kurve  z/  ist  infolgedessen 
rational  und  hat  keine  anderen  vielfachen  oder  Inüexions -Tangenten; 
sie  ist  aber  mit  2{n  —  2)  {n  —  3)  Doppelpunkten  und  ?>{n  —  2) 
Spitzen  versehen. 

Eliminieren  wir  p  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7),  so  erhalten  wir 

"V  3    (^  ~^i)  COS  ^  +  {y  —  Vk)  si^  ^  „  A  .  {Q\ 

^  ^^  (^^c  -  c,)"""" ""  ^ '    .   .   .   .   ^» j 

Lassen  wir  in  dieser  Gleichung  a  variieren,  so  stellt  sie  alle  Geraden 

der  fraglichen  Enveloppe  dar.     Setzen  wir  im  Speziellen  a  =^  ~  -(~  % 

ein,  so  fällt  a  fort,  folglich  berührt  die  Enveloppe  A  die  n  Geraden  r^. 
Setzen  wir  ^  =  2,  so  erhält  man  eine  Kurve  zweiter  Ordnung, 
die  die  beiden  Geraden  und  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt:  sie 
ist  also  die  Parabel,  von  der  wir  ausgegangen  sind.  Nehmen  wir 
^  =  3^  so  erhält  man  eine  Kurve  3*®^  Klasse,  4*®^  Ordnung,  ohne 
Doppelpunkte,  aber  mit  3  Spitzen,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade 
in  den  Kreispunkten  berührt:  sie  ist  demnach  eine  dreispitzige 
Hypocykloide  (vgl.  Nr.  73).  Setzen  wir  schliefslich  /^  ==  4,  so  er- 
hält man  eine  Kurve  4*®''  Klasse  und  6*®"^  Ordnung,  die  mit  4  Doppel- 
punkten und  5  Spitzen  versehen  ist  und  die  unendlich  ferne  Gerade 
dreifach  berührt;  auf  diese  Kurve  stiefs  Laguerre  im  Verlaufe 
seiner  Untersuchungen  über  Transformationen  durch  reziproke  Halb- 


1)  Umgekelirt:  eine  beliebige  Kurve  von  der  Klasse  n^  welche  die  unend- 
licb  ferne  Gerade  als  {vi —  l)faclie  Tangente  bat^  kann  in  der  oben  angegebenen 
Weise  definiert  werden,  ebenso  aber  auch  in  derjenigen,  die  in  der  nachfolgenden 
Nummer  auseinander  gesetzt  werden  wird. 
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strahlen;   nacli   einem  Vorschlage  von  ilini  wird  sie  Hypercykel  ge- 
nannt^). 

131,  Wir  nehmen  wieder  die  Betrachtung  einer  Parabel  auf; 
a,  l)j  Cj  d  seien  vier  feste  Tangenten  derselben  und  t  eine  bewegliche 
Tangente.  Es  seien  Ä,  JB,  C  die  Spurpunkte  von  a^  b^  c  auf  d]  L^  M,  N 
die  analogen  Schnitte  auf  t.  Die  unendlich  fernen  Geraden  und  die 
Geraden  a,  b,  c  bestimmen  auf  den  Tangenten  d  und  t  projektive  Punkt- 
reih en,  daher  ist 

(ÄBCD^)  =  (LMNT^)    oder    -^  =  ~f 

oder,  wenn  man  will 

daher  existiert  bei  einer  Parabel  eine  homogene  Beziehung 
mit  konstanten  Koeffizienten  zwischen  den  Strecken^  die 
drei  feste  Tangenten  auf  einer  beweglichen  abschneiden.  Um 
zu  zeigen^  dafs  die  Enveloppen  A  sich  einer  ähnlichen  Eigenschaft  er- 
freuen^ betrachten  wir  n -|- 1  beliebige  Geraden  r^  (/c  =  0,1,2  ...^) 
und  suchen  die  Enveloppe  der  Geraden  r,  die  sie  in  {n  -\-  1) 
Punkten  schneiden  derart^  dafs 

V 


2^X,.Ä,Ä,+,^0, ■     •     (9) 

wo  die  A  wiederum  gegebene  Zahlenkoeffizienten  sind.     Es  seien  nun 

kx  +  ri,y +  1  =  0... (Jc=^0,l,2...n),     .     .     .     (10) 

die  Gleichungen  der  Geraden  r^^;  nehmen  wir  nun  einen  beliebigen 
Punkt  P  {xq^  ^o);  so  wird  durch  die  beiden  Gleichungen 

X  ==  Xo  +  l  cos aj     y  =  yo  -\-  l  Bina]   .     .     .     .     (11) 

eine  beliebige  von  ihm  ausgehende  Gerade  dargestellt.  Alsdann  wird 
die  Strecke  PJ_^  durch  den  Wert  l  gemessen^  den  man  durch  Auf- 
lösung der  Gleichung  erhält,  die  aus  der  Elimination  von  x^  y  aus 
den  Gleichungen  (9)  (10)  sich  ergiebt.     Daher  ist 

p]j  ^ h^^  +  nkV^  + 1 

^  ^^  cos  CC  ~\-  7\^^VQ.  a 

und       ~ä;aV,  =  Mo+3^-^ -  h+,«^^+y,+,%+± 

Sä  COS  a  +  7]^  sm  a         §^_^^  cosa4-2/^_l_^  smo: 

Setzen  wir  diese  in  (8)  ein,  so  erhält  man  eine  Gleichung  n*^"^  Grades 
in  tgo;,  was  beweist,  dafs  die  Enveloppe  der  Geraden  r  von  der 
ti*®^  Klasse  ist.  Wenn  wir  nun  die  Geraden  r  suchen,  die  parallel 
zu  einer  gegebenen  Richtung  sind,  so  erkennt  man  —  wenn  man  in 
analoger  Weise,  wie  oben  geschehen,  verfährt  —  dafs  es  deren  nur  eine 

1)  Laguerre,  Sur  les  hypercydes  (G.  R.,  XCIV,  1882). 
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einzige  giebt;  demnach  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  für  die  frag- 
liche Enveloppe  eine  {n  —  l)-fache  Gerade.  Somit  hat  man  die  Grund- 
lagen, nun  auf  die  vorhin  ausgesprochenen  Sätze  zu  schlief sen.  Die 
Enveloppen  z/  können  daher  in  doppelter  Hinsicht  als  Verallgemeine- 
rungen der  gewöhnlichen  Parabeln  angesehen  werden.  Wir  werden  sie 
Kurven  von  Darboux  P^'  Art  nennen.  Die  Bezeichnung  Kurven 
von  Darboux  IP®^  Art  werden  wir  für  die  Enveloppen  reservieren^ 
mit  denen  wir  uns  beschäftigen  wollen. 

133.    Bekanntlich  ist  das  von  zwei  festen  Tangenten  eines  Kreises 
und    einer   beweglichen   Tangente    gebildete   Dreieck   von   konstantem 
Umfange^  sofern  nur  der  Umfang  des  Dreiecks  in  passender  Weise 
durchlaufen  wird.    Diese  Bemerkung  führte  Darboux  zu  der  Frage  ^): 
Welches  ist  die  Enveloppe  der  Geraden,   die  mit  n  Geradenpaaren 
ehenso  viele  Dreiecke  mit   einer   konstanten   Summe   der  Umfange 
bildet?     Wir  wollen  diese  Enveloppe  mit  ^^  bezeichnen,  ihre  Klasse 
mitV  und  die  gegebenen  Geraden  ferner  mit  r^^n  (/b=  l,  2,  3  •  •  .^),  mit 
s  die  gegebene  Summe  der  Umfange  und  mit  0  einen  beliebigen  Punkt 
ihrer  Ebene  bezeichnen.     Eine   durch   0  gezogene  Gerade  a  bestimmt 
mit   den  Geradenpaaren  riri',  r2r2  •••  >^w—i^w—i  ^ — ^1   Dreiecke;   sei  6 
die  Summe  ihrer  Umfange;  dann  giebt  es  noch  cx)^  Geraden,  die  mit 
r'nr'n   ein  Dreieck  mit  dem  Umfange  s  —  ö  bilden;  ihre  Enveloppe  ist 
ein  Kreis  ^^^  an  den  man  von  0  aus  zwei  Tangenten  ä  ziehen  kann. 
Wenn   eine   derselben  mit  a   zusammenfällt,    so   bekommt   man   eine 
durch    0   gehende   Gerade  der   Enveloppe  Sl^,     Wir   ziehen   durch  0 
aber  eine  beliebige  Gerade  ä  und  nennen  den  Umfang  des  Dreiecks, 
das    sie    mit  r'nr'n  bildet,   ^;    alle   die   Geraden,    die    mit    den  Paaren 
r'ir'iy  ^2^2,  .  .  .  .,  rn~ir'n~i  Dreiecke  bilden,  deren  Umfangssumme  s — p 
ist,  umhüllen  eine  Kurve  Sln—i,   an   die  man   von  0  aus  Vn~i  Tan- 
genten a  ziehen  kann.    Dies  ist  ein  Beweis,  dafs  zwischen  den  Geraden 
a  und  ä  eine   algebraische  Korrespondenz  (2,  Vn—i)  besteht.     Da  die- 
selbe v^  Coincidenzen  besitzt,   so  folgt   daraus,    dafs    v^===  Vn~i-\-  2 
ist;  ersetzen  wir  hierin  n  successive  durch  n  —  1,  n  —  2,.  ..,2  und 
addieren   die    resultierenden    Gleichungen,    indem    wir  beachten,    dafs 
1/^=2,  so  erschliefsen  wir:  v^=2n]  demnach  ist  die  Enveloppe  i2^^ 
von  der  Klasse  2n.  —  Wir  bezeichnen  jetzt  mit  v'n  die  Anzahl  der 
Tangenten  von  i^,^,    die  zu  einer   beliebigen  Richtung  parallel  sind. 
Verfahren  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin,  so  erhalten  wir  in  den 
entsprechenden  uneigentlichen  Strahlenbüschen  Vn—i  +  2  Koinzidenzen, 
da  nun  diese   durch   die  unendlich   ferne  Gerade  doppelt  gezählt  und 
die  zu  jener  Richtung  parallelen  Tangenten  von  £1^  dargestellt  werden, 
so  erkennt  man,  dafs  v'n~i-{-  2  ==  K  +  2;    daher  ist 

v'n  =  V'n  —  l  =  v'n  — 2  ==•••=  v'i  ; 

1)  Sur  une  proprieU  du  cercle  (C.  R.,  XCIV,  1882;  Ann.  de  TEc.  norm.  sup. 
Ser.  3,  YII,  1890), 
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nun  ist  Sl-^  ein  Kreis ^  also  i/i=2^  und  folglicli  ist  im  allgemeinen 
Vn=  2.  Daraus  geht  hervor^  dafs  die  unendlich  ferne  Gerade  für  die 
Enveloppe  ß^  eine  2  {n  ~  l)-faclie  Gerade  ist. 

Zu  denselben  Schlüssen  kann  man  auch  auf  dem  Wege  der  Rech- 
nung gelangen.  Man  stelle  die  n  gegebenen  Geradenpaare  dar  durch 
die  Gleichungen 

Wir  nehmen  dann  einen  beliebigen  Punkt  F  {x^^y^j  ziehen  durch  ihn 
die  beliebige  Gerade  x~  x         y  ~  i/ 

cos  a  sin  a 

und  suchen  die  Bedingung  auf  dafür,  dafs  sie  der  gegebenen  Enve- 
loppe Sl^  angehöre.     Wir  werden  dann  die  Gleichung  finden 

"V  [fe  —  ^o)  ^Q^  ^  +  fe  — •  yp)  ^^^  ^]  ^Q^  h  ^  g  n2) 

.^nJ                   a  —  cci.  -\-  &J,    .     cc  —  cci„  —  dl.  ^        '       '      ^      -^ 

k=^i  cos  —  - — -  sm  — - — -^ 


die  als  Grundlagen  der  analytischen  Untersuchung  der  fraglichen  Enve- 
loppe dienen  kann,  insbesondere  zur  Behandlung  der  algebraischen  und 
geometrischen  Fragen,  von  denen  Darboux  in  seiner  Abhandlung 
spricht  und  auf  denen  das  erhebliche  Interesse  beruht,  das  die  be- 
trachteten Kurven  beanspruchen  dürfen.  Wir  können  uns  hier  in  das 
Studium  derselben  nicht  vertiefen;  bevor  wir  jedoch  die  Kurven  von 
Darboux  IP"^  Spezies  verlassen,  wollen  wir  noch  bemerken,  dafs  sie 
durch  die  Kreispunkte  der  Ebene  gehen,  rational  sind  und  in  spe- 
ziellen Fällen  sich  auf  Darboux'sche  Kurven  P^*  Spezies  reduzieren. 
Aufserdem  können  sie  als  die  Polarreziproken  in  Bezug  auf  einen 
Kreis  angesehen  werden  von  solchen  Kurven,  die  eine  Gleichung  von 
^^^^orm  9=f(coscj,smG,) 

haben,    wo  f  eine    rationale,    ganze    oder   gebrochene   Funktion   von 
cos  CO  und  sin  m  bedeutet. 

133.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  ist  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung, deren  Asymptoten  rechtwinklig  aufeinander  stehen.  Giebt  es 
nun  Kurven  nter  Ordnung,  bei  denen  n  Asymptoten  in  einen  Punkt 
zusammenlaufend  den  umliegenden  Winkelraum  in  n  gleiche  Teile 
teilen,  also  ein  „reguläres  BüscheF^  bilden?  Diese  Frage  hat  sich 
P.  Serret  vorgelegt,  der  den  mit  dieser  Eigenschaft  ausgestatteten 
Kurven  den  Namen  Equilateren  gab^). 

1)  S.  die  Abhandlungen  Siir  les  hyperholes  equüaUres  d' ordre  qnelconqite ; 
Sur  les  faisceaux  reguUers   et  les   equüaUres   d'ordre  n  und   Siir   les  eqmlateres 

w  — 2  2Ä  — 1 

comprises  dans  les  equations  0  =^^1-1  Ti  ^H^,   0  =^?i Tf  ^II^-\-lH'^  (C.  R., 
CXI,  1895).  1  * 
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Um  die  allgemeine  Gleicliung  derselben  zu  finden^  nehmen  wir 
den  Schnittpunkt  der  Asymptoten  als  Anfang  und  eine  derselben  als 
;r-Axe.     Die  Gleichungen  der  Asymptoten  selbst  werden  dann  sein: 

X  cos ■ —  y  sm =  0  .        (Z^;  =  0,  l,  2  — ,  ^^  —  l) 

n  ^  n 


Daher  ist  die  gesuchte  Gleichung 

Jc=:n  —  1 

JJ  (xcos^  —  ysm^)  —  (p„^^(x,y)  =  0.     .     (13) 


wo  %_2  eine  beliebige  Funktion  vom  Grade  (w  —  2)  in  x,y  ist. 
Diese  Gleichung  hängt  von  -^—^ — -  Konstanten  ab.  Läfst  man  den 
Schnittpunkt  und  die  Orientierung  der  Asymptoten  beliebig  sein^  so 
wächst  diese  Zahl  um  3,  daher  hängt  eine  Equilatere  nter  Ord- 
nung von  ^^^^"~—  +  3  Konstanten  ah,  d.  h.  von  2n  —  3  Konstanten 

weniger,  als  eine  allgemeine  Knrve  nter  Ordnung.  P.  Serret  hat 
einige  hübsche  Eigenschaften  der  Equilateren  entdeckt,  die  man  als 
Erweiterungen  bekannter  Eigenschaften  der  gleichseitigen  Hyperbel 
auffassen  kann,  z.  B.  hat  er  bemerkt,  dafs  in  ähnlicher  Weise,  wie 
bei  dieser,  so  auch  bei  jenen  folgendes  zutrifft:  zwei  heliehige  Equi- 
lateren hestimmen  ein  Büschel  von  Equilateren,  deren  Centren  auf 
einem  Kreise  liegen,  und  ihre  Asymptoten  umhüllen  eine  Hypocykloide. 
Bezüglich  des  Beweises  verweisen  wir  der  Kürze  wegen  den  Leser 
auf  die  vorher  erwähnten  Artikel  und  bemerken,  dafs  binnen  Kurzem 
(Nr.  161  — 164)  wir  auf  eine  besondere  Kategorie  von  Equilateren 
stofsen  werden,  die  uns  die  geometrische  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  liefern  wird. 


Achtes  Kapitel. 
Die  Rhodoneen  (Rosenkurven)  von  &.  örandi. 

134.  Zu  den  Kurven,  denen  das  gegenwärtige  Kapitel  haupt- 
sächlich gewidmet  ist,  gelangte  Guido  Grandi,  als  er  nach  einer 
geometrischen  Definition  von  Kurven  suchte,  welche  die  Gestalt  von 
Blumen  hätten,  also  Rosetten  mit  mehreren  Blättern.  Er  nannte 
Rhodoneen  die  in  der  Ebene  liegenden,  Clelien  die  sphärischen. 
Hier  werden  wir  uns  ausschliefslich  mit  den  ersteren  —  die  von 
den  Franzosen  Rosaces,  von  den  Deutschen  Rosenkurven  genannt 
werden  —  beschäftigen.  In  Polarkoordinaten  werden  sie  durch  Glei- 
chungen von  folgendem  Typus  dargestellt: 

^  =^  JB  sin  ft  CO ,    ,     ,     ,     ,     ,     .     ,     .     (1) 
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wo  B  eine  gegebene  Länge^  und  ^  ein  Zahlenkoefflzient  ist^  den  man 
ersichtlicli  immer  als  positiv  annehmen  kann.  Die  wnnderscliönen 
Eigenschaften  dieser  Kurven  wurden  von  Grandi  dem  Leibniz  in  zwei 
Briefen  mitgeteilt,  die  auf  den  Dezember  1713  zurückgehen  ^);  wurden 
aber  Allgemeingut  erst  zehn  Jahre  später ,  infolge  einer  der  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  London  eingereichten  Abhandlung  ^) ;  ihre 
vollständige  Theorie  wurde  dann  von  Grandi  selbst  im  Jahre  1728  in 
einem  besonderen  Werkchen  dargelegt^).  Vor  nicht  gar  langer  Zeit, 
jedoch  unabhängig  von  Grandi,  wurden  die  Rosenkurven  im  allge- 
meinen untersucht  von  E.W.  Hyde^)  —  und  zwar  unter  dem  Namen 
foliate  curves  —  und  ferner  von  Himstedt^). 

Setzen  wir   m  = ra,  so  wird  die  Gleichung  (1)  zu 

Q  ==  B  cos  /icä (2) 

und  kann  dann  Gleichung  (1)  vollständig  ersetzen.  In  der  Gestalt  (2) 
erhält  man  die  Gleichung  der  Ehodoneen,  wenn  man  folgende  Ent- 
stehungsweise derselben  in  Formeln  kleidet^):  „Seien  OÄ  und  AM 
zwei  einander  gleiche  Strecken^  die  in  0  und  in  Ä  drehbar  sind;  die 
erstere  rotiert  um  0  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit,  die  zweite 
um  Ä  mit  der  m-fachen  Geschwindigkeit;  der  Ort  des  Punkt  M  ist 
dann  eine  Rhodonee."  Nehmen  wir  nämlich  die  Anfangslage  der  Ge- 
raden als  Polaraxe  und  nehmen  an,  dafs  dann  AM  in  die  Verlänge- 
rung AB  von  OA  falle  und  0  J-  =  a,  so  haben  wir,  nachdem  OA  sich 
um  den  Winkel  a  gedreht  hat, 

ferner  i    "^^^^  o  ^^^ 

CO  =  a  -{-  ~~-  y         ^  =  261  cos  -^  ; 

demnach  ist  die  Gleichung  des  Ortes  von  M 

Q  =  2a  cos  (-^co), 

beweist  also  durch  ihre  Gestalt  die  Behauptung.  —  Es  ist  leicht,  aus 
dem  eben  bewiesenen  Satze  eine  Methode  herzuleiten,  alle  Rhodoneen 
mechanisch  zu  zeichnen'^). 


1)  Leibniz  ed.  Gerhardt  IV,  S.  221—24. 

2)  Flormn  geometricarum  manipuliis  (Phil.  Trans.  1723). 

3)  Flores  geometrici  ex  rhodonearmn  et   daelianim  descy^iptione  resuUantes 
(Floren  tiae  1728). 

4)  S.  die  Abh.  Foliate  curves  in  The  Analyst  II,  1875. 

5)  Über  diejenigen  ebenen  Kurven ^  ivelche  der  Polar gleichung  r  =  a  sin  X0 
entsprechen  (Progr.  Löbau,  1888). 

6)  Pirondini,   Sur  une  famille  remarquable  de  courbes  (Mathesis   2.  Ser., 
lY,  1894). 

7)  Betr.   anderer  Methoden  s.   Aubry,    De  Vusage  des   figures  de  Vespace 
pour  la  definition  et  la  transformation  de  certaines  courbes  (Journ,  de  math.  spec. 
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Ans  (1)  geht  hervor,  wenn  Iv  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet, 
dafs,  v^enn  fcco  =  T^it  ist,  ^  ==  0,    und  v^enn    ^co  =  (2/<?-|-  1)-^   ist, 

Q  =  B  wird;  der  Radius  vector  variiert  also  zwischen  den  Grenzen 
0  und  i?,  und  daher  liegt  die  Kurve  ganz  innerhalb  des  Kreises, 
dessen  Mittelpunkt  der  Pol  0  und  dessen  Radius  R  ist^);  wir  wollen 
diesen  Kreis  den  Fundamental  kr  eis  der  Rhodonee  nennen.  Be- 
rücksichtigen wir  auch  imaginäre  Winkel,  so  sehen  wir,  wenn 
[ICD  =  ^  SiTQ  ig  i,  dafs  dann  ^  =  oo  wird;  dies  zeigt,  dafs  die  Schnitte 
der  Kurve  mit  der  unendlicli  fernen  Geraden  sämtlich  mit  den  Kreis- 
punkten der  Ebene  zusammenfallen. 

Wie  wir  oben  erkannt  haben,  mufs,  damit  ^  =  0  werde,  ^(D  =  h7t 
sein;  wenn  nun  ^  irrational  ist,  so  sind  zwei  Werte  von  co,  die  dieser 
Bedingung  genügen,  notwendigerweise  inkongruent  mod2n]  in  der 
That:  wäre   ^^^  ^  -j^^^ ^      ^^^  _  ^.^^^      to^  _  co^  =  21^, 

wo  it,  \j  ^2  g^nze  Zahlen,  so  würde  sich  ergeben 

'^1   '^2 

welche  Beziehung  absurd  ist,  da  die  linke  Seite  irrational,  die  rechte 
Seite  rational  ist.  Demnach:  Wenn  fi  irrational  ist,  so  geht  die 
Rosenkurve  unendlich  oft  durch  den  Pol,  umfafst  daher  unendlich 
viele  Blätter^);  in  diesem  Falle  kann  die  Kurve  nicht  algebraisch  sein. 
Wenn  dagegen  ^^ 

^  =  5; 

wo  a  und  &  ganze,  relative  Primzahlen  sind,  so  zeigt  eine  leichte 
Diskussion:  Die  durch  die  Oleichung 

^  =  1?  sin  (y  (o  j 

dargestellte  Rosenkurve  besteht  aus  a  Blättern,  wenn  die  beiden 
Zahlen  a  und  h  beide  ungerade  sind,  dagegen  aus  2  a  Blättern,  wenn 
eine  derselben  gerade ,  die  andere  ungerade  ist.  Wenn  &  >  1 ,  so 
überdecken  sich  die  Blätter  der  Rosenkurve,  jedes  folgende  die  ersteren, 
so  dafs  man  sagen  könnte,  die  Kurve  habe  6  Schichten;  ist  &  =  1, 
so  besteht  sie  nur  aus  einer  einzigen  Schicht,  sie  besteht  aus  unend- 
lich vielen  Schichten,  wenn  11  irrational  ist. 

Betrachten    wir    zwei    aufeinander    folgende  Werte    von    ca,    für 
welche  ^  =  0  wird,  z.  B. 

4.  Ser.,  IV,  1895,  S.  202 — 4).  Auf  eine  besonders  bemerkenswerte  werden  wir 
im  folgenden  Abschnitt  hinweisen,  indem  wir  zeigen,  dafs  die  Ehodoneen  spe- 
zielle Epicy kleiden  sind. 

1)  Grandi,  Flores  geometrici  etc.  S.  4,         2)  Das,  S.  12, 
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da  nun   ^^  f  ^^  =  -^ »  so  ist  der  zum  Werte  ^^  "T  ^^  ö;eliörie?e 

2  ^  2  ^  2  ^  ^ 

Radius  vector  gleich  dem  Maximum  B]  und  weil 

R  sin  |Lt  (- — i—  Y  ih  ^)  =  ( —  1)^-^  ^^s  i^^  ? 

so  ist  klar,  dafs  zwei  zu  einem  Maximal-Vector  symmetrische  ßadien- 
vectoren  einander  gleich  sind,  mit  anderen  Worten:  Die  Blätter  der 
Rosenkurve  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Maximal-Radien^). 

Demnach  besitzt  die  Kurve  oo^  Symmetrieaxen,  wenn  ^  irrational  ist; 

wenn  fi  =  -T^,  besitzt  sie  deren  2a ^  wenn  eine  der  Zahlen  a,  &  un- 
gerade ist,  a,  wenn  beide  ungerade  sind. 

Die  Quadratur  der  ßosenkurven  hat  zu  zwei  erwähnungswerten, 
von  Grandi  entdeckten  Sätzen  Veranlassung  gegeben,  die  wir  nun  mit 
Hilfe  der  modernen  Methoden  beweisen  wollen. 

Sei  Ä  die  Fläche  eines  Blattes  der  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellten Rosenkurve.     Dann  haben  wir 


7t  7t 


1.103  —  -  sin2/iCL) 


7tB\ 


nun  hat   ein  Quadrant  des  Fundamentalkreises  den  Inhalt  Q  = 
also  ist  4  =  ^0 

welche   Gleichung    den    ersten   Satz    von   Grandi    ausdrückt^).     Wenn 

insbesondere  ß  ^=  ^ .   so  ist   A  =  —, — ;   wenn  daher  a  und  5  beide 

ungerade   sind,    so   besteht   die   Kurve   aus   a  Blättern,    deren  Fläche 

&— j-    l^'Q  ist,  wenn  jedoch  nur  eine  dieser  Zahlen  ungerade  ist,  so 

ist  die  Gesamtfläche  2h  -  Q]  somit  ist,  wenn  ?)==1,  die  Fläche  gleich 
dem  vierten  Teile  oder  gleich  der  Hälfte  des  Fundamentalkreises, 
jenachdem  a  ungerade  oder  gerade. 

Bezeichnen   wir  mit  B  die  Fläche,  die  von  den  beiden  zu  den 

Winkeln  --   und  -—   gehörenden  Radienvectoren  und  zwischenlie2;en- 

den  Kurvenbogen  umschlossen  wird,  so  haben  wir  (s.  oben) 

4ft\2 


7?2 

4ft 


ß(D  —  —  smz/ico 


*"    ^7^  +  1). 


4^. 

Nun  haben  jene  beiden  Vectoren  die  gemeinsame  Länge 

4  1/2^ 


1)  Grandi,  Flores  geometrici  etc,  S.  4.        2)  Das.  S.  16. 
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und  begrenzen  zusammen  mit  einem  Kreisbogen ^   dessen  Mittelpunkt 
Oy  einen  Kreissektor^  dessen  Fläcbe 

demnacb  hat  die  zwischen  diesem  Kreisbogen  und  dem  angrenzenden 
Bogen  der  Rosenkurve  gelegene  Lünette  den  Flächeninhalt 

und  daher  ^  ^^  J_ 

B^  4:11    ' 

und  diese  Formel  drückt  den  zweiten  der  Sätze  von  Grandi  aus^). 

Wir  bemerken  noch^   dafs  das  Bogendifferenzial  der  Rosenkurve 
gegeben  ist  durch: 

ds  =  By  1  —  ~ — 2~  sin^ lu-co  -  d^cj] 

die  Rektifikation  der  ßosenkurve  hängt  also  von  elliptisclien  Inte- 
gralen ab^). 

135.     In   dem  Falle ^   dafs   /x  rational^   also   ==  j  ist^  kann  man 

leicht  die  kartesische  Gleichung  der  Rosenkurve   erhalten^).     Wendet 
man  nämlich  auf  die  beiden  Seiten  der  identischen  Gleichung 

sinaca  ==  sin  (bj-co) 
die  bekannte  Formel  an 

\  cos'^~^G3  •  sin  CO  —  (    j  cos'^~^a3  •  sin^co 

-f-  (    j  cos^"~^G3 -sin^co  —  •  •  •  *? 
wo  m  eine  beliebige^  positive  ganze  Zahl  ist^  so  erhält  man 
(    1  cos'^~^ca'  sinca  —  (    |  cos"^"^-  sin^ca  +  ( . )  cos^~^sin^Gj •  •  • 

=  (    j  cos^"^  (t^)  —  (  s)  ^^^^"^  (t  ^)  si^^co  -]-.-.. 
Nun  ist  wegen  allgemeiner  Beziehungen  und  wegen  Gleichung  (1) 
^   ~Ty  )       C0SG3=— ,       smG9  =  — ^        smlyCoJ  =  -^, 

'(»  = 


cos    Y- ""  *  — 


E 

1)  Grandi,  Flores  geometrici  etc.  S.  20.  2)  Das.  S.  31. 

3)  Der  erste,  der  die  kartesischen  Gleichungen  der  algebraischen  Eliodoneen 
aufstellte,  war  Luigi  dei  marckesi  Uidolfi;  man  sehe  die  heute  vergessene, 
aher  wertvolle  Arbeit:  Bi  alcimi  usi  clelle  epieidoidi  e  di  %mo  strumento  per  la 
low  descrmone  e  speciahnente  per  quella  delV  elUsse  (Florenz  1844)  S.  24,  Note. 
Ygl.  auch  Himstedt  a.  0.   S.  4. 
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Setzen  wir  dies  in  die  vorige  Gleichung  ein^  so  bekommen  wir: 

g  +  l  6  —  1 


-{^^){x'-\-f)'  {B'-x^^^f)'  +...     .     .     .    (3) 

Sind  a  und  6  beide  ungerade,  so  ist  diese  Gleichung  rational  und 
vom  Grade  a  -j-  ^ ;  in  allen  anderen  Fällen  mufs  man,  um  die  Glei- 
chung rational  zu  machen,  beide  Seiten  ins  Quadrat  erheben,  und  sie 
wird  alsdann  vom  Grade  2(a  +  ?>).     Demnach:  Wenn  fi  eine  rationale 

ZaM  --•  ist,    so   stellt    die   Gleichung  (1)    immer    eine   algelbraische 

Kurve  dar,  deren  Ordnung  a  -\r^  ist,  wenn  heide  Zahlen  a^  b  un- 
gerade sind,  jedoch  2(a  -j-  ö)  ist,  wenn  eine  derselben  gerade.    Die 

Kurve    ist  also    immer  von    einer   geraden    Ordnung,   und   einer    ist 

eine  symmetrische  Funktion  der  Zahlen  a,  5.     Wir  fügen  noch  hinzu, 

dafs,   wenn    &  =  1,    sie    auch    rational    ist:    in    diesem  Falle   liefert 

nämlich  (1) 

X  =  R  sinaco'  cos  w ,         y  =  B  Bin  aco  -  sin  co  ] 

die  rechten  Seiten   dieser   Gleichungen  lassen   sich  aber  als  rationale 

Funktionen  von   tg—  ausdrücken. 

Unsere  Gleichung  (3)  beweist  ferner,  dafs  der  Anfang  ein  viel- 
facher Punkt  von  der  Ordnung  a  oder  2a  ist,  jenachdem  von  den 
Zahlen  a,  b  heide  oder  nur  eine  ungerade  ist.  —  Die  Bestimmung 
derjenigen  Doppelpunkte,  welche  die  Kurve  im  Endlichen  aufser  dem 
Mittelpunkte  hat,  läfst  sich  hingegen  leichter  durch  Gleichung  (1)  aus- 
führen; man  erhält  nämlich  einen  solchen  Doppelpunkt,  indem  man 
die   beiden  Werte   co^,  co^   aufsucht,  für  welche   (^  ganzzahlig  voraus- 

gesetztj  .    (a     \  .    /  (i      \ 

m-^ — cD^  =  2q^7t  und     sin  (y-o)^!  =  sin  (-r-cag) ; 

oder         co^ — cog  =  (2g  —  l)7t  und     sin  (-7-03^)  =  —  sin  (-r^  cog) ; 
man  kann  nun  die  beiden  ersten  ersetzen  durch 

die  beiden  letzten  durch 

03^  • —  (Dg  =  (2g  —  1)^;       co^  -j-  (»2  =  —2r7t. 

In  diesen  Gleichungen  hat  man  den  ganzen  Zahlen  q  und  r  derartige 
Werte  zu  erteilen,  dafs  die  zugehörigen  Werte  g)^  und  cog  inkongruent 
mod,27C  sind.     Eine  leichte  Diskussion   führt  uns   zu   dem   Schlüsse, 
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dafs  die  Zahl  der  Lösungen  ^a(b—  1)^  und  daher  haben  wir  folgen- 
den Satz^):  Die  durch  die  Gleichung  q  =  H^ml^erj  dargestellte 
Rosenkurve  besitzt  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  die  weder 
0  noch  unendlich  grofs  ist,  Doppelpunkte,  deren  Zahl  i  a  (ö  —  1)  oder 
2a(ö~l)  ist,  jenachdem  von  den  Zahlen  a,b  keine  oder  eine 
einzige  ungerade  ist. 

136.  Der  vorhin  bewiesene  Satz  über  die  Ordnung  einer  algebrai- 
schen ßosenkurve  eignet  sich  auch  zur  Beantwortung  folgender  Frage: 
^^Welches  ist  die  Zahl  der  verschiedenen  Arten  von  Rhodo- 
neen  von  gegebener  Ordnung  ^?^^  Natürlich  müssen  wir  n  als 
gerade  annehmen.  Wenn  nun  f{n)  die  gesuchte  Zahl  ist^  so  wird 
diese  offenbar  die  Summe  der  Zahlen  fi{n)  und  /'gO^)  sein^  von  denen 
die  erste  die  Anzahl  derjenigen  verschiedenen  Paare  ungerader^  relativ 
primer  Zahlen  bedeutet,  welche  der  Relation 

(«)         a  -\-  h  ==  n^ 

genügen^),  während  die  zweite  die  Anzahl  derjenigen  Zahlenpaare,  von 
denen  die  eine  gerade,  die  andere  ungerade  ist,  bedeutet,  die  der 
Relation  genügen 

Beschäftigen  wir  uns  vorerst  mit  der  Gleichung  (a).  Da  a  und  b 
relativ  prim  sein  sollen,  so  ist  auch  jede  derselben  relativ  prim  zu  n. 
Nehmen  wir  umgekehrt  für  a  einen  beliebigen  zu  n  relativ  primen 
Wert  an,  kleiner  als  n^  so  darf  man  für  h  den  Wert  n  —  a  nehmen; 
demnach  ist  die  Anzahl  der  Zahlenpaare,  die  der  Gleichung  (a)  ge- 
nügen, gleich  der  Anzahl  der  Primzahlen,  die  kleiner  als  n  sind. 
Bedienen  wir  uns  daher  eines  von  Gaufs^)  eingeführten  Symbols,  so 
können  wir  schreiben 

Wir  gehen  über  zu  (ß)]    da  n   eine   gerade  Zahl,    so  kann  man 
diese  schreiben    a  -\-  h  ==  ~]  da  hier  eine  der  Zahlen  a,  h  gerade,  die 

andere  ungerade  sein  mufs,  so  ist  diese  Relation  unmöglich,  wenn  — 
gerade  ist;  also  ist 

A  W  =  0  7     wenn    ~  gerade ; 
wenn  hingegen  —   ungerade    ist,    so    entspricht   jeder    zu   ~    relativ- 


1)  Himstedt,  a.  a.  0.   S.  5— 7. 

2)  Als  verschiedene  Paare  sind  anch  zu  betrachten  solche,  die  durch  Ver- 
tauschung der  Elemente  auseinander  entstehen,  da  sie  verschiedene  Kurven  liefern. 

3)  Disquisitiones  arithmeticae^  Art.  38. 
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primen  Zahl,   die  kleiner  als  —  ist,    eine  Lösung   der  Gleichung  (ß). 
Demnach  ist        ^^^^^  =  9  (|)  ;     wenn  J  ungerade. 

Und  so  schliefsen  wir:  Die  Zahl  der  verschiedenen  Arten  von  ßho- 
doneen  von  der  Ordnung  n  wird  gegehen  dnrch  g){n),  wenn  n  ein 

Vielfaches  von  4  ist,  dagegen  durch  <p{n)  -{-  cpl^)  ,  wenn  n  eine 

einfache  Paarzahl  ist.  Somit  giebt  es  nur  eine  einzige  Rhodonee 
zweiter  Ordnung,  zwei  der  vierten  Ordnung  (entsprechend  den  Werten 
^  =  3  und  ft.  =  y) ,  vier  von  der  sechsten  Ordnung  (entsprechend  den 
Werten  /i==2,  y,  5, -i),  ebenso  vier  von  der  achten  Ordnung  u.  s.  w. 
Gehen  wir  nunmehr  zur  Untersuchung  der  einfachsten  Fälle  über: 
I.  |Li  =  l,  n  =  2;  Q  :=z  H  sin a> .  Gehen  wir  zu  kartesischen 
Koordinaten  über,   so   erhalten  wir  als  Gleichung  x^  -\~  y^  -=  By,  die 

(7?\ 
0,  —  j  angehört,   dessen  Radius 

J? 
=  -—  •     Grandi    glaubte    irrtümlicherweise,    dafs   zu    dieser    Rhodonee 

auch  der  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  :r-Axe  gelegene  Kreis  gehöre, 

IL    ^  ==  3  ,    n  ==  4 ;    Q  =  H  sin  3co.      Diese  Rhodonee  hat  nur 

eine    Schicht;    sie    besteht    aus    drei    gleichen    Blättern,    deren    Sym- 

metrieaxen  die  Radien  des  Fundamentalkreises   sind,   die  mit  Ox  die 

Winkel  bezügl.  —,  Jt,  -^  bilden.     Wegen  ihrer  Form  ist  die  Kurve 

gleichseitiges  Kleeblatt  (reguläres  Trifolium)  genannt  worden, 
und  wir  sind  ihr  schon  in  Nr.  75  begegnet. 

III.  j[i  =  -■ ,  n  =  4:;  q  =  JRüvly'  -^Is  kartesische  Gleichung 
hat  die  Kurve  B^y  =^  {x^ '-{-y^)(^B^  —  4:{x^ -{-y^))]  sie  berührt  die 
x-Axe  im  Anfangspunkte  und  schneidet  sie  in  den  Punkten  mit  der 

Abscisse  -[-     T    ?  hat  den  Punkt  (O,  —  J    als    Doppelpunkt    und    den 

Punkt  (0, — B)  als  einfachen  Punkt.  Die  Kreispunkte  der  Ebene 
sind  Doppelpunkte  derselben.  Sie  ist  eine  rationale  Kurve  vierter 
Ordnung,  von  Gestalt  ähnlich  der  Pascal'schen  Schnecke  (Nr.  70),  mit 
einem  Knotenpunkt. 

IV.  fi  =  2 ,  ^  =  6  ;  ^  =  B  sin  2  CO .  Sie  ist  eine  Rhodonee 
von  einer  Schicht,  bestehend  aus  vier  gleichen  Blättern  (s.  Taf.  XI, 
Fig.  75),  sie  ist  von  der  sechsten  Ordnung  und  hat  folgende  karte- 
sische Gleichung  ^^2  _|_  y2y  _  Ul'xhf. 

Man  kann  sie  als  eine  Grenzform  der  Skarabäen  (s.  Nr.  105)  an- 
sehen, d.  h.  als  Fufspunktkurve  einer  regulären  Astroide  in  Bezug  auf 
ihren  Mittelpunkt,  oder  auch  als  Ort  der  Fufspunkte  der  vom  Scheitel 
eines  rechten  Winkels   auf   die  sämtlichen  Lagen  einer  Strecke  von 


Achtes  Kapitel:  Die  Ehodoneen  (Rosenknrven)  von  G.  Grandi.         305 

konstanter  Länge ,  deren  Endpunkte  die  Schenkel  dieses  Winkels 
durchlaufen^  gefällten  Lote^).  Die  französischen  Geometer  nennen  sie 
Rosace  ä  quatre  branches^);  Ridolfi  bemerkte  (o.  a.  0.)  ihre 
Anwendbarkeit  auf  das  Problem  der  Würfel  Verdoppelung. 

V.     ^  =s  ^  ,    l^  =  6  ;    Q  ^^  M  sin-^  '     Diese  Rhodonee  (Taf.  XI^ 

Fig.  76)  ist  von  der  sechsten  Ordnung  und  wird  in  kartesischen  Ko- 
ordinaten durch  die  Gleichung  dargestellt: 

4(^2  _!_  y2y  _|_  _ß4^2  __  4E\x^  +  t/y  =  0 . 

Sie  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide  Eoordinataxen^  hat  im  An- 
fangspunkt einen  Berührungsknoten  mit  der  ^-Axe  als  zugehöriger 
Tangente;  die  Endpunkte  des  auf  der  ^-Axe  gelegenen  Durchmessers 
des  Fundamentalkreises  sind  einfache  Punkte^  während  die  Punkte  D^  B^ 

(O?  ib — 1^)  Doppelpunkte   derselben   sind.     Sie  hat   aufserdem  zwei 

Doppeltangenten  parallel  zu  Ox  und  zwei  parallel  zu  Oy.  Indem 
Grandi  nur  eine  Hälfte  der  fraglichen  Kurve  betrachtete^  nämlich 
nur  den  Bogen  OBDÄ'D^B^O^)^  war  er  nicht  imstande  die  hervor- 
stechendsten Eigenschaften  ihrer  Gestalt  zu  bemerken,  wie  die  Existenz 
des  Berührungsknotens  und  der  Doppeltangenten. 

137.  Wir  überlassen  dem  Leser  die  Diskussion  der  übrigen 
Rosenkurven  sechster  Ordnung  und  empfehlen  ihm  das  Werkchen  von 
Ridolfi  für  das  Studium  derjenigen  von  ihnen,  die  zur  Teilung  eines 
Winkels  in  beliebige  gleiche  Teile  dienen  können^).  Wir  aber  haben 
hier  noch  zwei  Umstände  zu  erwähnen.  Erstens:  Wenn  man  auf 
die  Kurve  (1)  die  Transformation  durch  reziproke  Radienvectoren 
anwendet,  bezw.  in  der  Gleichung  ca  =  o^^,  Q'Q-^=k^  setzt,  so  erhält 
man  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

Je' 
Qi  =  ^  secftf%, 

läfst  man  hierin  ^  variieren  ^  so  erhält  man  unendlich  viele  Kurven, 
die  G.  Sacchi*^)  Cotes'sche  Spiralen  nannte,  die  jedoch  heute  den 
ISTamen  Ahrenkurven  tragen"^);  im  besonderen  erhält  man  für  ^  =  3 
eine  Trisektrix  von  Longchamps  (s.  Nr.  49). 


1)  S.  die  Instüutiones  analyticae  a  V.  Biccato  et  H.  Saladino  collectae  (Bo- 
noniae  1756)  I.  Lib.  III,  Ca.p.  VII,  Probl.  VI;  Nouvelle  corresp.  math.  Question  311 
(lY,  1878,  S.  155  u.  290). 

2)  S.  z.  B.  Briot  und  Bouquet,    Geometrie  analytiqiie  (Paris  1878)   S.  22, 

3)  Ridolfi,  a.  a.  0.   S.  35—37. 

4)  Flores  geometrici  etc.,  Fig.  8^. 

5)  Eidolfi,  a.  a.  0.,  S.  17—19. 

6)  Sulla  geometria  analitica  delle  curve  piane  (Pavia  1854)  S.  11.  Vgl.  auch 
Nouv.  Ann.  de  matli.  1860,  S.  38. 

7)  Aubry,  a.  a.  0.  S.  201  und  251. 
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Unsere  zweite  Bemerkung  ist  die,  dafs  man,  ohne  die  Arbeiten 
von  Grandi  zu  kennen^  auch  zu  den  Rhodoneen  gelangt  ist^  als  man 
an  die  Lösung  folgenden  kinematischen  Problems  herangingt):  ^^Die 
Bahn  eines  Punktes  zu  finden^  der  in  einer  geraden  Linie  schwingt, 
während  diese  um  einen  festen  Punkt  rotiert/^  Zum  Beweise^  dafs 
die  gesachte  Kurve  eine  Rhodonee  ist^  nehmen  wir  den  festen  Punkt 
als  Koordinatenanfang  und  nennen  seinen  veränderlichen  Abstand  vom 
bewegten  Punkte  s;  bezeichnen  wir  nun  mit  t  die  Zeit^  mit  m  die  An- 
zahl der  in  der  Zeiteinheit  ausgeführten  Schwingungen,  sowie  mit  ^' 
eine  Konstante,  so  haben  wir  zunächst  eine  Relation  von  folgendem 

"•"yP^^  s  =  a  mn2m7t  (^  +  #) . 

Ist  nun  q)  der  Winkel,  den  die  sich  drehende  Gerade  mit  der  oc-Axe 
nach  Verlauf  der  Zeit  t  bildet,  so  haben  wir 

X  =  s '  cos  (p ,         y  =  s  •  sin  q) ; 

wenn  nun  aufserdem  n  die  Anzahl  der  Umdrehungen  der  Geraden  in 
der  Zeiteinheit  ist,  und  r  eine  andere  Konstante,  so  ist  noch 

g)  ===  2njt{t  -f-  T^)- 
Eliminieren  wir  s  und  9  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen,  so  er- 
halten wir  die  beiden  folgenden 

X  =  a  sin  2m7t  (t  -{-  ^)  cos  2njt  (t  -\-  t)  y 

y  =  a  sin  2müt  (^l  -f-  ^)  sin  2n7t  (^  +  r) , 

welche  die  parametrische  Darstellung  der  Bahnlinie  liefern.  Sind  q^co 
die  Polarkoordinaten  des  Punktes  (x^  y),  so  ergiebt  sich  daraus 

^  =  a  sin  2m7C  (^  -j-  '0') ,         00  =  2n7t  (^  +  t)  , 

und  nach  Elimination  von  t  die  Gleichung 

^  =  a  sin  -^  03  +  2m7t  (d"  —  t)L 

welche  in  der  That  eine  Rhodonee  darstellt.  —  Die  in  diesem  Kapitel 
untersuchten  Kurven  als  Lösungen  des  vorhin  zitierten  Problems  dei 
Kinematik  betrachtet,  wurden  Schwingungskurven  genannt^);  nach 
unseren  Ausführungen  geht  hervor,  dafs  dieser  Name  im  mathe- 
matischen Wörterbuche,  das  ohnehin  schon  zu  reich  an  Namen  ist, 
als  dafs  man  es  mit  überflüssigen  Synonymen  überladen  sollte,  ge- 
strichen werden  könnte. 


1)  E.  Auth,  Untersuchungen  über  diejenigen  Curven,  welche  erzeugt  iverden 
durch  Schtüingungen  eines  Punktes  auf  einer  Geraden,  während  die  Gerade  zu- 
gleich rotiert  (Diss.  Marburg,  1866). 

2)  Melde,  Die  Lehre  von  den  Schivingungskurven  (Leipzig  1864). 
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Neuntes  Kapitel. 

Die  geometrisclien  Blätter/) 

138.  Wenn  alle  die  Kräfte^  die  bei  der  Entwickelung  einer 
Pflanze  mitwirken^  mathematiscli  erkannt  wären  und  ebenso  der  innere 
Mechanismus  ihrer  Organe^  so  würde  man  im  stände  sein  die  ganze 
Lebensentwickelung  durch  Formeln  darzustellen,  insbesondere  würde 
man  die  Gleichungen  derjenigen  Kurven  erhalten  können^  welche  den 
Umrifs  ihrer  Blätter  darstellen.  Aber  umgekehrt,  wenn  man  auch 
diese  Grleichungen  kennte,  würde  man  dennoch  nicht  das  Leben  jener 
Pflanze  durch  Formeln  darstellen  können;  doch  auch  yon  diesem  Ziele 
ist  man  noch  weit  entfernt,  indem  man  sich  begnügen  mufs,  die 
Blattumrisse  durch  Grleichungen  darzustellen,  die  nicht  exakt,  sondern 
nur  in  einfacher  Weise  angenähert  diese  wiedergeben.  Welche  Be- 
deutung demnach  für  den  Fortschritt  der  Botanik  die  Untersuchungen 
haben,  welche  Bodo  Habenicht^)  angestellt  hat,  um  eine  angenäherte 
analytische  Darstellung  der  Form  der  Baumblätter  zu  erhalten,  dies 
zu  beurteilen  möge  dem  Leser  überlassen  bleiben;  wir  beschränken 
uns  hier  darauf,  seine  mathematischen  Betrachtungen  (mit  erläutern- 
den Zusätzen)  darzulegen^). 

Der  Umrifs  eines  jeden  Blattes  ist  eine  in  Bezug  auf  eine  Axe 
symmetrische  Kurve ^),  wenn  wir  von  einigen  Ausnahmen  absehen. 
Jeder  Punkt  desselben  befindet  sich  in  endlichem  Abstände  von  irgend 
einem  anderen  beliebigen  Punkte  des  Blattes,  daher  wird  sich  der 
Umrifs  in  Polarkoordinaten  ^,  m  durch  eine  Gleichung  von  folgendem 
Typus  darstellen  lassen  ^^  F(co) 

wo  F  im  reellen  Gebiete  eine  monodrome,  kontinuierliche  und  end- 
liche Funktion  von  co  ist.     Jeder  Radius  vector  mufs   die  Kurve  in 


1)  Von  Brocard  angewandter  Name  {Note  de  hibliographie  des  courhes  geo- 
müriques.  Partie  complementaire,  Bar-le-Duc,  1899,  S.  100).  Verf.  hatte  früher 
den  Namen  botanische  Kurven  vorgeschlagen  (s.  Verhandlungen  des  I,  inter- 
nationalen Mathematiker-Kongresses,  Leipzig  1898,  S.  294). 

2)  Bie  analytische  Form  der  Blätter  (Quedlinburg,  1895). 

3)  Es  dürfte  wohl  überflüssig  sein,  auf  die  Analogie  der  vorliegenden  Unter- 
suchungen mit  denen  über  das  Trifolium  pratense  (Nr.  111)  und  die  Rhodo- 
neen  (vgl.  das  vor.  Kap.)  hinzuweisen.  Wir  wollen  noch  bemerken,  dais  diesen 
das  Pflanzenleben  betrefl'enden  Forschungen  auf  das  Tierreich  bezügliche  ent- 
sprechen; siehe  nämlich  den  Schlufs  von  Kap.  6  des  folgenden  Abschnittes,  aufser- 
dem  J.  F.  Blake,  On  the  measurement  of  the  curves  formed  hy  cepJialopodes  and 
other  mollusk  (Phil.  Magazine,  1878). 

4)  Sieht  man  von  dieser  einschränkenden  Bedingung  ab,  so  wächst  die 
Zahl  der  darstellenden  Kurven  ungemein;  man  erhält  z.  B.  solche,  die  durch  die 
Grleichung  q  =^  a-\~b  cos  nco  -{-  c  sin nco  dargestellt  werden,  auf  die  auch  Habe- 
nicht  Stiels  (a.  a.  0.  S.  14). 

20* 
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einem  einzigen  Punkte  sclineiden,  daher  wird  F  ferner  eine  perio- 
disclie  Funktion  mit  der  Periode  27t  sein^  also  Ton  der  Form 
9p  (sin  CO;,  cos  co).  Wählt  man  nun  als  Polaraxe  die  Symmetrielinie  des 
Blattes^  so  müssen  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten  von  co  die- 
selben Werte  von  q  entsprechen:  dies  erfordert^  dafs  sin  co  in  der 
Funktion  (p  nicht  auftritt.     Es  ergiebt  sich  dann  folgende  Gestalt  der 

WO  f  eine  ähnliche  Funktion  ist  wie  die  vorige  F.  Den  einfachsten 
Fall  erhält  man^  indem  man  setzt 

^  =  a^  -|-  a^  cos  Gj  -\-  a^  cos^  co  -f-  %  ^o^^  co  + "4"  ^^  <^os^  co  .  .  (1) 

Setzt  m.an  nun  für  cos^co  (/c  =  1,  2,  3  ...  ^^)  den  Ausdruck  in  Funktionen 
von  cos  CO  ^  cos  2  CO  ^  .  .  .  cosÄco^  so  kann  man  (1)  durch  eine  Gleichung 
von  folgendem  Typus  ersetzen 

Q  =  ^0  -\-  \  COS  CO  -f-  &2  ^^^  2c3  -\-  \  cos  3  CO  -f- h^  cos  ncj  .    .    (2) 

Wenn  man  nun  —  dem  Beispiele  von  Habenicht  folgend^)  — 
noch  aufserdem  die  Bedingung  einführt^  dafs  die  Summe  der  Vectoren^ 
die  den  Winkeln  co  und  co  -j-  jt  entsprechen^  gleich  einer  Konstanten  c 
(genannt  der  Durchmesser  des  Blattes)  sei^  so  erhält  man 

9(0)  -\-  Cp  (^03  -{-  TC)  =  C  ^ 

für  alle  Werte  von  co-  demnach  mufs  in  der  Gleichung  (1) 


sein  und  in  (2) 


a2  ==  a^== =  0 


Dieser    Umstand    reduziert    die    vorhin    angeführten    Gleichungen    auf 
folgende  Form 

Q  ==  CCq  ~\-  %  COS  CO  -j-  ^%  COS^  CO    + ^2p  +  l  COS^^'"^^(0   .       .       .       (F) 

^  =  6q  -j-  &;^  COS  03  -|-    63  COS  0  CO  -|- ^2p  +  l  ^^^  i^P  +  1)  G3  .    .      (2') 

Diese    stellen    dann    Kurven    von    der  Ordnung  4(_p-f-l)   d^^;    deren 
^^Durchmesser^^  bezw.  ^a^  oder  2&q  sind.  —  Setzen  wir 

Qk  =  h  cos  ^^«  ?         (/b  ==  0, 1,  3  . . .  2p  +  1), 

so  erhalten  wir  offenbar  die  Gleichungen  von  p-\-2  Rhodoneen;  und 
da  Gleichung  (2')  infolgedessen  äquivalent  ist  mit  folgender  Gleichung 

SO    ist   klar^    dafs   man    die    durch   Gleichung  (2')   dargestellte   Kurve 
durch  Addition  der  ßadienvectoren  jener  p  -\-2  Rhodoneen  (deren  erste 

1)  Die  neue  Bedingung  ist  jedoch  von  ihm  nicht  immer  beibehalten  worden, 
und  so  (S.  5— -7)  betrachtet  er  an  einer  Stelle  die  Kurven 

Q  ^=  a  -{-h  cos  2nca  ,         ^  =  a  -f-  ^^  cos^^oo  ^ 
die  er  dann  ausschliefst,  v^reil  sie  eine  doppelte  Symmetrie  besitzen. 
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ein  Kreis  ist)  erhalten  kann.  Eine  älmliclie  Konstruktion  erhält  man 
auch  vermittelst  der  Grleichung  (1').     Setzt  man  nämlich 

Qk  =  ^k  ^^^^  ^  ;  (/c  =  0, 1,  3 ,  2p  +  1) 

SO  erhalten  wir  die  Gleichungen  Yon  jp  +  2  Kurven  von  einer  Art,  mit 
der  wir  uns  binnen  kurzem  (in  Nr.  139)  beschäftigen  werden,  und  da 
nun  (1')  wird  zu      ^        t:     i    x     i_ ::     i  t: 

so  kann  die  durch  (1')  dargestellte  Kurve  leicht  mit  Hilfe  jener  kon- 
struiert werden. 

Der  einfachste  Fall   der  Kurven  (T)  und  (2')  ist  ein  Kreis.     Es 
folgt  dann  jener  mit  der  Gleichung 

Q  =  a^  -\-  %  cos  05 , 

welche  eine  Pascal'sche  Schnecke  ist  (s.  Nr.  70);  da  die  geometrischen 
Blätter  ohne  Knoten  sein  sollen,  so  ist  a^  >  a-^  anzunehmen.  —  Lassen 
wir  p  unbestimmt,  so  gehört  dem  Typus  (1')  auch  die  Kurve  von 
der  Ordnung  4(^-j-l)  ^^^^  welche  die  Gleichimg  hat: 

^  =  6^(1   -)-C0s2^^+^G3)-, (3) 

Sie  heifst  die  (2p  -\-  1)*®  Herzkurve.  Ähnlich  dieser  sind  die  Kurven 
mit  der  allgemeinen  Gleichung 

Q  =  a\l  +  ]/cos(oj  , (4) 

die  ebenfalls  von  der  Ordnung  4(j9-|-l)  sind. 

Die  Gleichungen  (1')  und  (2')  schienen  Habenicht  noch  nicht 
hinreichend,  um  die  Gestalt  der  Blätter  irgend'  einer  Pflanze  gut  dar- 
zustellen, und  deswegen  hat  er  sie  in  verschiedener  Weise  modifiziert^). 
Es  erscheint  uns  nicht  angebracht,  hier  auf  diese  Modifikationen  ein- 
zugehen, zumal  sie  den  Boden  verlassen,  der  zu  Anfang  durch  die 
Bestimmungen  über  die  Funktionen  I\  cp  und  f  gelegt  wurde.  Wir 
wollen  dagegen  bemerken,  dafs  die  Gleichungen  vom  Typus  (1')  und  (2') 
dennoch  dazu  dienen  können,  die  Gestalt  eines  beliebigen  Blattes  mit 
grofser  Annäherung  zu  bestimmen.  Man  betrachte  nämlich  auf  dem- 
selben p-\-2  ausgezeichnete  Punkte,  und  wenn  man  p  hinreichend 
grofs  nimmt,  so  bekommt  man  alle  wichtigen  Punkte  des  Blattes 
hinein.  Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (1')  oder  (2'),  so  dafs  sie 
den  Polarkoordinaten  aller  dieser  Punkte  genügen,  so  erhält  man 
j9 -[- 2  lineare  Gleichungen  für  die  Konstanten  «q,  %,  .  .  .  ,,  (^g^  +  i? 
die  zur  Bestimmung  derselben  und  somit  auch  der  Gleichungen  (1') 
oder  (2')  dienen  können. 

1)  Um  Beispiele   zu  geben,  findet  H.   für  das  Blatt  des   Sauerklees  die 
analytische  Darstellung      ^  ==  4  (1  +  cos  3  co)  +  4  sin^  3  (p , 
während  das  des  Epheus  wiedergegeben  wird  durch. 

^  =  3(1  -f-  cos^w)  +  2  cos  CO  -j~  sin^  ca  —  2sin^3g?  cos'^  --  • 
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Zehntes  Kapitel. 
Die  Ovale,  die  dreieckigen  Kurven  und  die  Orblformen. 

139.  Man  betrachte  einen  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem 
Radius  r,  sowie  einen  Punkt  0  seiner  Ebene  (Taf.  XI^  Fig.  77)-,  man 
ziehe  durch  0  einen  beliebigen  Strahl  t  und  nenne  P  den  einen  Schnitt 
desselben  mit  'der  Peripherie  jenes  Kreises;  darauf  projiziere  man  P 
senkrecht  auf  den  Durchmesser  OC  in  Q,  dann  Q  in  P^  auf  den 
Strahl^  darauf  P^  in  Q^  auf  OC  u.  s.  w.  Man  erhält  dann  schliefs- 
lich  einen  Punkt  P^  auf  t,  der,  wenn  t  um  0  rotiert,  eine  Kurve 
durchläuft,  die  man  nach  einem  Vorschlage  yon  F.  Münger  eine 
eiförmige  Kurve  oder  ein  Oval  nennt ^).  Um  dessen  Gleichung  zu 
finden,  nehmen  wir  0  als  Pol,  OC  als  Polaraxe  und  bezeichnen  mit  d 
die  Länge   der  Strecke  OC.     Dann  ist  die   Gleichung  des  gegebenen 

Kreises:  q^  —  2dQ  cosco -{- d' —  r' =  0-^ (1) 

nennen    wir    dann     die    Radienvectoren    der    Punkte   P^^  P^,  ...  P^ 
bezw.  Qiy  Q2  '  '  '  Qnf  ^^  i^^  offenbar 

Q^  =  Q  cos^ca ,       ^2  "===  ^  ^^^^  ^  ?     Qn""^  Q  cos^'^cö  ; 

setzen  wir  nun  in  (1)  ein    0  =  —%—,  so  erhalten  wir 

^2  —  2(^^^C0s2^+1g9  +  (^2  —  r2)cOS^^G9  ==0,    .       .       .       (2) 

welches  die  Polargleichung  des  Ovales  ist.     Gehen  wir  zu  kartesischen 
Koordinaten  über,  so  bekommen  wir 

(^2  _|_  yyn^'^^2dx'^-^\x^  +  y'Y  +  {d'  —  r')x^^  =  0.  .     (3) 

Das  konstruierte  Oval  ist  also  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2(2n-{- 1), 

welche  in  0  einen  4^- fachen  Punkt  hat,  dessen  zugehörige  Tangenten 

mit    der   y-Axe    zusammenfallen;    im    Anfangspunkte    sind    auch    alle 

Schnitte  der  Kurve  mit  dieser  Axe  konzentriert;  die  Schnitte  mit  der 

,  ^-Axe  hingegen  sind  der  Anfangspunkt  4nmal  gezählt  und  die  Punkte 

mit  den  Abscissen  <^  +  ^7  d.  h.  die  Endpunkte  Ä^B  des  Durchmessers 

0  C.    Alle  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  fallen  in  die  Kreispunkte 

der  Ebene.     Die  Kurve  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  ;3:;-Axe  und 

berührt  die  beiden  von  0  an  den  gegebenen  Kreis  gezogenen  Tangenten. 

Nehmen  wir  in  Gleichung  (3)  n  =  0,   so  erhalten  wir  den  Kreis 

wieder,  von  dem  wir  ausgegangen  sind.    Nehmen  wir  dagegen  n=ly 

so  bekommen  wir  eine  Kurve  sechster  Ordnung,  dargestellt  durch  die 

Gleichung       ^^2  _j^  ^2)3  _  2dx\x'  +  y')  +  (d'  —  r^)^^ ;     .     .     .     (4) 

die  Kreispunkte  der  Ebene  sind  Spitzen  der  Kurve  mit  der  unend- 


1)  F.  Münger,  Die  eiförmigen  Kurven,  Inaugural-Dissert.  (Bern,  1894). 
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lieh  fernen  Geraden  als  gemeinsamer  Tangente.  JenacMem  der  feste 
Punkt  0  aufserlialb^  auf  der  Peripherie  oder  innerhalb  des  gegebenen 
Kreises  liegt^  nimmt  sie  verschiedene  Gestalt  an  (Taf.  XI^  Fig.  78a,  &^c). 
Bemerkenswert  ist  der  Fall  ^  =  0;  die  entsprechende  Kurve  ist  auch 
zu  Oy  symmetrisch,  besteht  demnach  aus  zwei  gleichen  geschlossenen 
Zügen 5  wegen  ihrer  Gestalt  wurde  sie  von  Münger  Doppeleilinie 
genannt;  sie  wird  in  Polar-  bezw.  kartesischen  Koordinaten  durch  die 
Gleichungen  dargestellt: 

Q  ==:  r  cos^  cj  j  (^^  -)-  y^y  —  ^'^^^  =  ö- 
Alle  Ovale  sechster  Ordnung  können  noch  auf  eine  andere  Weise 
konstruiert  werden,  die  verdient  hervorgehoben  zu  werden:  Die  ge- 
gebenen Stücke  sind  dieselben,  die  Punkte  mögen  wie  vorhin  mit 
P,  ^,  Pj . . .  bezeichnet  werden.  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  Q 
mit  dem  Radius  QO  einen  Kreis  und  bestimme  dessen  zweiten  Schnitt 
M^  mit  ^,  wir  behaupten,  der  Ort  des  Punktes  M^  ist  ein  Oval  sechster 
Ordnung  (Taf.  XI,  Fig.  77).  Bezeichnen  wir  noch  mit  m  die  Winkel 
QOP,  QM^F,  so  wird 


^        i  \^    -n  ^nr  ^ 


daher  ergiebt  sich  aus  dem  Dreiecke  PQM^ 

COS  2  CO  cos  CO 

Da  aber       QM^         OQ 


G3, 


cos  CO 


=  OP,       so  ist     PM^=  OP. cos 2g3; 


daraus  folgt      ^^^  _  Qp^^  _|_  ^osSg^)  ==  2-  OP-cos^cd. 

Setzen  wir  nun,  wie  wir  es  vorhin  gethan,  OP  ==  q^  und  ferner 
0M^=  ^',  so  ist  ^' 

"         2cos^cö 
Setzen  wir  dies  in  (1)  ein,  so  findet  man 

und  dann     ^^,  ^  ^,^,  _  ^^^^,  _^  ^^^^3  ^  ^^^,  _  ^,^^,  _  ^ . 

da  diese  sich  von  (4)  nicht  unterscheidet,  als  nur  durch  die  Ver- 
tauschung von  d  und  r  in  2d  und  2r,  so  ist  die  obige  Behauptung 
erwiesen. 

140.  Zu  der  Reihe  von  Untersuchungen,  welche  die  Bestimmung 
der  Gleichungen  von  vorher  gestaltlich  bekannten  Kurven  im  Auge 
haben,  hat  auch  der  berühmte  Euler  einen  wichtigen  Beitrag  geliefert^). 
Während  fast  bei  allen  übrigen  von  ihm  ausgehenden  Forschungen 
ihm  eine  Schar  von  Schülern  oder  Kommentatoren  folgte,  sind  die- 


1)  S.  die  Abb.  De  ciwms  triangularihus  (Acta  Academiae  Sc.  Imp.  Petrop. 
pro  anno  MDCCLXXYIII,  Pars  posterior,  Petersburg  1781). 
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jenigen  Forschungen,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen  wollen, 
soweit  uns  bekannt,  leider  von  niemandem  fortgesetzt  worden.  Es 
bleibt  uns  also,  wenn  wir  über  sie  in  den  Hauptzügen  berichten  wollen, 
nichts  anderes  übrig,  als  getreulich  die  Gedanken  des  grofsen  schwei- 
zerischen Mathematikers  wieder  zu  geben,  und  wir  würden  erfreut 
sein,  wenn  dieser  Hinweis  jemanden  veranlassen  sollte,  sich  eifrigst 
mit  diesen  Fragen  wieder  zu  beschäftigen,  um  Lösungen  zu  erhalten, 
die  den  Anforderungen  in  Bezug  auf  Strenge  und  Vollständigkeit 
besser  genügen. 

Dreieckige    Kurven    nennt    man    solche,     deren    sämtliche 
reellen  Punkte   drei   endliche   Bogen  jBC,  0./1,  AB   bilden,    die   sich 
zu   zweien   in   den  Punkten  A^JB,  C  berühren  (Taf.  XI,  Fig.  79),   die 
also    Spitzen   der    Kurve   sind.     Ein  Beispiel   einer   derartigen  Kurve 
bietet  die  dreispitzige  Hypocykloide  (Nr.  72);  dafs  es  deren  noch  un- 
zählig viele  andere    giebt,    ist    zuerst  von  Euler   bewiesen    worden, 
indem  er  folgendes  Problem  der  geometrischen  Optik  löste:  „Gegeben 
ein  leuchtender  Punkt,   eine  Kurve   zu   finden   derart,   dafs  jeder  von 
jenem  ausgehende  Lichtstrahl  nach   zweifacher  Reflexion  an  ihr  zum 
Ausgangspunkte   zurückkehrt  ^).^^     Die  Untersuchung    der   dreieckigen 
Kurven  ist  schwerer  als  die  ihrer  Evolventen;  es  ist  daher  nützlicher 
in   der  Untersuchung  mit  diesen  zu  beginnen.     Wir  bezeichnen  mit 
61,  5,  c    die  Länge    der  Bogen  J?C,  CA,  AB  der  dreieckigen  Kurven 
und  nehmen   an,   dafs   der   die  Evolvente   erzeugende  Faden   als  An- 
fangslage AF  eine   Strecke   von   der  Länge  /'  habe.     F  ist  dann  der 
Anfang  der  Evolvente.     Stellen  wir  uns  nun  vor,  dafs  der  Faden  sich 
von  dem  Bogen  AB  abwickele,  dann  wird  zu  Ende  dieser  Operation 
der  Faden   die   Tangente   an   die  beiden  Bogen  AB  und  BC  bilden, 
während  der  die  Evolvente  erzeugende  Punkt  F  in  G^  angelangt  ist,  so 

dafs  BG^  =  'BogQn  BA-^-  AF=c-\-f.  Man  setze  die  Abwickelung 
auf  dem  Bogen  BC  fort,  und  man  wird  am  Ende  zu  einem  Punkte 
H  gelangen,  derart,  dafs  die  Gerade  CH  Tangente  in  C  an  die  drei- 
eckige Kurve  ist,  und  man  hat  alsdann,  Bogen  BG-\- CII=  BG-^,  und 
daher   ist    CII=-f-\-c  —  a.     Wickeln  wir  nun  den  Faden   auf  den 


1)  Dieses  Problem  findet  sich  formuliert  in  einem  Briefe  von  Euler  an 
Goldbacb  vom  16.  Februar  1745  (s.  P.  H.  Puls,  Correspondance  matliematiqiie 
et  physique  de  quelques  cüehres  geometres  du  XVIll  8iecle,  I.  St.  Petersburg, 
1843,  S.  314)  und  lieferte  für  lange  Zeit  Stoff  zu  einem  Ideenaustausch  zwischen 
diesen  Geometern,  nicht  nur  bevor  Euler  die  Lösung  veröffentlicht  hatte  {So- 
lutio  prohlematis  in  Actis  Lipsiensihus  propositi.  Acta  erudit.  1746,  oder  auch 
a.  a.  0.  S.  341 — 354),  sondern  auch  nachher  (s.  das  oben  angeführte  Werk  von 
Pufs);  die  gefundene  Linie  wird  daselbst  immer  mit  dem  Namen  ,,curva  ca- 
toptrica"  bezeichnet;  eine  von  der  Euler'schen  verschiedene  Methode,  sie  zu 
bestimmen,  wurde  von  Oechlin  erdacht  und  von  Euler  dem  Goldbach  am 
25.  Juni  1748  mitgeteilt  (s.  Correspondance  etc.  I,  S.  463). 
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Bogen  CA  auf,  so  erhält  man  zuletzt  eine  Lage  F^  des  beweglichen 
Punktes,    derart,    dafs    ÄF-^    die    dreieckige  Kurve   berührt,    so    dafs 

AF^  =  AC~-{-  CH  =f~\-'b-{-c  —  a.  Setzen  wir  die  Abwickelung 
des  Fadens  noch  weiter  fort,  so  erhält  man  die  Tangente  BG^  an  die 
Kurve  in  jB,  von  der  Länge,  dafs  AB  -{-  BG-^  =  AF^  und  daher 
BG-==f-\-h-^c  —  a  —  c  =  f-\-l)  —  a;  im  weiteren  Verlauf  entsteht 
dann  die   Strecke  GH^,   die  die  Kurve  wieder  in  G  berührt,  so  dafs 

CH^  =  BG  +  BG  =  a-{-f+b  —  a  =  f+'b',  lassen  wir  schliefs- 
lich  sich  den  Faden  wieder  auf  GA  aufwickeln,  so  kommen  wir  zum 
Ausgangspunkte  F  zurück.  Es  geht  daraus  hervor,  dafs  jede  Evol- 
vente einer  dreieckigen  Kurve  eine  geschlossene  Kurve  von  der  Ge- 
stalt eines  Ovals  ist,  FG^HF^GH^,  wie  es  die  Figur  zeigt;  alle 
Tangenten  der  dreieckigen  Kurve  sind  doppelte  Normalen  des  Ovales^). 
Euler  nannte  sie  orbiforme  Kurven,  und  stellte  bei  ihnen  mit 
Hilfe  folgender  Überlegung  eine  interessante  Eigenschaft  fest: 
Aus  dem  Vorigen  ergiebt  sich 

F^F==2f—  a  +  b  +  c,       G,G  =  2f  +  a —  h  +  c, 

Ist  nun  XX^  eine  beliebige  Tangente  der  Kurve  und  8  ihr  Berührungs- 
punkt, so  ist,  wenn  wir  z.  B.  annehmen,  dafs  sie  dem  Bogen  AG  an- 
gehöre ^^  /— N 

^  SX=  Bogen  SC  +  GH=  Bogen  ^C  +  f  +  C  —  a; 

SX^=  Bogen XS  +  ^i^=  Bogen  1ä  -f  f 
daher 

8X  +  SX^  =  BogenlÄ  +  Bogen  ^  +  2f  -f  C  -  a, 

d.  h.  XX^=2f  —  a  +  l  +  c. 

Folglich:  Die  Normale  in  einem  Ibeliebigen  Punkte  einer  orbiformen 
Kurve  trifft  diese  in  einem  zweiten  Punkte  Xi,  in  welchem  sie 
ebenfalls  normal  ist,  und  der  Abstand  der  beiden  Punkte  X  und  Xi 

ist  konstant;  es  ist  dies  eine  bemerkenswerte  Eigentümlichkeit,  von 
der  man  glaubte,  dafs  sie  ausschliefslich  dem  Kreise  zukomme. 

Setzen  wir  f  =  a  -^Ti^  so  nehmen  die  vorigen  Relationen  eine 
mehr  symmetrische  Form  an,  die  bemerkenswert  ist;  sie  werden  dann 
nämlich  zu 


1)  Diese  Kurven  sind  also,  um  mit  G.  Humberfc  zu  reden  (ßur  les  cour- 
hes  planes  rectificahles,  Liouvilles  Journ.  4.  Ser.  IV,  1888,  S.  141)  komplexe 
Kurven;  er  nennt  einfache  Kurven  solche,  deren  Normalen  im  allgemeinen  ein- 
fache Normalen  sind,  komplexe  solche,  bei  denen  jede  Normale  eine  doppelte 
Normale  ist;  es  ist  bekannt,  dafs  eine  nicht  zerfallende  Kurve  nicht  alle  ihre 
Normalen  als  mehrfache  von  einem  Grade  >  2  haben  kann. 
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FF^  =GG^  =  HH^  =  X  Xi  =  a  +  &  +  c  +  2  /i; . 

141.  Die  oben  aufgestellten  Sätze  eignen  sicli  zur  Auffindung 
der  allgemeinen  Gleicliung  der  Orbiformen.  Es  sei  nämlicli  FMF-^M^ 
(Ta£  XI ^  Fig.  80)  eine  Orbiforme  bezogen  auf  die  Doppelnormale 
FF^  als  Axe;  MM^  sei  eine  zweite  beliebig  gewählte  Doppelnormale^ 
welche  FF^  in  N  schneidet;  P  und  P^  seien  die  Projektionen  Yon 
M  und  J/4  auf  FF^,     Wir  setzen 

FF^  =-  MM^  =  2f ;       FF  ==  X,    P3I  =  Y,      PP,=^x, 


P,M, 


Vj 


dY 

Ix'' 


P, 


dy_ 

dx 


■-P'. 


und  erhalten  dann: 

MN=  r]/l  +  P%         M^N^  =  -~yyi  +  p',         P  =  P> 

Sei  S  der  Punkt,  in  welchem   das  von  M  auf  FF-^   gefällte  Lot  die 
durch  M^  zu  FF^  gezogene  Parallele  schneidet,  so  ist,  weil 

MM, 


MV 


MS 
MF 

2/" 


MN       yi  ^  p2 

Ferner  ist,  weil  P  =  p, 

MS 
Da  ferner 

MS-=MP  +  M^P^==  Y  —  y, 


MN  ' 

und  dalier  M^  S  ■■ 


2f 


M^S 


2fp 


SO  ersieht  sich 


y 


2/- 


Wir  setzen  nun 


yi+y 


x--X  = 


X+x==2Q, 


Y+y 


yi'TF 

2E.     . 


X, 
(5) 


(6) 


Komhinieren  wir  diese  mit  der  vorigen  Gleichung,  so  erhalten  wir 


X^-Q 


yi+p' 
fp 


■  (7) 


y 


Vi+P' 
Differenzieren  wir  diese,  so  ergiebt  sich 

fp  ■  dp 


Q  + 


f 


yi+p' 
fp 


(8) 


dY=dR  — 

clX^dQ  — 


chj  =  dB  -f- 
dx  =  dQ-\- 


yi+p 

fp  ■  dp     "» 


f-äp_ 


V  ) 
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und  weil  nun  <^Y  _^  dy^ 

dX        dx       ■^^ 


worin  die  Vorzeichen  einander  entsprechen,  und  die  dann  darauf  zurück- 
gehen, dafs  dB  =  p-dQ,  mit  anderen  Worten,  dafs 

B=fp-dQ (9) 

Da  wir  auf  alle  Bedingungen  des  Problems  Rücksicht  genommen 
haben^  so  seilen  wir:  Nimmt  man  für  Q  eine  beliebige  Punktion  von 
Py  die  der  einzigen  Bedingung  unterworfen  ist^  dafs  die  Integration 
fp '  dQ  ausführbar  sei^  so  liefert  die  Gleichung  (9)  II ^  und  daher 
liefern  die  Gleichungen  (7)  die  Koordinaten  des  Punktes  M  in  Funk- 
tionen des  Parameters  _p-,  die  Gleichungen  (8)  liefern  dann  die  des 
entsprechenden  Punktes  ilf^;  belassen  wir  den  Wurzeln  ihre  Doppel- 
deutigkeit^  so  sind  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  nicht  wesentlich  ver- 
schieden. Wir  können  daher  die  Gleichung  (8)  als  allgemeine  para- 
metrische Darstellung  der  Orbiformen  ansehen. 

Zu  einer  anderen  bequemeren  Darstellung  gelangt  man^    indem 
man  beachtet^  dafs  sich  (9)  auch  schreiben  läfst 

B==pQ—fQ'dp', 
setzt  man  dann    \Q'dp==8,  oder  auch  §  =  — ^  so  hat  man 


und  daher  ^g  f  ,is  f  . 

In  dieser  neuen  parametrischen  Darstellung  der  Orbiformen  ist  S  eine 
beliebige  Funktion  von  p,  die  jedoch  in  der  Art  zu  wählen  ist,  dafs 
die  X,  y  immer  als  endlich  sich  ergeben-  wollen  wir  eine  algebraische 
Kurve  erhalten,  so  kann  man  setzen 

WO  m  <Cn  ist  und  der  Nenner  keine  reellen  linearen  Faktoren  enthält. 
Aus  Gleichung  (10)  kann  man  die  analytische  Darstellung  der 
dreieckigen  Kurven  ableiten^  wenn  man  sich  erinnert,  dafs  diese  die 
Evoluten  der  Orbiformen  sind.  Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen^ 
beachten  wir,  dafs  die  oo^  Orbiformen,  die  den  unendlich  vielen  Werten, 
welche  die  Konstante  /'  annehmen  kann,  entsprechen,  die  Evolventen 
einer  und  derselben  dreieckigen  Kurve  sind,  so  kann  man,  um  die 
Darstellung  dieser  zu  erhalten,  annehmen,  dafs  für  f  ein  möglichst 
günstiger  Wert  gewählt  sei,  z.  B.  /'=0;  dann  hat  man 

dS                       do  /11\ 

dp  ^        ^  dp  ^    ^ 
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Benutzen  wir  die  bekannten  Ausdrücke  für  die  Koordinaten  t  und  ii 
des  Krümniungsmittelpunktes,  so  ergiebt  sich 

^  =  f|-Kl+i>^)£i      .=|>g-Ä+(l+P^)||.  .   (12) 

Dies  ist  die  gesuchte   analytische  Darstellung   der  dreieckigen  Kurve* 
sie  zeigt^  dafs  der  Krümmungsradius  jB  der  Kurve  (11)  gegeben  wird 

•^"''^  E=y(r+i.-f||. (13) 

Aus  (12)  kann  man  ableiten 

dt  ^    c,cPS  /^    ,      9.  d^S       du        ^     d^S    ,    /-(    ,      o\  d^S    /-j.n 

^  =  - 3p^-j-^ -p(i+P^)7j-p,   rp  =  ^Pw'  +  (1+^ )  d?  (^4) 

und  daher  ist  i^  _l.  ^  ^^  =  0  •  (}^) 

dp  ~^  -^  dp  ' ^    ^ 

in  jedem  reellen  Punkte   der  Kurve,  für  welchen    ^  =  0^    ist   auch 

-—  ==  0  und  umgekehrt^  daher  ist  dieser  Punkt  ein  singulärer  Punkt, 

d.  h.  eine   der   drei  Spitzen   der  Kurve   (vorausgesetzt,   dafs   diese  die 
einzigen  vielfachen  Punkte  der  Kurve  seien). 

Aus  der  Gleichung  (14)  leitet  man  ferner  ab,  wenn  5  den  Bogen 
der  dreieckiejen  Kurve  bedeutet: 


ds  ~}/T^^Y  I    /dtt\^ d  ri/7i — r — 2\3  '^^^'^1 

~cT^~~  y  [dp)  +  [d^j  ~  ^1/^-^"' -^  ^  li^^j^ 

weshalb  wegen  (13)  s  ==  B  ~\~  Const^ 

was  man  übrigens  voraussehen  konnte,    weil  ja  die  Kurve  (12)   die 
Evolute  der  Kurve  (10)  ist. 


Elftes  Kapitel. 

Die  Miütiplikatrix-  und  die  Mediatrix-Kiirveiie 

142.  Bei  der  in  Nr.  139  dargelegten  Konstruktion  der  Münger'- 
schen  Ovale  führen  wir  die  spezielle  Voraussetzung  ein,  dafs  der  Punkt 
0  auf  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  liegt;  dies  ist  gleich- 
bedeutend mit  der  Annahme  d  =  r-^  die  dortigen  Gleichungen  (2) 
und  (3)  werden  dann  zu 

^^=:  2f -COS^^+^CD (1) 

resp.  (;2;2  +  ^2)n  +  l_,2r^2^^+l       ......     (2) 

und  stellen  dann  eine  Kurve  von  der  Ordnung  2(n-f-l)  dar,  die  im 
Anfange  einen  (2n-~{-  1)  fachen  Punkt  hat,  dessen  sämtliche  Tangenten 
mit  der  t/-Axe  zusammenfallen. 
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Die  einfacliste  Kurve  dieser  Art,  nächst  dem  Kreise^  erhält  man^ 
wenn  n  =  1^  in  diesem  Falle  ergiebt  sich  eine  Kurve  vierter  Ord- 
nung^ die  einige  Astronomen^  unter  diesen  sogar  Kepler^)^  zur  Dar- 
stellung der  Bahn  des  Planeten  Mars  angewendet  haben;  später  wurde 
sie  von  Pater  Villapaudo  erdacht,  der  sie  wegen  der  von  ihr  ge- 
machten Anwendung  auf  die  Verdoppelung  des  Würfels  Proporzio- 
natrice  secondaria  nannte^);  mehr  als  zwei  Jahrhunderte  später  (1868) 
wurde  dieselbe  Kurve  von  L.  Seidel  bemerkt^  der  sie  wegen  ihrer 
Form  (s.  Taf.  XI^  Fig.  78?))  das  eigentliche  Oval  nannte^);  endlich 
vor  wenigen  Jahren  traf  G.  de  Longchamps  im  Verlaufe  seiner 
Untersuchungen  über  diejenigen  Linien^  die  sich  mit  Lineal  und 
Winkelscheit  konstruieren  lassen ,  auch  auf  diese  Kurve  und  gab  ihr 
den  Namen  folium  simple^).     Aus  der  Polargleichung  der  Kurve 

Q  :=  2r  cos^cö 

ergiebt  sich  die  Kurveniläche  (die  Kepler  vergebens  zu  bestimmen  ver- 
sucht hatte)  als 

7t 

F  ==  4:d^     cos^  CO  '  dc3  =  4r^  ^   "1   t  ^  =  -^  ^^^  > 

J  2  •  4  •  6    2  8  ^ 

0 

d.  i.  also    -  der  Fläche  des  gegebenen  Kreises. 

Kehren  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  (1)  zurück.  Wir  betrachten 
einen  beliebigen  Punkt  P^  der  durch  sie  dargestellten  Kurve;  wir  pro- 
jizieren ihn  in  IT  auf  den  Durchmesser  OC  und  tragen  dann  auf  der 
Geraden  OP^  die  Strecke  0M=  OH  ab;  der  Ort  der  Punkte  M  hat 
dann  offenbar  die  Polargleichung: 

Q  =  2r  cos^^  +  ^ca,      . (3) 

ist  daher  eine  ähnliche  Kurve,  wie  die  durch  (1)  dargestellte.  Zwei 
andere  verwandte  Kurven  werden  erhalten  durch  die  Konstruktionen, 
die  wir  uns  jetzt  anschicken  darzulegen: 

Gegeben  der  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r  und 
einer  seiner  Durchmesser  OCO'  (Taf.  XI,  Fig.  81).  Man  ziehe  durch 
0  einen  beliebigen  Strahl  t  und  bestimme  dessen  Schnitt  M^  mit  der 
in  0'  zu  00'  errichteten  Senkrechten;  die  in  M-^  zu  t  errichtete  Senk- 
rechte schneide  diesen  Durchmesser  in  N-^  und  die  in  N^  zu  00'  er- 
richtete Senkrechte  scheide  t  in  M^  .  .  . ;  fährt  man  so  weiter  fort, 
erhält  man  schlief  such  auf  t  einen  Punkt  iff^,   dessen  geometrischen 


1)  Astronomia  nova  (Prag  1609)  S.  3:37. 

2)  V.  Yiviani,   Quinto    lihro    di   JEuclide   o  Scienza   tmwersale    delle   pro- 
porzioni  (Florenz  1647)  S.  275—280. 

3)  Ä.  Wittstein,  Notiz  iiber  das  eigentliche  Oval  (Archiv,  2.Ser.  XIY,  1895). 

4)  Essai  siir  la  geom-etrie  de  la  regle  et  de  Vequerre  (Paris  1890)  S.  126.    Ygl. 
Coiirs  de  prohlemes  de  geometrie  analytigue  II.  (Paris  1899)  S.  400. 
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Ort  wir  nun  bestimmen  wollen.  Beachten  wir  zu  dem  Zwecke^  dafs^ 
wenn  cd  der  Winkel  zwischen  den  Geraden  00'  und  t  ist^  wir  der 
Reihe  nach  haben 

OM,^^^,       0N,^~^,       OM,^-^U 


OiIf.  =  -^ 


der  gesuchte  Ort  hat  folglich  die  Polargleichung 

2r 


(4) 


er  ist  demnach  eine  Kurve  (2n  —  l)ter  Ordnung^  die  den  Anfang  als 
i2n  —  2) fachen  Punkt  hat.  Sie  wurde  von  Cartesius  erfunden^  der^ 
um  sie  zu  konstruieren^  ein  geeignetes  Gefüge  von  Winkelscheiten  er- 
sann und  sich  derselben  bediente^  um  zwischen  zwei  Strecken  eine 
beliebige  mittlere  Proportionale  zu  konstruieren^);  später  widmete  ihr 
der  Pater  Caraccioli  ein  besonderes  Kapitel  seines  schon  angeführten 
Werkes^).  Setzen  wir  im  speziellen  n  =  2^  so  geht  sie  auf  die 
kubische  Duplikatrix  von  Longchamps  zurück  (s.  Nr.  50).  —  Wenn 
wir  nun  in  dem  Punkte  M^  die  Senkrechte  M^K  tax.  t  errichten  und 
auf  dieser  Geraden  die  Strecke  OJR  =  OK  abtragen ,  so  erhalten  wir 
offenbar   als  Ort  des  Punktes  JR,  die  Kurve  mit  folgender  Gleichung 


Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  (1)^  (3)^  (4)  und  (5)  zeigt;  dafs  wir  im 
stände  sind,  punktweise  alle  Kurven  zu  konstruieren ,  die  in  Polar- 
koordinaten durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt 
werden  können  p  =  a.cos»o, (6) 

WO  m  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist. 

143.  Zu  der  Kategorie  der  durch  Gleichung  (4)  dargestellten 
Kurven  gehört  auch  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  —  wenn  wir  die 
Konjektur  und  die  Schlüsse  P.  Tannery's^)  annehmen  wollen  — 
schon,  von  Eudoxus  von  Knidos  angewandt  sein  dürfte,  um  das 
Delische  Problem  zu  lösen.  Damit  der  Leser  erkenne,  wohin  die 
Argumentationen  des  bekannten  gelehrten  Franzosen  zielen^),  ist  es 
nötig  sich  zu  erinnern,  dafs  Archytas  von  Tarent  eine  sehr  geniale 
Lösung  jenes  Problems  erdacht  hat,  die  sich  auf  stereometrische  Be- 


1)  La  geomärie  (Paris  1886)  S.  17. 

2)  De  lineis  curvis  Über  (Pisis  1740)  S.  112—126. 

3)  Sur  les  resolutions  du  prohleme  de  Delos  par  Archytas  et  par  JEudoxe 
(Bordeaux  Mem.  2«  Ser.  II,  1878). 

4)  N'äberes  Herüber  sehe  man  in   G.  Loria,  Le  scienze  esatte  nelV  antica 
Grecia,  Lib.  I,  Nr.  51,  52,  73. 
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tracMungen  stützt;  er  fülirte  nämlich  jene  berülimte  Aufgabe  auf  die 
Untersuchung  der  Schnitte  der  drei  Flächen,  Cylinder,  Kreisring,  Kegel 
zurück,  die  durch  folgende  drei  Gleichungen  dargestellt  sind: 

x^  -{-  y^  =^  ax  j         x^  -{-  y^  -\-'  ^^  =  a  Yx^  -\~  y^ , 
^^  +  2/^  +  ^^  =  Tä^^        (wo  a>&). 
Um  sich  obige  Zurückführung  klar  zu  machen,  setze  man 

II  =  Yx^  -\-  y^  -\-  2^ ,      V  =  Y^^  +  y^ } 

dann  wird  ^ 

und  daher 


v  ==  ax^  w  =  av ,  u  =  jXj 


a :  u  ==  u :  V  =  V  :h  ^ 

somit  sind  u  und  v  die  gesuchten  mittleren  Proportionalen.  Während 
nun  der  theoretische  Wert  dieser  Lösung  von  niemandem  in  Zweifel 
gezogen  wird,  ist  der  praktische  Nutzen  kurzerhand  zu  yerneinen, 
was  nicht  Wunder  nehmen  kann,  wenn  man  weifs,  in  welcher  Weise 
sie  von  dem  Kommentator  Eutokius  von  Askalon  dargestellt 
wurde -'^).  Sie  kann  jedoch  in  eine  andere  völlig  ausführbare  um- 
gewandelt werden,  wenn  man  die  Projektionen  der  Kurven,  in  welchen 
diese  drei  Hilfsflächen  sich  gegenseitig  schneiden,  auf  die  Koordinat- 
ebenen betrachtet.  Von  diesen  Projektionen  bieten  sich  zunächst  die 
auf  die  xy-Woene  dar;  die  eine  ist  der  Kreis  x^'{-y^  =  ax^  die 
andere  eine  Kurve,  welche  als  kartesische  Gleichung  hat 

«^(^^  +  f/^)  =  ~V,   .......     (7) 

und  als  Polargleichung 

^  a   cos^  CO  ^  ^ 

Diese  Kurve  ist  es,  von  der  Tannery  annimmt,  dafs  sie  von  Eudoxus 
angewendet  sei,  um  in  der  Ebene  die  von  seinem  Lehrer  entworfene 
Konstruktion  auszuführen,  und  dafs  dieses  die  von  ihm  mit  dem 
vagen  Namen  Kampyla  {naiiTCvlri  yga^^ri)  bezeichnete  Kurve  sei. 

Um  sie  zu  zeichnen,  kann  man  in  folgender  Weise  verfahren:  Man 
nehme  (Taf.  XI,  Fig.  82)  die  beiden  Strecken  AD  =  a  und  AB  =  h 
so  gegeneinander  geneigt,  dafs  der  Winkel  AJBD  ein  rechter  wird, 
ziehe  dann  durch  A  eine  beliebige  Gerade,  welche  das  von  B  auf 
AD  gefällte  Lot  BE  im  Punkte  G  schneidet;  dann  trage  man  auf 
AD  die  Strecke  AH=AG  ab,  die  in  H  zu  AD  errichtete  Senk- 
rechte schneidet  AG  in  einem  Punkte  P  der  durch  Gleichung  (8) 
dargestellten  Kurve.  Diese  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  beide 
Koordinataxen,  hat  den  Anfang  als  isolierten  Punkt,  und  ihre  reellen 


1)  ÄrcJiwiedis  opera  omnia  ed.  Heiberg,  III.  (Lipsiae  1881)  S.  98  iF, 
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Punkte  liegen  alle  aufserlialb  des  Streifens  der  Ebene,  der  von  den 
beiden  Geraden  ^  =  +  —  begrenzt  wird.  Sie  ist  folgender  para- 
metrischer  Darstellung  fällig: 

h^     1  h^  sin  CO  xrv\ 

X  =:=^ y  = Y"  > v^) 

a  cos  CO  ^         ^  a  cos''  w  ^  ^  ^ 

aus  welcher  sich  für  die  drei  Punkte  {a)^  (ß)^  (j)  die  KoUinearitäts- 
bedingung  ergiebt  ^       ^^^       ^^^^ 

1       tg/3       cos/3    =-0, 

1  tg  ^  cos  }' 

oder  auch 

cos  {ß  -{-  t)  -{-  cos  (y  ~{-  a)  -{-  cos  (ci  -\-  ß)  =  1. 

Setzen  wir  a  =  ß^=y  =  'd'^  so  findet  man  die  Gleichung 

3  cos  2^  =  1 

für  die  Bestimmung  der  Wendepunkte  der  Kurve;  diesen  entsprechen 
demnach  die  Werte  .  ^_ 

^  =  arc  cos  l  +  1/  "^ 

dies  zeigt  uns,  dafs  die  Kurve  zu  Wendepunkten  die  vier  Punkte  mit 
den  Koordinaten  hat 

B.  Tortolini^)  hat  die  Beobachtung  gemacht,  dafs  die  (7)  eine 
Kurve  ist,  die  man  auf  zwei  verschiedene  Arten  als  Spezialfall  einer 
von  einem  Kegelschnitt  abgeleiteten  Kurve  ansehen  kann.  Um  sich 
davon  zu  überzeugen,  betrachte  man  einen  beliebigen  Punkt  M  der 
Ellipse  (s.  Taf.  XI,  Fig.  83) 

^  _j_  i!  —  1 

und  bestimme  den  Schnitt  T  der  zugehörigen  Tangente  mit  der  Pokal- 
axe  und  ferner  den  Punkt  M\  in  welchem  die  Gerade  OM  die  Parallele 
durch  T  zur  anderen  Axe  schneidet.  Die  Gleichung  des  Ortes  von 
M'  {x\  y)  ist  nichts  anderes  als  das  Resultat  der  Elimination  von 
X  und  y  aus  den  drei  Gleichungen 

^  \  yl 1       ,^ y^      r^' r/2 

lautet  also  ^'2        ./2        ^4 

^ I     y_ ±_  fa\ 

^2  -r  ^2  —  ^4? •    •    •    •    v^; 

welche  im  Falle  h  =  a  identisch  mit  (7)  ist.  —  Wenn  man  dagegen, 
nachdem  die  Normale  in  ^M  an  die  genannte  Ellipse  gezogen  ist,  den 


1)  S.   die  bibliographische  Revue,   Sopra  cdcune  curve  derivate  dalV  ellisse 
(Annali  di  Matem.  IV,  1861). 
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Schnittpunkt  M^  derselben  mit  der  durch  T  zur  y-Kiie  gezogenen 
Parallelen  bestimmt,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Ortes  yon 
-^1(^1?  2/1)  durch  Elimination  von  x  und  y  aus  den  Gleichungen 

^;  +  ^|!  =  l,        xx,  =  a\        i^_i^  =  a^_6^ 
a^    '     &^  ^  ■"-  ^  X         '     y 

^^^  h'x^'y,'  =  (^1'  —  ^')  K'  —  a'  +  h'f ;  .     .     .     .     (10) 

auch  diese  nimmt  im  Falle  h  =  a,  von  dem  Faktor  x^^  befreit,  die 
Form  von  (7)  an,  wie  oben  angedeutet. 

14:4.  Diejenigen  Kurven,  welche  —  in  gleicher  Weise  wie  die 
meisten  in  diesem  Kapitel  auftretenden  —  zur  Lösung  des  verallge- 
meinerten Delischen  Problems,  d.  h.  zur  Vervielfältigung  des  Würfels 
und  zur  Einschaltung  einer  beliebig  vielfachen  mittleren  Proportionale 
zwischen  zwei  gegebenen  Strecken  dienen  können,  kann  man  Mul- 
tiplikatrix- bezw.  Mediatrix-Kurven  nennen.  Zu  dieser  grofsen 
Kurven-Gattung  gehören  auch  vier  Gruppen  von  Kurven,  die  Alexis 
Clairaut  erdacht  hat,  als  er  erst  zwölf  und  ein  halbes  Jahr  alt  war. 
Die  Abhandlung,  in  welcher  er  diese  veröffentlichte,  erntete  in  der 
Sitzung  vom  18.  Mai  1726  die  Billigung  und  den  Beifall  der  Pariser 
Akademie  und  wurde  kurz  darauf  durch  Vermittelung  der  Berliner 
Akademie  veröffentlicht^)-,  wir  wollen  hier  dabei  verweilen  ihren  In- 
halt darzulegen. 

I.  Es  sei  ein  rechter  Winkel  xOy  gegeben  (Taf.  IX,  Fig.  84) 
und  auf  dem  einen  Schenkel  desselben  ein  Punkt  A-^  man  suche  den 
Ort  des  Punktes  M,  so  dafs,  wenn  man  die  Senkrechte  MQ  auf  Ox 
fällt,   MQ'^OÄ'OM. 

Die  Gleichung  dieses  Ortes  ist  offenbar 

y'^aY^Tf] (11) 

der  Ort  selbst  ist  demnach  eine  Kampyla.     Diese  Gleichung  läfst  sich 

aber  leicht  verallgemeinern  und    giebt  dann,    wenn  m   eine  positive 

rationale  Zahl  ist,  , . 

tf^^  =  a'^-^Yx^ -\- y^,  ,     ......     (12) 

welche  eine  neue  Kurve  darstellt,  deren  Anwendung  auf  das  verall- 
gemeinerte Delische  Problem  wir  zeigen  wollen.  Zu  dem  Zwecke 
beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  0  mit  OÄ  als  Radius  einen 
Kreis;  er  schneide  die  Gerade  OJf  in  (?,  während  diese  von  dem 
in  A  auf  Ox  errichteten  Lote  in  F  geschnitten  wird.  Man  erkennt 
nun  leicht,  dafs  die  durch  Gleichung  (11)  dargestellte  Kurve  sich  der 

•^^""^  ÖF'^OG-OM 

ausgedrückten  Eigenschaft  erfreut.     OF  ist  also  mittlere  Proportionale 


1)  Quatre  pröhlemes  sur  de  nouvelles  coiirles  par  M.  Alexis  Clairaut  le  Fils 
(Miscellanea  Berolinensia  IV,  Berlin  1734). 

Loria,  Ebene  Kurven.  21 
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zwischen  OG  und  OM.  Würde  hingegen  OF  die  n^^  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  denselben  Strecken  OG  und  OM  sein^  so  würde 
man  haben  ^^^^___^^^^ 

und  der  Ort  der  Punkte  M  hätte  die  Gleichung: 

7^-f  1 

oder  1  1 


y'^^n  =^a-yx'  +  y'] (120 

und  diese  Gleichung  fällt  mit  (12)  zusammen,  wenn  man  m  =  1  -] — 

setzt.  Dies  zeigt,  dafs  jede  Kurve  vom  Typus  (12')  zur  Bestimmung 
der  n^^^^  mittleren  Proportionale  dienen  kann. 

Wenn  m  =  — ,  wo  J9,  g  positive  ganze,  relativ  prime  Zahlen  sind, 

so  ist  die  Ordnung  der  durch  (12)  dargestellten  Kurve,  wenn  q  un- 
gerade ist,  gleich  der  gröfseren  der  beiden  Zahlen  2^,  2g,  jedoch 
wenn  q  gerade  ist,  gleich  der  gröfseren  der  beiden  Zahlen  ^,  g. 

IL     Die    Daten    seien    dieselben   wie   bei    der   vorigen    Aufgabe; 


man  suche  den  Ort  des  Punktes  üf,  so  dafs  OM-  QM=  0A\     Die 
Gleichung  derselben  ist  ersichtlich 

-\/¥~+~f'y  =  a^ (13) 

Durch  Verallgemeinerung  wird  sie  zu 


Nun  kann  die  Kurve  (13)  auch  durch  die  Relation 


0M'=  OF'OG 

definiert  werden,  sie  ist  also  der  Ort  der  Punkte  JHf,  derart,  dafs  OM 
mittlere  Proportionale  zwischen  OF  und  OG  ist.  Suchen  wir  ähn- 
licherweise den  Ort  derjenigen  Punkte  M,  bei  welchen  OM  die  n^^ 
mittlere  Proportionale  zwischen  OJ?  und  OG  wird,  so  bekommt  man 
aus  der  Relation 

0^-'=  OFOG% 
die  Gleichung  i  i 

y^'  +  ^/'-r  ==^'^'^\ (140 

welche  mit  (14)  koinzidiert,  wenn  man  m  =  1  -| setzt;  für  einen 

derartigen  Wert  von  m  ist  also  die  Kurve  (14)  eine  Mediatrix.  Sie 
ist,  wenn  m  =  —  von  der  Ordnung  p  oder  2|),  jenachdem  q  gerade 
oder  ungerade.     Schreiben  wir  (14)  folgendermafsen 
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SO  sieht  man,  dafs  die  Gleichung  (14)  als  unter  (13)  einbegriffen  auf- 
gefafst  werden  kann,  da  sie  zuläfst,  dafs  m  auch  negative  Werte  an- 
nehmen kann.  Clairaut  hat  die  durch  (13)  und  (14)  dargestellten 
Kurven  mit  dem  Namen  Courbes  des  medianes  paraboliques  et 
hyperboliques  bezeichnet. 

IIL  Die  Daten  seien  wieder  dieselben;  man  beschreibe  um  das 
Centrum  0  den  Kreis  mit  dem  Radius  OÄ,  er  schneide  die  Ordinate 
MQ  des  Punktes  ikf  in  (x;  gesucht  wird  der  Ort  der  Punkte  M^  so 
dafs  MG  mittlere  Proportionale  zwischen  OÄ  und  QG  ist.  Seine 
Gleichung  ist  offenbar 

ya2-^2.a  =  2/'; (15) 

durch  Verallgemeinerung  erhält  man  die  Kurve  mit  der  Gleichung 

n 

a{a^  —  xy=if+^ (16) 

IV.     Wenn  man  schliefslich  —  unter  Beibehaltung   der  bei  der 

vorigen    Aufgabe    gemachten    Annahmen  —  will,    dafs    OÄ  mittlere 

Proportionale  zwischen    QM  und  QG  wird,    so    erhält    man  als   Ort 
der  Punkte  M  eine  Kurve,  die  durch  die  Gleichung 


ya'  —  x^^y  =  a' (17) 

dargestellt  wird;  und  wenn  man  auch  diese  verallgemeinert,  gelangt 
man  zu  n 

y^(a'  —  xy  =  a-+^ (18) 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  die  so  gewonnenen  Gleichungen 
zu  diskutieren;  bis  jetzt  hat  man  an  ihnen  noch  keine  weiteren  be- 
merkenswerten Eigenschaften  entdeckt,  als  dafs  sie  zur  Lösung  der 
oben  angeführten  berühmten  Probleme  dienen  können. 


Zwölftes  Kapitel 

Die  Sektrix-Kurven. 

14:5,  Nachdem  die  Mathematiker  eingesehen  hatten,  dafs  das 
alte  Problem  der  Dreiteilung  eines  Winkels  sich  durch  alleinige  An- 
wendung der  Geraden  und  des  Kreises  nicht  lösen  lasse,  richteten  sie 
ihre  Bemühungen  dahin,  leicht  zu  zeichnende  Kurven  zu  ersinnen, 
welche  zu  denselben  Zwecken  dienen  könnten.  Viele  der  vorher- 
gehenden Seiten  legen  Zeugnis  davon  ab,  welche  Vorteile  infolgedessen 
der  Theorie  der  ebenen  Kurven  zu  gute  gekommen  sind.  Nicht  weniger 
fruchtbar  waren  die  wiederholten  und  vielfachen  Anstrengungen,  die 
man  machte,  um  das  allgemeinere  Problem  der  Teilung  eines  Winkels 

21* 
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in  beliebig  viele  gleiclie  Teile  zu  lösen.  Hierfür  hat  man^  aufser 
den  Rhodoneen  (Kap.  8)  ^)  viele  andere  spezielle  Linien  in  Anwendung 
gebracht.  Wir  wollen  nun  die  wichtigsten  von  ihnen  anführen^  jedoch 
die  allgemeine  Bemerkung  voraufschicken^  dafs  nur  diejenigen  Sektrix- 
Kurven  einen  wirklichen  Nutzen  in  der  Praxis  gewähren^  die  sich 
mechanisch  durch  kontinuierliche  Bewegung  erzeugen  lassen. 

I.  In  demjenigen  der  Opuscula  mathematica  Thomae  Cevae  (Me- 
diolani^  1699)^  welches  den  Titel  trägt  Cycloidum  anomalamm  descriptio^ 
findet  sich  (S.  31)  die  Konstruktion  einer  neuen  Kurve^  die  der  Autor 
Cyclois  an 0 mala  nennt ^  und  deren  Anwendung  auf  die  Teilung 
eines  Winkels  in  eine  "beliebige  ungerade  Anzahl  gleicher  Teile  er 
darlegt.  Die  Entstehung  derselben  ist  folgende:  Gegeben  ein  Kreis 
mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  a^  sowie  eine  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Gerade  Ox  (Taf.  XII^  Fig.  85);  der  eine  Schnitt  der- 
selben mit  der  Peripherie  heifse  Ä.  Man  ziehe  nun  durch  0  eine 
beliebige  Gerade  r^  welche  die  Peripherie  in  M  schneidet  und  zeichne 
nun  der  Reihe  nach  auf  Ox  und  auf  r  die  Punkte  Ä^y  Ä^^  Ä^  .  .  .  .^ 
M,,  M,,  M^.,.  derart,  dafs  MA^  =  A^M^  =  M^A^  =  ^^^^  =  •  •  •  =  ^^ 
variiert  man  nun  r^  indem  man  sie  um  0  dreht,  so  beschreiben  die 
Punkte  A^j  A^j  A^  ...  ebenso  viele  Ceva'sche  Cykloiden^).  Suchen 
wir  die  Gleichungen  derselben  für  ein  Polarkoordinatensystem  mit  0 
als  Pol,    Ox  als  Axe.     Zu   dem  Zwecke  bezeichnen  wir   mit  co   den 

Winkel    der    Geraden   r   mit    Ox^    mit    ^i;  ^2;  ^3 ^^^    Strecken 

OM^y  OM^y  OM^  .  .  .  .;  dann  haben  wir  ersichtlich 

-^MOA^    ==-^MA^O  =(D', 

^  MM^A^  =  <):  A^MM^  =  2c3, 
-^  M^A^A^  =  «^  M^A,A^  =  3cD ; 

^M^M^A^=  ^M^M^A^=  Acü ,  u.  s.  w. 

aufserdem  ist 

OM==a:,     MM^=^  2a  Gos2(0',     ilf^  iff^  =  2  a  cos  4  co  ;     u.  s.  w. 

Daher  ist  ^^=  0M+  MM,  -| [-  M,_,M, 

=  a  -{-  2a  cos  2 CO  -\-  2a  cos  4 cd  +  —  -\-  2a  cos2&co, 

oder  auch  ,    ^    sin  fco)  •  cos  (fc  +  l)tö  /■,^ 

Ol,  —  a  -j-  z  a  — ■ ; • ( 1 ) 

^  '^  •  sm  CO  ^  ^ 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  ¥^^  Ceva'schen  Cykloide.     Geht  man 
zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  bekommt  man: 


1)  S.  Ridolfi,  Di  alcuni  usi  delle  epicicloidi  e  di  tmo  strumento  per  la 
low  descrizione  (Florenz  1844). 

2)  Wir  glauben  nicht  zu  irren,  wenn  wir  daran  festkalten,  dafs  der  itahe- 
niscbe  Geometer  zur  Erfindung  seiner  Kurven  durch  das  8*®  Lemma  des  Archi- 
medes  veranlafst  wurde. 
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«'(«'  +  yy-^  =  |(a;'  4-  yf  —  2a[Qa;*-i^  —  {^^x^-\f  + ] 

[fl>^^^-ft>^-V  +  --])\     .    .    (2) 

woraus  hervorgeht,  clafs  die  entsprechende  Kurve  von  der  Ordnung 
4Jz  ist.  Denken  wir  uns  nun  eine  solche  Kurve  konstruiert  und 
legen  einen  gegebenen  Winkel  a  mit  dem  einen  Schenkel  auf  Ox  und 
bestimmen  den  Schnitt  des  anderen  mit  (/c  —  1)*®^  der  genannten  Cyk- 
loiden,  so  liefert  dieser  Schnittpunkt  mit  0  verbunden  einen  Winkel 

==  ^-,   ,  ,  :  man  ersieht  daraus,  dafs  die  Ceva'schen  Kurven  thatsäch- 

lieh  Sektrix-Kurven  sind. 

146.  IL  Es  seien  zwei  feste  Punkte  A  und  A  gegeben  (Taf.  XII, 
Fig.  86),  man  betrachte  den  Ort  eines  Punktes  P  (Sekt  rix -Kurve 
von  Schonte  genannt),  so  dafs,  wenn  man  die  Geraden  PJ_,  PA 
zieht,  der  Winkel  PÄÄ\  innerhalb  des  von  den  beiden  festen  und 
dem  beweglichen  Punkte  gebildeten  Dreiecks  in  einem  bestimmten 
Verhältnisse  zu  dem  Aufsenwinkel  TAB  steht  ^). 

Es  sei  2  a  die  Länge  der  Strecke  AA-^  n  und  n  seien  zwei  posi- 
tive teilerfremde  ganze  Zahlen,  von  denen  die  erstere  kleiner  als  die 
zweite  ist,  und  ferner      ^  PAÄ        <^  FA' B 

n  n 

Bezeichnet  man  nun  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Verhältnisse  mit 

(P,    so     ist  ^  p^^.  _  ^^  ^  ^   p^r^  ^  ^^r^ 

Nehmen  wir  jetzt  ein  rechtwinkliges  kartesisches  System  mit  AA 
als  ;2;-Axe  und  der  Mitte  von  AA  als  Anfangspunkt,  so  ist,  wenn 
PH  senkrecht  zu  AA  gezogen  wird, 

y  :=  {x-\- a)i^nq)  =  {x  —  a)i^n(p\     ....     (3) 

(i  5-1  h  f  T* 

sin  {n  —  n)(^  ^  "^  sin  {n  —  n)  9    ^   *      *      ^  ^ 

und  dies  ist  die  bequemste  parametrische  Darstellung  der  Kurve.  Sie 
zeigt,  dafs  die  betreffende  Kurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ge- 
rade AA  ist,  wie  dies  aufserdem  auch  deutlich  aus  der  Definition 
der  Kurve  hervorgeht.     Aus  Gleichung  (3)  folgt 

,  tg  n  Qp 


n  ■ 


x-\-  a  n'cp 


tg:ncp 

n 


ncp 


1)  P.  H.  Schonte,  Siir  les  courhes  sectrices  (Journ.  de  math.  spec.  2®  Ser. 
IV,  1885).  Setzt  man  '^PAÄ'=co,  PÄA  =  (o\  so  liat  man  oD^=ncpy 
00'==  TC  —  n  q) ,  daher  n  co  -\-  nco  =^  fi'jt  =^  Const. ;  demnach  gehören  die  Schoute'- 
schen  Kurven  zur  Klasse  der  allgemeinen  Strophoiden  (s.  Nr.  41). 


326      V.  Absclinitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung, 
und  daraus  j-^  /x  +  a\  ^  n^ 

Es   ergiebt  sich    hieraus,    dafs    die  Kurve   die   Gerade  ÄÄ'  in  einem 

Punkte  C  schneidet,  derart,  dafs  ^^  ""^  =  ™ :  die  Abscisse  Xr.  von  G 

^  ^  Xq  —  a         n  ^  " 

wird  also  gegeben  durch 

n4-n  /r  N 

Xn=  a  —T^ ( V) ) 

Setzt  man  FA  =  q  und  FA'  =  q\  so  hat  man 


Alsdann  geben  die  Gleichungen  (4) 

^  sin^'op  ,        ck  sinnop  //»v 

^  sm  (i*  —  n)cp  ^         ^  sm  (t^  —  n)(p  ^  ^ 

Bezeichnen  wir  nun  die  Winkel  DAA'  und  PÄB  mit  co  und  o?',  so 
ist  ncp  =  CO,  n  q)  =  (x)'y  und  die  Gleichungen  (6)  verwandeln  sich  in 
folejende 

sm  —  CO                                             sm  —7  co 
O  =  2a r-T- r ,  O    =  2a ; -r .       .      (6) 

sm(  — —  Ijcij  sm  1 1 Am 

Jede  derselben  stellt  eine  der  betrachteten  Kurven  in  Polarkoor- 
dinaten dar. 

Die  Gleichungen  (4)  lassen  erkennen,  dafs  im  allgemeinen  x  und  y 

unendlich  werden,  wenn      .  ,         v  -, 

(n  —  n)  cp  =  KJt  j 

wo  h  eine  ganze  Zahl  ist,  ausgenommen  ist  ^  =  0  (weil  dies  zu  dem 
Punkte  G  in  endlicher  Entfernung  führt);  setzen  wir  Ä;  =  l,2,  3, 
,  n  —  n  —  1 ,  so  erhalten  wir  für  cp  n  —  n  —  1  Werte  inkon- 
gruent (mod  7t),  denen  ebensoviele  reelle  unendlich  ferne  Punkte  der 
Kurve  entsprechen.  Suchen  wir  die  entsprechenden  Asymptoten,  in- 
dem wir  uns  der  Gleichungen  (6',  1)  bedienen.  Wir  beachten,  dafs 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  folgenden  Werten  von  co  ent- 
sprechen: -7 ■,   wo   /i;=l,2,3, ,  n — n — 1.     Nennen  wir 

irgend  einen  dieser  Werte  a,  so  wird  die  Gleichung  der  entsprechen- 
den Asymptote  lauten: 

X  cos  (a  +  y)  "^^  2/  ^i^  (^  ~1~  ^)  =  <^?     öder    —  x^ma  -\-  y  cos  a  =  dj 

indem  ^)  d  =  lim  [^(o3  —  a)] ; 


1)  S,  z.  B,  Hoüel,  Cours  de  calcul  infinitesimal,  IL  (Paris  1879)  S.  22. 
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setzen  wir  nun  für  q  und  a  ihre  Werte  ein^  so  finden  wir 


d  ==  ( —  lY '2a'    ,         sin 


n  —  n 

knTt 


=  ( — ly-za-— sm  (iCTt  -\ 7 =  — sm    . 

Die  allgemeine  Grleiekung  der  Asymptoten  wird  daher 

sm-^ X  A -r +  V  cos -7 =  0       (A;  =  l,2, .,  ...,n  —n  —  l). 

Da  diese  j  welches  auch  der  Wert  Yon  1^  sei,  befriedigt  wird   durch 

x  =  —  —3^?  ^==0,  so  laufen  die  n —  n  —  1  reellen  Asymptoten 

— -? — --,  0)  zusammen. 

Durch  Elimination  von  op  aus  den  Gleichungen  (3)  erhalten  wir 
die  kartesische  Gleichung  der  Kurve,  Um  diese  Elimination  auszu- 
führen, wenden  wir  die  bebannte  allgemeine  Relation 

(;)tg.-(;-)tg».+(;)tg^.- 

tgro)  = 7— -— .     .     U) 

O-(0'«'-+ (!)"'•"-■ 

an  auf  die  Identität 

tg {n  'fiep)  ==  tg (7^ •  ncp) 
und  erhalten 

(^)  tgngj— ^^j  tg3>^(5D+Qj  ig'' ncp 


C)~(;)tg^.'.+(:)tg^^>-.... 

setzen   wir    hierin    die    aus    Gleichung  (3)    entnommenen  Werte    für 
ign^y  ign  cp  ein,  so  erhalten  wir 

ln\  _y in\  /    y    y     /^'\  /    y    \' 

(n\_/ n\  /    y    \ \    /n\  /    y    \ '_ 
\0)       \2)\x+a)'^\4:)\x+a) 

('^\_y MW  y  y .  (nvf  y  y 

\llx~a       \^j\x—a)~^\hj\x~a} 

~~        /n\       /n\/    y    \\    ^  /    y    y  ~~       " 

\0/       \2;W— «/        ^\x~aj 

Schafft   man    die   Nenner  fort,    so    erhält   man    eine    Gleichung  vom 
{i%-\-n  —  1)*®^  Grade;  dies  ist  also  die  Ordnung  der  Kurve, 
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Man  ziehe  nun  durch  Ä  eine  beliebige  Gerade  und  nenne  a  den 
kleinsten  Winkel,  welchen  sie  mit  ÄÄ'  bildet.     Setzen  wir 

n(p  ^  a  (mod  Jt) , 
so  erhalten  wir  n  Werte  für  9,  die  untereinander  inkongruent  (mod  7t) 
sind;  diesen  entsprechen  ebensoviele  von  n(p]  demnach  entsprechen 
jeder  durch  A  gehenden  Geraden  n  solcher  durch  Ä'^  die  die  Kurve 
in  ebenso  vielen  Kurvenpunkten  schneiden;  jede  durch  Ä  gehende  Ge- 
rade schneidet  demnach  die  Kurve  in  n  von  Ä  verschiedenen  Punkten^ 
demnacli  ist  der  Punkt  A  ein  {n  — l)facher  für  die  Kurve,  ebenso 
ist  A'  ein  (n  — l)faclier  Punkt.  Diese  Schlüsse  werden  durch  die 
Gleichungen  (6)  bestätigt  und  ergänzt.  Die  erste  derselben  läfst  näm- 
lich erkennen j  dafs  ^  =  0  wird,  wenn  man  dem  (p  einen  von  0  ver- 
schiedenen Wert  giebt   so,    dafs  n  (p '^  0  (^mod  7t) i^   man   erhält  so  die 

Werte  —7 ,  — 7- , ,  -^ ,— — ,   denen  ebensoviele  die  Kurve  in 

A  berührende  Geraden  entsprechen.  Also  teilen  die  {n  ™  1)  Tan- 
genten der  Kurve  in  A  zusammen  mit  der  Geraden  AA  den  Winkel- 
raum um  A  in  n'  gleiche  Teile.  In  ähnlicher  Weise  teilen  die 
{n  —  1)  Tangenten  an  die  Kurve  im  Punkte  Ä  zusammen  mit  der 
Geraden  AA'  den  Raum  um  Ä  in  n  gleiche  Teile. 

Wir  haben  gesehen,  dafs  jede  Gerade  r  durch  A,  n  von  A  ver- 
schiedene Punkte  der  Kurve  enthält.  Nehmen  wir  im  speziellen  an, 
dafs  T  durch  J,  den  einen  der  beiden  imaginären  Kreispunkte  gehe; 
dann  wird  tgng)  =  i  sein,  und  —  dies  beweist  Gleichung  (*)  — 
igtp=zi  und  tgn'9}  =  r,  daher  entsprechen  der  Geraden  AI  n  mit 
AI  zusammen  fallende  Geraden:  I  ist  also  ein  t^-facher  Punkt  der 
Kurve.  Dasselbe  trifft  zu  für  den  anderen  Kreispunkt  J,  Die  unter- 
suchte Kurve  (von  der  Ordnung  n -{- n  —  1)  schneidet  also  die  unend- 
lich ferne  Gerade  in  den  vorher  aufgefundenen  n  —  n — 1  reellen  Punkten 
und  in  den  beiden  imaginären  Kreispunkten,  die  n-fach  zu  zählen  sind. 
Weitere  Singularitäten,  aufser  denen  in  den  Punkten  A  und  A\  I  und  J, 
besitzt  die  Kurve  nicht;  sie  ist  daher  vom  Geschlechte 

^-^ — -^-^- — 1 ■"  ^2 —  =(n-l)  {n  -  ^  -f  1); 

demnach  ist  sie  rational,  wenn  n^=l,  oder  auch,  wenn  n  =  n  —  1 }) 

1)  Unter  dieser  VoraussetzuDg  werden  die  Grleichungen  (6') 

,  2  a  sm  — -7 

2  a  sm  n  03  ,  n 

wenn  -^  =  1,         q 


sm  (n  —  1)  0)  .    n  —  1 

sm -, —  CO 

n 

n  ^      .     n' —  1 

2  a  sm  —, 03  2  c*  sm -, —  03 

T  /      ^  VI  —  1  ,  n 

und  wenn  n  =  n  —  1 ,  q  = , —  ,  q  = 


sm  03  .03 

sm—, 

n 


sie  wurden  schon  von  uns  in  einem  besonderen  Falle  angewandt  (S.  82,  Note  2). 
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Die  Kurven  der  ersten  sicli  so  ergebenden  Kategorien  sind  Sektrices 
im  hervorragenden  Sinne  des  Wortes;  denken  wir  uns  nämlicli  eine 
derselben  für  einen  gev^issen  Wert  von  n  gezeicbnet,  und  legen  einen 
gegebene!]  Winkel  a  mit  dem  Scheitel  auf  A  und  mit  dem  einen 
Schenkel  auf  AB,  so  wird  der  andere  Schenkel  die  Sektrix  in  n 
Punkten  P  schneiden,  deren  jeder  mit  A  verbunden  einen  Winkel 
PAA,  der  gleich  dem  7/*®''  Teile  von  cc-\-h7t  ist.  Unter  dieser  Kate- 
gorie von  Sektrix-Kurven  findet  sich:  für  n  =  l  die  unendlich  ferne 
Gerade;  für  n==2  der  um  A  mit  dem  Radius  AA  beschriebene 
Kreis;   für  n=d  die  Trisektrix  von  Maclaurin^)  (s.  Nr.  46). 

In  der  zweiten  Kategorie  erhält  man  die  einfachste  Kurve  bei 
n=2^  n=l]  sie  ist  ein  Kreis;  alsdann  kommt  diejenige,  bei  welcher 
n  =  2,  n=3]  sie  ist  eine  Kurve  vierter  Ordnung,  die  Sesquisektrix 
heifst.  Wir  überlassen  es  dem  Leser  nachzuweisen,  dafs  sie  nichts 
anderes  als  eine  besondere  Pascal'sche  Schnecke  (s.  Nr.  69)  ist;  die- 
jenige nämlich,  welche  man  erhält,  wenn  man  auf  den  von  einem 
festen  Punkte  der  Peripherie  ausgehenden  Sehnen  Strecken  gleich 
dem  Radius  abträgt. 

147.  Die  rationalen  Sektrices  der  ersten  von  den  beiden  oben 
bezeichneten  Kategorien  haben  die  Polargleichung 

2aBmncp  /«x 

^         sin  {n  —  1)  qp ' 

die  man  aus  (6)  und  (1)  erhält,  wenn  man  n=^l  setzt  und  n  statt  n 
schreibt.  Auf  diese  Kurven  traf  der  Ingenieur  Wasserschieben 
und  untersuchte  sie  in  der  Abhandlung  Zur  Teihmg  des  Winhels^). 
Unabhängig  von  ihm  und  von  Schonte,  wurden  sie  darauf  betrachtet 
von  0.  P.  Dexter^),  von  Habich^)  und  von  G.  Lazzeri^).  Der 
vorletzte  der  angeführten  Autoren  hat  in  seiner  Arbeit  eine  geistvolle 
Beobachtung  gemacht,  die  wir  hier  berichten  wollen.  Bei  der  Gl.  (7) 
war  bisher  angenommen,  dafs  n  ganzzahlig  sei;  es  ist  klar,  dafs  sie 
auch  dann  einen  Sinn  behält,  wenn  man  für  n  gebrochene  und  irratio- 
nale Werte  zuläfst;   wir  können  daher  in  ihr  n  kontinuierlich   sich 


1)  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  wurde  die  Kurve  durch  J.  d'Almeida 
untersucht,  Sohre  una  curva  de  terceiro  grao  (Jörn,  de  Teixeira,  YI,  1885). 

2)  Archiv  der  Math.  LYI,  1874.  Daselbst  sind  die  kartesischen  Gleichungen 
der  3-Teilungs-  und  5-Teilungskurve  gegeben;  in  der  zweiten  dieser  Gleichungen 
findet  sich  ein  Versehen,  das  von  A.  Eadike  verbessert  worden  {Zur  Teilung  des 
Winkels,  das.  LXIII,  1879);  indem  W.  irrtümlich  glaubte,  dafs  die  3-Teilungs- 
kurve  ein  Folium  Cartesii  sei,  so  sah  er  sich  veranlafst,  die  ^-Teilungskurven, 
die  wir  sogleich  betrachten  werden,  Verallgemeinertes  Cartesisches  Blatt 
zu  nennen;   es  ist  klar,  dafs  dieser  Vorschlag  zurückgewiesen  wurde. 

3)  S.  das  Werkchen  The  division  of  angles  (New-York  1881). 

4)  S.  den  Artikel  Division  de  un  angulo  in  Nr.  12  der  Gaceta  cientifica  de 
Lima^  1885. 

5)  Division  d'un  angle  en  parties  egales  (Mathesis,  VI,  1886). 
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verändern  lassen,  und  erhalten  demgemäfs  eine  kontinuierliche  Schar 
Yon  Kurven.  Wir  nehmen  nun  im  besonderen  an,  dafs  n  nach  0  hin 
abnehme,  während  a  ins  Unendliche  wächst,  in  der  Weise,  dafs  das 
Produkt  2 an  einem  endlichen  Grenzwerte  l  zustrebt;  wenn  wir  nun 
Gleichung  (7)  in  folgender  Weise  nehmen 


^  sin  (1  —  n)q)  =  —  (2  an)  cp 


sm  ncp 


ncp     ^ 
SO  wird  sie  beim  Grenzwerte  zu 

()  sin^)  =  ?9), 

welche  (vgl.  Kap.  2  des  folgenden  Abschnitts)  eine  Quadratrix  des 
Dinostratus  darstellt;  diese  Kurve  ist  demnach  eine  Grenzform  der 
Sektrices,  mit  denen  wir  uns  hier  beschäftigen. 

Analog  zu  den  durch  die  Gleichung  (7)  dargestellten  Kurven  sind 
diejenigen,  von  denen  eine  jede  der  Ort  der  Spitze  P  eines  Dreiecks 
PÄÄ'  ist,  dessen  Grundlinie  fest  ist  und  dessen  Winkel  FÄA  das 
^-fache  des  Winkels  FAÄ  ist^).  Setzen  wir  wie  vorhin  AA  =  2a, 
PA=  Q,  -^  PAA'  ==  cpj  so  erhält  man  als  Polargleichung  der  Kurve 

^^2a.7"'^,    ; (8) 

^  sm  (^  + 1)  qp  ^  ^   ^ 

es  sei  hervorgehoben,  dafs  die  Gleichung  (8)  aus  (7)  durch  einfachen 
Wechsel  des  Vorzeichens  der  Konstanten  n  sich  herleitet.  Die  durch 
(8)  dargestellte  Kurve  ist  von  der  Ordnung  n,  hat  den  Punkt  A  als 
{n  —  1)  fachen,  geht  nicht  durch  A  und  schneidet  AÄ  im  Punkte  C, 

so  dafs  AG  ==  — r~ :  die  Kurventangenten  im  Punkte  A  bilden  mit 
der  Geraden  AÄ  die  Winkel  — ,   —  ,  ^ — ,    die  entsprechen- 

den  Asymptoten  laufen  im  Punkte  (.,01  zusammen;  u.  s.w. 

Die  zwischen  den  Kurven  (7)  und  (8)  bestehende  Analogie  ver- 
anlafste  W.  Hey  mann,  sie  mit  demselben  Namen  zu  bezeichnen, 
nämlich  mit  Araneiden^),  indem  er  für  die  erstere  das  Beiwort 
verschlungene  und  für  die  andere  gestreckte  hinzufügte;  wir 
wollen  der  Kürze  halber  die  Kurve  (7)  mit  C^  und  die  (8)  mit  F^ 
bezeichnen  und  noch  zwei  Ableitungsgesetze,  die  zwischen  ihnen  be- 
stehen, darlegen. 

Es  seien  P  und  P'  zwei  entsprechende,  d.  h.  mit  A  auf  der- 
selben Geraden  liegende  Punkte  von  C^  und  F^  (Taf.  XII,  Fig.  87). 
Wir  ziehen  AD  senkrecht  zu  AA']  da  nun  <^  PA'A  =  P'A'B  =  n(p, 
so  wird  ^  P'ÄD  =  PÄB]   AB  ist  Halbierungslinie  des  Winkels 

1)  Mariantoni  et  Palatini,  Bur  le  proUeme  de  la  polysection  d'un  angle 
(Nouv.  Ann.,  3.  Ser.,  XIX,  1899). 

2)  Vgl.  die  Abhandlung  Uher  Winkelteilung  mittelst  Ärane'iden  (Zeitschr.  f. 
Math.  XLIV,  1899). 
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PÄ'P']  wenn  wir  also  einen  der  Punkte  P\  P  kennen,  so  ist  auch 
der  andere  bestimmt,  und  liegt  eine  der  Kurven  C^j  F^  gezeichnet  Yor, 
so  läfst  sich  auch  die  andere  punktweise  mit  Leichtigkeit  bestimmen. 

Sei  P  (Ta£.  XII,  Fig..  88)  ein  beliebiger  Punkt  Yon  C^,  P'  der 
Punkt  von  r^_2y  der  auf  der  Geraden  ÄP  liegt,  so  hat  man,  wenn 

^  PAA  =  (p,      ^  PÄB  =  ncp,      ^  P'ÄA  =  (n  —  2)cp, 

und  daher 

^  P'PÄ  =  {n  —  l)(p,      ^  ÄP'Ä'  =  (^  —  1)9. 

Dies  zeigt,  dafs  das  Dreieck  PP'Ä  ein  gleichschenkliges  ist,  dafs  — 
mit  anderen  Worten  —  P  und  P'  auf  einem  Kreise  mit  dem  Centrum 
A!  liegen;  ist  daher  die  Kurve  JT^.g  gezeichnet,  so  kann  man  auch 
die  Kurve  G^  punktweise  konstruieren. 

Wenn  wir  diese  beiden  Ableitungsgesetze  wechselweise  mit  einan- 
der kombinieren,  so  gelangen  wir  zu  folgenden  beiden  Reihen  von 
Kurven,  deren  jede  aus  der  vorhergehenden  abgeleitet  werden  kann 

•^0^2A^4-r4 (^2n^2n  *  *  •?  A  ^3 -^3  ^5 -^ ^2n-1^2n-\-l 

Nun  wird  für  ^  =  0  bekanntlich  die  Gleichung  (8)  zu  q  ==  0^  also 
ist  Fq  ein  Punkt;  während  dieselbe  für  ^=1,  wird  Q-coscp  =  a^ 
welche  die  Gerade  h  darstellt,  den  Ort  der  von  Ä  und  Ä'  gleichweit 
entfernten  Punkte;  wenn  wir  also  vom  Punkte  Ä  oder  der  Geraden  h 
ausgehen,  so  gelangen  wir  durch  Anwendung  jener  beiden  einfachen 
Ableitungsverfahren  zur  Konstruktion  aller  Arane'iden. 

Von  Hey  mann  wurde  noch  eine  andere  bemerkenswerte  Eigen- 
schaft der  Araneiden  für  spezielle  Fälle  bewiesen  und  für  den  all- 
gemeinen Fall  ausgesprochen.  Um  diese  darzuthun,  nehmen  wir  die 
durch  Gleichung  (7)  dargestellte  C^  mit  einem  beliebigen  durch  die 
Punkte  A  und  A  gehenden  Kreise  geschnitten.  Da  die  Gleichung 
des  letzteren  die  Gestalt  hat 

^      cos  (qp  —  a) 

Q  =  2a — -, 

^  cos  a        ^ 

SO  sind  die  Anomalieen  cp   der  Punkte,    in  denen  er  von  der  C^  ge- 
schnitten wird,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

cos  (g)  —  o:)  sint^cp 

cos  cc  sin  {n  —  1)  cp 

Nun  kann  man  diese  auch  folgendermafsen  schreiben: 

sin  (p '  cos  {n  —  1  •  9?  +  ^)  =  0, 

ihre  Wurzeln  sind,  wenn  'k  eine  ganze  Zahl,  9?  =  'kTt,  die  aber  nur  die 
Punkte  A  und  Ä  liefern,  und 

__  (2Ä;+1)7C— 2^^ 
^                2  (^  —  1)  ~~  ' 
um  Wurzeln  zu  erhalten,   die  zu  einander  inkongruent  (mod  it)  sind, 
mufs  man  dem  Tz  die  Werte  geben  2,  4, 2{n —  1);   man  wird 
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dementsprechend  n — 1  äquidifferente  Werte  erhalten;  jene  Schnitt- 
punkte bilden  daher  ein  regelmäfsiges  Vieleck  mit  der  Seitenzahl 
(n — 1);  da  nun  a  beliebig  ist,  so  schliefsen  wir:  In  eine  Kurve  C^ 
können  oo^  regelmäfsige  (l^  —  1)-Ecke  einlbesclirielben  werden;  jedes 
derselben  ist  zugleich  einem  Kreise  einbeschrieben,  der  durch  die 
Punkte  Ä  und  A  geht.  —  In  ähnlicher  Weise  zeigt  man:  In  eine 
Kurve  r'^  können  oo^  regelmäfsige  (n-f-l)-Ecke  einbeschrieben  werden. 
Hey  mann  hat  auch  eine  organische  Erzeugung  der  Araneiden 
durch  eine  kontinuierliche  Bewegung  angegeben,  die  ihre  thatsäch- 
liche  Anwendung  für  die  Teilung  eines  Winkels  in  gleiche  Teile  er- 
möglicht (vgl.  S.  324,  Z.  3—6). 

148.  Zu  einer  besonderen,  sehr  bemerkenswerten  Kategorie  der 
Schoute'sche  Sektrix-Kurven  ist  man  durch  ein  Verfahren  gelangt^), 
das  verschieden  und  unabhängig  von  dem  ist,  welches  der  holländische 
Geometer  angewendet  hat,  und  dessen  wir  hier  Erwähnung  thun 
müssen.  Seien  (Taf.  XII,  Fig.  89)  in  einer  Ebene  TT  zwei  feste  Punkte 
J-,  B  gegeben,  d  sei  ihre  Entfernung  und  M  die  Mitte  derselben. 
Wir  bezeichnen  nun  mit  K„^  den  Kreis  mit  dem  Durchmesser  AB  und 
dem  Centrum  üf,  mit  K^  und  K^  die  beiden  mit  dem  Radius  d  und 
den  Centren  Ä  und  B  bezw.  Wir  nehmen  jetzt  beliebig  den  Punkt 
P^  in  der  Ebene  U,  ziehen  ÄP-^  und  bezeichnen  deren  Schnitt  mit 
K^  als  P,  darauf  bestimmen  wir  auf  der  Geraden  ÄP^  den  Punkt  Pg 
derart,  dafs  die  Strecke  P1P2  den  Punkt  P  zum  Mittelpunkte  hat. 
Auf  diese  Weise  wird  für  die  Punkte  von  U  eine  involutorische 
Cremona'sche  Transformation  hergestellt,  die  wir  mit  S^  bezeichnen 
wollen-  offenbar  ist  der  Kreis  K^^  für  dieselbe  eine  Kurve,  deren  Punkte 
sich  selber  entsprechen. 

Nehmen  wir  Ä  als  Pol,  AB  als  Polaraxe  und  die  Koordinaten 
der  entsprechenden  Punkte  P^  und  Pg,  bezw.  q^^  co^  und  ()2;  ^2;  ^^ 
haben  wir  offenbar  die  Relationen 

(D^  =  (»2  ;  ^1  "f"  ^2  "^  2^  ^^^  ^ (^) 

Gehen  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  läfst  sich  die 
Transformation  S^  darstellen  durch  die  Formeln 

die  beweisen,  dafs  S^  eine  kubische  Transformation  ist;  das  ent- 
sprechende homaloidische  Netz  wird  von  oo^  Kurven  dritter  Ordnung 
gebildet,  die  A  zum  Doppelpunkte  und  B  zum  gemeinschaftlichen 
singulären  Brennpunkte  haben-,  sie  ist  daher  eine  spezielle  kubische 
Transformation  De  Jonquieres,  die  zwei  Paare  zusammenfallender 
Fundamentalpunkte  in  den  beiden  Kreispunkten  I  und  J  hat,  in  den 


1)  H.  Nägelsbacb,  Die  Kreiskonchoiden  (Progr.  Erlangen,  1885). 
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Richtungen  BI  und  BJ.  —  Eine  älinliclie  Transformation  erhält  man, 
indem  man  den  Punkt  B  an  die  Stelle  von  A  setzt;  wir  wollen  sie 
mit  Sj  bezeichnen. 

Führen  wir  jetzt  die  Transformation  S^  auf  den  Kreis  K^  aus  — 
den  wir  jetzt  der  gröfseren  Klarheit  halber  mit  F^  bezeichnen  wollen  — 
so  erhalten  wir  eine  neue  Kurve  F^ ;  da  nun  I\  die  Gleichung  q-^^=  d 
hat,  so  zeigt  die  Gleichung  (9),  dafs  F^  dargestellt  wird  durch 

Q^  =  2d  cos  01^  —  d'^ 

jpg  ist  also  eine  spezielle  Pascal'sche  Schnecke  oder  Kreiskonchoide 
(s.  Nr.  69).  Führt  man  nun  auf  F^  die  Transformation  £^  aus,  so 
erhält  man  eine  Kurve  Tg,  die  der  Transformation  S^  unterworfen 
eine  Kurve  F^  liefert;  fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wir  eine  unbe- 
grenzte Reihe  von  Kurven.  Bezeichnen  wir  im  allgemeinen  eine  be- 
liebige derselben  mit  F^  und  durch  die  symbolische  Bezeichnung 
S(r)^z/,  dafs  die  Kurve  z/  aus  F  entsteht,  indem  man  diese  der 
Transformation  E  unterwirft,  so  können  wir  allgemein  schreiben 

Die  Kurven  F^  heifsen  (aus  leicht  begreiflichen  Gründen)  Kreis- 
konchoiden  höherer  Ordnung;  ihre  Eigenschaften  —  insbesondere 
ihre  analytische  Darstellung  —  würde  man  durch  Benutzung  der  Glei- 
chungen erhalten  können,  welche  zur  Darstellung  der  Transformationen 
S^  und  E^  dienen;  aber  es  ist  einfacher,  sie  durch  folgende  Betrach- 
tungen an  der  Figur  selbst  aufzufinden. 

Nennen  wir  die  zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  AB  mit  den 
Kreisen  K^  und  K^  bezügl.  B  und  >S,  ferner  a  den  Winkel  P^AR] 
ziehen  wir  nun  die  Gerade  P^B,  so  erweist  sich  das  Dreieck  AP^R 
als  gleichschenklig,  und  weil  es  auch  das  Dreieck  BP^P^  ist,  so 
schliefst  man  ^ 

Daher  sind  die  beiden  Kreise  K'  und  K'',  von  denen  der  erste  durch 
die  Punkte  A^^B^jP-^  geht,  der  zweite  durch  J-,B,P2  zu  einander  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  Gerade  AB.  Man  zeichne  nun  den  Punkt 
Pg,  der  in  S^  dem  Punkte  Pg  entspricht;  das  Dreieck  BP^P^  erweist 
sich  als  gleichschenklig,  daher  ist 

infolgedessen  liegt  der  Punkt  Pg  auch  auf  dem  Kreise  K'.     Ahnlich 

erkennt  man,  dals  ^ 

^AT,B  =  ^AF,B  =  l, 

weshalb  P^  auf  dem  Kreise  K''  liegt.  Fährt  man  in  dieser  Weise 
fort,  so  erkennt  man,  dafs  die  Punkte  P^,  P3,  P5  .  .  .  Pg^+i;  •  •  •  auf 
K'  liegen,   und  Pg,?^  .  .  .  Pg^  .  .  .  auf  K''.     Beachten  wir  auch,  dafs 


^  BÄP,„  - 

—  na, 

2 

-c^ 

^P,n^S  = 

2n4-l 
=        2       ^• 

<P2n^B 

2^+1 
2^      ' 
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<^  BÄP^  =  cCf  und  dafs  P^BP^  als  Aufsenwinkel  des  gleiclisclienk- 
ligen  Dreiecks  BP^P^  auch  gieicli  c^  ist-  ferner^  dafs  der  Winkel  P2BP^ 
als  Aufsenwinkel  des  gleiclisclLenkligen  Dreiecks  ÄP^P^  ebenfalls  gleich 
a  ist  u.  s.  w.,  so  haben  wir  im  allgemeinen 

^ÄP,,B^^AP,„^,B=^;^^P,,_,AP,^=^P,„_,BP,^^,^a. 

Infolgedessen  ist 

^ÄBP,„^,^^^±^a, 

^BÄP,„^,==7t-{n  +  l)a, 

^P,,^,ÄR^(n+l)a; 

Daraus  folgt  dann 

und  diese  Relationen  berechtigen  uns  zu  dem  Schlüsse,  dafs  die  Kreis- 
konchoiden  höherer  Ordnung  spezielle  Sektrices  von  Schonte  sind. 

Die  gewonnenen  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  führen  direkt 
zur  Polargleichung  der  Kurven  F^^  und  1^2^+1-  Beziehen  wir  näm- 
lich die  ersten  auf  ein  Polarkoordinaten- System  q^  cp^  das  A  als  Pol, 
AB  als  Polaraxe  hat,  so  haben  wir: 

AP,,^Q,^P,,AB==^ 
und  da  nun  aus  dem  Dreieck  P^^AB  sich  ergiebt 

AP^^       ^        AP 
sin  ABP2n  Bin  AP2nB 

SO  folgert  man,  indem  man  die  vorhergehenden  Relationen  beachtet,  dafs 

.2^  +  1 
sm  — —- —  q) 

9-ä—^— (11) 

die  Polargleichung  der  Kurve  JTgw  i^^-     Ähnlich  erkennt  man,  dafs 

.    2^  +  2 
sm -—  CD 

9  =  ^ ^ (12) 

sin- — ^-r— - 

2^  4- 1 
die  Polargleichung  von  -Tg^^i  ist,  wenn  man  jB  als  Pol  und  BA  als 
Polaraxe  nimmt.    Offenbar  sind  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  Spezial- 
fälle der  Gleichung  (6'). 

Wenden  wir  die  bewiesenen  Sätze  für  alle  Sektrices  von  Schonte, 
bezw.  die  Kreiskonchoiden  höherer  Art  an,  so  erkennt  man:  Jede 
Kurve  r^n  ist  rational  nnd  von  der  Ordnung  ^n]  Punkte  von  der 
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Vielfältigkeit  2n  sind  A  und  die  imaginären  Kreispunkte,  während 
B  ein  vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung  2n  —  1  ist;  jede  Kurve 
r^n^i  ist  rational  und  von  der  Ordnung  4ti  +  2,  B  und  die  Kreis- 
punkte sind  (2^1  +  1) -fache  Punkte  derselben,  während  A  nur  ein 
2ti-facher  ist.  Keine  dieser  Linien  hat  reelle  Punkte  im  Unendlichen. 
Wir  wollen  nocli  eine  letzte  Bemerkung  machen  betreffend  die 
Anwendung  der  Kurven  F^^  und  1^2^+1  ^^^  ^^^  Aufgabe  der  Teilung 
eines  Winkels.  Aus  den  vorhin  aufgestellten  Winkelberechnungen, 
ergeben  sich  leicht  folgende  weiteren: 

Wenn  man  also  einen  Winkel  konstruiert  mit  dem  Schenkel  in  B 
und  mit  dem  einen  Schenkel  auf  BS,  der  gleich  einem  gegebenen 
Winkel  a  ist,  so  wird  der  andere  Schenkel  die  Kurve  F^^iii  2n  -^  1 
Punkten  Pg^  schneiden.  Verbinden  wir  einen  beliebigen  derselben 
mit  den  Punkten  AyB,  so  erhalten  wir  einen  Winkel,  welcher  der 
(2^^  +  l)te  Teil  von  a -\- hit  (ä;  =  0,  1,2,  •  •  •,  2^)  ist.  Ähnlich,  wenn 
wir  ihn  zeichnen  mit  dem  Scheitel  in  A,  mit  dem  einen  Schenkel  auf 
AB,  gleich  einem  gegebenen  Winkel  a,  so  wird  der  andere  Schenkel 
Pg^+i  in  2n  -\-  2  Punkten  P2W+1  schneiden;  verbinden  wir  einen 
beliebigen  derselben  mit  den  Punkten  A,B,  so  erhalten  wir  einen 
Winkel,  welcher  der  {2n  +  2) te  Teil  von  a  -[-  ^^  ist  (fc  =  0,  i,  2  •  •  •  2^  +  l). 
Liegt  also  die  Kurve  F^  gezeichnet  vor,  so  wird  die  Teilung  eines 
beliebigen  Winkels  in  m  -[-  1  Teile  ausführbar  sein. 

14:9.  III.  Analog  zu  den  vorhergehenden  Sektrices  sind  die- 
jenigen Kurven,  von  denen  jede  der  Ort  der  Spitzen  P  eines  Dreiecks 
ist,  dessen  Grundlienie  AB  fest  ist,  und  dessen  Höhe  BH  den  Winkel 
ABB  in  zwei  Teile  teilt,  die  in  dem  Verhältnisse  stehen  wie  1 :  (^  — - 1)  ^). 
Setzen  wir  ^ABH=cp^  so  ist  ^BBH=(n  —  l)^?.  Nehmen  wir 
nun  ein  kartesisches  Koordinatensystem,  das  A  als  Anfang  und  AB 
als  X'K-yiQ  hat,  so  erhalten  wir,  wenn  AB  ^=  a , 

und  daner:    ^ sin  g)- cos  (n  — 1)9        cos  9- cos  (n — 1)9  ^^cy. 

welches  die  parametrische  Darstellung  der  Kurve  ist.  Es  ergiebt  sich 
daraus,  dafs  dieselbe  rational  und,  wenn  n  eine  (positive)  ganze  Zahl  ist, 
von  der  Ordnung  n,  mit  A  als  (n  —  l)fachem  Punkte.     Setzen  wir 

1)  Hesse,    Über  die   Teilung  des  Winkels,  speziell  die  TriseMion  (Monta- 
baur 1881). 
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SO  finden  wir  nun  die  Polargleicliung  der  Kurve  als 

cos  (n  —  1)  (— —  co\ 


(1-) ' 


(14) 


die,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  die  eine  oder  andere  von 
folgenden  beiden  Formen  annimmt 

sin  (n  —  l)co  ,■*  .   •.  cos  (n  —  1)«  ^-j  *     x 

o  =  a--A -^— .     -(Ml),      Q  =  a — ^^ —'     '    (i4ii) 

Wir  überlassen  es  dem  Leser,  aus  dieser  Gleichung  die  Eigenschaften 
der  fraglichen  Kurve  abzuleiten.  Wir  beschränken  uns  auf  die  Be- 
merkung, dafs  im  zweiten  Falle  die  Kurve  durch  den  Punkt  B  geht, 
während   sie    im    ersteren  Falle  AB   in   einem   Punkte  C   schneidet, 

derart,  dafs  ÄC  ==  ~ — a.     Schliefslich:    Denken  wir  uns  die  einem 

bestimmten  Werte  von  n  entsprechende  Kurve  gezeichnet,  und  be- 
schreiben dann  über  AB  einen  Kreisbogen,  der  den  gegebenen  Winkel  a 
fafst,  so  wird  dieser  die  Kurve  in  gewissen  Punkten  P  schneiden. 
Verbinden  wir  einen  beliebigen  derselben  mit  den  Punkten  A  und  B 

und  ziehen  PH  senkrecht  zu  AB,  so  wird  ^  APII==  —  sein;   dies 

zeigt  uns  hinlänglich,  dafs  die  Kurve  eine  Winkel-!^-Teilungskurve  ist. 
IV.  Wenn  man  irgend  einen  der  Kreisbögen,  die  zwei  feste 
Punkte  N^  und  N^  als  Endpunkte  haben,  in  n  gleiche  Teile  teilen 
könnte,  so  wäre  man  offenbar  auch  imstande,  einen  beliebigen  gerad- 
linigen Winkel  y  m  n  gleiche  Teile  zu  teilen.  Konstruieren  wir  näm- 
lich das  gleichschenklige  Dreieck  N^CN^  mit  dem  Winkel  f  an  der 
Spitze,  und  beschreiben  den  Kreisbogen  N^N^,  dessen  Mittelpunkt  C 
ist,  und  teilen  diesen  in  n  gleiche  Teile,  so  werden  auch  die  ent- 
sprechenden Radien  den  Winkel  y  m  n  gleiche  Teile  teilen.  Um 
diese  Teilung  in  n  gleiche  Teile  ausführen  zu  können,  genügt  es,  den 
Ort  der  Punkte  N^  zu  betrachten^),  von  denen  jeder  die  r*®  Ecke 
eines  regulären  Polygonzuges  ist,  der  einem  Kreisbogen  einbeschrieben 
ist,  dessen  Endpunkte  N^  und  N^  sind.  Um  die  Gleichung  des  Ortes 
der  Punkte  N^  zu  finden,  nehmen  wir  den  Mittelpunkt  0  von  N^N^ 
als  Anfangspunkt,  N^N^  selbst  als  Ä)-Axe  eines  kartesischen  Koor- 
dinatensystems, und  nennen  G  den  Mittelpunkt  eines  der  genannten 
Kreisbogen.     Setzen  wir  ^NfiN^==2a^  so  ist 


1)  C.  Burali-Forti,  Sopra  un  sistema  di  curve  che  dwidono  in  n  parti 
eguali  gli  archi  di  circolo  che  passano  per  due  punti  fissi  (Giorn.  di  Mat.  XXYII, 

1889). 


Zwölftes  Kapitel:  Die  Trisektrix-Kurven.  337 

daher  sind,  wenn  N^N^  =  2a,   die  Grleicliungen   der  beiden  Geraden 

iV,^,  und  N^N^ 

y             ,    n—T  y  .     r 

^      =  tg a,         —- —  =  m—a  . 


a-\-  X  ^      n        ^  a  —  X 

Die  Gleicliung   des  betreffenden  Ortes   wird  man  nun  erhalten,  wenn 
man  a  aus   diesen  beiden   eliminiert.     Bequemer  ist  es  jedocb  diesen 

darzustellen,  indem  man  x  und  y  als  Funktionen  des  Winkels  ß==~ 
darstellt-,  man  erbält  so  die  beiden  Gleicbungen: 

Bmnß       ^       ^  sinnj3  ^    ^ 

Leicbt  leitet  man  daraus  ab,  dafs  die  so  erhaltenen  Kurven  rational 
und  von  der  Ordnung  n  sind.  Man  kennt  bis  jetzt  keine  mechanische 
Konstruktion  derselben  in  kontinuierlichem  Zuge,  die  sie  für  die  Tei- 
lung eines  Winkels  thatsächlich  anwendbar  macht  (vgl.  die  Bemerkung 
auf  S.  324,  Z.  4—6). 

150.  V.  Erheblich  komplizierter  ist  die  Definition  anderer  Sektrix- 
Kurven^),  zu  deren  Betrachtung  wir  gelangen  durch  folgenden  Satz: 
In  dem  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Durchmesser  Ä^E  =  2r 
sei  der  Winkel  A^_^  OA^  =  (^  —  2)  •  ^  J.^  OA^  (s.  Taf.  XII,  Fig.  90, 
wo  ^  ==  5  angenommen  ist)  und  man  führe  folgende  Konstruktion 
aus:  Man  ziehe  die  Gerade  A^A^_2  ^^^  bezeichne  deren  Schnitt  mit 
dem  Durchmesser  A^E  mit  B^^^i  ^^^  ^^^  verlängerten  Radius  OA^ 
trage  man  0C^__^==  0JB^_2  ab;  man  beschreibe  den  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  A^  und  dem  Radius  A^G^_<^  und  bestimme  den  zweiten 
Schnittpunkt  D^  mit  OA^-^  man  ziehe  A^^D^,  welches  neuerdings  die 
Peripherie  des  gegebenen  Kreises  in  A^j^^  schneidet;  man  zeichne  den 
Schnittpunkt  P^  der  Geraden  A^A^j^^  mit  dem  Kreise  um  0  und  dem 
Radius  OD^;  endlich  ziehe  man  den  Radius  OP^A^.  Dann  ist  der 
Winkel  A^OA^  das  ^-fache,  und  der  Winkel  A^OA^^^  das  (n  +  1)- 
fache  des  Winkels  A^  OA^  =  cp . 
Beweis:  Es  ist  nämlich 

A  A  0B,_,  +  A  A  0 ^„2  -  A  A,__,  0B,_, 

^^^^  1  .  1       .  1 

—  r  •  OB^^^macp  +  -^^^  sin(^  —  3)^  =  —r-  0B^_2  sin(n  —  2)^ 

daher  q^        ^^  _  r  sin {n  —  3)cp 


*^~2         sin  (7^  —  2)cp  —  sin  qp 

Beschreibt  man  nun  den  Kreis  um  A^  mit  dem  Radius  A^O  und  be- 
stimmt dessen  zweiten  Schnitt  G  mit  OA^,  so  ist 

0&^2rcos(p,      OD^==^C^_,G, 


1)  A.  van  Grr inten,   Die  n-  und  {n -{- 1) -  Teilung   des   Winlcels  und   des 
Kreises  (Arckiv  LXX,  1874). 
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daher 

n  n-Z  n-2,  ^         sm  ('^^  —  2)  —  sm  (p 

Bezeichnen  wir  nnn  mit  7/;  den  Winkel  P^OD^^   so  ergiebt^  da  nach 
der  Konstruktion  0P^==  OD^,  die  Relation 

oder  -TQ^  sin  cp  +  -p^  sini/^  =  -tq^  sin  {cp  +  ^), 

und  infolgedessen  _  sin  (y  + 1/))  -  sin  cp 

^^  sin  1/) 

Vergleicht   man   diese   Beziehungsgleichung   mit   (12')^   so   sieht   man, 
dafs  2I)  =  (^n  — ■  ^)(p]  daher  ist 

wie  eben  der  ausgesprochene  Satz  besagte. 

Variiert  man  9,  so  stellt  die  Grleichung  (12)  oder  (12')  in  Polar- 
koordinaten den  Ort  ^  der  Punkte  D^  dar^  wobei  0  Pol^  OÄ  Polar- 
axe  ist.  —  Setzen  wir  nun  OP^  =  q,  ncp  =  (d  ^  so  werden,  weil 
0P^=  0D^==  Q ,  die  angeführten  Gleichungen  zu 

n-[- 1  .  .CO 

cos  - — - —  CO  sm  03  -T-  sm  — 

9==*'^^— •     -(17)         9-r—^^--^ .     .(17) 

COS  -- — —  CO  sm CO 

2  n 

und  stellen  dann  in  ähnlicher  Weise  den  Ort  11  der  Punkte  P^  dar. 

Ist  nun  die  Kurve  71  konstruiert,  so  läfst  sich  die  ^-Teilung  eines 
beliebigen  Winkels  mit  Leichtigkeit  ausführen.  Legt  man  nämlich 
denselben  mit  dem  Scheitel  in  0  und  mit  dem  einen  Schenkel  längs 
OÄ^j  so  schneidet  der  andere  Schenkel  OÄ^  die  Kurve  11  im  Punkte  P^. 
Man  ziehe  die  Gerade  Ä^P^  und  bestimme  deren  zweiten  Schnitt  D^ 
mit  dem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  0  und  dessen  Radius  OP^  ist*, 
wird  nun  die  Gerade  OD^A^  gezogen,  so  ist  der  Winkel  A^OA^  der 
n^^  Teil  des  gegebenen.  —  Dieselbe  Kurve  dient  jedoch  auch  zur 
Teilung  eines  Winkels  in  ^  +  1  gleiche  Teile.  Legt  man  ihn  näm- 
lich mit  dem  Scheitel  in  0  und  mit  dem  einen  Schenkel  auf  die 
Grade  A^O,  bezeichnet  den  Schnittpunkt  des  anderen  Schenkels  mit 
dem  gegebenen  Kreise  mit  vi^^^,  zieht  die  Gerade  JL^JL^,^^,  und  ist 
dann  P  der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  Kurve  U,  so  ist  der 
Winkel  P^OA^j^^  der  (^  +  1)*^  Teil  des  gegebenen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  uns  nicht  mit  der  Diskussion  der 
Kurven  z/  und  Tl  aufhalten,  und  nur  bemerken,  dafs  für  ^  ==  2  die 
61.  (12')  wird  zu  q^  =  T{2(ioBcp  —  1),  die  eine  besondere  Pascal'sche 
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Schnecke  (S.  137)  darstellt^  weshalb  man  auch  die  Kurven  A  als  Ver- 
allgemeinerungen dieser  bemerkenswerten  Kurve  auffassen  darf. 

VI.  Einer  ganz  ähnlichen  Darstellung ^  wie  der  durch  die  Glei- 
chungen (6')^  (7)^  (8)^  (10),  (12);  (1^)  gegebenen^  sind  auch  andere 
Teilungskurven  fähig,  die  von  E.  Oekinghaus  betrachtet  wurden^); 
es  sind  dies  durch  die  folgende  Polargleichungen  dargestellten: 

.    n  —  2  n  —  2 

sm—^qp  cos-y-9 

n  =  a ,       Q  =  a ....  (18) 

sin~g)  cos-^-qp 

Derselbe  Autor   hat   auch   zuerst   die   Teilungskurven   betrachtet^    die 
eine  Polargleichung  von  folgendem  Typus  haben: 

^"=G)«v-'+(:).'.-i:i^-{:)«v-*i5f +-=0 .  m 

die   sich   der  besonderen  Eigenschaft   erfreuen,   dafs   die  Summe   der 

Vektoren  der  auf  einer  beliebigen,   durch   den  Pol  gehenden  Geraden 

gelegenen  Kurvenpunkte,  gleich  KuU  ist. 

151,    VII.  Zu  einer  weiteren  und  wichtigeren  Klasse  von  Sektrix- 

Kurven  gelangt  man  durch  folgende  Betrachtungen^):  Da  jede  ganze 

Zahl  entweder  prim  ist   oder  das  Produkt  von  Primzahlen,  so  würde 

man   irgend    einen  Winkel    in    eine    beliebige  Anzahl    gleicher  Teile 

teilen  können,  wenn  man  die  Teilung  in  eine  Primzahl  gleicher  Teile 

teilen  könnte.    Ist  nun  p  eine  Primzahl,  so  ist  nach  einem  bekannten 

Satze  von  Fermat  2^"^ — 1  durch  p  teilbar,  demnach  auch  das  Produkt 

(  ^^izl        \(  tzil        \ 

\2   ^   +  1/  \2    ^  —  1/ ,    es    ist   also    wenigstens    einer    dieser    beiden 

Paktoren    ein   Vielfaches    von  p.     Wenn    man   nun    die  Teilung   des 

Winkels  in  \2  ^  +  1/  Teile  ausführen  könnte^  so  würde  man  sie 
ganz  allgemein  ausführen  können.  Diese  Teilung  in  (2^  +  1)  Teile 
läfst  sich  nun  mit  Hilfe  der  beiden  Kurven,  die  wir  jetzt  definieren 
wollen,  bewerkstelligen. 

a)  Man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  M  mit  dem  Radius  a 
einen  Kreis,  der  die  ^-Axe  im  Anfangspunkte  0  berührt  (Taf.  XII, 
Fig.  91).  Man  ziehe  nun  eine  beliebige  Sehne  OÄ  in  diesem  Kreise 
und  trage  auf  der  Verlängerung  derselben  der  Reihe  nach  ab 

AB^AM,      BC=BM,      CD  =  CM,  ...-, 


1)  Die  Selctionslmrven  (Archiv,  2te  Serie,  I,  1884). 

2)  A.  Kempe,  De  verdeeling  van  een  Jioelc  een  2^  ~\- 1  gelyJce  deelen,  sowie 
De  verdeeling  van  een  lioeh  in  een  villJceurig  antal  gelylce  deelen  (Nieuw  Archiv 
Toor  Wiskunde,  2.  Ser.,  I,  1894).  Aufserdem  s.  die  Abh.  Sur  les  coiirhes  sectrices 
(Mem.  de  Liege,  2.  Ser.,  XX,  1898). 
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variiert  man  jene  Sehne^  so  beschreiben  die  Punkte  B,  Cj  D  .  .  .  eben- 
soviel Kurven^  deren  n^^  die  Polargleicliung  hat 

Q  =  a-{-2asm(p  +  2a cos (|-—  |)  +  2acos (|— |)  •  cos(|— |)  +  •  •  • 

...  +  2«cos(|_|).cos(|-f)...cos(^^-fJ    .     .     .     (20) 

Um  uns  von  der  Anwendbarkeit  dieser  Kurve  für  die  Aufgabe  der 
Winkelteilung  zu  überzeugen^  verlängern  wir  die  Geraden  AM^  BM^ 
CM,  DM ""  nach  A,  B\  C,D'  ",  nennen  a,  ß,  y,  d  die  Winkel, 
welche  die  Geraden  MÄ,  MB,  MC,  MD  •  •  •  mit  OÄ  bilden,  und 
a,  ß',  y,  8'  '  '  '  die  Winkel,  welche  die  Verlängerungen  MA!,  MB\ 
MC,  MD'  mit  GM  machen.   Die  Betrachtung  der  Figur  zeigt  dann,  dafs 

aus  diesen  Beziehungen  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  man  durch  M  eine 
beliebige  Gerade  zieht,  die  mit  OM  den  beliebigen  Winkel  ca  bildet, 
diese  den  gegebenen  Kreis  und  jene  Hilfskurven  in  den  Punkten  F,  G, 
H,K"'  schneiden  wird,  so,  dafs  die  von  ihr  mit  den  Geraden  Oi^,  OG, 

OH,  OK...  gebildeten  Winkel  bezw.  gleich  ^?  ^?  T;  ö" *  '  *  ^i^^-     Somit 

können  diese  Kurven  zur  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  in  2^  -f-  1 
gleiche  Teile  dienen. 

h)  Um  den  Anfangspunkt  als  Centrum  und  mit  dem  Radius  a 
beschreibe  man  einen  Kreis,  der  die  ^-Axe  in  M  schneidet  (Taf.  XII, 
Fig.  92).  Dann  ziehe  man  einen  beliebigen  Radius  OA  und  trage 
auf  seiner  Verlängerung  der  Reihe  nach 

AB  =  AM,      BC=^BM,      CD==CM... 

ab.  Die  Punkte  B,  C,  D,  .  .  .  beschreiben  dann  ebensoviele  Kurven, 
deren  Polargleichung  für  0  als  Pol,  OM  als  Axe  man  leicht  —  vgl.  a)  — 
findet.     Ebenso  zeigt  uns  die  Figur  alsbald,  dafs 

^  OAM=  OMA,       ^OBM  =  ~OMB, 
^  OCM=~  OMC,     <^  0DM  =~  OMD  . .  . 

Wenn  also  eine  beliebige  durch  M  gezogene  Gerade,  die  mit  MO 
den  Winkel  co  bildet,  die  betreffenden  Kurven  in  G,  H,  K .  .  .  schneidet, 
so  wird    sie   mit    den  Geraden   OG,  OH,  OK...,  bew.   die  Winkel 

^,  y, —•••  bilden;  jene  können  daher  zur  Teilung  eines  beliebigen 

Winkels  in  2^"  -~  1  gleiche  Teile  dienen. 

152,    VIII.    Die  Teilung  eines  Winkels  in  2^  +  1  gleiche  Teile 
läfst  sich  vermittelst  eines  sehr  einfachen  Instruments  ausführen  — 
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des  Multisektors^)  — _,  der  die  Form  eines  recMwinkligen  Sonnen- 
zeigers hat  NQSTCB  (Taf.  XII,  Fig.  93);  wenn  die  Verlängerung  der 
Kante  TC  des  Instrumentes  NQ  in  P  schneidet  und  TC  =  CP  ge- 
nommen wird,  so  nennt  man  die  gemeinsame  Länge  m  dieser  beiden 
Strecken  den  Modulus  des  Instrumentes.  In  P  denke  man  sich  einen 
Schreibstift  befestigt.  Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  feste  Kurve 
z/  (die  Direktrix)  gegeben,  sowie  einen  festen  Punkt  0  und  stellen 
uns  Yor,  dafs  der  Multisektor  sich  bewege  derart,  dafs  seine  Kante  BC 
fortwährend  durch  0  geht  und  der  Punkt  T  die  Direktrix  beschreibe, 
so  erzeugt  der  Punkt  P  eine  neue  Kurve  17,  die  wir  Polyode  nennen 
(von:  TtoXvgy  viel,  und  rj  bdos,  der  Weg).  Zwischen  den  beiden  Kurven 
z/  und  n  besteht  eine  geometrische  Beziehung,  die  in  Formeln  ge- 
kleidet gestattet,  die  Gleichung  der  zweiten  zu  finden,  wenn  man  die 
der  ersten  kennt.  Bequemer  ist  es,  alle  betrachteten  Figuren  auf  ein 
Polarkoordinatensystem  mit  dem  festen  Punkte  0  als  Pol  zu  beziehen. 
Wenn  /./^     _  n        n 

die  Gleichung  der  Direktrix  z/  ist,  und  ^,  co  die  Koordinaten  des  be- 
weglichen Punktes  P  sind,  so  ist,  da  P  und  T  gleichen  Abstand  von 

0  haben, 

^  —  ^1  • 

Ferner  ist  der  Winkel  POT  gleich  der  Differenz  zwischen  den  Winkeln 
03  und  (D^,   daher  ist,  weil  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  OCT  die 

Seite    CT=m,   OT=q,  ^C0T=^-^, 

03  CO. 

m  ==  Q  sm  — - — ~ ' 

Die  Gleichung  der  Kurve  11  ist  nun  nichts  weiter  als  das  Resultat 
der  Elimination  von  ^^  und  co^  aus  den  drei  vorhergehenden  Glei- 
chungen, also 


/^m,  cj  —  2  arc  sin  —  j 


0. 


Nehmen  wir  z.  B.  als  Direktrix  die  Polaraxe,  für  welche  immer  oj^^^  0, 
so  ist  die  Gleichung  der  Polyode 

.       CO 

m  =  Q  sm  — : 

die  Polyode  ist  daher  eine  Trisekante  (s.  Nr.  99),  für  die  sich  infolge- 
dessen eine  neue  Erzeugungsweise  ergiebt.  Nehmen  wir,  was  all- 
gemeiner, für  z/  eine  Parallele  zur  Polaraxe,  so  haben  wir  für  diese 

Q-^  sin (D^  =  h, 

wo  h  eine  gegebene  Konstante  ist;  man  gelangt  jetzt  zu  einer  Kurve  11 


1)  T.  W.  Nicholson,    The  miütisection  of  ancßes  (The  Analyst.,  X,  1883). 
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von  der  yierten  Ordnung,  die  in  kartesisclien  Koordinaten  durch  die 
Gleichung       ^2 (^2  4.  ^2  _  ^2)  =  (x^ -\- if —  Ix —  2  m^)  ^ 

dargestellt  wird,  und  die  man  als  eine  Verallgemeinerung  der  Trise- 
kanten  ansehen  kann. 

Zeigen  wir  nunmehr  die  Anwendung  der  Polyoden  auf  das 
Problem  der  Teilung  eines  beliebigen  Winkels  AOB. 

a)  Man  ziehe  die  Gerade  &  parallel  zu  OB,  in  einem  Abstände 
von  dieser  gleich  dem  Modulus  m  (Taf.  XII,  Fig.  94);  man  nehme 
als  festen  Punkt  den  Scheitel  OyOA  als  Direktrix  und  zeichne  die 
entsprechende  Kurve  11-^  ist  P  einer  der  Schnitte  von  TT  mit  6,  so  hat 

"^^^  ^TOB  =  \^AOB. 

Trägt  man  auf  OA  nun  0T=  OB  ab,  fällt  das  Lot  00  auf  FT  und 
ist  PH  senkrecht  OB,  so  sind  die  drei  Dreiecke  OGT,  OOP,  OHP 
kongruent,  daher  ist  insbesondere  -^  TOG  ^=  COP^=  POH,  woraus 
die  angegebene  Behauptung  sich  ergiebt. 

b)  Um  die  5 -Teilung  desselben  Winkels  AOB  auszuführen 
(Taf.  XIII,  Fig.  95),  ziehe  man  zuerst  die  Gerade  h  und  die  der  Ge- 
raden OA  entsprechende  Polyode  77;  dann  nimmt  man  von  neuem 
0  als  festen  Punkt  und  die  Gerade  h  als  neue  Direktrix,  beschreibt 
eine  neue  Polyode  77'  und  bestimmt  deren  Schnitt  P  mit  7T.  Dann 
zeichne  man  den  Kreis  mit  dem  Centrum  0  und  dem  Radius  OP  und 
bezeichne  mit  T  und  T'  dessen  Schnitte  mit  OA  und  6;  nachdem  man 
die  Geraden  PT  und  PT'  gezogen  hat,  fälle  man  auf  diese  die 
Lote  OC  und  OC  und  ziehe  schliefslich  TH  senkrecht  zu  OB.  Die 
fünf  rechtwinkligen  Dreiecke  OCT,  OCP,  OC'P,  OG'T\  OST'  er- 
geben sich  als  kongruent  nach  der  Konstruktion,  und  also  ist 

^TOH=\^AOB. 

c)  In  ähnlicher  Weise  verfährt  man,«  um  die  7 -Teilung  desselben 

Winkels  AOB  auszuführen  (Taf.  XIII,  Fig.  96).     Man  zeichnet  auch 

die  Gerade  h  und  die  beiden  Polyoden  7T  und  77',  die  bei  der  5-Tei- 

lung  gedient  haben;  dann  nimmt  man  neuerdings  0  als  Pol  und  77' 

als  Direktrix  und  konstruiert  die  zugehörige  Polyode  71".     Sei  P 

der  gemeinsame  Punkt  von  7T  und  77";  ihm  entspricht,  als  Punkt  von 

7T  betrachtet,    der  Punkt  T  von  OA,  während,  wenn  er   als  Punkt 

von  77"  betrachtet   wird,    T"  der   entsprechende  von  7T'  sein  möge; 

schliefslich  entspricht  T"  dem  T"  auf  6.     Man  ziehe  nun  die  Geraden 

PT,  PT",  r'T',  fälle  auf  diese  die  Lote  OC,  OC",  OC,  und  ziehe 

auch  noch  T' H  senkrecht  zu    OB.      Infolgedessen   entstehen    sieben 

kongruente  rechtwinklige  Dreiecke,  die  beweisen,  dafs 

<^r07T=|^40P. 
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Die  soeben  für  die  Teilung  in  3,  5,  7  Teile  angewandte  Methode 
läfst  sich  ohne  weiteres  auf  die  9^  11  .  .  .  Teilung  erweitern-,  somit 
kann  also  der  Multisektor  —  wie  behauptet  —  zur  Teilung  eines  be- 
liebigen Winkels  in  2"^+  1  gleiche  Teile  dienen^). 


Dreizehntes  Kapitel. 
Kurven  mit  Centrum  oder  mit  Symmetrie -Axen  versehen^). 

153.  Unter  dem  Centrum  einer  ebenen  Kurve  F  versteht  man 
einen  Punkt  G  ihrer  Ebene ^  von  der  Beschaffenheit,  dafs  jede  durch 
ihn  gezogene  Gerade  die  F  in  Punktepaaren  schneidet,  die  symmetrisch 
in  Bezug  auf  C  sind;  die  Punkte  von  F  verteilen  sich  daher  auf  oo^ 
Paare,  gebildet  jedes  von  einem  Punkte  und  seinem  Gegenpunkt;  zu 
sich  selbst  Gegenpunkt  ist  das  Centrum  C  und  alle  Punkte  der  unendlich 
fernen  Geraden.  Wenn  die  Kurve  F  ein  Centrum  hat  (und  mehr  als 
eins  kann  sie  offenbar  nicht  besitzen,  es  sei  denn,  dafs  sie  transcen- 
dent  sei,  oder  aus  einem  Büschel  paralleler  Geraden  bestehe),  so 
nennt  man  sie  centro- symmetrisch,  und  sie  entspricht  sich  dann 
selbst  in  einer  harmonischen  Homologie,  die  zum  Centrum  C  hat  und 
als  Axe  die  unendlich  ferne  Gerade;  daher  gehört  sie  zur  Klasse  der 
homologisch-harmonischen  Kurven.  Die  Definition  des  Cen- 
trums setzt  nicht  voraus,  dafs  die  Kurve  algebraisch  sei,  und  in 
der  That  giebt  es  transcendente  centrische  Kurven;  wir  wollen  jedoch 
festhalten,  dafs  die  im  Verlaufe  dieses  Kapitels  behandelten  Kurven 
algebraisch  seien ^). 

Alle  Kurven  zweiter  Ordnung  besitzen  ein  Centrum  (in  endlicher 
oder  auch  in  unendlicher  Entfernung);  alle  Kurven  dritter  Ordnung 


1)  S.  H.  Johnson  hat  die  Bemerkung  gemacht  (s.  die  Note  The  multi- 
section  of  angles^  The  Analyst.,  X,  1883),  dafs  die  dargelegte  Yielteilung  sich 
schon  in  einer  Abhandlung  vom  Jahre  1880  von  J.  B.  Miller  findet  {The  Chordel 
and  its  appUcation  to  the  general  section  of  an  angle,  Yan  Vorstrands  Engineering 
Magazine,  XXII);  dieser  benutzt  gewisse  Kurven  —  von  ihm  Chordalen  ge- 
nannt — ,   die  allgemeiner  als  die  Polyoden  sind. 

2)  Die  Kurven,  denen  dieses  Kapitel  gewidmet  ist,  sind  Spezialfälle  jener, 
die  in  einer  Homographie  sich  selber  entsprechen;  S.  Kantor  hat  eine  Methode 
angegeben,  ihre  allgemeine  Grleichung  zu  finden;  s.  Premier  es  fondaments  pour 
ime  theorie  des  transformations  planes  univoques  (Napoli  Mem.  3,  1891)  I.  Teil,  §  2. 

3)  Für  das  Folgende  vergl.  insbesondere  die  grofse  Abhandlung  von  Steiner^ 
über  solche  algebraische  Kurven,  welche  einen  MittelpimM  haben  und  über  darauf 
bezügliche  Eigenschaften  allgemeiner  Kurven,  sowie  über  geradlinige  Transversalen 
der  letzteren  (Grelles  Journ.,  XLYII,  1854).  Yiele  der  daselbst  ausgesprochenen 
Sätze  wurden  von  Güfsfeldt  bewiesen  in  der  Arbeit  Über  Curven,  ivelche  einen 
harmonischen  Pol  und  eine  harmonische  Gerade  besitzen  (Math.  Ann.,  II,  1870). 
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können  in  die  mit  einem  Centrum  versehenen  projiziert  werden 
(s.  Nr.  14);  die  Kurven  hölierer  Ordnung  besitzen  im  allgemeinen  kein 
Centrum^  noch  auch  können  sie  in  centrische  Kurven  projiziert  werden; 
dennoch  existieren  viele  Kurven  4*^^'^  6*®^  und  auch  höherer  Ordnung, 
die  sich  dieser  wichtigen  Eigenschaft  erfreuen  (s.  Abschn.  III  u.  IV). 
Dafs  es  centrische  Kurven  beliebiger  Ordnung  giebt,  ersieht  man^ 
indem  man  beachtet ,  dafs^  wenn  man  im  allgemeinen  mit  f^  eine 
binäre  Form  in  x,y  (kartesischen  Koordinaten)  von  der  Ordnung  h 
bezeichnet,  die  Gleichungen 

fo+f2+f,  +  ---f.,.-^,       /■l+/'3+f6+---/ä.-l  =  0    .     (1) 

zwei  solche  Kurven  darstellen,  die  erstere  von  der  Ordnung  n  =  2^y 
die  zweite  eine  von  der  Ordnung  n==2v  —  1,  welche  beide  den  An- 
fangspunkt als  Centrum  haben.     Die  erste  enthält 

Konstanten,  während  die  zweite  deren  enthält 

2  +  4  +  •  ■  •  2i.  +  ^(^  +  1)  =  ^^(^ii^-li  +  1 . 

w  (w  +  4)  n{n-\-^)  —  1 


Daraus  folgt:   Es  giebt  oo     ^       oder  oo      ^         Kurven  ii*^^  Ord- 
nung, die  einen  gegebenen  Punkt  als  Centrum  haben,  jenachdem  n 

gerade  oder  ungerade  ist.    Da  es  nun  oo     ^      Kurven  von  der  Ord- 
nung n  giebt,   so   ist   der  Umstand,    einen  bestimmten   Punkt   als 

Centrum  zu  haben,  für  eine  Kurve  n^^""  Ordnung  äquivalent  mit  ^^^^  - 

fvi  (fyt  _i_  2^  — '  \ 

oder  4     "^  einfachen  Bedingungen,  jenachdem  n  gerade  oder 

ungerade  ist.    Man  erkennt  auch,  dafs^  wenn  das  Centrum  der  Lage 

7^(^  +  4)4-8  '^+3+1 

nach  nicht  gegeben  ist,  es  in  der  Ebene  oo      ^        oder  oo      ^ 
centrische  Kurven  von  der  Ordnung  n  giebt,  jenachdem  n  gerade 

oder   ungerade   ist.     Durch   ^^^  \  ^^^^   ^  beliebige 

Punkte  der  Ebene  gehen  daher  im  allgemeinen  eine  endliche  Zahl 
centrischer  Kurven  von  der  Ordnung  ^;  die  Bestimmung  ihrer  Anzahl 
ist  ein  Problem,  das  Steiner  für  einige  spezielle  Fälle  gelöst  hat, 
das  er  im  allgemeinen  aufgestellt  hat^),  von  dem  wir  aber  glauben,  dals 
es  bis  heute  noch  nicht  gelöst  worden  ist.  Da  in  den  Gleichungen  (1) 
eine  gewisse  Anzahl  Glieder  fehlen  können,  so  folgt:  Eine  centrische 
Kurve  gerader  Ordnung  enthält  selbst  ihr  eigenes  Centrum  entweder 
garnicht,  oder  sie  geht  durch  dieses  eine  gerade  Anzahl  von  Malen 
hindurch;  eine  centrische  Kurve  ungerader  Ordnung  hingegen  geht 


1)  Aufgellen  und  Sätze  (Grelles  Journ.,  XL  VIT,  S.  105,  Nr.  1). 
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durch  ihr  Centrum  eine  ungerade  Anzahl  (2t^  -f- 1)  von  Malen  hin- 
durch; falls  r  =  0,  so  ist  die  entsprechende  Tangente  eine  Wende- 
tangente. 

Es  sei  I  ein  einfacher  unendlich  ferner  Punkt  der  in  Bezug  auf 
G  symmetrischen  Kurve  F]  da  I  mit  seinem  Gregenpunkte  koinzidiert, 
so  muls  CI  die  Kurve  in  I  berühren;  folglich:  Alle  Asymptoten,  die 
zu  einfachen  unendlich  fernen  Punkten  einer  centrischen  Kurve  ge- 
hören, gehen  durch  das  Centrum.  Um  zu  sehen^  wie  die  Tangenten 
in  einem  unendlich  fernen^  r- fachen  Punkte  einer  centro-symmetrischen 
Kurve  verteilt  sein  können,  schreiben  wir  die  Grieichungen  (1)  in 
folgender  Weise: 

WO  0  eingeführt  ist,  um  die  Homogenität  herzustellen.  Jede  Tangente 
im  Punkte  (ax-{-by  =  0,  ^  =  0)  wird  eine  Gleichung  von  der  Form 
ax-\-hy=co0  haben;  aufserdem  sieht  man  leicht,  dafs,  wenn  r<C2^-~2l 
ist,  03  =  0  sein  mufs,  während,  wenn  r>2.a  — 21,  co  =:  oo  sein  wird. 
Im  ersteren  Falle  geht  jene  Tangente  durch  das  Centrum  der  Sym- 
metrie, während  sie  im  zweiten  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
zusammenfällt.  In  dem  zwischenliegenden  Falle,  r  =  2^  —  2X,  er- 
hält man 


=v- 


hz+i 


^2^  +  1 


wobei  man   sich  vorzustellen  hat,  dafs   in  den  Formen  f^ij^u  ^22+1 

—  =  —  j-    gesetzt  sei.     Weil  nun  r   eine   gerade  Zahl  ist,    so    sind 

die  r  Werte  von  co,  von  denen  nicht  mehr  als  zwei  reell  sind, 
paarweise  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Folglich: 
Die  Tangenten  in  den  unendlich  fernen  vielfachen  Punkten  einer 
centrosymmetrischen  Kurve  fallen  entweder  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  zusammen,  oder  gehen  durch  das  Centrum,  oder  sind  in 
Bezug  auf  dieses  paarweise  symmetrisch;  reell  sind  höchstens  zwei 
derselhen. 

Seien  M,  N  zwei  auf  einer  durch  C  gehenden  Geraden  g  gelegene 
Punkte  von  T,  dann  liegen  auf  g  auch  die  Gegenpunkte  M'  und  N' 
von  M  und  N]  wenn  wir  nun  im  besonderen  annehmen,  dafs  M  und  N 
zusammenfallen,  so  fallen  auch  M'  und  N'  zusammen,  und  g  wird 
eine  Doppeltangente  werden;  daraus  folgt:  Alle  Geraden  durch  das 
Centrum  einer  Kurve,  welche  diese  in  endlicher  Entfernung  be- 
rühren, sind  Doppeltangenten  derselben.  Ebenso:  Betrachtet  man 
zwei  beliebige  Punkte  M  und  N  von  F  und  ihre  Gegenpunkte  M' 
und  iV',  so  werden  die  Sehnen  MN  und  M'  N'  nicht  nur  parallel 
sein,  sondern  auch  gleichen  Abstand  vom  Centrum  haben;  insbesondere 
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wenn  M  mit  N  zusammenfällt,  tliun  dies  aucli  M'  und  N'y  und 
demnach:  Die  Tangenten  in  zwei  Gegenpunkten  einer  centrischen 
Kurve  sind  in  Bezug  auf  das  Centrum  symmetrische  Gerade.  In 
ähnlicher  Weise  kann  man  nachweisen:  Die  singulären  Punkte  einer 
centrischen  Kurve,  die  nicht  im  Centrum,  noch  auch  in  unendlicher 
Entfernung  liegen,  sind  zu  je  zweien  symmetrisch  in  Bezug  auf  das 
Centrum;  dasselbe  gilt  für  die  zugehörigen  Tangenten.  Demnach 
sind  auch  die  vielfachen  Tangenten  zu  je  zweien  symmetrisch,  und 
ihre  Berührungspunkte  sind  Gegenpunkte. 

Die  ersten  Polaren  des  Centrums  in  Bezug  auf  die  Kurve  (1) 
bestehen  aus  der  unendlich  fernen  Geraden  und  einer  Kurve  F^  von 
der  Ordnung  n  —  2 ,  die  dargestellt  wird  durch  eine  der  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

{v-l)f,  +  {v-2)f,  +  ...+f,^_,  =  0;     ....     (2; 

beide  haben  den  Punkt  C  als  Centrum.  Machen  wir  für  r\  dieselben 
Schlüsse  wie  für  F,  und  fahren  so  fort^  so  erhalten  wir  eine  Reihe 
Kurven  von  der  Ordnung  n  —  4,  n  —  6^  n  —  8,  .  .  .  *,  die  letzte  der- 
selben ist  ein  Kegelschnitt,  wenn  n  gerade,  und  eine  Gerade,  wenn 
n  ungerade  ist,  nämlich  die  Tangente  an  die  Kurve  im  Centrum. 

Bezeichnen  wir  mit  f  die  linke  Seite  einer  der  beiden  Glei- 
chungen (1)  und  betrachten  den  unendlich  fernen  Punkt  P  der  Rich- 
tung, die  mit  Ox  den  Winkel  co  bildet,  so  sehen  wir  alsbald,  dafs 
die  erste  Polare  von  P  dargestellt  wird  durch  die  Gleichung 

cos  CO  •  -—-  "|-  sin  CO  •  -~-  =  0 (3) 

Diese  Polare  ist  demnach  eine  Kurve  von  der  (n  —  l)*®"^  Ordnung 
und  concentrisch  mit  der  Kurve  F.  Variieren  wir  P,  so  variiert  auch 
die  Kurve   (3)    und    erzeugt  ein  Büschel,    das  zu   Grundpunkten   die 

(n — 1)^  Punkte  hat,  in  denen  sich  die  Kurven  -;;:^  =  0,  -^^—  =0 
^  ^  ^  ex  ^    dy 

schneiden.  Ist  n  gerade,  so  sind  die  Grundpunkte  das  Centrum  und 
— ^^-^ Paare  von   Gegenpunkten;    wenn  jedoch  n  ungerade  ist,   so 

bestehen  die  Grundpunkte  aus  -^ — r— ^  Gegenpunktepaaren. 

Steiner  hat  bemerkt,  dafs  die  centrischen  Kurven  bei  der  Unter- 
suchung der  metrischen  Eigenschaften  der  algebraischen  Kurven  auf- 
treten: um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  möge  folgende  Betrachtung 
dienen.  Es  sei  F  eine  beliebige  Kurve  n^^^^  Ordnung,  0  ein  beliebiger 
Punkt  seiner  Ebene;  F'  sei  die  zu  F  in  Bezug  auf  0  symmetrische  Kurve. 
Dann  haben  JTund  F'  offenbar  die  unendlich  fernen  Punkte  gemeinsam; 
die  übrigen  n{n  —  1)  gemeinsamen  Punkte  sind  dann  auf  einer  Kurve  72 
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von  der  Ordnung  n  —  1   gelegen  nnd  bilden  -^-^ Paare    von    in 

Bezug  auf  0  symmetrisclien  Punkten.  Diese  Schlüsse  kann  man  in 
folgendem  Satze  aussprechen:  Durch  einen  heliebigen  Punkt  der  Ebene 

einer  Kurve  ti*^^  Ordnung  gehen  im  allgemeinen  ^^^^""  Sehnen,  die 
jenen  Punkt  als  Mittelpunkt  hahen;  wenn  ausnahmsweise  .^i~^  4-1 

derselhen  hindurchgehen,  so  ist  die  Kurve  in  Bezug  auf  diesen  Punkt 
symmetrisch;  in  dem  allgemeinen  Falle  liegen  die  Endpunkte  jener 
Sehnen  auf  einer  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  l,  welche  nach  Steiner 
die  „innere  Polare^^  des  hetreffenden  Punktes  heifst.  Wenn  dieser 
Punkt  ein  vielfacher  der  gegebenen  Kurve  ist,  so  erfährt  der  obige 
Satz  Modifikationen j  die  man  leicht  angeben  kann^). 

154.  Eine  Gerade  r  wird  der  zu  einer  bestimmten  Richtung  d 
konjugierte  Durchmesser  einer  Kurve  F  genannt^  wenn  jede  zu  d 
parallele  Gerade  F  in  Punktpaaren  schneidet^  deren  Mitten  auf  der 
Geraden  r  liegen;  in  einem  solchen  Falle  verteilen  sich  die  Punkte 
von  r  in  OQ^  Paaren  von  gegenüberliegenden  Punkten;  die  Kurve 
heifst  dann  axial-symmetrisch  und  entspricht  sich  selber  in  der 
harmonischen  Homologie  ^  deren  Axe  r  und  deren  Centrum  der  un- 
endlich ferne  Punkt  von  d  ist;  sie  ist  also  eine  homologisch-harmonische 
Kurve  (s.  Nr.  153).  Es  entsprechen  sich  selber  dieser  Punkt  der  un- 
endlich fernen  Geraden  und  alle  Punkte  jenes  Durchmessers.  Wenn 
insbesondere  d  senkrecht  zu  r  ist^  so  haben  wir  eine  orthogonale 
Symmetrie,  und  r  ist  eine  Axe  der  Kurve.  Nehmen  wir  als  x-Axq 
den  Durchmesser  r  und  als  y-Axe  eine  Gerade,  welche  dieselbe  Rich- 
tung wie  d  hat,  so  wird  eine  Kurve  F,  die  eine  solche  Symmetrie 
besitzt,  wenn  sie  algebraisch  und  von  der  Ordnung  7^  ist,  eine  Glei- 
chung haben,  die  sich  nicht  ändert,  wenn  das  Vorzeichen  von  y  auch 
wechselt,  d.  h.  eine  Gleichung  von  dem  einen  oder  anderen  der  folgen- 
den Typen,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade: 


1)  Die  üntersucliung  der  centro-symmetrischen  Kurven  bietet  eine  gewisse 
Analogie  mit  folgendem  Problem:  „Gegeben  zwei  senkrechte  Axen  Ox  und  Oy^ 
eine  Kurve  C  zu  finden  derart,  dafs,  wenn  man  einen  Punkt  m  derselben  nimmt 
und  auf  Om  einen  Punkt  ft,  so  dafs  die  Strecke  iim  gleich  einer  Konstanten  2  a 
ist,  der  Ort  der  Punkte  ^  eine  Kurve  P  wird,  die  in  gleicher  Weise  zu  0^  ge- 
legen ist,  wie  C  in  Bezug  auf  O^/."  Euler  fand  (m.  s.  P.  H.  Fuss,  Correspon- 
dance  mathematique  et  pliysique  de  quelques  celebres  geometres  du  XVIIF^^^  Süde^ 
St.  Petersburg  1843,  I,  S.  72),  dafs  die  allgemeine  parametrische  Darstellung 
einer  solchen  Kurve  ist 


wo  z  ein  Parameter  und   Q  eine  ungerade  Funktion   desselben  ist;   wenn  z.  B. 
§=='^a^  ist,  erhält  man  eine  Kurve  8*®^"  Ordnung. 
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a^)f''  +  f,{^)y'^'~'  +  ■■■  +  üM  =  0, 
A{x)f '  +  ax)f  "-'  +  ■■■ +  h,-M  =  ^,    ■   ■   (4) 

wo  fj,{x)  im  allgemeinen  ein  Polynom  vom  Grade  ]c  in  x  ist.    Wenden 
wir  auf  diese  dieselben  Betrachtungen  wie  auf  (1)  an^  so  ergiebt  sich: 

%  ('/i  -{-  4)  n{n-\~4:)  —  1 


Es  gielbt  oü  ^  oder  oo  ^  Kurven  ti*^'  Ordnung  mit  einer  be- 
stimmten axialen  Symmetrie,  jenaclidem  n  gerade  oder  ungerade  ist; 
eine  bestimmte   Symmetrie    zu  besitzen,    ist   daher    äquivalent   mit 

(fi  -I-  IV  —  1  (fi  -\~  IV 

J— —   oder         A        einfachen  Bedingungen    für   eine   Kurve 

l^*^'^  Ordnung,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.    Die  Zahl  der 

(^+1)^-1  ^  g 

Kurven  n^^""  Ordnung  mit  axialer  Symmetrie  beträgt  daher  oo     ^ 

h+y  1 3. 

bezw.  cx)\  2  / 

Die  Tangenten  an  die  Kurve  F^  die  r  zu.m  konjugierten  Durch- 
messer in  Bezug  auf  die  Richtung  d  hat^  in  den  einfachen  Punkten, 
in  welchen  r  sie  schneidet,  sind  parallel  zu  d.  Alle  übrigen  zu  d 
parallelen  Tangenten  sind  Doppeltangenten.  Die  Tangenten  in  zwei 
gegenüberliegenden  Punkten  schneiden  sich  auf  der  Axe;  singulären 
Punkten  entsprechen  symmetrisch  gegenüberliegende  u.  s.  w.  —  Wenn 
die  Kurve  von  ungerader  Ordnung  ist,  so  geht  sie  durch  den  unend- 
lich fernen  Punkt  von  d  und  hat  daselbst  einen  Wendepunkt;  in  be- 
sonderen Fällen  kann  dieser  von  einer  gröfseren,  aber  immer  ungeraden 
Vielfachheit  sein;  wenn  dagegen  die  Kurve  von  gerader  Ordnung  ist, 
so  geht  die  Kurve  eine  gerade  Anzahl  von  Malen,  Null  nicht  aus- 
genommen, durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  d. 

Allen  diesen,  die  axial-symmetrischen  Kurven  betreffenden  Sätzen, 
entsprechen  ebenso  viele  die  centro-symmetrischen  Kurven  betreffende. 
Jedoch  die  letzteren  erfreuen  sich  einer  Besonderheit,  der  nichts  Ana- 
loges bei  den  Kurven  entspricht,  mit  denen  wir  uns  jetzt  beschäftigen; 
während  nämlich  eine  algebraische,  nicht  zerfallende  Kurve  nur  in  Bezug 
auf  ein  Centrum  symmetrisch  sein  kann  (da  eine  Strecke  ja  nur  einen 
Mittelpunkt  haben  kann),  so  kann  sie  in  Bezug  auf  mehrere  Axen 
symmetrisch  sein;  um  dies  zu  zeigen,  möge  das  Beipiel  der  Kegelschnitte 
genügen,  die  ja  symmetrisch  in  Bezug  auf  jeden  Durchmesser  und  den 
dazu  konjugierten  sind.  Die  Untersuchung  der  Verteilung  der  Durch- 
messer einer  Kurve  wurde  mit  mäfsigem  Erfolge  von  Euler^)  ver- 
sucht, der  jedoch  das  Leitgesetz  dieser  Verteilung  erkannt  hat;  dieses 
Gesetz  wurde  dann  später  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  von  WantzeP) 


1)  Siir  quelques  proprietes  des  sections  coniques  qui  conviennent  ä  une  in- 
finite d'autres  lignes  courhes  (Mem.  de  l'Acad.  de  Berlin,  I,  1745). 

2)  Memoire  sur  la  theorie  des  diametres  rectilignes  des  courltes  quelconques 
(Liouvilles  Journ.,  XIY,  1849). 
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aufgestellt^   dessen  Beweisfülirung  wir  nunmehr   in  ihren  Hauptzügen 
wiedergehen  wollen. 

Eine  Kurve,    die   einen   einzigen  Durchmesser  hat,   wird  im  all- 
gemeinen keine  anderen  Spezialitäten  haben  als  diejenigen,  die  sich  aus 
der  Definition   des  Durchmessers   ergehen;   dasselbe  kann  man  sagen, 
wenn  die   Kurve   ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  besitzt.     Aber: 
Wenn  eine  Kurve  zwei  Durchmesser  hat,   die  nicht  zu   einander 
konjugiert   sind,    so   hat  sie  noch    einen    dritten,    der   durch   den 
Schnittpunkt  jener  beiden  ersten  geht;  infolge   dessen  noch  einen 
vierten  und  so  weiter  ins  Unendliche,  es  sei  denn,  dafs  dieser  wieder 
mit  einem  zusammenflele ,  von  dem  man  ausgegangen  ist.    Um  dies 
zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  dafs  OA  und  OB  die  beiden  gegebenen 
Durchmesser  seien,  und  dafs  die  Greraden  a  und  h  (Taf.  XIII,  Fig.  97), 
die  durch  den  Schnittpunkt  gezogen  sind,  die  Richtungen  der  bezüg- 
lichen konjugierten   Sehnen   angeben;    die  beiden   Symmetrieen   seien 
bezw.  5^  und  5^.     Es  giebt  nun  unendlich  viele  Kegelschnitte  K,  die 
OA  und  a^  OB  und  h  als  Paare  konjugierter  Durchmesser  haben;  es 
sind  lauter  konzentrische  und  homothetische  Kurven,    Ellipsen   oder 
Hyperbeln,  jenachdem  die  beiden  konjugierten  Durchmesserpaare  sich 
trennen  oder  nicht;  im  Speziellen  sind  es  Kreise,  wenn  OA  und  OB 
Symmetrieaxen    sind.      In   jedem  Falle    geht  durch    einen   beliebigen 
Punkt   der  Ebene   eine   einzige   und   bestimmte  Kurve    K.     Von   den 
Kegelschnitten  K  betrachten  wir  denjenigen,  der  durch  einen  Punkt  M 
der  Kurve  F  geht,   die   der  Annahme  gemäfs   sich   der  beiden  Sym- 
metrieen 5^  und  5^   erfreut.      Wir  ziehen   durch   M  die   Sehne   MF 
von  K,  die  parallel  zu  a  ist,  und  die  Sehnen  MN  und  PQ^  die  parallel 
zu  h  sind,  wir  verbinden  0  mit  dem  Mittelpunkte  C  der  Sehne  NQ. 
Es  wird  behauptet:  Der  Durchmesser  OC  hat  eine  von  dem  auf  r 
gewählten   Punkte   M   unabhängige    Lage.      Aus    der    angegebenen 
Konstruktion  ergiebt  sich  nämlich 

Sektor  QOB=  Sektor  P0J5;      Sektor  NOB  =  Sektor  MOB, 
daher  Sektor  NOG=  Sektor  MOA, 

und  Sektor  BOG  ^  Sektor  BOA. 

Folglich  ist  OC  jener  Durchmesser  von  K,  der  mit  OB  einen  Sektor 
bildet,  der  gleich  ist  dem  durch  die  Durchmesser  OA  und  OB  ge- 
bildeten. Aber  wegen  der  homothetischen  und  konzentrischen  Lage 
der  Kegelschnitte  K  ist  er  auch  unabhängig  vom  Punkte  Jlf,  durch  den 
wir  den  beliebigen  Kegelschnitt  hindurch  gehen  liefsen,  er  hängt  daher 
ausschliefslich  ab  von  den  Durchmesserp'aaren  OA,  a  und  OB,  h.  — 
Wir  beachten  jetzt,  dafs,  weil  M  ein  Punkt  von  F  war,  dieser  Kurve 
auch  die  Punkte  P  und  N  angehören,  die  in  der  Symmetrie  5^  und 
Sj,  dem  Punkte  ilf  entsprechen;  ebenso  wie  Q  dem  P  in  5^  ent- 
spricht.   Aufserdem  entsprechen  sich  N  und  Q  in  der  Symmetrie  5^, 
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die  durcli  den  Durcliniesser  OC  und  die  zu  ihm  konjugierte  Rich- 
tung e  bestimmt  ist;  demnacli  entspricht  F  auch  sich  seiher  in  der 
Symmetrie  5^.  Wenden  wir  nun  dieselbe  Überlegung  wie  bei  OÄ 
und  OB  auf  das  Paar  OB  und  00.  an^  so  gelangen  wir  zu  einer 
neuen  Symmetrie  5^^  welche  jedoch  mit  einer  der  vorigen  zusammen- 
fallen kann.  Fahren  wir  so  fort^  so  erkennen  wir:  Alle  diircli  einen 
Punkt  gellenden  Durchmesser  einer  Kurve  gehören  einem  Kegel- 
schnitte an,  in  welchem  sie  zu  den  Richtungen  der  Sehnen  seihst 
konjugiert  sind,  und  hegrenzen  jeder  mit  dem  folgenden  und  dem 
zugehörigen  Bogen  des  Kegelschnittes  einander  gleich  grofse  Sek- 
toren. Im  Speziellen:  Alle  durch  einen  Punkt  laufende  Axen  einer 
Kurve  bilden  mit  einander  gleiche  Winkel.  —  Aus  den  obigen  Über- 
legungen geht  hervor^  dafs,  wenn  die  Kurve  F  unendlich  viele  Durch- 
messer besitzt,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  so  hat  sie  mit  dem 
Kegelschnitte  K  unzählig  viele  Punkte  gemeinsam,  müfste  daher  not- 
wendigerweise transzendent  sein;  daher  hahen  die  algebraischen 
Kurven  eine  endliche  Zahl  von  Durchmessern,  die  durch  einen  Punkt 
laufen.  Im  Falle  ihre  Ordnung  ungerade  ist,  kann  die  Zahl  der- 
selben die  Ordnung  der  Kurve  nicht  übersteigen,  aus  dem  Grunde, 
weil  mit  jeder  Symmetrie,  in  Bezug  auf  eine  Axe,  ein  unendlich 
ferner  Punkt  der  Kurve  selbst  verknüpft  ist.  Insbesondere:  Die  durch 
denselben  Punkt  gehenden  Axen  einer  algebraischen  Kurve  hilden 
eine  Windrose. 

Bei  dem  Beweise  des  ersten  der  vorigen  Sätze  sind  zwei  An- 
nahmen stillschweigend  ausgeschlossen  worden:  erstens,  dafs  a  und  h 
zusammenfallen,  zweitens,  dafs  die  beiden  Durchmesser  parallel  sind. 
Wir  müssen  jetzt  zusehen,  was  in  jedem  dieser  Spezialfälle  ein- 
treten wird: 

a)  Im  ersten  Falle  ziehen  wir  (Taf.XIII,  Fig.  98)  eine  Gerade  AB 
parallel  zur  gemeinsamen  Richtung  von  a  und  &.  Nehmen  wir  dann 
beliebig  einen  Punkt  M  von  F  und  suchen  die  entsprechenden  P  und 
N  in  5^  und  5^,  darauf  den  dem  P  in  5^  entsprechenden  Q^  es  ist 
klar,  dafs  die  Punkte  N,  P,  Q  auf  der  durch  M  zu  AB  gezogenen 
Parallelen  liegen,  und  dafs,  wenn  man  auf  dieser  Geraden  die  Strecke 
BC=AB  nimmt,  die  Punkte  N  und  Q  sich  in  der  Symmetrie  5^ 
entsprechen,  welche  als  Axe  00  und  als  konjugierte  Richtung  AB 
hat,  und  dafs  die  Kurve  F  sieh  auch  dieser  dritten  Symmetrie  er- 
freut. Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,  so  sehen  wir:  Wenn  eine 
Kurve  zwei  sich  schneidende  Durchmesser  hat,  die  derselben  Sehnen- 
richtung konjugiert  sind,  ^o  hat  sie  unzählige  andere,  die  durch 
denselhen  Punkt  gehen,  und  die  auf  einer  Geraden,  welche  diese 
Richtung  hat,  einander  gleiche  Strecken  ahschneiden. 

b)  Im  zweiten  Falle,  wenn  AA  und  BB'  zwei  parallele  Durch- 
messer der  Kurve  F  sind,  den  Richtungen  der  Geraden  a  und  h  bezw. 
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konjugiert,  so  konstruiere  man  eine  Parabel  K,  in  welcher  den  Durch- 
messern AA^  BB'  die  zu  a  und  h  parallelen  Sehnen  konjugiert  sind- 
wenden  wir  die  vorige  Überlegung  mit  den  nötigen  Modifikationen 
an,  so  ergiebt  sich:  Wenn  eine  Kurve  zwei  parallele  Durclimesser 
hat,  so  hat  sie  deren  nnendlich  viele  in  gleichen  Ahständen  von 
einander,  die  derselhen  Parahel  angehören,  in  welcher  sie  zu  den- 
selben Sehnen  konjugiert  sind. 

155.  Die  unter  diesen  beiden  Voraussetzungen  betrachteten 
Kurven  F  sind  sämtlich  transzendent;  wir  werden  daher  nicht  weiter 
von  diesen  Voraussetzungen  sprechen  und  kehren  zu  dem  allgemeinen 
Falle  zurück,  um  zu  zeigen,  wie  man  analytisch  die  übrigen  Durch- 
messer einer  Kurve  F  bestimmt,  die  zwei  schon  bekannte  Symmetrieen 
besitzt.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir  ein  kartesisches  Koordinaten- 
system, welches  OA  und  a  als  Axen  hat;  wir  nehmen  an,  dafs  a  der 
von  den  Axen  gebildete  Winkel  sei,  und  dafs 

y  =  mx,        y==nx 

die  Gleichungen  von  OB  und  h  seien.  Haben  m  und  n  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  so  sind  die  Kegelschnitte  IC  sämtlich  Ellipsen; 
die  Gleichung  einer  von  ihnen  möge  sein 

l+S-i w 

Da  0  J.  und  h  zwei  konjugierte  Durchmesser  von  (5)  sind,  so  besteht 

die  Beziehung;                                ,    ?>^       ^  /pn 

ö  ^^_|___=_0 (6) 

Gehen  wir  zu  Polarkoordinaten  q  und  cp  über,  wobei  0  Pol,  OA 
Polaraxe  ist,  so  müssen  wir  setzen 


n 


sin  cp  sin  (a  —  cp) 

o-T--^,  y=^Q  ' 

^      Hin  r/  '  ^  ^ 


5 


sm  ßj  '  ^         ^        sm  a 

wegen  (5)  bekommen  wir  dann: 

g  a^?>^sin^ßj 

^  a'^  sin^  <P  +  ^^  sin^  (a  —  9) ' 

Die  Fläche  des  Sektors  2J,  der  zwischen  dem  Halbmesser  OA  und 
dem  Halbmesser,  der  mit  OA  den  Winkel  9  bildet,  liegt,  wird  daher 
gegeben  durch 

^  ""  ¥ J  ^   '  ^^  —  2        J  ^^^in>+^"sin2 {a  —  "^ 

0  0 

2        J  fe^sin^o:  —  2  5^  sino:  •  cosa  •  tgqp -j- (a^ -|- ?;^cos^o:)tg^g) ' 
0 

nach  Ausführung  der  Integration  ergiebt  sich 

^         a&sino:  /«N 

2:= — - — (o,      ........     (7) 
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wenn  man  setzt 

,      (a^A-h^cos^cc^t^m  —  Z>^  sin  a  •  cos  0^ 

(D  =  arc  ts?  -^ — ^ ^  ,    .       ^ 

^  a  0  sm  a 

oder  aucli  wegen  Gleicliung  (6) 

(1  —  mn  0,0^^  a)  ig  cp -{-rnnsma  co^a  .^. 

t&C3  = . — — -.         .       .       .       (ö) 

y — mn  sma 

Betracliten  wir  im  besonderen  als  zweiten  Halbmesser  des  Sektors 
den  Halbmesser  OJB,  so  ist  in  diesem  Falle 

sin  cp                  111                     ^  sin  a 
^  =  __^ — z — ^        oder  auch      tg  qp  =  — -, : 

sm  (a  —  (p)^  ^  ^         1  +  m  cos a  ' 

infolgedessen  wird  Gleicbung  (8)  nach,  einigen  Reduktionen 

tg«  =  l/ir^|i^^^^. (9) 

'^  Y  n    1  -\-m  cos  a  ^  ^ 

Wenn  aber^  entgegen  der  yorbin  gemacbten  Annahme,  m  und  n  das- 
selbe Vorzeichen  haben,  so  sind  die  Kegelschnitte  K  sämtlich  Hy- 
perbeln.   Ist  nun                     ^2         y% 

^  —  ^  =  ^ ^^') 

eine  derselben,  so  hat  man  ^2 

^^  =  ■^2, (60 

es  besteht  auch  die  Gleichung  (7),  jedoch  der  Wert  von  cd  wird  nicht 
mehr  durch  (9)  gegeben,  sondern  durch  folgende  Gleichung: 

f-w  1  /m   14-'''^  cosoj  /rt/\ 

Zao  =  1/  -  -— T —  • (^  ) 

^  r     n    1  -f-  m  cos  a  ^    ^ 

Passen  wir  zusammen,  so  können  wir  sagen:  Die  Fläche  U  des  von 
den  beiden  gegebenen  Halbmessern  OÄ  und  OJB  begrenzten 
Sektors  des  Kegelschnitts  8C  ist  durch  (7)  gegeben,  während 
03  durch  (9)  oder  (9')  bestimmt  wird,  jenachdem  K  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel  ist.     In  dem  Spezialfälle,  dafs  OÄ  eine  Axe  ist, 

werden  die  Gleichungen  (7),  (9),  (9'),  weil  a  =  ^  ^^^p  ^^ 

^        ah  ,    o  m         er  9  ^^^ 


2       ;  ö  ^  ;  »  ^ 


die  von  Wantzel   aufgestellt   wurden,   der   stillschweigend    annahm, 
dafs  der  erste  Durchmesser,  von  dem  man  ausging,  eine  Axe  sei. 

Wir    betrachten    nun    einen    dritten  Durchmesser    der   Kurve  P, 
OC  und   den    dazu  j  konjugierten.     Wenn  y  =  m'x  und  y  =  nx  die 


Gleichungen  dieser  beiden  sind,  so  ist 


m'n==mn'j     ........     (10) 

Die  Fläche  des  Sektors  BOG  wird  gleich  sein  der  des  Durchmessers 
AOBy  daher  wird  die  des  Sektors  AOG  das  Doppelte  von  der  des 
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Sektors  ÄOB  sein^  also  gleich.  — ^—  -2(0^  und  man  erhält^  je  nach 
dem  Falle^  Ellipse  oder  Hyperbel 

tg2o3=r/ 7- T-r—T— •.  (11) ,     Za2c3==  [/-r,  T    . .   (11) 

^  f  n  1  -\-m  cos  a        \    /  ^         o  r    n  1  -{-  m  cos  cc         ^     ^ 

Kombinieren  wir  (10)  mit  (11)  oder  (11');  so  erhalten  wir  m'  und  n, 
wodurch  dann  die  dritte  Symmetrie  bestimmt  ist,  welche  F  besitzt. 
Eine  vierte  erhalten  wir^  wenn  wir  einen  Durchmesser  OD  nehmen^  so 
dafs  der  Sektor  OAD  das  dreifache  von  ÄOB  ist^  u.  s.  f.  Es  ist 
klar^  dafS;  wenn  man  schliefslich  wieder  auf  den  Durchmesser  ÄO 
zurückkommt;  von  dem  man  ausgegangen  ist;  der  Fall  der  Ellipse  vor- 
liegen, und  der  durcb  Gleichung  (9)  definierte  Winkel  co  ein  aliquoter 
Teil  des  vollen  Winkels  sein  mufs. 

In    dem    Falle ;    dafs    die   beiden   Ausgangs  -  Symmetrieen    recht- 
winklig sind;  hat  man  a  =  -^  ^  aber  mn  ==  —  1;  und  Gleichung  (9) 

liefert  tg  o)  ==  m ,  wie  es  sein  mufs.     Wenn  aufserdem  noch  co  =  -7  ; 

so  hat  die  Kurve  F  als  Durchmesser  die  r  Geraden  durch  den  An- 
fangspunkt^ welche  mit  OA  die  Winkel  bilden 

^     TC     2ot     3  7C  (r  —  l)7t 

Nehmen  wir  an,  dafs  F  eine  algebraische  Kurve  sei^)  und  die  Polar- 
gleichung habe  ^.(^^^  ^^g  ^^  gi^^^  _  0  ^ 

so  mufs  f  von  der  Bescbaffenheit  seiu;  dafs  es  sich  nicht  ändert; 
wenn  das  Vorzeichen  von  (p  wechselt;  daher  dürfen  in  f  nur  die  ge- 
raden Potenzen  von  sing?  auftreten;  welche  man  vermittelst  der  Iden- 
dität  sin^  cp  =  \  —  cos^  tp  verschwinden  lassen  kann.  Alsdann  wird 
die  vorige  Gleichung  die  Form  annehmen: 

/^(^;     COS   9))      =     0. 

Da    nun    F  symmetrisch    ist    in   Bezug    auf   die    Gerade    ^  =  tg  — 

(ä;  =  1, 2,  3  . . .,  n  —  1),  so  wird  die  nunmehr  gefundene  Gleichung  iden- 
tisch sein  müssen  mit 

was  erfordert;  dafs  sie  von  der  Form  sei 

ofij^,  Q>osntp)  =  0. 

Machen  wir  hier  die  Voraussetzung;  dafs  g/  eine  algebraische;  ratio- 
nale und  ganze  Funktion  von  q  und  cosng?  sei;  oder  auf  eine  solche 


1)  Euler,  Introduetio  in  analysin  infmitorum  (Lausannae  1748)   Cap.  XV. 

Loria,  Ebene  Kurven,  23 
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zurückführbarj    so    erhalten    wir    damit    die    analytische    Darstellung 
einer    algebraischen  Kurve,    die    ^^-facli    axial -symmetriscli    ist^). 

Ein  Beispiel  von  Kurven  mit  einer  bestimmten  Zahl  von  Symmetrie- 
Axen  bieten  uns  die  Rhodoneen  (s.  Kap.  8  dieses  Abschnittes).  Ein 
zweites  liefern  die  Kurven,  die  durch  eine  Gleichung  von  folgender 
Form  darejestellt  werden 


'■ö'- 


Q  =  rj-^ , (12) 

^  1  -|-  e  COSTCO  ^  ^     ^ 

WO  p  eine  gegebene  Strecke  e  und  n  gegebene  Zahlen  sind.  Für 
^  =  0  stellt  diese  Gleichung  einen  Kreis  dar,  für  n  ==1  einen  Kegel- 
schnitt, dessen  Brennpunkt  der  Pol  ist;  demnach  können  die  frag- 
lichen Kurven  als  analytische  Verallgemeinerung  der  Kegelschnitte 
aufgefafst  werden,  können  daher  denjenigen  zugesellt  werden,  von 
denen  im  2. — 6.  Kap.  dieses  Abschnittes  die  Rede  war.  Sie  wurden 
jedoch  nicht  in  Hinsicht  hierauf  eingeführt,  sondern  wegen  der  An- 
wendung, die  man  von  ihnen  in  der  Kinematik  macht,  woselbst  sie 
nach  einem  Vorschlage  von  Laboulaye^)  den  Namen  Kurven  mit 
^Bäuchen  (courbes  ä  n  ventres)  tragen.     Setzt  man 

Q^  =  a(l  +  e  cos  nco) , 

so  hat  man  die  Gleichung  der  Konchoide  einer  Rhodonee;  infolge- 
dessen kann  man  (12')  schreiben  als 

Eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  ist  die  Inverse  einer  Rhodoneenkonclioide; 

damit  ist  ein  Weg  zu  ihrer  Konstruktion  gegeben. 

Die  blofse  Betrachtung  der  Gleichung  (12)  führt  uns  zu  einer 
wichtigen  Einteilung.  Ziehen  wir  nämlich  in  Erwägung,  dafs,  wenn 
wir  03  derart  wählen,  dafs 

1  +  e  COSTCO  ==  0, (13) 

so  mufs  ^  ==  oo  werden;  nun  hat  diese  Gleichung  für  m  nur  dann 
reelle  Wurzeln,  wenn  |e|^l;  folglich:  Die  durch  (12)  dargestellten 
Kurven  erstrecken  sich  ins  Unendliche,  wenn  |e|^l,  andernfalls 
liegen  sie  ganz  innerhallb  des  Kreisringes,  der  von  den  mit  den 
Radien  p :  1 1  +  ^  I  ^^  ^^^^  P^l  beschriehenen  Kreisen  hegrenzt  wird. 
Im  ersteren  Falle  setzen  wir ==  cos  a ;     die    Gleichung  (1) 

wird  alsdann                                pco^a  /la/x 

o  = ( li  ) 

>  POS  fv  PAS  'Vi.m  ^  ■^ 


1)  Weitere  Entwickelungen  über  derartige  Kurven  finden  sich  in  der  Ab- 
handlung von  E.  Ciani,  Jje  linee  diametrali  delle  curve  algehriche  piane^  in  parti- 
colare  i  lori  assi  di  simmetria  (Pisa  Annali,  1889). 

2)  Traue  de  cinematique  (Paris  1849).  Wir  entnehmen  diese  Citation 
ebenso  die  Deünitionsgleichung  (12)  aus  Brocard,  Notes  de  hihliograpliie  des 
courhes  geometriques  (Bar-le-Duc  1897,  S.  65 — 66). 
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und  (13)  liefert  nun 

Bezeichnen  wir  mit  /3  einen  beliebig-en  der  Winkel  -f-^"*      ^^  ,  und 

betrachten  somit  einen  beliebigen  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
der  fraglichen  Kurve,  nennen  d  den  Abstand  der  entsprechenden 
Asymptote  vom  Pol,  so  haben  wir^) 


d  ==  lim  o  (cl)  —  ß)  =  lim (co  —  S) 


=  p  COS  a  lim 5 — = ; =  -=H-  =  +  '^—' — —  • 

■^  cos  np  —  cos  na  n       sinnß         ntg  cc         — ■  n 

Weil  dieser  Ausdruck  unabhängig  von  h  ist,  so  ergiebt  sich:  Wenn 
eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  unendliche  Zweige  hat,  so  herühren  die 
zugehörigen  Asymptoten  einen  und  denselhen  mit  der  Kurve  kon- 
zentrischen Kreis. 

Wir  beachten  nun^),  dafs,  wenn  6  =  ~  gesetzt  wird,  der  Krüm- 

Q 

mungsradius  in  Polarkoordinaten  im  allgemeinen  durch  die  Formel 
öieejeben  wird: 


/da\ 

R  = 


3/    I  ^^'^\   ' 


daher  sind  alle  diejenigen  Punkte  Wendepunkte,  für  welche 

'    do)^ 

wird;   wenden    wir    dies    auf   den   Fall    0  =  — ^ ^    a^,    so    er- 

halten  wir  1  _j_  ^(i  _  ^2)  cos  ^o?  =  0 , 

welches  mit  (2)  kombiniert  liefert 

n^  —  l 

damit  ist  gezeigt:  Alle  Punkte,  in  welchen  die  durch  (12)  dargestellte 
Kurve  von  dem  konzentrischen,  mit  dem  Radius  - — 3— p  heschrie- 

benen  Kreise  geschnitten  wird,  sind  Wendepunkte  derselben. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist  (und  dies  ist  der  häufigste  Fall,  der 
auch  in  Betracht  kam,  als  man  den  hier  untersuchten  Kurven  ihren 
Namen  gab),  so  ist  die  durch  (12)  dargestellte  Kurve  rational.  Geht 
man  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  wird  diese 


1)  Siehe  z.  B.  Hoüel,  Cours  de  Galcul  infmiUsimal  IL  (Paris  1878)  S.  22. 

2)  Serret,  Galcul  differentiel  2.  Aufl.  (Paris  1879)  S.  305. 

23* 
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wenn  n  gerade: 

wenn  n  ungerade:  \  (14) 

[e  [x^  —  i^fjx^-^y^-] )  —  p(x^  +  y^f^J—  {x^  +  y^Y  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sicli:  Eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  ist  von  der  Ord- 
nung 2nj  und  das  Centrum  ist  ein  2{n  —  l)-facher  Punkt,  dessen 
zugehörende  Tangenten  mit  den  durch  die  Kreispunkte  der  Ebene 
gehenden  Geraden  zusammenfallen.  —  Das  Verhalten  der  Kurve  im 
Unendlichen  ist  verschieden,  jenachdem  7^  gerade  oder  ungerade.  Im 
ersten  FaUe  hat  sie  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  n  Doppel- 
punkte; im  zweiten  Falle  sind  ihre  unendlich  fernen  Punkte  sämtlich 
voneinander  getrennt.  —  Wollen  wir  für  den  Fall,  dafs  n  eine  ge- 
brochene Zahl  ist,  die  kartesische  Gleichung  und  somit  die  Ordnung 
der  Kurve  auffinden,  so  können  wir  ein  Verfahren  anwenden,  das 
demjenigen  nachgebildet  ist,  welches  wir  in  Nr.  135  bei  den  Rho- 
doneen  angewandt  haben;  diese  Rechnung  auszuführen  überlassen  wir 
dem  Leser. 

Ein  drittes  Beispiel  einer  Kurve,  die  in  Bezug  auf  mehrere  Axen 
symmetrisch  ist,  bietet  uns  der  Ort  der  Punkte,  die  gleich  stark 
erleuchtet  werden  von  n  gleichen  Lichtern,  die  auf  den  Ecken  eines 
regulären  n-Ecks  verteilt  sind.  Ein  solcher  Ort  ist  offenbar  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  jeden,  entweder  durch  die  Ecken  oder  die 
Seitenmitten  des  Polygons  gehenden  Durchmesser  des  umbeschrie- 
benen Kreises.  Unter  der  gewöhnlichen  Voraussetzung,  dafs  die  Stärke 
der  Beleuchtung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung 
des  beleuchteten  Punktes  vom  leuchtenden  Punkte  ist,  und  dafs  die 
Koordinaten  der  Ecken  des  gegebenen  regulären  Vielecks  seien 

X  =  li  cos  —  ,         y  =  Jti  sm  —     (^  =::-  o,  i,  2,  3  . . .  :^  —  1) 

ist  die  Gleichung  des  fraglichen  Ortes  ersichtlich 

A;=w  —  1 

A;=o {x  —  B COS 1  -|-  [y  —  it sm 1 

Den  Ort  selbst  kann  man  Isophane  nennen^). 


•   (15) 


1)  Der  einfacliste  Fall   der   courbes  isophanes,    ^  =  2,   findet  sich   in 
ip.  Catalan,  Manuel  des  candidates  ä  VJEcole  poIytecJinique  I.  (Paris  1857)  S.  330. 
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Vierzehntes  Kapitel. 

Autopolare  Kurven,  anallagmatisclie  und  Riclitungskurven. 

156.  Die  Untersucliung  der  Kurven/  denen  das  vorige  Kapitel 
gewidmet  war,  führt  uns  zu  dem  ungemein  vielgestaltigen  Problem, 
solche  Kurven  aufzusuchen,  die  bei  einer  bestimmten  geometrischen 
Transformation  sich  selber  entsprechen.  Einen  anderen  speziellen 
Fall  dieser  Frage  bietet  die  Untersuchung  der  autopolaren  Kurven 
dar,  d.  h.  solcher  Kurven,  die  sich  in  sich  selbst  verwandeln,  wenn 
sie  einer  polaren  Transformation  unterzogen  werden.     Sei 

x,^  +  x,'  +  x,'  =  0 (1) 

die  homogene  Gleichung  des  Direktrix-Kegelschnittes  F  einer  ebenen 
Polarität;  es  giebt  dann  oo^  Kegelschnitte  27,  die  zu  sich  selbst 
polar  sind  in  Bezug  auf  jT;  leicht  sieht  man,  dafs  deren  allgemeine 
Gleichung  lautet: 

2{l,x,  +  l,x,  +  %x,f  -  (§1^  +  1,^  +  ^,'){x,'  +  X,'  +  X,')  =  0 ,  (2) 

WO  die  I  beliebige  Parameter  sind.  Während  hiermit  das  Problem 
der  Bestimmung  der  zu  F  autopolaren  Kurven  zweiter  Ordnung  er- 
ledigt ist,  wird  das  analoge  Problem  für  die  Kurven  höherer  Ord- 
mmg  in  folgender  Weise  gelöst^): 

Nehmen  wir  an,  dafs  in  (2)  die  |  beliebige  Funktionen  eines 
Parameters  seien,  dann  stellt  (2)  oo^  Kegelschnitte  H  dar-,  die  Enve- 
loppe  derselben  besteht  aus  der  Kurve  T  und  einer  Kurve  K,  die 
autopolar  in  Bezug  auf  JT  selbst  ist.  Ist  nämlich  A  der  Berührungs- 
punkt von  JT  mit  einer  der  H  und  h  die  gemeinsame  Tangente  in  A 
an  beide  Kurven,  dann  entspricht  in  der  gegebenen  Polarität  E  der 
Annahme  gemäfs  sich  selber,  der  K  entspricht  eine  Kurve  K',  die  H 
im  Pole  Jß  von  &  berührt,  weshalb  K'  in  gleicher  Weise  wie  K  die 
Enveloppe  der  betrachteten  Kegelschnitte  ZI  ist;  daher  fällt  K'  mit 
K  zusammen,  mit  allenfallsiger  Ausnahme  gewisser  Teile,  die  durch 
den  Kegelschnitt  F  dargestellt  werden  ein-  oder  mehrfach  genommen. 
Umgekehrt  kann  jede  in  Bezug  auf  F  autopolare  Kurve  K  auf 
diese  Weise  erzeugt  werden.  Ist  nämlich  A  ein  Punkt  von  K,  und  & 
die  entsprechende  Tangente,  so  berührt  der  Voraussetzung  nach  die 
Polare  a  von  J.  K  im  Punkte  jB,  welcher  der  Pol  von  &  ist;  man 
kann  daher  einen  Kegelschnitt  H  auffinden,  der  autopolar  in  Bezug 
auf  F  ist,  der  die  Geraden  a  und  h  bezw.  in  A  und  B  berührt;  dieser 
ist  daher  auch  doppeltberührend  für  K;  diese  ist  demnach  die  Enve- 
loppe von  unendlich  vielen  autopolaren  Kegelschnitten,   was  zu  be- 


1)  P.  Appell,  Courhes  autopolaires  (Nouv,  Ann.  de  Math.:,  3.  Ser.  XlII^  1894). 
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weisen  war.  —  Die  Untersuchung  der  autopolaren  Kurven  ist  somit 
auf  ein  Problem  zurückgefülirt ,  das  die  Enveloppe  einer  Reihe  von 
oo^  Kegelschnitten  betrifft. 

Die  Frage;  ob  es  Kurven  giebt,  die  in  Bezug  auf  eine  endliche 
Zahl  von  Kegelschnitten  autopolar  sind,  ist  unseres  Wissens  noch 
nicht  behandelt  worden.  Pouret  dagegen  hat  gezeigt^);  dafs  es 
Kurven  giebt^  die  ihre  eigenen  Polaren  in  Bezug  auf  oo^  Kegelschnitte 
sind;  solche  spezielle  Kurven  sind  die  interscendenten  Parabeln,  denen 
wir  in  Nr.  157  begegnen,  und  die  wir  ex  professo  im  folgenden  Ab- 
schnitte untersuchen  werden. 

157.  In  der  Geschichte  der  geometrischen  Transformationen 
folgt  auf  die  Theorie  der  projektiven  Transformationen  (kollineare 
oder  reziproke)  der  Zeitfolge  nach  das  Studium  der  Transformation 
durch  reziproke  Radien  oder  der  Inversion;  demnach  folgt  auf  die  in 
sich  selbst  durch  KoUineation  oder  Reziprozität  transformierten  Kurven 
(mit  denen  wir  uns  im  Vorigen  beschäftigt  haben)  naturgemäfs  die 
Betrachtung  der  Kurven,  die  durch  eine  Inversion  in  sich  selbst  trans- 
formiert werden.  Es  sind  dies  diejenigen  Kurven,  die  —  nach  der 
von  Moutard  vorgeschlagenen  Benennung^)  —  anallag matische 
Kurven  genannt  werden,  eine  Bezeichnung,  die  (von  a  privans  und 
äXXdtrWj  ich  ändere,  hergeleitet)  ein  wenig  unbestimmt  ist. 

Es  sei  <^  eine  Inversion,  die  durch  den  Kreis  Sl  mit  dem  Cen- 
trum 0  und  dem  reellen  oder  rein  imaginären  Radius  r,  bestimmt  ist^). 
Es  giebt  dann  cx)^  Kreise  K  rechtwinklig  zu  Sl]  jeder  ist  bekanntlich 
anallagmatisch.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  M  der  Ebene  gehen 
cx)^  Kreise  K;  alle  diese  gehen  dann  auch  durch  den  Punkt  cf{M), 
der  durch  die  Transformation  cf  aus  M  entsteht^);  durch  zwei  be- 
liebige Punkte  der  Ebene  (in  endlicher  oder  unendlich  kleiner  Ent- 
fernung) geht  dagegen  nur  ein  einziger  und  bestimmter  Kreis  K. 

Ist  nun  J"  eine  reelle  Kurve,  anallagmatisch  in  Bezug  auf  die 
Inversion  ^,  P  einer  ihrer  Punkte  und  t  die  bezügliche  Tangente,  so 
giebt  es  einen  Kreis  K,  der  die  Gerade  t  im  Punkte  P  berührt.     Da 

1)  S.  die  Note  Sur  les  courhes  planes  ou  surfaces  qui  sont  leurs  propres  po- 
laires  reciproques  par  rapport  ä  une  infinite  des  coniques  ou  surfaces  du  second 
ordre  (Bull,  de  la  Soc.  Philom.,  Paris  1878). 

2)  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  reciproques  (Nouv,  Ann.  de 
Math.  2.  Ser.  III,  1864).  —  Für  das  Folgende  s.  besonders  J.  de  la  Gournerie, 
Memoires  sur  les  lignes  spiriques  (Liouvilles  Journ. ,  2.  Ser.  lY,  1869).  Andere 
wichtige  Betrachtungen  sind  von  Ribaucour  gemacht  in  der  Memoire  sur  les 
courhes  enveloppes  de  cercles  et  sur  les  surfaces  enveloppes  de  spheres  (Nouv.  Corr. 
math.  V,  1879,  und  VI,  1880)  und  in  der  Note  von  Liguine,  Sur  les  aires  des 
courhes  anallagmatiques  (Bull,  des  Sc.  math.  2.  Ser.  V,  1881). 

3)  Man  nennt  ihn  den  Inversions-Kreis. 

4)  Wir  bezeichnen  im  allgemeinen  mit  eif{^)  das,  was  man  erhält,  wenn 
man  auf  die  Figur  $  die  Inversion  ^  anwendet. 
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nun  sowohl  F  als  auch  K  anallagmatiscli  sind,  so  entspricht  dem 
Punkte  P  ein  anderer  Punkt  cJ^{P)j  der  K  und  F  gemeinsam  ist- 
und  da  die  Inversion  eine  Berührungstransformation  ist,  so  berühren 
sich  F  und  K  auch  in  ^(P).  K  ist  also  ein  Kreis,  der  F  zweifach  be- 
rührt; variieren  wir  P,  so  nimmt  K  oo^  Lagen  an,  dabei  wird  sein  Mittel- 
punkt eine  gewisse  Kurve  zJ  beschreiben;  nach  einem  Vorschlage  von 
de  la  Grournerie  heifst  sie  die  Deferente,  sie  ist  algebraisch,  wenn 
F  es  ist;  ihre  Ordnung  wollen  wir  im  Folgenden  mit  n  bezeichnen. 
Wir  können  dann  sagen:  Jede  Ibelielbige  anallagmatische  Kurve  kann 
als  Enveloppe  der  oo^  Lagen  eines  zu  einem  festen  Kreise  ortho- 
gonalen Kreises,  dessen  Centrum  eine  gegelbene  Kurve  durchläuft, 
angesehen  werden.  Umgekehrt  ist  klar,  dafs,  wie  auch  immer  man 
die  Deferente  und  den  gegebenen  Kreis  wählt,  man  jedesmal  als  Enve- 
loppe eine  anallagmatische  Kurve  erhält.  Nicht  ausgeschlossen  ist, 
dafs  der  Radius  von  £1  gleich  Null  ist;  alle  Kreise  K  gehen  dann 
durch  0.  Wenn  wir  im  allgemeinen  Falle  zwei  aufeinanderfolgende 
Punkte  von  z/,  D^  und  Dg  betrachten  sowie  die  zugehörigen  Kreise 
K^  und  Kg,  so  schneiden  sich  diese  in  zwei  Punkten  P  und  Q  von  jT, 
die  symmetrisch  zu  einander  in  Bezug  auf  die  Gerade  Di  Dg  liegen, 
welche  ja  eine  Tangente  von  z/  ist;  folglich:  Die  Strecke  zwischen 
zwei  korrespondierenden  Punkten  einer  anallagmatischen  Kurve  wird 
durch  die  entsprechende  Tangente  der  Deferente  senkrecht  halbiert. 
Die  Kreise  K  bilden  ein  einfach  unendliches  System,  auf  welches 
man  die  Chasles'sche  Methode  der  Charakteristiken  anwenden  kann; 
wir  nennen  daher  ^  die  Zahl  der  Kreise  K,  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  gehen,  v  die  Anzahl,  derer,  die  eine  beliebige  Gerade 
berühren,  a  die  Zahl  der  als  Hüllkurven  in  ein  Punktepaar  degene- 
rierten Kreise  K  und  ß  die  Zahl  der  als  Ortkurven  in  ein  Geradenpaar 
degenerierten.  Um  diese  vier  Zahlen  zu  bestimmen,  genügt  es,  zwei 
direkt  zu  bestimmen  und  dann  die  bekannten  Formeln  von  Chasles 
anzuwenden:  9,,        ,,       ^         9^,        „        o 

Man  findet  nun  [n  auf  folgende  Weise:  Alle  Kreise  K,  die  durch  M 
gehen,  gehen  auch  durch  <^(i)tf);  ihre  Mittelpunkte  liegen  daher  auf 
der  Geraden  r,  die  die  von  M.  und  ef{M)  begrenzte  Strecke  senkrecht 
halbiert;  anderseits  gehören  ihre  Mittelpunkte  auch  der  Kurve  z/  an,  sie 
sind  daher  nichts  anderes,  als  die  Schnitte  von  r  mit  z/;  das  beweist 
uns,  dafs  /i  =  n.  Um  ß  zu  finden,  beachten  wir,  dafs,  wenn  F  einer  der 
2^  Schnittpunkte  von  T  und  Sl  ist,  die  Verbindungslinien  F  mit  den 
Kreispunkten  der  Ebene  einen  degenerierten  Kreis  des  Systems  bilden; 
wenn  dann  TJ  einer  der  n  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  F  ist, 
so  bilden  der  zu  OF  senkrechte  Durchmesser  von  ^  und  die  unend- 
lich ferne  Gerade  einen  ferneren  degenerierten  Kreis  des  Systems ;  es 
ist  leicht  einzusehen,  dafs  es  weitere  nicht  giebt;  demnach  ist  ß  =  ?>n. 
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Setzen  wir  nun  die  für  [i  und  ß  gefundenen  Werte  in  die  vorigen 
Gleicliungen  ein,  so  folgern  wir,  dafs  v  =  2n  ist  (also  doppelt  so 
grofs  als  die  Ordnung  der  Deferente),  und  dafs  (x  =  0. 

Aus  der  zur  Bestimmung  von  ß  gemachten  Überlegung  ergeben 
sich  zu  gleicher  Zeit  folgende  beiden  Eigenschaften  der  anallagmati- 
schen  Kurve  F:  Die  2n  Sdinittpiiiikte  von  F  mit  der  Peripherie  von 
ß  sind  Brennpunkte  der  Kurve;  die  durch  den  Mittelpunkt  von  S2 
rechtwinklig  zu  den  Asymptoten  der  Deferente  gezogenen  Geraden 
sind  ehensoviele  Doppeltangenten  der  anallagmatischen  Kurve. 

Im  allgemeinen  geht  F  nicht  durch  den  Mittelpunkt  0  von  Sl^ 
daher  schneidet  jede  durch  0  gezogene  Gerade  r  sie  in  einer  ge- 
wissen Anzahl  von  Punktepaaren  M  und  c^(üf);  da  die  Gerade^  welche 
die  Verbindungslinie  dieser  beiden  senkrecht  halbiert^  Tangente  an  z/ 
ist,  so  ist  die  Zahl  dieser  Punktepaare  gleich  der  Zahl  der  zu  r  senk- 
rechten Tangenten  von  z/,  d.  h.  gleich  der  Klasse  von  z/.  Wir  sind 
also  zu  dem  Schlüsse  berechtigt:  Die  Ordnung  einer  anallagmatischen 
Kurve  ist  im  allgemeinen  doppelt  so  grofs,  als  die  Klasse  ihrer 
Deferente. 

Betrachten  wir  noch  einen  durch  0  gehenden  Kreis  A,   so  wird 
dieser  die  Kurve  F  in  einer  gewissen  Zahl  x  von  reellen  Punkten  X 
schneiden.     Wir  führen  nun  auf  die   ganze  Figur   die   gegebene  In- 
version aus.     A  wird  sich  dann  in  eine  Gerade  l  und  F  in  sich  selbst 
transformieren;    daher    werden    die  Punkte  <5'(X)    die   Schnitte  von  l 
und  F  sein;    x  ist   also  gleich  der  Ordnung  von  F^  d.  h.  gleich  dem 
Doppelten  der  Klasse    der  Deferente.     Andererseits    ist    die   Gesamt- 
zahl  der   Schnitte  von   F  und  z/,    da    sie    doppelt    so    grofs    als    die 
Ordnung  von  F  ist,  gleich  dem  Vierfachen  der  Klasse  der  Deferente; 
folglich:   Eine   reelle   anallagmatische  Kurve  geht  durch  jeden  der 
Kreispunkte  der  Ebene  so  oft,  als  die  Klasse  ihrer  Deferente  dies 
angieht.     Es  ist  leicht   einzusehen,    dafs   die  bezüglichen  Tangenten 
auch  die  Deferente  berühren,  in  der  Art,  dafs  die  Brennpunkte  der 
Deferente  singulare  Brennpunkte  der  anallagmatischen  Kurve  sind.  — 
Die    anallagmatische  Kurve   kann   auch  vielfache  Punkte  haben;    sie 
entsprechen  den  eventuellen  vielfachen  Tangenten  der  Deferente  paar- 
weise.   Wenn  diese  eine  allgemeine  Kurve  von  der  Klasse  N  ist,  so 
bestimmt  sie  mit  dem  Kreise  ^  eine  allgemeine  anallagmatische  Kurve 

F  von  der  Ordnung  2  N]  diese  Kurve  F  hängt  daher  von  — -  -{-  3 

Konstanten  ab,  kann  daher  durch  ebensoviele  beliebige  Punkte  der 
Ebene  hindurchgehen;  die  Gleichung  einer  solchen  Kurve  kann  immer 
in  die  Form  gebracht  werden  -F(fi7  ^2?  A)  ==  0,  wo  F  eine  ternäre 
Form  vom  Grade  N  und  fi=0,  /2  =  0,  f^=  0  die  Gleichungen 
dreier  Kreise  sind,  die  nicht  demselben  Büschel  angehören  und  deren 
Orthogonalkreis  der  Inversionskreis  von  F  ist. 
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In  dem  Falle ^  den  wir  bis  jetzt  ausgescUossen  haben,  dafs  die 
Deferente  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt,  vermindert  sieb  die 
Ordnung  der  anallagmatiscben  Kurve  um  eine  Einheit  und  die  Kurve 
geht  dann  durch  den  Pol  der  Inversion;  wenn  aber  die  Berührung 
zweiter  Ordnung  ist,  so  beträgt  die  Verminderung  zwei  Einheiten; 
demnach  kann  man  sagen:  Die  Ordnung  einer  anallagmatischen  Kurve 
ist  gleich  der  doppelten  Klasse  der  Deferente  vermindert  um  die 
Zahl  der  Berührungen,  welche  diese  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden hat,  und  vermindert  um  die  doppelte  Anzahl  ihrer  luflexions- 
tangenten,  die  mit  der  Geraden  seihst  zusammenfallen.  Die  übrigen 
vorhergehenden  Sätze  erleiden  infolgedessen  Modifikationen,  die  der 
Leser   auch  leicht  ohne  unsere  Hilfe  finden  dürfte. 

r  sei  wiederum  eine  anallagmatische  Kurve;   sie  wird  die  Enve- 
loppe  von  oo^  Kreisen  K  sein,  die  senkrecht  zu  einem  Kreise  Sl  sind. 
Wir  wenden  auf  dieses  System  eine  beliebige  Inversion  ^  an;  es  ent- 
steht  dann    ein    System  von   oo^  Kreisen  K,    die   alle   orthogonal  zu 
einem  Kreise  £1  sind  (dem  Transformierten  von  Sl)  und  deren  Enve- 
loppe  eine  anallagmatische  Kurve  F  ist;   da  nun  JT  dasselbe  ist,   als 
was  man  erhält,  wenn  man  F  der  Inversion  cf  unterwirft,  so  ist  klar: 
Transformiert  man  eine  anallagmatische  Kurve  durch  reziproke  Ra- 
dien, so  erhält  man  eine  andere  Kurve  derselben  Art.  —  Machen 
wir  hiervon   sogleich  eine  Anwendung:  Eine  orthogonale  Symmetrie 
S  in  Bezug  auf  eine  Axe  a  kann  als   eine  Grenzform  der  Inversion 
aufgefafst  werden;   der  feste  Kreis  hat  als  Peripherie  die  Axe  a  und 
als  Centrum    den   unendlich    fernen  Punkt   in    der    zu  a  senkrechten 
Richtung;  daraus  folgt:  Transformiert  man  eine  Kurve,  die  in  Bezug 
auf  eine  Axe  rechtwinklig  symmetrisch  ist,  durch  reziproke  Radien, 
so  erhält  man  eine  anallagmatische  Kurve.     Verfährt  man  in  der- 
selben Weise   mit    einer   Kurve,    die    mehrfache    rechtwinklige    Sym- 
metrieen   in   Bezug    auf  mehrere    durch  einen  Punkt  gehende  Axen 
besitzt,   so   gelangt  man  zu  einer  Kurve,   die  in  Bezug   auf  mehrere 
Kreise  desselben  Büschels  anallagmatisch  ist^). 

158,  Die  Untersuchung  der  anallagmatiscben  Ku.rven  kann  noch 
von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  in  Angriff  genommen  werden, 
der  wert  ist  hervorgehoben  zu  werden,  da  er  uns  zu  neuen  Resultaten 
führt.     Erinnern  wir  uns  nämlich^),  dafs,  wenn  man  eine  reelle  Kurve 

1)  Aufser  dieser  Kurve,  die  anallagmatisch  in  Bezug  auf  eine  endlicbe  Zahl 
von  Inversionen  ist,  giebt  es  eine,  nämlich  den  Kreis,  der  offenbar  anallagmatisch 
in  Bezug  auf  oo^  Inversionen  ist;  dafs  es  deren  keine  giebt,  die  anallagmatisch 
in  Bezug  auf  oo^  sind,  hat  G.  Fouret  bewiesen  in  der  Abhandlung  Recherche 
d'une  courhe  jplane  possedant  un  Heu  geometrique  de  pöles  principales  d'inversion 
(Nouv.  Ann.  de  Math.  3.  Ser.  II,  1883). 

2)  Man  s.  z.  B.  Darboux,  Sur  ane  classe  remarguable  de  courhes  et  de 
surfaces  algehriqiies  (Paris  1873)  S.  2. 
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r  von  der  Ordnung  7tj  die  den  Pol  und  die  imaginären  Kreispunkte 
I  und  e7  als  vielfache  Punkte  von  den  Ordnungen  bezw.  co,  t,  t', 
hat^  einer  Inversion  (^  unterzieht^  ihr  eine  Kurve  F'  von  der  Ord- 
nung n  =2n  —  {g)  ~\-2i)  entspricht^  für  welche  0^1,  J  vielfach 
sind  bezw.  nach  co'  =  n  —  2i,  i  ==  n  —  (o  -]-  t);  nun  ist  klar^  dafs^ 
damit  F  anallagmatisch  in  Bezug  auf  cJ  sei^  n  =%,  g)'  =  co,  l  =  l 
sein  mufs;  alle  diese  Bedingungen  werden  aber  erfüllt ,  wenn  man 
n  ==  CO  -\-  2l  setzt.  —  Geben  wir  dem  co  einen  beliebigen  Wert  p, 
gerade  oder  ungerade,  jenachdem  n  es  ist,  so  entsteht  eine  Kurve  F' 
von  der  n^^^  Ordnung,   die    0  als  |)-fachen  und  die   Kreispunkte  als 

— — ^-fache  Punkte  hat;  sie  wird  von  der  unendlich  fernen  Geraden 

in  p  weiteren  Punkten  geschnitten.  Ist  P  einer  derselben,  so  ent- 
spricht diesem  der  dem  0  unendlich  nahe  Punkt  auf  OP^  welcher 
Punkt,  wenn  F  anallagmatisch  ist,  zu  F  selbst  gehören  mufs;  dies 
besagt,  wenn  F  eine  anallagmatische  Kurve  ist,  die  p  Geraden  OP 
sind  nichts  anderes,  als  die  in  0  berührenden  Geraden.  Z.  B.:  wenn 
n  gerade  ist  und  wir  nehmen  i?  =  0,  so  erhalten  wir  Kurven  n^^"^  Ord- 

nung,  welche  die  Kreispunkte  der  Ebene  als  —-fache  Punkte  haben: 

sie  gehören  zur  Klasse  der  isotropische  Kurven^).  Wenn  man, 
bei  beliebigem  n,  p  ==  n  —  2  nimmt,  so  erhält  man^)  eine  Kurve 
^^ter  Ordnung  mit  einem  (n  —  2)-fachen  Punkte,  die  durch  die  Kreis- 
punkte und  durch  die  n  —  2  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden 
geht,  welche  die  Kurve  im  Punkte  0  berührt.  Eine  solche  Kurve 
auf  ein  orthogonales  Koordinatensystem  mit  dem  Ursprung  0  be- 
zogen, hat  eine  Gleichung  von  folgender  Form 

wo  fn-17  fn-2  hiuärc  Formen  in  x)y  sind  vom  Grade  n  —  1  und 
n  —  2  und  B  eine  Konstante  ist.  Beim  Übergang  zu  Polarkoordi- 
naten wird  diese 

^^/'^_ 2 (cos  03,  sin  cd)  +  ^/'^_i(cosca,  sinca)  -\-  J?Y^_2(cos  co,  sinca)  =  0. 

Wenn  man  also  mit  q^^  q^  ^^^^  Werte  von  q  bezeichnet,  welche  dem- 
selben Werte  von  m  entsprechen,  so  hat  man  q^-  ^2==  P^?  was  be- 
stätigt, dafs  die  genannte  Kurve  durch  eine  Inversion  mit  dem  Cen- 
trum 0  und  der  Potenz  R^  in  sich  selbst  transformiert  wird;  im  Falle 
p  ^=  n  —  2   sind   die  vorhin  gefundenen  Bedingungen  demnach  nicht 


1)  Index  du  Bepertoire  hihUograpJiiqiie  des  Sciences  mathematiques  (Paris 
1893)  S.  51,  nach  einem  Vorschlage  von  M.  d'Ocagne  (Journ.  de  math.  spec. 
III.  Reihe,  I,  S.  125)  so  benannt;  E.  Ciani  {Le  linee  diametrali  etc.)  zog  den 
Namen  hypercyklische  Kurven  vor. 

2)  Piquet,  Sur  une  nouvelle  espece  de  courhes  et  de  surfaces  anallagma- 
tiques  (C.  R.  LXXXVII,  1878). 
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nur  notwendig,  sondern  ancli  hinreicliend;  damit  die  Knrye  anallagma- 
tisch  sei.  Alle  Kurven  rt}^^  Ordnung,  die  mit  den  vorhin  beschriebenen 
Eigentümlichkeiten  versehen  sind,  sind  folglich  anallagmatisch.  Die 
entsprechenden  Deferenten  sind  Kurven  von  der  Klasse  n  —  1,  welche 
die  unendlich  ferne  Gerade  zur  {}%  —  2)-fachen  Tangente  haben;  jede 
besitzt  im  allgemeinen  2{n — ?>){n  —  4)  Doppelpunkte,  ?>(n  —  3)  Spitzen 
und  ist  daher  von  der  Ordnung  2{n  —  2). 

159.  Die  isotropischen  Kurven  der  vorigen  ISTr.  sind  Spezial- 
fälle der  5-fach  cyklischen  Kurven  von  F.  P.  Ruffini^);  man 
gebraucht  diesen  Namen,  um  die  Kurven  ^*®^  Ordnung  zu  bezeichnen, 
deren  Schnitte  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  aus  den  Kreispunkten 
und  noch  n — 2  s  anderen  Punkten  bestehen,  also  Kurven,  die  in  kar- 
tesischen  Koordinaten  eine  Gleichung  haben,  deren  Glieder  höchster 
Ordnung  in  einer  binären  Form  vom  Grade  n  —  25  in  x^y  das  Pro- 
dukt {x^  +  y^y  sind.  Derartige  Kurven  ergeben  sich  bei  der  Lösung 
folgender  Frage:  j,Giebt  es,  aufser  dem  Kreise,  noch  Kurven,  die  sich 
der  Besonderheit  erfreuen,  dafs  das  Produkt  aus  den  Abständen  eines 
beliebigen  festen  Punktes  ihrer  Ebene  von  den  auf  einem  beliebigen, 
durch  den  festen  Punkt  gezogenen  Strahl  gelegenen  Schnittpunkten 
für  alle  solche  Strahlen  konstant  ist?"^).  Dieses  Problem,  welches 
Mannheim  neuerdings  wieder  aufgestellt  hat^),  war  schon  im  Jahre 
1869  von  J.  Petersen  gelöst  worden'*),  und  mehr  als  20  Jahre 
später,  ohne  dafs  er  die  bezügliche  Arbeit  des  dänischen  Mathematikers 
kannte,  in  einer  noch  vollständigeren  Weise  von  F.  P.  Ruffini^): 
die  von  dem  letzteren  befolgte  Methode,  um  zu  den  sog.  Potenz- 
kurven  zu  gelangen,  ist  zu  einfach  und  elementar,  als  dafs  sie  nicht 
hier  Platz  finden  sollte. 

Es  sei  f{x,y)  =  0 (3) 

die  Gleichung  von  F,  einer  der  verlangten  Kurven,  und  es  sei 


r  =  0 


der  Komplex  ihrer  Glieder  höchster  Ordnung.     0{xQ,y^   sei  der  feste 


1)  Belle  curve  piane  algehriclie  che  Jianno  potenza  in  rispetto  a  ogni  punto 
del  loro  piano,  ovvero  in  rispetto  ad  alcuni  dei  low  proprii  punti  (Bologna  Mem. 
4.  Ser.  X,  1890). 

2)  Indem  man  die  gebräuchliche  St  ein  er 'sehe  Bezeichnung  erweitert,  kann 
man  jenes  konstante  Produkt  die  Potenz  des  festen  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Kurve  nennen  und  Potenzkurven  jene  Kurven,  welche  die  genannte  Eigen 
Schaft  haben. 

3)  Intermediaire  III,  1896,  S.  274. 

4)  S.  den  Artikel  On  et  punkts  potens  met  hynsyn  til  en  curve  (Tidskrift, 
2.  Ser.  V,  1869). 

5)  S.  die  in  Note  1  citierte  Abhandlung. 
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Punkt,  von  welchem  aus  man  die  Transversalen  zieht;  setzt  man  nun 
m  [ö)  em  ^^^  ==  ^i;^  _j_  ^  cos  co ;       y  =  yQ  ~{-  q  sin  cj  j 

so    erhält    man    eine    Gleichung   n^^^    Grades    in    q^    deren   Wurzeln 

^^^2; j  Qn  ^^^^  mögen;  damit  nun  F  in  Bezug  auf  0  die  Potenz 

7t  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  das  Produkt 

einen  von  co  unabhängigen  Wert  habe.     Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

cosca  =  a;       sincL)  =  /3, 
so  hat  man 

f(oc,  y)  =  f{x^  +  ^  .  cos  09,  «/o  +  ^  •  sin  cd)  =  f{x^  +  QcCj  ^0  +  Qß)  • 

Entwickelt  man  nun   nach  dem  Taylor'schen  Satze  und  wendet  all- 
gemein bekannte  Bezeichnungen  an,  so  wird  die  Gleichung  (3)  zu 

fe,».)+f(S.+g/i).+i;(S.+K' 
+ 5{II«+IC=» « 

Daraus  folgt  nun  f{x,,y,) 

n\  \dx       '     ?2/    /o 
Der  Zähler  dieses  Bruches    ist,    wie  man  sieht,  unabhängig  von  ra; 
damit  dieses  auch  für  den  Bruch  selbst  eintrete,  mufs  sein 

d(o     n\  \dx       '     dy/Q  ^ 

oder  r==n 

oder  endlich  vn  r  ^ 

Damit  diese  Beziehung  für  alle  Werte  von  a  und  ß  gültig  sei,  müssen 
folgende  n-\-l  Relationen  bestehen: 

{n  —  r  +  1)  a,_i  =  (r  +  1)  a^^^      (r  =  0, 1, 2, . . . . ,  n), 

wobei  zu  bemerken  ist,  dafs  ö^_i  =  <^^  +  i  =  0-     Es  ist  nun  notwendig, 
folgende  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Wenn  n  =  2py  so  findet  man,  wenn  man  in  (4)  der  Reihe 
nach  r  =  0,  2, . . .  2jö  —  2  setzt,  a^=  a^^=  —  ==  0C2M-1  =  ^5  ^^^^^ 
man  hingegen  r  =  1,  3, ,2p  —  1,  so  bekommt  man 

^^0=  1-^2,     (jö—  1)^2=  2-6^4,     ,      (p  —  /t)«^2-Ä=  (^^  +  l)^2Ä  +  2; 

daher  im  allgemeinen  /    p    \ 

^2Ä  +  2  =  ^+1/^0? 
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man  schliefst  daraus,  dafs 

daher  ist  %  =.  l—  1>  /'(«'»'^^q) 

welche   Gröfse   thatsächlicli   unabhängig  von  cö   ist.     Nun   lassen  die 

vorhin  für  die  Koeffizienten  a^^a<^^ gefundenen  Werte  erkennen, 

dafs  die  Glieder  höchsten  Grades  in  den  Koeffizienten  der  Kurve  /'=0, 
abgesehen  von  dem  Paktor  a^,  die  Potenz  {q(?  +  y'^y  bilden,  weshalb 
f  die  Form  hat  {pi?  -\-  %fy  -f-  F{x,  y)  =  0,  wo  F  ein  Polynom  von 
niedrerem  Grade  als  2p  ist.  Wir  sind  daher  in  der  Lage  zu  schliefsen, 
dafs  die  Kurven  gerader  Ordnung  2p,  die  eine  Potenz  in  Bezug  auf 
jeden  Punkt  ihrer  Ebene  haben,  p-fach  cirkulare  Kurven  sind. 

IL     Wenn    n  ==  2p  -\-  1,    und    man    nimmt    in    (5)    zunächst 

r  ==  0,  2,  4,  .  .  .  .,   dann  r  =  2p  -{-  1,   2p  —  1,  2p  --  3, ,  so 

sieht  man,  dafs  alle  Koeffizienten  a^=  0  sind;  folglich  giebt  es  keine 
Kurven  ungerader  Ordnung,  die  eine  Potenz  in  Bezug  auf  alle 
Punkte  ihrer  Ebene  haben. 

Bisher  haben  wir  angenommen,  dafs  der  feste  Punkt  0  der  Kurve 
selbst  nicht  angehöre.  In  diesem  Falle,  fioc^,  Vo)  =  ^7  hat  die  Glei- 
chung (4)  eine  Wurzel  ^  =  0,  und  als  Potenz  von  0  erhält  man  die 
Gröfse:  (^^_L_KßY^ 

^  ^l*?2  •  •  •  •  Qn-1  —  V        ^)  -i     (df  df    \(^)    ^ 


1  (df     ,   a/'  \0 


wenn  diese  unabhängig  von  05  ist;  dies  tritt  thatsächlich  ein,  wenn 
0  ein  Doppelpunkt  ist,  weil  dann  jt  =  0.  Diesen  trivialen  Fall  aus- 
geschlossen,  sieht  man,  nach  einer  einfachen  Diskussion,  dafs  diese 
Thatsache  nur,  dann  eintritt,  wenn  F  alle  Glieder  höchsten  Grades 
verliert;  dies  führt  zu  dem  Schlüsse,  dafs  es  keine  algebraischen 
Kurven  giebt,  die  in  Bezug  auf  alle  ihre  Punkte  eine  Potenz  haben. 
Dennoch  giebt  es  Kurven,  die  in  Bezug  auf  einige  ihrer  Punkte  eine 
Potenz  haben;  so  hat  ßuffini  —  mit  Beweisen  der  Art,  wie  die  hier 
angeführten  —  gezeigt:  Jede  Kurve  von  der  Ordnung  2^  +  1?  ^^^ 
jt>-fach  cirkular  ist,  hat  eine  Potenz  in  Bezug  auf  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten,  die  man  an  sie  von  dem  einzigen  reellen 
Punkte,  den  sie  auf  der  unendlich  fernen  Oeraden  besitzt,  ziehen 
kann. 

160.  Wir  wollen  dieses  Kapitel  —  welches  wie  das  vorige  haupt- 
sächlich solchen  Kurven  gewidmet  ist,  die  aus  der  Theorie  spezieller 
geometrischer  Transformationen  hervorgehen  —  nicht  abschliefsen,  ohne 
zuvor  einen  Hinweis  auf  die  Richtungs-Kurven  (courbes  de  direction) 
zu  geben,  zu  denen  E.  Laguerre  gelangte  im  Verlaufe  seiner  Unter- 
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suchungen  über  die  „Direktionsgeometrie^^  ^) ,  und  die  man  sämtlich 
als  Antikaustiken  (vgl.  Kap.  7  des  VII.  Abschnittes)  algebraischer 
Kurven  betrachten  kann^  wenn  die  auffallenden  Strahlen  als  parallel 
angenommen  werden^).  Wenn  m(Xjy)==0  die  Gleichung  einer  al- 
gebraischen Richtungskurve  ist,  so  kann  man  die  Cosinus  der  Rich- 
tungen der  Tangenten  in  einem  ihrer  Punkte  vermittelst  rationaler 
Funktionen  der  Koordinaten  des  Berührungspunktes  ausdrücken^). 
Wenn  s  der  Bogen  der  Kurve  ist,  so  sind  diese  Cosinus  gegeben 
bezw.  durch 

dx  dy  dy  'dx 

damit  also    ca(ir,^)  =  0  eine  Richtungskurve   sei,   ist  notwendig  und 

hinreichend,    dafs    eine    der   beiden    Gröfsen    -7— ,  ~-~-    eine    rationale 
'  ds  '  ds 

Funktion  von  x,  y  sei. 

Nun  hat  P.  Appell^)  eine  Methode  ersonnen,  aus  der  Gleichung 
einer  Richtungskurve  j--^  .  ^ 

^  {^>  ^ )  ==  ^  > W 

die  von  unzählig  vielen  anderen  abzuleiten:  sie  besteht  in  folgendem: 
Man  bezeichne  mit  S  den  Bogen  der  Kurve  (6)  und  mit  jR  eine 
rationale  Punktion.     Wegen  der  gemachten  Annahme,   dafs  (6)   eine 
Richtungskurve  sei,  können  wir  schreiben 

dS  =  R{X,  Y)-dX (7) 

Man  betrachte  auch  eine  rationale  Funktion  Sl  von  ß  ==  x  -j-  iy^  die 
der  Bedingung  genügt,  dafs  alle  ihre  Residuen  gleich  Null  sind.  Dann 
wird  fSl\£)'d3  eine  rationale  Funktion  von  0  sein,  und  wir  dürfen 

setzen  z=X  +  iY=f^\^)-d0  ==  cp{x,  y)  +  iil>{x,y) . 

Die  Formeln  ^  _  ^ (^^ ^^^         Y^q>{x,  y) 

1)  Sur  la  geometrie  de  direction  (Bull,  de  la  Soc.  math.  de  France,  VIII, 
1880).     Die  Tangentialgleichung  solcher  Kurven  ist  von  der  Form 

s.  Salmon-Fiedler,  Höhere  Kurven  (Leipzig  1873)  S.  122. 

2)  Laguerre,  Sur  les  anticaustiques  par  reflexion  de  la  parabole,  les  rayons 
incidents  etant  paralleles  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  II,  1883). 

3)  Dieser  Eigenschaft  verdanken  die  Richtungskurven  ihre  Wichtigkeit  bei 
der  Untersuchung  der  algebraisch  rektifizierbaren  Kurven,  d.h.  solcher, 
deren  Bogen  durch  eine  algebraische  Funktion  der  Koordinaten  ausgedrückt 
werden  kann.  Vgl.  G.  Humbert,  Sur  les  courhes  algebriques  planes  rectificables 
(Liouvilles  Journ.  4.  Ser.  IV,  1888). 

4)  Exercises  sur  les  courhes  de  direction  (Nouv  Ann.  de  math.  3®  Ser.  XV, 
1896). 
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bestimmen  dann  in  der  Ebene  eine  Korrespondenz  zwischen  den 
Punkten  (x,y)  und  (X,Y).  Wir  behaupten  nun,  dafs  diese  die 
Kurve  (6)  in  eine  andere  Richtungskurve 

fi^,y)-=o (8) 

transformiere.  Da  nämlich  dX-\'i'dY==  Sl^(^)(dx-\-i- dy) ,  so  haben 
wir  ferner  dX  —  i'dY==^Sl{ß)'(dx  —  i-dy),  wo  ^{s)  die  zu  ^{£) 
konjugiert  imaginäre  Gröfse  ist.  Multiplizieren  wir  diese  beiden  Be- 
ziehungsgleichungen, benutzen  die  Gleichungen  (7)  und  bezeichnen 
mit  s  den  Bogen  der  Kurve  (8),  so  ergiebt  sich: 

Da  aber  X  ==  cp{Xyy),  Y=  il^ix^y),  ^{x  -\-  iy),  ^{x  -\-  iy)  rationale 
Funktionen  von  x^y  sind,  so  ist  es  auch  der  Koeffizient  von  ^X  in 
dieser  Gleichung;  da  aufserdem 

dX  =  -^^dx -A- -7~-dy ,       ^J-dx  4-  -^-  =  0 , 
ex        '    ^2/  ^^  <^y 

SO  ist  auch  -r-  eine  rationale  Funktion  von  von  x^y^  die  vorige  Be- 

U/00 

Ziehung  kann  daher  in  der  Form  geschrieben  werden 

ds  =  r{Xy  y)'dx , 

wo  V  eine  neue  rationale  Funktion  bedeutet.  Dies  genügt  zum  Nach- 
weise, dafs  die  Gleichung  (8)  eine  Richtungskurve  darstellt. 

Wenden  wir  diese  Methode  auf  ein  Beispiel  an.  Bedeutet  Ic  eine 
ganze  Zahl  und  setzen  wir  i5^(^)  = '|/2Ä; -|- 1 -^^  dann  wird 

JSlipfdz  =  ^2Ä+i  =  ^2^+1  {cos  {21  +  l)co  +  ^  sin(2/i)  +  \)(o]  ; 
so  dafs  die  anzuwendende  Transformation  ist: 

X  =  ^2^"+^  cos  {21  +  1)g3  ,       r=  ^2^+1  sin(2&  +  1)(d  . 

Wenden  wir  diese  auf  die  Gerade  X  =  a^^  +  ^  an  —  die  offenbar  eine 
Richtungskurve  ist  —  so  erhalten  wir  die  durch  folgende  Gleichung 
dargestellte  ^2.+  i  ^^^ ^21  +  1)g3  =  a'^^^ 

andere  Richtungskurve,  die,  wie  wir  in  kurzem  sehen  werden,  eine 
Sinusspirale  ist  (s.  Kap.  18  dieses  Abschn.)^). 

1)  Dies  wurde  zum  erstenmal  von  G.  Humbert  bemerkt  {Sur  le  theoreme 
d'Äbel  et  quelquesunes  de  ses  appUcations^  Liouvilles  Journ.  4®  Ser.  III,  1887, 
S.  395)  als  er  die  cirkularen  RicMungskurven  untersuchte,  d.  li.  solche,  die 
durch  die  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkte  gehen. 


368       V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnnng. 

Fünfzehntes  Kapitel. 

Geometrie  der  Polynome. 

161.  Die  geometrische  Darstellung  komplexer  Zahlen  durch  die 
Punkte  einer  Ebene  führt  zu  der  Betrachtung  verschiedener  algebrai- 
scher Kurven  und  gestattet  deren  Untersuchung.  Diese  Kurven  ver- 
dienen wegen  ihres  engen  Zusammenhanges  mit  der  Lehre  von  den 
isogonalen  Transformationen  den  in  den  vorigen  Kapiteln  behandelten 
an  die  Seite  gestellt  zu  werden;  ihr  Zusammenhang  mit  der  Betrach- 
tung der  Polynome  veranlafst  uns^  sie  als  ein  besonderes  Kapitel  der 
Wissenschaft  der  Ausdehnung  zu  behandeln^  welches  wir,  dem  Bei- 
spiele F.  Lucas  folgend,  ,,Geometrie  der  Polynome"  betiteln. 
Es  sei 

f{z)  =  a,^-  +  a,0-~^  +  a,^—^  H h  ^^.-i^  +  «. 

ein  vollständiges  Polynom  der  Variabelen  ^  ^=^  x  -\-  iy^  dessen  Koeffi- 
zienten wir  der  Allgemeinheit  wegen  als  beliebige  komplexe  Zahlen 
annehmen.  Trennen  wir  den  reellen  Teil  des  f(/)  von  dem  rein  ima- 
ginären, so  können  wir  schreiben 

f{z)  =^  T{x,y)  -{-  iQ{x,y)', 
P  und   Q   sind  dann  Polynome  vom  n*®^  Grade   in  x^  y  mit  reellen 
Koeffizienten;  wenn  wir  daher  x  und  y  als  rechtwinklige  kartesische 
Koordinaten  interpretieren,  so  stellen  die  Gleichungen 

P{x,y)  =  0,        Q{x,y)  =  0 (1) 

zwei  Kurven  n^^^  Ordnung  dar,  die  sich  in  n  reellen  Punkten  schneiden 
werden,  nämlich  den  n  Wurzel-Punkten  der  Gleichung  f{z)  ==0.  — 
Die  Einführung  solcher  Kurven  in  die  Wissenschaft  geht  auf  das 
Ende  des  18.  Jahrhunderts  zurück,  indem  gerade  aus  der  Unter- 
suchung ihrer  Eigenschaften  Gauss  die  Elemente  seines  ersten  Be- 
weises für  den  Fundamentalsatz  der  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen herleitete^)  und  fünfzig  Jahre  darauf  sich  ihrer  bediente  bei 
dem  vierten  seiner  Beweise  für  denselben  Satz^).  Die  Untersuchung 
der  Eigenschaften  dieser  Kurven  jedoch  wurde  von  W.  Walton^)  vor 
etwa  30  Jahren  unternommen  und  gröfstenteils   ausgebaut;  ihm  ver- 

1)  Demonstratio  novae  tJieorematis  omnem  funetionem  älgehraicam  rationalem 
integrum  unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  resolvi  passe  (Inaug.- 
Dissert.  Helmstedt,  1799). 

2)  Beiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  (Götting.  Abhand- 
lungen IV,  1850). 

3)  Man  sehe  die  Artikel  Note  on  the  rhizic  citrves,  On  the  spoJce  asymptotes 
of  rhizic  curves^  und  On  the  curvature  of  rhizic  curves  at  multiples  points  (Quarteiiy 
Journ.  XI,  1871).  Über  denselben  Gegenstand  kann  man  nachsehen  T.  Bond 
Sprague,  On  the  nature  of  the  curves  whose  intersections  give  the  imaginary 
roots  of  an  algehraic  equation  (Edinburgh.  Trans.  XXX,  T.  II,  1882). 
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dankt  man  den  Namen  Wurzel- Kurven  (rkizic  curves)^  mit  dem  sie 
bezeichnet  zu  werden  pflegen.  Neuerdings  wurden  sie  yon  E.  Kanser 
erforsctit ^) ^  der  sie  algebraic  potential  curves  nannte^  da  man^ 
wie  bekannt^  z/gP  =  0  und  ^^Q  =  0  bat. 

Sind  Tp  und  tq  die  von   den  Tangenten  an   die  Kurven  (1)^  in 
einem   ihrer    gemeinsamen   Punkte    M(x^y),    gebildeten   Winkel^    so 

wird  sein:  dP    dP  ,  dQ     dQ 

tgrp  =  — -^:^,         tgirQ  =  — ^:^, 

und  da  man  bekanntlich  bat 

^  =  1«,       ?  +  |^  =  0, (2) 

dy         ox  ^  dx    ^     dy  '  ^  ^^ 

so  ergiebt  sieb,  dafs 

%^p-tgt:Q+  1  =  0. 

Diese  Grleicbung  beweist:  Die  beiden  Kurven  P=Oj  0  =  0  schneiden 
sich  in  allen  Punkten,  die  sie  gemeinsam  haben,  unter  rechtem 
Winkel. 

Differenzieren  wir  die   Gleichungen  (2),   so   ergeben   sich  daraus 
leicht  die  folgenden: 


a^-^-a/^-2«     ^      ^  dx'"- 


(3) 


von  denen  wir  alsbald  Gebrauch  machen  werden.  Wir  nehmen 
einmal  an,  dafs  M[x,  y)  ein  2f -facher  Punkt  der  Kurve  P  =  0  sei; 
die  Winkel  d'p,  welche  die  zugehörigen  Tangenten  mit  der  Ä;-Axe 
bilden,  werden  durch  eine  Gleichung  bestimmt,  die  man  symbolisch 
folgendermafsen  wiedergeben  kann: 

wenn  man  darunter  versteht,  dafs,  wenn  die  Potenz  dieses  Binoms 
entwickelt  ist,  man  im  allgemeinen  (-^j  •  i-ö~j  P{^,y)  ersetzt  durch 

—K—p^q  '  Demnach  ist  jene  Gleichung  in  Wirklichkeit  äquivalent 
mit  folgender  anderen: 


1)  In    einer    bis    heute    dem  Verf.    iinzugängHclien    A.bhandlung,    die    am 
23.  Febr.  1901  der  American  Mathematical  Society  vorgelegt  wurde. 

Loria,  Ebene  Kurven.  24 
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+2'(2j;i)-«"^^^---"-^"-^^-i^S-i^=o, 


a  =  0 


und  diese  verwandelt  sich^  wenn  man  sich  der  Jdentitäten  (3)  und 
der  Mnltiplikationsformeln   für    die  Bogen  bedient^    in  folgende  viel 

einfachere  -^^^v  r)^^  n 

f^  cos  2r -i^p  +  ^  sin  2r  ^P  =  0  • 

dx  ox 

Bezeichnet  man  nun  mit  ^  einen  Wert  des  Winkels  2rd'p^  welcher 
dieser  Gleichung  genügt,  so  kann  d'r  folgende  Werte  annehmen 

ft         lJu-{-7C         IL -\- 27t  II -{-(2r l)7t 

Jr  ^         2r     ^  2r      ^     '  2r  ? 

die  einander  inkongruent  (mod  7t)  sind;  es  geht  daraus  hervor:  Die 
Tangenten  an  die  Kurve  P==0  in  ihrem  2  r- fachen  Punkte  teilen 
den  vollen  Winkel  um  P  in  2i^  gleiche  Teile.  Dieselbe  Eigenschaft 
gilt  für  einen  Punkt  von  ungerader  Vielfachheit,  und  wird  in  ähn- 
licher Weise  bewiesen. 

Ist  hingegen  M(Xy  y)  ein  2r-facher  Punkt  der  Kurve  Q{oOyy)  =  0^ 
so  findet  man  bei  Wiederholung  der  vorigen  Rechnung  statt  der 
Gleichung  (4)  die  folgende 

|5cos2r*,-|^^sin2r^,  =  0, 

(J  X  0  X 

welcher  —  wenn  ^  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin  —  durch  fol- 
gende Werte  von  'O'q  genügt  wird: 

^+Y        ^  +  Y  +  ^        f^  +  Y+2^  ii  +  ~~\-{2r-'t)7t 


2t     ^  2r   .      ^  2r  ^  ^  2r  ' 

dies  zeigt:  Die  Tangenten  an  die  Kurve  Q{Xj  i/)  ==  0  im  ^^- fachen 
Punkte  M  erhält  man,   wenn  man  die   entsprechenden  Tangenten 

der  Kurve  JP{x^  i/)  =  0  um  den  Winkel  -j—  dreht.    Ähnliches  trifft 

zu  für  einen  Punkt  von  der  Vielfachheit  2r  —  1^  jedoch  ist  die  Gröfse 

der  entsprechenden  Drehung         ^_-i\  '  ^) 

Die  Betrachtung    der   Asymptoten    der  Kurven  P  =  0  ^    Q  =  0 
führt  zu  einem  ähnlichen  Satze  ^  wie  der  vorhergehende.     Um  ihn  zu 


1)  Yor  Walton  waren  diese  Sätze   schon  von  W.  J.  Macquor  Ranl^ine 
bemerkt  worden  in  der  Abhandlung  On  curves  fulfilUng  the  equation 


dx^ 


+  ^^-0 


(rroc.  of  the  E.  Soc.  London,  XIV,  1867;  Phil.  Mag.  1868). 
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beweisen^  neliinen  wir  der  Einfachlieit  halber  die  Koeffizienten  a^  der 
gegebenen  Gleicbung  als  reell  an.  Wir  erinnern  uns^)^  dafs  wir  die 
Grleicbung  der  Kurve  n^^^  Ordnung  in  der  Form  schrieben 

fn{^,  y)  +  fn-l{^,  y)  + +  /i(^?  ^)  +  /o  ==  0; 

WO  f^iXj  y)  eine  binäre  Form  vom  Grrade  h  m.  x  und  y  ist.  Die 
Asymptoten  derselben  haben  die  Gleichung 

f|x+f  r+ /•._,  =  0, 

WO  X  und  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind  und  x^  y  der  homogenen 
Gleichung  f^ip^y)  ===0  genügen^).  Um  dieses  auf  unsern  Fall  anzu- 
wenden^ setzen  wir 

(^n-riP   ±^yy  =  Pr  +  ^Qr; 

oder 

jp^  =  (^  +  iyy  +{x-  iy)%     ^^  =  {x  +  iyY  -  {x  -  iyy-, 

n—r  n—r 

wir  sehen  dann^  dafs  die  Gleichung  einer  beliebigen  von  den  Asymp- 
toten der  Kurve  P  =  0  sein  wird 

-^^  +  ^ r H-  P_i  =  0     (unter  der  Bedingung  P„=  0), 

oder  noch  einfacher 

na^  [ix-^iyY-'^+  (x  —  iyy-^]X 

+  nia^  \^(x  +  iyy-^—  (x  —  iyY'^]  T 
+  a,  {(^  +  iyy-'+  {x  -  iyy-^}  =  0, 

unter  der  Bedingung 

{x  +  iyy  -\-  (x  —  iyy  ==  0 . 

Setzen  wir  x  =  q  cos  co  ,  ^  ==  ^  sin  cd  ,  so  werden  diese  beiden  Re- 
lationen zu 

na^  cos  (n  —  1)  w  •  X  —  nÜQ  sin  (n  —  1)  cd  -  Y  -{-  a^  GOs(n  —  1)  (d  =  0 

cos  ^09  =  0; 

1)  Gregory,  Of  asymptotes  to  algebraic  curves  (Cambridge  Math.  Journ. 
IV,  1845);  Casorati,  Nuova  e  migliore  forma  delle  equazioni  degli  asintoti  di 
una  linea  plana  algehrica  (Rend.  dell'  Ist.  Lomb.  2.  Ser.  XII,  1879;  vgl.  Palermo 
Bendic.  III,  1889,  S.  49  ff.). 

2)  Um  dies  zu  verifizieren,  schreibe  man  die  Gleichung  der  Kurve  in  ho- 
mogener Form  also:  n 

J^4_^(a^,^)^^  =  0; 
0 

da  eine  Asymptote  nichts  anderes  ist  als  eine  Tangente  in  einem  ihrer  unend- 
lich fernen  Punkte,  d.  I.  in  einem  Punkte,  wofür  tt  =  0,  f,^=0^  so  wird  sie 
die  Gleichung  haben  ?)f  rf 

dx      ^  dy      ^'n-1 
unter  der  Bedingung  f^  =  0 ,  wie  auch  im  Texte  behauptet  wird. 

24* 
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oder  aucli 

na^  sin  G9  •  X  —  na^  cos  co  Z  +  %  sin  co  =  0 ,         cos  no  =  0 . 

Die  zweite  von  diesen  Beziehungen  giebt  nun 

und  folglich  stellen  die  Gleichungen 

nur.  cos^^ — ~ — ^  Z=  (n%X  4-  %)  sm- — ^^ — — 

die  n  Asymptoten  der  Kurve  P  =  0  dar.  Sie  zeigen^,  dafs  die  Asymp- 
toten selbst  in  einen  Punkt  C,  (—  -~- ,  0)  zusammenlaufen  und  mit 

der  iT-Axe  die  Winkel  ™,  ~, ,      ^2n        Wlden;   demnach 

bilden  zwei  aufeinanderfolg-ende  miteinander  den  Winkel  —  •     Ähnlich 

^  n 

zeigt  man,  dafs  die  Asymptoten  der  Kurve  Q  =  0  auch  durch  den  Punkt 

C  e^ehen  und  mit  der  ^-Axe  die  Winkel  0,  — ,  •  •  •  •,  -^ bilden. 

Sie  sind  also  die  Winkelhalbierer  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Asymptoten  der  Kurve  P  =  0.  Dies  beweist^  dafs  die  Wurzelkurven 
spezielle  Equilateren  von  P.  Serret  sind  (s.  Nr.  133). 

Die  Kurven  P  =  0,  Q  =  0  haben  beide  in  einem  r-fachen  Punkte 
My  r  Krümmungsmittelpunkte,  die  auf  einer  Geraden  liegen,  und  wenn 
dieser  Punkt  ein  vielfacher  für  beide  ist,  so  fallen  die  betreffenden 
so  entstehenden  Geraden  zusammen.  Den  Beweis  dieser  Sätze  wollen 
wir  dem  Leser  überlassen  und  zu  anderen  Linien  übergehen,  als  deren 
Spezialfälle  man  die  Wurzel-Kurven  ansehen  kann. 

162.  Es  seien  ^  ==  x  -\-  iy,  Z  =  X  -^  iY  zwei  komplexe  Va~ 
riabeln^  die  durch  die  Gleichung 

Z=^-  +  P,ß--'+P,^--'+ +Pn-l^+Pn    •       •       (6) 

(worin  die  pj^  beliebige  komplexe  Zahlen  sind)  miteinander  verknüpft 
sind.  Stellen  wir  diese  in  gewohnter  Weise  auf  zwei  Ebenen  jc  und 
n  dar,  so  entsteht  eine  isogonale  Transformation.  Betrachten  wir  in 
der  Ebene  17  eine  beliebige  Gerade 

i^a-'^r W 

und  suchen  die  entsprechende  Kurve  in  7t  auf.  Zu  dem  Zwecke  be- 
zeichnen wir  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (6)  mit  f(<2?),  mit  |  die 
zu  I  konjugierte  Gröfse  und  mit  c  die  komplexe  Zahl  a  -}-  6i;  da  man 
nun  Gleichung  (7)  schreiben  kann 

y  ==  arc  m  -^ =  --:  arc  ts^  )-^^      .    ' — }— — ~r , 


Fünfzehntes  Kapitel:  Geometrie  der  Polynome.  373 

SO  haben  wir^  wegen  Grleicliiing  (6) 

Bezeiclinen  wir  nun  mit  c^;  ^2;  ^3  •  •  *  •  ^w  ^^^  Wurzeln  der  Gleichung 
f{s)  ==  Cj  d.  h.  setzen  wir 

f(^)  — c  =  (^  — Ci)(^  — ^2) (^  — O;     ...     (8) 

so  wird  die  vorige  Gleichung 


oder  schliefslich 


-s 


/  ,  arc  t^ ~  ' 


Um   diese    Gleichung   der   transformierten  Kurye  zu  deuten,  beachten 

wir,  dafs    arctg^^ den  Winkel  9^  mifst,   den  die  Gerade,  welche 

den  Punkt  M{x^y)  mit  dem  festen  Punkte  Pj^^aj.^hj^  verbindet,  mit 
der  x-Axe  bildet.  Die  vorige  Gleichung  ist  demnach  äquivalent  mit 
der  folgenden  anderen 

r  =  9i  +  ^2  +  " h  9n (9) 

Demnach  —  wenn  wir  mit  Laguerre  unter  der  Orientierung  eines 
Systems  von  Geraden  die  Summe  der  Winkel  verstehen,  die  diese 
mit  einer  festen  Geraden  bilden  —  sind  wir  zu  dem  Schlüsse  be- 
rechtigt, dafs  in  der  durch  die  Gleichungen  (6)  aiigegelbenen  isogo- 
nalen Transformation  den  Geraden  der  Ehene  n  Kurven  n^^'^  Ord- 
nung in  der  Ebene  entsprecheUj  die  alle  den  Ort  der  Punkte  bilden, 
von  denen  n  Gerade  ausgehen,  die  durch  ebenso  viele  feste  Punkte 
gehend,  ein  System  konstanter  Orientierungen  bilden.  Die  so  erhaltenen 
Kurven  werden  nach  G.  Holzmüller ^)  irreguläre  Hyperbeln  n^^"" 
Ordnung  genannt;  in  dem  speziellen  Falle,  dafs  alle  Koeffizienten 
Pi>P2  7  •  '  -yPn  gleich  Null  sind,  sind  die  festen  Punkte  die  Ecken  eines 
regelmäfsigen  Vielecks,  und  die  entsprechenden  Kurven  heifsen  regu- 
läre Hyperbeln  n^^^  Ordnung;  der  Grund  für  diese  Bezeichnung 
liegt  darin,  dafs  für  w  ==  2  die  genannten  Kurven  gemeine  Hyperbeln 
zweiter  Ordnung,  gleichseitige  oder  ungleichseitige,  werden.  —  Die 
genannten  Kurven  erfreuen  sich  einer  schönen  Eigenschaft,  die  zu 
Tage  tritt,  wenn  man  beachtet,  dafs  die  durch  Gleichung  (7)  dar- 
gestellte Gerade  sich  nicht  von  der  folgenden  unterscheidet: 

Y—ih-^d  sin  y)  .  /„/x 


1)  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Venvandtschaften  (Leipzig  1882) 
S.  170  u.  203. 
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WO  d  eine  ganz  beliebige  Konstante  ist;  mit  (7')  kann  man  gerade 
so  yerfahren,  wie  wir  es  mit  (7)  gethan  haben^  nnd  zu  ähnliclien 
Schlüssen  gelangen;  der  einzige  Unterschied  besteht  darin^  dafs  die 
Gleichung  f{ß)  ==  c  ersetzt  ist  dnrch  f{ß)  =  c  +  de^'^,  und  daher  die 
festen  Punkte  P^  verändert  sind.  Man  sieht  also:  Die  regulären  oder 
irregulären  Hyperl)eln  n}^^  Ordnung  sind  oo^  Definitionen  fähig,  ähn- 
lich der  oben  angegehenen;  infolgedessen  hat  man  oo^  Gruppen  von 
n  festen  Punkten,  die  alle  denselben  Schwerpunkt  haben;  die  ent- 
sprechenden Orientierungen  sind  alle  einander  gleich. 

Wir  betrachten  in  der  Ebene  11  zwei  beliebige  Geraden^  die  den 
Winkel  a  bilden;  ihnen  entsprechen  in  %  zwei  Hyperbeln,  die  sich 
unter  einem  Winkel  schneiden,  der  in  jedem  Punkte  für  sie  derselbe 
ist;  folglich:  Zwei  HolzmüUer'sche  Hyperbeln  derselben  Ordnung,  die 
auf  dieselben  festen  Punkte  bezogen  sind,  schneiden  sich  in  allen 
gemeinschaftlichen  Punkten  unter  demselben  Winkel. 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Ebene  77  einen  Kreis  mit  dem  Cen- 
trum {a,  h)  und  dem  Radius  R  und  beachten,   dafs  seine  Gleichung 

{Z—c)(Z—c)  =  B\ 

so  sehen  wir,  dafs  er  sich  in  die  Kurve  verwandelt 

{f(,)-c){f(0)-c)  =  B% 

oder  wegen  Gleichung  (8) 

#(^-c,)(i-c,)  =  E^; 

nun  bedeutet  (z  —  c^)  (ß  —  c^  das  Quadrat  des  Abstandes  dj^  des 
Punktes  Mix^y)  von  dem  Punkte  T^ia^,!)^:^  daher  ist  diese  Glei- 
chung äquivalent  mit  der  anderen 

d^' d^' d^  ,  .  .  .  d^  =  XI . 

Folglich:  Bei  der  durch  die  Gleichung  (6)  definierten  isogonalen  Trans- 
formation entsprechen  den  Kreisen  in  der  Ebene  II  Kurven  von  der 
Ordnung  2ti  in  der  Ebene  jt;  jede  derselben  ist  der  Ort  der  Punkte, 
deren  Abstände  von  n  festen  Punkten  ein  konstantes  Produkt  ergeben. 

Für  n  ==  2  sind  diese  Kurven  Cassini'sche  Ovale  (Nr.  90)  oder  im 
speziellen  Bernoulli'sche  Lemniskaten  (Nr.  93);  im  allgemeinen  werden 
sie  nach  Holzmüller  Lemniskaten  höherer  Ordnung  genannt, 
reguläre,  wenn  p^==p^=  -  •  .=:p^  =  0,  irreguläre  im  allgemein- 
sten Falle^)  und  nach  F.  Lucas  Äquipotenzialkurven^);  die  regu- 
lären  wurden   in    älterer    Zeit  von  W.  Roberts    Cassinoiden  mit 


1)  S.  172  und  204  des  eben  angeführten  Werkes. 

2)  S.  die  Note  Determination  electrique  des  racines  reelles  et  imaginaires  de 
la  derivee  d'un  polynome  quelconque  (C.  R.  CVI,  1888);  wo  eine  electrische  Me- 
thode angegeben  ist,  diese  Kurven  zu  zeichnen. 
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n  Brennpunkten  genannt^).  Es  ist  klar,  dafs  die  jetzt  erhaltenen 
allgemeinen  Lemniskaten  die  orthogonalen  Trajectorien  der  vorhin 
definierten  Hyperbeln  sind^). 

Wenn  wir,  statt  von  der  Gleichung  (6)  auszugehen,  die  folgende 
Grleicliung  ^        f(z) 

^  =  im 

als  Ausgangspunkt  unserer  Betrachtungen  genommen  hätten  (v^o  / 
und  F  zwei  Polynome  von  ^,  die  zu  einander  prim  sind  und  vom 
Grade  m  und  n),  so  würden  wir  zu  zwei  neuen  Klassen  von  Kurven 
gelangen,  die  statt  durch  die  Gleichungen  (9)  und  (10)  durch  die 
analogen  Gleichungen 

((fi  +  (P2  + h  9^0  —  (^1  +  9^2  H \-  (pn)  =  rf 

charakterisiert  werden,  für  die  Holzmüller  ebenfalls  die  Namen 
Hyperbeln  und  Lemniskaten  anwandte.  Sie  waren  schon  früher  von 
Darboux  untersucht  worden^),  der  einige  schöne  Eigenschaften  der- 
selben auffand;  ferner  hatte  sich  früher  A.  Genocchi^)  mit  dem 
Falle  beschäftigt,  in  welchem  die  festen  Punkte  die  Ecken  zweier 
regelmäfsiger  konzentrischer  Polygone  von  derselben  Seitenzahl  sind, 
indem  er  eine  Art  der  Transformation  der  Figuren  anwandte,  die  von 
W.  Roberts  im  Jahre  1842  erdacht  wurde. 

163,  Zu  den  in  der  vorigen  Nr.  untersuchten  Kurven  kann 
man  auch  gelangen  und  ist  man  auch  thatsächlich  gelangt,  ohne  auf 
die  Theorie  der  isogonalen  Transformationen  zurückzugehen,  wenn 
man  als  Ausgangspunkt  eine  der  Eigenschaften  nimmt,  deren  sich, 
wie  wir  sahen,  die  regulären  bezw.  irregulären  Hyperbeln  erfreuen; 
da  diese  Methode  zu  neuen  Resultaten  geführt  hat,  so  können  wir 
nicht  umhin,  hier  darauf  hinzuweisen. 


1)  Note  sur  Ja  rectification  de  la  cassinoide  ä  n  foyers  (Liouvilles  Journ. 
Xin,  1848),  daselbst  sind  die  Kurven  durch  die  Polargleichung  dargestellt: 
Q^^—2d^Q'^co^na)-\-a^^=='b^^,  die  sich  recht  gut  zur  Diskussion  der  Kurve 
eignet;  z.  B.  läfst  sie  erkennen,  dafs,  wenn  man  h  variieren  läfst,  man  oo^  Kurven 
erhält,  deren  Wendepunkte  auf  einer  Sinusspirale  (vgl.  Nr.  171)  liegen,  die  durch 
die  Gleichung  q^ -\- {n — l)a^cos^cö  =  0  dargestellt  wird. 

2)  Auf  Kurven  dieser  Art  kommt  man  offenbar  auch,  wenn  man  die  Örter 

der  Punkte  einer  Ebene  sucht,  in  denen  das  Polynom  z^-{-p^z'^~  -\-  •■■•-}- p.^ 
ein  gegebenes  Argument,  oder  einen  gegebenen  Modul  hat;  sie  sind  die 
courbes  d'egale  module  und  die  courbes  d'egal  argument  von  H.  Lau- 
rent {These  d'analyse  sur  la  eontinuite  des  fonctions  imaginaires  et  des  series  en 
particuliery  Metz  1865). 

3)  Sur  une  classe  remarqiioble  de  courbes  et  des  surfaees  aJgebriqiies  (Paris 
1873)8.66—75. 

4:)  Intorno  alla  rettificazione  e  alle  proprietä  delle  caustiche  secondarie  (Ann. 
di  Mat.  VI,  1864). 


376      ^-  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

In  einer  Ebene  seien  n  feste  Punkte  P^^  P^^  .  .  .  .,  P^  gegeben; 
es  giebt  dann  in  derselben  Ebene  unzählig  yiele  Punkte  M  derart, 
dafs  die  n  Geraden  MP^,  MP^y  .  .  .,  -M'P^  ein  System  von  gegebener 
Orientierung  liefern;  der  Ort  derselben  ist  eine  Kurve  n^^^  Ordnung, 
die  F.  Lucas ^)  Stelle ide  n^^^  Grades  genannt  hat.  Wir  wollen  sie 
kurz  mit  5^  bezeichnen  und  die  festen  Punkte  derselben  die  Angel- 
punkte (pivots)  nennen.  Für  n  =  l  reduziert  sich  die  5^  auf  eine 
Gerade,  die  von  dem  einzigen  Angelpunkte  ausgeht.  Aber  auch,  wenn 
^>1,  geht  die  5^  durch  ihre  Angelpunkte;  nämlich  durch  den 
Punkt  Pj^  können  wir  immer  eine  Gerade  ziehen,  die  mit  den  Geraden 

PkPi^, ;^  PicPk-u  PkPk+u  •  •  •  •;  PkK  ein  System^  von  n  Ge- 
raden, das  die  gegebene  Orientierung  hat,  bildet.  Um  die  Gleichung 
von  5^  zu  finden,  bezeichnen  wir  mit  a^,,  Z>^  die  Koordinaten  von  P^ 
und  mit  Xj  y  die  von  M.  Setzen  wir  dann  c^  =  %  +  i^^,  z^^x-^-iy, 
so  wird  der  Winkel  der  Geraden  MA^  mit  Ox  sein  =arg(^  —  a^. 
Daher  wird  wegen  der  Bedingungen  des  Problems 

1^  =  71 

^arg(^  — a^)  =  c 

sein,  oder  kr=.n 

arg/7(^  — ö^ä)  =  c. 

Setzt  man  daher 

f{z)  =  (^-_q)(^_c2)  .  . .  .(^—  cj  =  Pix,  y)  +  iQ{x,  y), 
so  wird  die  vorige  Gleichung 

?^  =  c, (11) 

welche  beweist,   dafs  5^  eine  Kurve  n^^^  Ordnung  ist;  schreibt  man 
da^esjen  ^  ,  , 

~ =  c ,       oder       4^  =  — ^  ,  .     .     .     (12) 

so  erkennt  man,   dafs   die   Stelloiden  nicht  verschieden  sind  von  den 
Holzmüller'schen  Hyperbeln. 

Aus  Gleichung  (11)  geht  hervor:  Damit  eine  Kurve  eine  Stelloide 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  ihre  Gleichung  sich  auf  die 
Form  bringen  lasse 

aP(x,y)  +  lQ{x,y)  =  0, 

wo  a  und  h  Konstanten,   P  und  Q  ganze  Funktionen  von  x^y  sind, 
derart,  dafs  dF_  ^  dQ_         ^    s    IQ_  ^  q 

dx  dy  '         cy   '^  dx 

1)  Geometrie  des  polynömes  (Journ.  de  l'Ec.  polyt.  XL  VI.  Heft,  1879).  Die 
Haupteigenschaffcen  der  Stelloiden  finden  sich  dargestellt  in  einer  Abhandl.  von 
Fouret,  Sur  quelques  proprietes  geometriques  des  stelJoides  (C. -R.  CVI,  1888). 
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Daraus  läfst  sich,  ein  bemerkenswerter  Satz  ableiten.  Die  Gleichnng 
der  ersten  Polare  eines  unendlicli  fernen  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Kurye  aPipc^y) -\-' 'bQ{x,y)  ==^  0   hat  eine   Gleichung  von  folgender 

Form:  ,   op  aP\    i    7./b^Ö    i       ^Q\       n 

oder  auch  infolge  der  vorhergehenden  Grleichung 

weil  nun  ö-t  +  ö-t  =  ^h 

so  sieht  man:  Die  ersten  Polaren  der  Punkte  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  Bezug  auf  eine  Stelloide  ii*®^  Grades  sind  Stelloiden 
(n  —  1)*^^  Grades. 

Um  eine  andere  Eigenschaft  der  Stelloiden  darzulegen^  stellen 
wir,  wie  es  Darboux  gethan,  einen  beliebigen  Punkt  M.  durch  zwei 
komplexe  Zahlen  dar,  die  konjugiert  sind  oder  nicht,  jenachdem  M 
reell  oder  imaginär  ist  (sog.  imaginäre  symmetrische  Koordi- 
naten); wir  bezeichnen  dann  als  Gregenpaar  des  Punktepaares  P^^  P^ 
die  beiden  Punkte,  welche  das  dritte  Paar  von  Gegenecken  des  voll- 
ständigen Vierseits  sind,  das  entsteht,  wenn  man  von  P^  und  P^  aus 
die  beiden  Kreispunkte  projiziert.  Weil  nun  c^  und  c^  die  imaginären 
symmetrischen  Koordinaten  von  T^  sind  und  c^,  c^  die  von  P^,  so 
werden  c^,  c^  und  c"^,  c^  die  der  Punkte  Q^-k^  Q'U  sein,  die  das  Gegen- 
paar von  P^,  P^  sind.  Da  nun  die  Gleichung  (12)  in  ausführlicher 
Weise  folgendermafsen  geschrieben  wird: 

{x  -f-  iy  —  c^)(x  +  iy  —  c^) >  (^  +  '^V  ~  <^n)  ^  .g  +  ^  Q2'n 

lx  —  iy  —  c^){x-~iy~c^) {x  —  iy—'cj         c  —  i^     '     ^     ^ 

SO  ist  klar,  dafs  sie  befriedigt  wird,  wenn  man  setzt: 

sowohl  X  -\-  iy  =  Cj^,       x  —  iy  =  'öj^, 

als  auch  x  -{-  iy  =  c^,       x  —  iy  =  Cj^, 

Sie  wird  daher  sowohl  durch  die  Koordinaten  der  Angelpunkte  als 
auch  durch  die  Koordinaten  der  Punkte  der  — ^-r — -  Paare  von  Gegen- 
p unkten  befriedigt  (Gegenpunkte  in  Bezug  auf  die  von  den  Angel- 
punkten selbst  gebildeten  Paare).  Im  ganzen  giebt  es  n-\-2  --—^ — -■  =  n'^ 

Punkte,  die  allen  den  oo^  durch  (12)  dargestellten  Kurven,  wenn  man 
c  variiert,  gemeinsam  sind.  Diese  Gleichung  (12)  stellt  daher  ein 
Büschel  von  Stelloiden  dar;  welches  die  Grundpunkte  desselben  sind, 
ergiebt  sich  aus  dem  Yorhergehenden.  Z.  B.  bilden  alle  ersten  Po- 
laren der  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Stelloide  ein  solches  Büschel. 


378      V.  Abschnitt:  Spezielle  algebraische  Kurven  beliebiger  Ordnung. 

164.  Weitere  Eigenscliaften  der  Stelloiden  entspringen  leicht 
ans  der  Polargleiciiung,  die  wir  nnn  aufstellen  wollen.  Zu  dem 
Zwecke  setzen  wir 

/(^)  =i>0^''  + A^'^~^+i>2^''"'  -i Pn-l^  +Pn\      WO  Po^l].  (13) 

ferner       ^  =  ^e'"^,    Pk^^  9k^'^''     (ä;  =  0,  l, — n)  ^     c  =  tgy; 
dann  wird  9o=  1    ^^^  To  "==  ^  5 


daher  ist 


^  (^^  y)^2  ^^9''""^  cos  (n  +  ^  —  ^^  •  ß^) ; 

Ä;=0 


2 

demnacli  wird  Gleichung  (11)  zu 

k==n 

2  g^Q"""  cos  (r  +  n  +  w-Ä;-  0))  =  0  •     .     .     .     (14) 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  Kurve.  Wir  werden  daraus  sogleich 
eine  Folgerung  ziehen.  Durch  den  Pol  ziehen  wir  eine  beliebige 
Gerade,  die  mit  der  Polaraxe  den  Winkel  a  bildet;  S*(a)  sei  das  Pro- 
dukt der  Radienvectoren  der  n  Punkte ,  in  denen  sie  die  Stelloide 
schneidet.     Offenbar  ist  dann 

^(«)  =  (_l)"^^52^JZ±M 

^   ^  ^  ^   ^^cos(y-|-na) 

Ahnlich  ist,  welches  auch  die  beliebige  ganze  Zahl  r  sein  möge, 

\     ^    n)         ^       -^/  ^w  cos  (y  +  tia  +  TTc)  ^       ^  ^^  (— 17  cos  (y  -|-  nci) ' 

aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Relationen  ergiebt  sich,  dafs 

^(«  +  ^)  =  (-ir^(«)- 

Bedenkt  man  nun,  dafs  der  Pol  des  Systems,  auf  das  wir  die  Kurve 
bezogen  haben,  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  ist,  so  erkennt  man, 
dafs   wir  zu  folgendem  Resultate   gelangt  sind:   Schneidet  man  eine 

Stelloide  n*^^  Grades  mit  einem  Winkel  von  der  Gröfse  —  (r  eine 

n    ^ 

ganze  Zahl),  so  ist  das  Produkt  der  Abstände  des  Scheitelpunktes 
von  den  Schnittpunkten  des  einen  Schenkels  immer  gleich  dem  ab- 
soluten Werte  des  analogen  Produktes  bei  dem  andern  Schenkel  und 
unterscheidet  sich  auch  nicht  durch  das  Vorzeichen,  wenn  r  gerade  ist. 

Oft  ist  es  angebracht,  als  Pol  den  Schwerpunkt  der  Angelpunkte  zu 
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nehmen;  Fouret  nennt  diesen  Punkt  point  de  rayonnement  (Aus- 
straUungspunkt).     In  einem  solclien  Falle  ist  offenbar 

%  +  ^2  +  • h  c^  =  0 ;      Fl  =  0 ,      ^1  =  0. 

Nun  entsprechen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve  (14)  solchen 

Werten  Ton  cö,  dafs  ,  /^^      .   ^n  ^r 

ncö +  )/==  (2r +  l)y; 

machen  wir  r  =  0, 1, 2^ ^n  —  1^  so  haben  wir  n  verschiedene  Werte 

von  Oy  welche  die  Richtungen  bestimmen,  in  denen  sich  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Stelloide  befinden.  Giebt  man  nun  dem  co 
einen  dieser  Werte,  so  wird  die  Gleichung  (14)  in  p  vom  Grade  n  —  2 
sein,  womit  gezeigt  ist,  dafs  die  durch  den  Pol  in  dieser  Richtung 
gezogenen  Geraden  jede  zwei  Schnitte  mit  der  Kurve  im  Unendlichen 
haben,  weshalb  sie  Asymptoten  der  Kurve  sind.  Polglich:  Eine  Stel- 
loide n}^""  Ordnung  besitzt  n  reelle  Asymptoten,  die  durch  den  Schwer- 
punkt der  Angelpunkte  gehen  und  eine  ti-strahlige  Windrose  bilden, 
die  zugleich  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  die  erste  Polarkurve 
des  Ausstrahlungspunktes  in  Bezug  auf  die  Stelloide  n^^""  Ordnung 
bildet^). 

Dies  sind  etwa  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften  der  Stelloiden. 
Ebenso  wie  sie  haben  auch  in  der  geometrischen  Darstellung  kom- 
plexer Zahlen  ihren  Ursprung  diejenigen,  welche  aus  dem  Polynome 

entspringen,  wenn  man  mit  F.  Lucas 


\dx)  +  \dy) 


^^  =  ConsU       oder  ^ %  =  Const 


dx     ^    ^  dx 
setzt;  sie  werden  beziehungsweise  isodynamische  Linien  und  ha- 
lysische  Linien  (Irrlinien)  genannt^). 

Ähnlichen  Ursprung  haben  die  Linien,  deren  allgemeine  Gleichung 

lautet,  wobei  ß  reell  ist.     Ihrer  Ordnung    gemäfs    heifsen   sie  Kar- 


1)  Ygl.  auch  Briot  et  Bouquet,  Traite  des  fonctions  elliptiques  (IT.  Anil. 
Paris  1875)  S.  226;  P.  G.  Laurin,  Sur  Ja  transformation  isogonale  definie  par 
une  fonction  rationelle  (Lund  1887)  S.  89. 

2)  Lucas,  Gmeralisation  du  tlieoreme  de  Bolle  (CR.  CYI,  1888)  und  Statiqiie 
des  polynomes  (Bull,  de  la  Soc.  math.  de  France  XYII,  1889);  Brocard  (Notes 
de  MUiographie  des  courhes  geometriques ,  Partie  complementaire  18y9)  hat  be- 
merkt, dafs  die  erste  Idee  dieser  Kurven  Duhamel  zukommt  und  auf  das  Jahr 
1862  zurückgeht. 
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dioiden  vom  Grade  2n^).  Ihre  Bedeutung^  die  sie  bisher  in  der 
Geometrie  erlangt  haben^  ist  nicht  derart^  dafs  wir  uns  veranlafst 
sehen  sollten,  hier  mehr  als  ihre  Definition  zu  geben. 


Sechzehntes  Kapitel. 

Allgemeines  über  die  UntersEclmiig 

derjenigen  algebraischen  Knrven,  deren  Rektifikation  von  vorher 

hestlmmten  Funktionen  abhängt. 

165.  Liegt  eine  Kurve  als  gegeben  vor,  so  lehrt  uns  die  Integral- 
Rechnung  die  Natur  der  Funktion  kennen,  die  man  anzuwenden  hat, 
um  deren  Rektifikation  auszuführen.  Erheblich  schwieriger  ist  die  um- 
gekehrte Aufgabe,  nämlich  die  Auffindung  aller  algebraischen  Kurven, 
deren  Rektifikation  vermittelst  a  priori  bekannter  Funktionen  aus- 
geführt werden  kann,  oder,  wenn  man  so  sagen  will,  vermittelst  Bogen 
von  gegebenen  Kurven.  Eben  diesem  allgemeinen  Probleme  hat  Euler 
viele  Zeit  und  Mühe  gewidmet^),  indem  er  es  zunächst  auf  eine  Frage 
der  unbestimmten  algebraischen  Analysis  zurückführte,  und  dann  mit 
jener  wunderbaren  Virtuosität  in  der  Rechnung  behandelte,  die  nur 
vergleichbar  ist  mit  ähnlichen  Vermächtnissen,  wie  sie  uns  Diophant 
in  zahlentheoretischen  Untersuchungen  hinterlassen  hat. 

Das  Euler'sche  Problem  kann  man  so  ausdrücken:  „Gegeben  eine 
Funktion  Feiner  Variabelen  /y,  zwei  andere  Funktionen  x(v)  und  y(v) 
aufzufinden,  derart,  dafs  identisch 


Ydx'  +  dtf  =r'dv/' (1) 

Eine  Lösung  (oder  wenn  man  will  eine  Umgestaltung)  des  Problemes 
erhält  man,  indem  man,  wenn  U  eine  beliebige  Funktion  von  u,  und 
Äj  B  Konstanten  sind,  welche  die  Gleichung  (1)  identisch  befriedigen, 
alsdann  setzt 

dx  =  V  ^ ,    ~^—  dv ,         dy  =  V-,  -  dv : 

-]/A  +  B       '  ^  V^  +  B        ' 


1)  J.  Groettler,  Gonforme  Abbildung  eines  von  concentrischen  gleichseitigen 
Hyperbeln  oder  getvissen  Kurven  n^^^  Ordnung  begrenzten  Flächenstückes  auf  dem 
MnheitsJcreis  (München  1897). 

2)  Man  sehe  die  drei  Abhandlungen:  De  innumeris  curvis  algebraicis,  qua- 
rum  longitudinem  per  arcus  parabolicos  metiri  licet  (Nova  Acta  Petrop.  Y,  1789, 
vorgelegt  am  3.  Juni  1776);  Be  binis  curvis  algebraicis  eadem  rectifieatione  gau- 
dentibus  (Mem.  de  St.  Petersbourg,  XI,  1830,  vorgelegt  am  20.  Aug.  1781);  De 
lineis  curvis  qiiarwn  reetificatio  per  datam  quadraturam  mensuratur  (Leonhardi 
Euleri  opera  postuma  mathematica  et  physica,  I^  Petropoli  1862,  S.  439  u.  452). 
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somit  ist  die  ganze  Sache  darauf  zurückgeführt^  jene  so  zu  wählen^ 
dafs  die  beiden  Integrationen 

J     Ya+b     '      J     Vä  +  b 

ausführbar  sind^  und  dafs  die  resultierende  parametische  Darstellung 
x=:x{v)j  y  =  y{v)  einer  algebraischen  Kurve  angehöre.  —  Eine 
ähnliche  Reduktion  bekommt  man^  wenn  man  berücksichtigt^  dafs 
Gleichung  (1)  durch  folgende  beiden  kann  yertreten  werden: 

dx  =  V  Goscp'dv  ^        dy=V^mcp'dVj      ,     .     .     (3) 

womit  die  Frage  zurückgeführt  ist  auf  die  Aufsuchung  der  Funktion 
cp  =  cp{v),  für  welche  die  Gleichungen 

X  ==JVcoB(p'dv^        y  =JV^m.cp'dv 

eine    algebraische    Kurve    darstellen.    —    In    dem    Spezialfälle,    dafs 

V  ==  ]/P^+  Q^j  wö  -P  ^^d  Q  Funktionen  von  v  sind,  kann  GL  (1) 
ersetzt  werden  sowohl  durch 


dx  _   pyA-\-ü~  QYB  —  U         dy  ^  PyB  —  U+  Q^A  +  U        ... 
dv  ~~  VÄ+B  ^       ^^  ~~  VÄ+B  ^  •   W 

als  auch  durch 

^  =  Psmq)+-  Qcoscp,  ^  =  P  coscp  —  Q  sinq) ,     .    .(5) 

wo  AjJBjVyCp  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin.  Somit  kann 
die  Umgestaltung  des  ursprünglichen  Problems  auf  zwei  andere  den 
vorigen  ähnliche  Arten  vor  sich  gehen.  Wenngleich  diese  Betrach- 
tungen noch  nicht  zur  allgemeinen  Lösung  des  aufgestellten  Problems 
führen,  so  können  sie  dennoch  in  besonderen  Fällen  zu  bemerkenswerten 
Resultaten  führen;  die  folgenden  Anwendungen  mögen  dieses  zeigen. 
166.    a)  Kurven,  die  durch  Parabelbogen  rektiflzierbar  sind^).    In 

diesem  Falle  kann  man   F===  ]/l  -\-  v^,   d.  h.   P=  1,    Q  ==  v  setzen; 
die  Gleichungen  (4)  werden  dann 

dx  ___  -\/A  +  U~vVB~-^1J  dy  _  VB~^^^  + 'vV A  +  U  ^ 


dv  VÄ+B  '  ^'^  VÄ^+B  ' 

Euler  setzt    U  =  Vv  und  erhält  algebraische  Kurven.     Bei  derselben 

Annahme  geben  die  Gleichungen  (5) 

dx  .  ,  dy 

— —  =  ^mcp  +-  V  cos  cp ,        -~  =  cos  cp  —  -z;  sm  9) ; 

setzt  man  nun  -y  =  siu'O'  und  nimmt  an,  dafs  (p^=h%'  ■+  a^  wo  h  eine 
rationale  Zahl  ist,  so  erhält  man  integrierbare  Formeln,  die  ebenfalls 


1)  Aufser  den  drei  vorigen  Euler 'sehen  Abhandlungen  s.  auch  die  mit  dem 
Titel  De  infinitis  curvis  algebraicis  ^  quarum  longitudo  arcui  paräbölico  aequatur 
(Mem.  de  St.  Pötersbourg,  XI,  1830;  vorgelegt  am  20.  Aug.  1781). 
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zu  algebraisclien  Kurven  führen.     Ein  drittes  und  besseres  Verfahren 
gi'ündet  sich  auf  die  Betrachtung  des  Bogendifferenzials  einer  Parabel^ 

das  in  der  Form  — - — — —  geschrieben  wird;  wo  ^  die  unabhängige 
Variabele  ist.     Setzt  man  dann 


dx  = '—  cos  (p'ds ,        dy  =  -^— — '- —  sm  (p-d^ , 

so  ist  die  Frage  darauf  zurückgeführt^  cp  =  (p{d)  so  zu  wählen,  dafs 
X  und  y  in  endlichen  Ausdrücken  erhalten  werden.  Euler  setzt  zu 
dem  Zwecke  g^aigcp,       cp  =  n^ , 

und  erhält  infolgedessen 

dx  ==  a -^-^ — d^ ,         dy  =  a ö-^ — dd' .    .     .     (o) 

Um  die  Intergrierbarkeit  dieser  Ausdrücke  beurteilen  zu  können, 
setzen  wir  mit  Euler 


/  s  /^cos  -^-O"  •  d^  ,  ,  N  r 


sin'^'O'  •  dO' 
cos^  '9'      ' 


durch  teilweises  Integrieren  findet  man 

,  s  2       sin(>^ — 1)0"         nA-l     /  c\\ 

^\   /         ryi — 3         cos^'O'  n  —  3^^  -^ ' 

Demnach  ist  die  Integration  ausführbar  für  einen  gewissen  Wert  n 
von  n^  und  wird  es  auch  sein  für  alle  Werte  von  der  Form  n  -{-  2'k] 
sie  ist  aber  ausführbar  für  ^^  =  1 ;  daher  ist  sie  es  auch  für  jedes  un- 
gerade n.  Direkter  erhält  man  dieses  Resultat,  wenn  man  beachtet, 
dafs  aus  den  obigen  Werten  c?^  und  dy  sich  ergiebt 

x  +  iy  _  fe'^^-d^  _  f     e'^^-d^      _       T^i^ll^ 
J     cos^^         J  U^^e-'y  J      {e''^+iy    ' 

setzt  man  dann  e^^  =  ^,  so  wird 

-^±i^  =  _  8if(l-\-  f)-H^+'-  dt-, 

nun  versichert  uns  die  bekannte  Theorie  der  binomischen  Differenziale, 
dafs  diese  Integrierung  ausführbar  ist,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Wir  schliefsen  daher:  Welchen  Wert  auch  die  positive,  ungerade 
Zahl  n  hahen  mag  (als  positiv  kann  man  n  offenbar  immer  annehmen), 
die  Gleichungen  (6)  führen  zu  einer  algebraischen  Kurve,  deren  Bogen 
durch  Parahelhogen  ausgedrückt  werden  kann. 

h)  Kurven,  die  durch  Kreisbogen  rektiflzierhar  sind.  Die  An- 
wendung des  oben  dargelegten  Verfahrens  zur  Bestimmung  derjenigen 
Kurven,  die  durch  Kreisbogen  rektifiziert  werden  können,  ergab  ver- 
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schiedentlich  als  Resultat  nur  den  Kreis  selbst^  und  daher  wurde 
Euler  yeranlafst,  den  Satz  als  wahrscheinlicli  auszusprechen:  ,^Aufser 
dem  Kreise  giebt  es  keine  algebraische  Kurve^  yon  der  ein  beliebiger 
Bogen  sich  durch  Kreisbogen  ausdrücken  läfst^^^).  Erneute  Versuche 
und  die  Anwendung  der  Polarkoordinaten  führten  ihn  jedoch  zu  einer 
neuen  Kurve  ^  die  von  dieser  Beschaffenheit  ist  und  ihn  von  der  im 
obigen  Satze  ausgesprochenen  Meinung  abstehen  liels^). 

Das  Verfahren  des  grofsen  Geometers  war  folgendes:  Wenn  q  und  w 
die  Polarkoordinaten  einer  Kurve  mit  der  beschriebenen  Eigenschaft 
sind,  so  mufs  fydQ^  +  Q^dm^  =  q> 

sein,  wobei  cp  einen  Kreisbogen  bedeutet;  daher  ist  umgekehrt 


_  rydcp^ 


erforderlich   ist  nun^   zwischen  ^  und  cp  eine  Beziehung  aufzustellen^ 
derart;  dafs  diese  Integration  ausführbar  werde.     Euler  setzt 
Q  ==  h  -|-  C0S9 

^  1  ..T,  rCOB  CD  '  dw  7     f*        dcp 

und  erhalt  co  =  /  1-7^^ =  w  —  0    .    , 

J    0  -f-  cos  cp       ^  J  0  -\-  cos  cp 

Wird  nun  ^  =  tg  —  9  gesetzt  und  die  Konstante  5  >  1  angenommen, 
so  findet  sich 

demnach  ist  2  ,    fi  /b~l  \ 

Die  entsprechende  Kurve  wird  algebraisch  sein,   wenn  eine 

rationale   Zahl   ist.     Setzt   man    daher      ,  =  n,    so    kann    man 

schliefsen:  Welches  auch  die  rationale  Zahl  n  sein  möge,  die  Glei- 
chungen 2  ,    A/ö^Zl  \ 
Q  =  h  +  QOB(p,       ^  =  9>  — r^=^arctg(^|/^^-p^^J, 


woM  t  =  ig  ^cp       und 


yn^ 


1)  S.  die  erste  und  dritte  der  in  Note  1  (S.  380)  citierten  Abhandlungen, 
sowie  die  erste  der  in  Note  1  des  folgenden  Kap.  angeführten;  aufserdem  einen 
Brief  Eulers  an  Lagrange  vom  23.  März  1775  in  i.  JEuleri  opera  postuma  I, 
S.  588.  An  jeder  dieser  Stellen  spricht  Euler  noch  den  anderen  hypothetischen 
Satz  aus:  „Es  giebt  keine  Kurve,  deren  allgemeiner  Bogen  gleich  dem  Loga- 
rithmus einer  beliebigen  Funktion  ist."  Ob  die  Richtigkeit  oder  Unrichtigkeit 
dieses  Satzes  erwiesen,  ist  uns  unbekannt  (vgl.  Intermediaire  YIl,  1900,  S.  194, 
und  VIII,  1901,  S.  182). 

2)  De  curvis  algebraicis^  quarum  omnes  arcus  per  areiis  circulares  metiri  li- 
ceat  (Mem.  de  St.  Petersb.  XI,  1830;  vorgelegt  20.  Aug.  1781). 
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stellen  in  den  Polarkoordinaten  q  und  o  eine  algebraische  Kurve 
dar,  die  durch  Kreisbogen  rektiflzierhar  ist. 

In  einer  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  am 
20.  Aug.  1823  vorgelegten  Abhandlung  hat  N.  Fufs  die  Bemerkung 
gemacht^  dafs  man  zu  den  obigen  Kurven  anch  gelangt^  wenn  man 
die  Polargleichung  derjenigen  Kurven  aufsucht^  bei  denen  der  Ab- 
stand des  Poles  von  der  Tangente  durch  a^  —  q^  ausgedrückt  wird^ 
wo  a  eine  gegebene  Länge  bedeutet^).  In  der  That  läfst  sich  diese 
Aufgabe  alsbald  auf  folgende  Differentialgleichung  zurückführen 

=  0^0  —  o"; 

um   sie   zu   integrieren,   schreibe  man  sie   folgendermafsen  —  indem 
man  mit  ds  das  Bogendifferential  bezeichnet  — 

Q'dm  =  {a  ~  Q)ds] 
Man  ersieht  dann,  dafs,  weil 

ds^  =  dQ^  +  {q  '  dcoYj 
die  vorige  Gleichung  ergiebt: 

i.  =  --=£?=; 

daher  ist         s  =  arc  cos  (a  -—  q)     oder     ^  =  a  —  cos  8 ;   .     .     .     (7) 

die  erstere  beweist,  dafs  die  gefundene  Kurve  durch  Kreisbogen  rekti- 
lizierbar  ist. 

Man  hat  ferner,  infolge  der  vorhergehenden  Formeln 

rlri  —^~^  d^  —^'"^  ^^  —  n  "  ^ 

Cl  Cj  — a  b   — ; — ,  -  •    .        —  (l  - 


yi-(a~Qy        ^yrir(^r=^ 


^        ^^ds 


\/T—  {a  —  Qy  Qyi  —  (a-~ 

daher:  .^  . 

(D  4-  s  =  a  I  — y=r-  ^       —  ♦ 

J  Qyi-{a-Qr 

Es  ergiebt  sich  nun,  wenn  a  >  1 ,  und  wenn  man 


V  1  +  a 


+  « 


(8) 

setzt,  dafs  ^  /     / — r-r  \ 

"+*=^''-*(l/^')- (») 

Diese  Gleichungen  im  Verein  mit  (7)  und  (8)  stellen  die  gesuchte 
Kurve  dar  und  zeigen,  dafs  sie  von  der  Euler'schen  nicht  ver- 
schieden ist. 


1)  De  curvis  algebraicis,  quarum  singuU  arcus  arcithus  circidarihus  aequanimr 
(Mem.  de  St.  Petersb.  XI,  1830). 
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Diese  ist  nun  ein  ganz  spezieller  Fall  einer  sehr  ausgedelinten 
Klasse  von  rationalen  Kurven^  die  J.  A.  Serret  in  seiner  Memoire  sur 
les  courhes  algebriques  dont  les  arcs  s'expriment  par  des  arcs  de  cerele 
(Jonrn.  de  TEc.  polyt.  XXXV,  1853)  kennen  gelehrt  hat.  Wenn  wir  es 
für  überflüssig  erachten,  uns  hier  mit  der  Kenntnisgabe  derselben  auf- 
zuhalten, so  liegt  dies  daran,  dafs  eben  Serret  selbst  dieselben  sozu- 
sagen popularisiert  hat,  dadurch,  dafs  er  sie  in  zwei  seiner  bekann- 
testen Lehrbücher  dargelegt  hat^). 

c)  Kurven,  die  vermittelst  Hyperbelbogen  rektiflzierbar  sind.  Eine 
Untersuchung  solcher  Kurven  wurde  von  N.  Fufs  angestellt,  der  dazu 
ohne  Zweifel  durch  die  Ideen  Euler's  veranlafst  wurde  ^).  Man  betrachte 
eine  Hyperbel,  deren  Potenz  h'^  und  deren  Asymptoten  den  Winkel  a 
bilden.  Nehmen  wir  dann  ein  orthogonales  kartesisches  Koordinaten- 
system, dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  und  dessen 
x-Axe^  die  eine  Asymptote  ist,  so  kann  die  Hyperbel  selbst  durch 
die  Gleichungen  dargestellt  werden 


X  =z \-  V  cos  a ,         y  =^  V  sina^ 


daher  ist    -, 

as 


n 

und  wenn  man  v  =  s^   setzt,  hat  man 

^5  =  -^^  l/F— 2i;V.cosc^  +  ^2^; 

sucht  man   nun   zwei   Funktionen  p  und  ^  von  z  auf,   derart,   dafs 
identisch  p2  ^  ^2  _  j4  _  21^^ .  cos  c^  +  ^2.     ^     ^  ^     ^     (10) 

ist,  so  bekommt  man,  wenn  man  noch  setzt 

n  r  P  '  dz 

>  — 1  _± 

2    /       w  +  2    f 


^         9    /     ,j4_2   ;  y 


^-f-2    ^ 

z"  z'^ 

eine  Kurve,  die  vermittelst  Hyperbelbogen  rektifizierbar  ist,  Nun 
läfst  sich  die  rechte  Seite  von  (10)  in  2?^  lineare  Faktoren  zerlegen, 
die  zu  je  zweien  konjugiert  sind-,  man  bilde  das  Produkt  von  n 
derselben,  von  denen  nicht  zwei  einander  konjugiert  sind;  es  sei 
(p{z)-{-iil}{^)  dieses  Produkt,  dann  ist  das  der  anderen  cp{ß)  —  i'ilj{s) 
Setzt  man  also  jp4-^^  =  9(^)  +  ^^(^);  so  wird  p  —  qi  =  q)(0) — IiIj^^) 
und  Gleichung  (10)   wird  damit  befriedigt  werden.     Es  ist  also  hin- 


1)  Cours  d'algebre  superieure,  4.  Anü.  I  (Paris  1877)  S.  511  —  515;   CÖwrs  de 
ealcul  differential  et  integral,  2.  Aufl.,  II.  (Paris  1880)  S.  248—259. 

2)  De  innumeris  curvis  algehraicis,  quarum  longitudinem  per  arcus 
boUcos  metiri  licet  (Nova  Acta  Petrop.  XIY,  Petersburg  1805). 

Loria,  Ebene  Kurven.  25 
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reicliend;  ^  =  9?  (^)  und  ^  =  '^(^)  zn  netimeiL.    Berücksiclitigt  man  noch 
das  beliebige  Element  bei  der  Bildung  des  Produktes  9/  so  siebt  man^ 

dafs  man  im   allgemeinen  ^  f^J==2'^— 2  Kurven    erhält^    welche 

den  Bedingungen  des  Problems  genügen;    läfst  man  nun  n  yariieren^ 
so  bekommt  man  deren  unzählig  viele. 


Siebzehntes  Kapitel. 

Algebraische  Kurven,  die  durch  Ellipsenhogen  rektiflzierhar  sind. 
Die  Kurven  von  Serret 

167.  Weitere  Anwendungen  der  in  Nr.  165  dargelegten  Methoden 
wurden  von  Euler  auf  solche  Kurven  gemacht^  die  durch  Ellipsen- 
hogen rektifiziert  werden  können^).  In  diesem  Falle  müfste  man 
(unter  Beibehaltung  der  in  Nr.  165  angewa.ndten  Bezeichnungen) 
setzen  ^  Vl±W^J)^. 

und  daher  t/t— ttts — 7t~¥ 

dieser  Gleichung  wird  Grenüge  geleistet^  wenn  man  setzt 
dx  =  dv  j         dy — - —  ^''^ 


1/2(1+ v)        '  *"         -|/2(1  — i;)        ' 

vorausgesetzt  j  dafs   die  Punktionen  p  und  g  von  v  identisch  der  Be- 
ziehung genügen 

p^  -\-  q^ —  2p^^  =  1  +  (F —  1)'^^. 

Z.  B.  kann  man  p=lj  g[  =  (k'\-l)v  nehmen  und  erhält  so 

dx  =     "t  J—  dv ,         dii  =  — ,  dv , 

]/2(l+^)  ^  ^  }/2(l—v) 

daher  ist 

^  =  |[l  -  2Ä  +  (ft  +  l)v]y2{l+v), 

y^l[2h-l  +  (Ä  +  l)v]y2{l-v), 

womit  eine  Kurve  sechster  Ordnung  dargestellt  ist.  —  Dieselbe  Frage 
läfst  sich  in  verschiedener  Weise  behandeln^).     Die  Gleichungen 


1)  De  innumeris  eurvis  algehraicis,  quarum  longüudinem  per  arcus  ellipticos 
metiri  licet  (Nova   acta  Petrop.  V,  1789,  vorgelegt  am  10.  Juni  1776). 

2)  Euler,  De  lineis  curvis,  quarum  rectiflcatio  per  datam  quadraturam  men- 
siiratur  (L.  Euleri  Opera  postuma  I,  Petropoli,  1862,  S.  439 — 452). 
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dx 


1+  j^__^2  GOS(p'd0j         dy  =  |/1  + J-— ^  sin^-6^^ 


stellen  offenbar  eine  durch.  Ellipsenbogen  rektifizierbare  Kurve  dar^ 
wenn  (p  =  cp{ß)  in  der  Art  bestimmt  ist,  dafs  x  und  y  in  endlichen 
Ausdrücken  erhalten  werden  können.  Um  dies  einzusehen,  setze  man 
^  =  sin  0*5  die  vorigen  Gleichungen  werden  dann: 


dx  =  ]/co?^ö^-j-m^  sin^  %"  cos  cp  -  dd^  ^ 

dy  =  l/cos^  %"  -{-  m^  sin^  %"  sin  cp  •  dd" . 

Man  stelle  nun  zwischen  %"  und  einem  neuen  Winkel  cd  die  Beziehung 

auf,  dafs  .  d(o  d^ 

tcr  CO  =  m  tg  O' :       daher  ist     z —  =  m ^-^ , 

ö  ö      1  co.s^  CO  cos^'9'  ' 

und  man  erhält: 

-,            cos'O'-cosQp     7^               -,            coS'O'-sincp      -,„ 
dx  = —  •ad' ,         dy  = ~  •  dd" . 

cos  Ö3  7  ./  (JOS  0) 

Setzen  wir  daher  cp  -\-  co  ==  nO'  und  eliminieren  cp  und  o),  so  ergiebt 

sich  r  "1 

(^^  ==  (^0^   COS 'i)' •  COS  ^^'ö' 4"  ^  ^i^ '^  *  si^  ^'^  ; 

dy  =  c^O-  Tcos  O*  •  sin  >^'0'  —  m  sin  -O*  •  sin  nd^  . 
Integriert  man,  so  findet  sich,  abgesehen  von  unwichtigen  Konstanten, 

^  = L_^  smm  — •  1)%^ T-—  smm  +  \)\P , 

y  =  —  — ^  COS  (^  —  1)^  +  -^^-p-  COS  {n  +  1) ^ . 

Diese  Gleichungen  stellen  nun  (vgl.  Kap.  9  des  folgenden  Abschn.) 
Epicjkloiden  dar,  die  algebraisch  sind,  wenn  n  eine  rationale  Zahl 
ist;  folglich  sind  alle  algebraischen  Epicykloiden  rektiflzierbar  durch 
Ellipsenbogen. 

168.  Die  Untersuchung  der  durch  elliptische  Integrale  rekti- 
fizierbaren Kurven  beschäftigte  aufser  Euler  auch  Legendre^),  der 
eine  Kurve  sechster  Ordnung  mit  dieser  Eigenschaft  fand;  ferner 
J.  A.  Serret,  der  sich  die  Aufgabe  stellte,  alle  rationalen  Kurven  mit 
dieser  Eigenschaft  zu  bestimmen;   er  betrachtete  dieses  Problem  als 


1)  TraiU  des  fonctions  elUptiques  I.  (Paris  1827)  S.  35.  —  Die  Legendre'sche 
Kurve  6**^^  Ordnung  wird  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 

X  =  h  sincp  ll -\--~  sin^  cp]  ^         y  =  hh  cos  q)  ll -\- m —  cos^g?)^ 

wo  SJc^  ,        1  —  2^2 

n  =  — r-5 — ; 


1—k' 


infolgedessen  ist  r»  ^^  j^2 

s  =  /  --y==========r  —  -^  sin  9  .  cos  9  •  J((p) . 


25* 
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Spezialfall  der  Bestimmung  zweier  Funktionen  x{ß)j  y(^)j  ^i^  ^®i'  B^~ 
dingung  genügen 

wo  Z  eine  rationale  Funktion  von  0  ist^).     Wird 

z  = 


gesetzt^  wo  a  und  a^  h  und  ß  zwei  Paare  konjugiert  imaginärer  Zahlen 
sind^  so  geht  die  Aufgabe  auf  die  von  Euler  schon  bekandelte  zurück. 
Da  in  diesem  Falle  der  Kurvenbogen  s  ein  elliptisches  Integral  der 
Variabein  ^  wird^  so  ist  0  eine  doppeltperiodische  Funktion  von  5^ 
demnach  werden  auch  x  und  y  doppeltperiodische  Funktionen  des 
Bogens  sein.  Die  Kurven  von  Serret  erfreuen  sich  also  der  Eigen- 
tümlichkeit, dafs  ihre  Koordinaten  doppeltperiodische  Funktionen  des 
Bogens  sind;  es  läfst  sich  beweisen,  dafs  sie  die  allgemeinsten  ratio- 
nalen Kurven  von  dieser  Eigenschaft  sind^).  Wir  können  uns  hier 
weder  mit  dem  Beweise  des  Satzes  aufhalten,  noch  mit  der  Wieder- 
gabe der  feinsinnigen  Betrachtungen,  die  Serret  angestellt  hat,  um 
die  Gleichungen  unzähliger  Kurven  mit  der  obigen  Eigenschaft  zu  er- 
halten, noch  des  Verfahrens,  durch  welches  Liouville  die  Tragweite 
der  von  jenem  erhaltenen  Schlufsfolgerungen  noch  erweiterte^).  Wir 
beschränken  uns  darauf,  folgenden  Satz  wiederzugeben,  der  einen 
kleinen  Teil  jener  Schlufsfolgerungen  zusammenfafst:  „Wenn  man  mit 
X,  y  die  Koordinaten  eines  Kurvenpunktes  bezeichnet,  und  man  setzt 

x  +  iy^Ce^C-^'--''^^'  +  ''^''^d0 

oder  /^  I  ^\«-hi 

X  -A-iy  =  Ge'^  ,  ^     ..j  , — r^  +  Consl, 

WO  G  und  CO  beliebige  Konstanten  sind,  a  und  a  komplexe  konjugierte 
Zahlen  sind  und  n  eine  reelle  Zahl,  die  mit  jenen  Konstanten  durch 

die  öleichunej      ,  ===  — r— 7  verbunden  ist,  so  erhält  man  die  para- 

metrische   Darstellung    einer    rationalen    Kurve,    deren   Bogen   durch 

G  I     ,  aus2?edrückt  wird.^^    Alle  so  entstehenden  Kurven 

1)  Memoire  sur  la  rappresentation  des  fonctions  elliptiques  et  hyperelUptiques 
(Liouvilles  Journ.  X,  1845);  Developpements  sur  une  classe  d^equations  relatwes  ä 
la  representation  geometrique  des  fonctions  elliptiques  (Das.);  Notes  sur  les  courhes 
elUptiques  de  premiere  classe  (Das.);  Theorie  geometrique  de  la  lemniscate  et  des 
courhes  elliptiques  de  la  premiere  classe  (Das.  XI,  1846).  "Vgl.  anch  Serret,  Cours 
de  calcul  differentiel  et  integral  11.  2.  Aufl.  (Paris  1880)  S.  264—269. 

2)  Krohs,  Die  Serret' sehen  Ku/rven  sind  die  einzigen  algebraischen  vom 
Geschlechte  Null,  deren  Koordinaten  eindeutige  doppelt-periodische  Funktionen  des 
Bogens  der  Kurve  sind  (Dissert.  Halle  a.  S.,  1891). 

3)  Liouvilles  Journ.  X,  1845,  S.  351—363, 
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bilden  das,  was  Serret  erste  Klasse  der  elliptischen  Kurven  nannte; 
sie  sind  Verallgemeinerungen  der  Lemniskate,  welche  Kurve  man  er- 
hält, indem  man  n  =1  setzt.     Serret  selber  machte  die  Bemerkung, 
dafs  es  ,,pour   ces  courbes  une  mode   de   generation  de  supreme  ele- 
gance"  giebt,   ,,qui  peut  servir  ä  definir  les  courbes  elliptiques  de  la 
premiere  classe,  dont  la  theorie  deviendra,  des  lors  entierement  inde- 
pendente    des   considerations  analytiques,   qui  les  ont  £ait  decouvrir/^ 
Unsere  nun  folgenden  Auseinandersetzungen  werden  die   Richtigkeit 
dieser  Ansicht  darthun  und  die   geometrische  Bedeutung  der  Serret'- 
schen  Kurven  erster  Klasse  aufser  Frage  setzen. 

,,Gegeben  sind  ein  fester  Punkt  0  und  eine  feste  Gerade  r^  die 
wir  als  durch  0  gehend  annehmen  können  (Taf.  XIII,  Fig.  99);  aufser- 
dem  ist  eine  Strecke  a  und  eine  reelle  positive  Zahl  n  gegeben.     Ein 
veränderliches   Dreieck   OFM  hat   eine   Ecke   in   0  und   die   beiden 
Seiten    OP  und  OM  von  konstanter  Länge  und  zwar   OP  =  a^/n, 
PM=  al/n  +  1;  sind  nun  die  Winkel  FOM^a,  PMO  =  /3,  mit 
dem  Winkel  g?,  den  die  Seite  OM  des  beweglichen  Dreiecks  mit  der 
festen  Greraden  r  bildet,  durch  die  Relation  verknüpft: 

-]-cp  =  na  —  (n  +  l)ß,      ......     (1) 

so  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  M  eine  elliptische  Kurve 
erster  Klasse.^^  Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  der  Einfachheit 
halber  an,  dafs  a  =  l;  wird  OM=q  gesetzt,  so  ergiebt  das  Drei- 
eck OMP:  Q^-l  .  ^^+1  .ax 
cos  a  =  -^ — pr ,         cos  /3  =  — ^  ;     ■    ,  ....     (2) 

oder  aber  /^  .  A 

sin  a  =  — — — ,  sin  ß 


2Qyn-\-l 


WO 


^  _  yir^^q::2(2M-i)  9' — 1 


(20 


daraus  folgt  dann  sin  ß -i  /    n  /q\ 

sinoj         V  n-{-l ^  ^ 

Nehmen  wir  0  als  Pol  und  r  als  Polaraxe,  so  ergiebt  sich  die  Polar- 
gleichung des  Ortes  der  Punkte  M  durch  Elimination  der  Winkel  «,  ß 
aus  der  Grleichung  (1)  und  den  Grleichungen  (2)  oder  (2').  Die  Eli- 
mination läfst  sich  ausführen,  wenn  n  rational  ist,  und  zeigt  dann, 
dafs  die  resultierende  Kurve  algebraisch  wird. 
Ist  z.B.  ^  =  1 ,  so  hat  man  der  Reihe  nach 
4-  ^  ==  a  —  2/3 ,       cos  9  ==  cos  /3  •  cos  («  —  /5)  +  sin  ß  •  sin  (a  —  /3) , 

sin/3==^^^+^i^,  sin(.-/3)  =  l^=-^^±^ 

cos  Ca  —  ß)==  —^-7= — ,         cos  09  =       '3   — ; 
^        '^^         21/2^2  '  ^  4^3         ' 


+  ^^  =  £!zi(^H:i)^,    ......    (5) 
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zu  kartesischen  Koordinaten  übergehend  erhält  man  die  Gleichung 

{x^+y^f  —  4^(;r2+  2/2)  +  4(^^  +  2/')  —  1  =  0, 
welche  eine  Lemniskate  darstellt. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurück,  um  zu  be- 
merken, dafs  aus  der  Gleichung  (2')  durch  Differenziation  und  darauf 
folgende  Anwendung  Yon  (2)  sich  ergiebt: 

da    — ^dq     ^  dß     — 2dQ  x*x 

cos  ß  ~  y^^Ti  A  '        cosfö—'-j/^A        '      '      *      *      ^  ■^ 

und  diese  beiden,  kombiniert  mit  (1),  führen  zu  der  Gleichung 

und  weil  im  allgemeinen 

so  ist  im  vorliegenden  Falle 

+  ds==    ^    \     -^-dQ] (6) 

Unter  Benutzung  von  (4)  können  wir  auch  schreiben 

-^ds  =  yn-^  =  y^^+i.^^' (7) 

-^  '^      cos  |3         '^        '        cos  ß;  ^  ^ 

Zweckmäfsig  setzt  man  nun  Je  =~Y     ,      ;    Gleichung  (3)   wird  dann 
sin|3  =  fc  sinc^,  und  die  Gleichung  (7)  liefert  uns  dann 

+  ds  =  yn-y=^^^ ; (8) 

—  ^      yi  —  k^  sin^  a  '  ^  ^ 

diese  zeigt   uns,    dafs   der  Kurvenbogen  s  des   Ortes    der  Punkte  M 
durch  ein  elliptisches  Integral  I.  Gattung  ausgedrückt  wird;  w.  z.  b.  w. 
Die  voraufgehenden  Formeln   lassen    auch    einige  Eigenschaften 
der  betrachteten  Kurven  deutlich  erkennen.     Man  hat  nämlich 


^  7 


Dreieck  OMP  =  \  V^l/w  +  l  •  sin  («  +  /3)  =  -^  A ; 

Folglich:  Die  Fläche  des  Kurvensektors,  gerechnet  von  der  Polaraxe 
aus,  ist  gleich  dem  Inhalte  des  erzeugenden  Dreiecks,  wenn  dieses 
eine  Ecke  im   Endpunkte  des  Bogens  jenes  Sektors   gelegen  hat. 

Aufserdem  folgt  aus  (2)  und  (2') 

sm  {a  +  ß)=  ~ ,         cos  (cc  +  ß)=^   o-./Vx^  ^ 

2yn(n-{-l)  2yn{n-\-l) 

oder  wegen  (6)  und  (7) 

sin(«  +  /3)  =  +  ~-,  <^os(a  +  ß)  =  ±Q-^, 
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und  dies  zeigt,  dafs  die  Neigung  der  Normalen  gegen  den  Radius 
vector  gleich  dem  Winkel  a'{-ß  ist^  oder  gleich  seinem  Supplement- 
winkel. Wenn  man  also,  im  ersten  Falle,  den  Winkel  PMN=^POM 
macht,  so  wird  MN  die  Kurvennormale  in  M  sein.  Andererseits  ist 
MN  die  Tangente  in  M  an  den  dem  Dreiecke  MOP  umbeschriebenen 
Kreis;  daher  wird  die  Gerade,  welche  M  mit  dem  Centrum  C  dieses 
Kreises  verbindet,  Tangente  in  M  an  die  fragliche  Kurve  sein.  Im 
Falle,  dafs  der  Neigungswinkel  der  Normalen  gegen  den  Radius  vector 
==  7t  —  (a-\-  ß)  wäre,  müfste  man  das  zu  OMP  in  Bezug  auf  M 
symmetrische  Dreieck  betrachten,  um  die  vorigen  Schlufsfolgerungen 
zu  erweitern,  und  gelangt  so  leicht  zu  dem  Resultate:  Ist  ein  fester 
Punkt  O  gegeben  und  variiert  das  Dreieck^  OMI"  in  der  Weise, 
dafs  immer  OM^=ayn,  MP:==  a]/^4"  1?  ^^^  dafs  aufserdem 
die  unendlich  kleine  Verschiebung  MM'  des  Punktes  M  immer  in 
der  Richtung  geschieht,  die  den  Punkt  M  mit  dem  Mittelpunkte  des 
dem  Dreiecke  umbeschriebenen  Kreises  verbindet,  so  erzeugt  der 
Punkt  M  eine  zur  Zahl  n  gehörige  elliptische  Kurve  I.  Spezies. 

Aus  dem  Vorhergehenden  kann  man  entnehmen,  dafs  der  Winkel  s 
zwischen  der  Kurvennormale  und  der  Polaraxe  durch  s==(p  —  (a  +  i^) 
gegeben  wird.     Demnach   ist  der  Kontingenz- Winkel  gegeben   durch 
ds  =  d(p  —  (da  -\-  dß)  =  (n  —  l)da  —  ndß,  oder 
^^^^Q'-{^n  +  l)dQ  ^ 

A  Q      "> 

daraus  folgt,  dafs  der  Krümmungsradius  i?  gegeben  ist  durch 

^  _  2yn{n  +  l)-Q  ^ 

die  Wendepunkte  der  fraglichen  Kurve  liegen  daher  auf  dem  Kreise 


um 


0  mit  dem  Radius  1/ — '^^  ^)  • 


Achtzehntes  Kapitel. 

Algebraische  Kurven,  die  vermittelst  Lemniskatenbogen  rekti- 
flzierbar  sind.     Die  Sinusspiralen. 

169.  Da  die  Lemniskate  durch  spezielle  elliptische  Funktionen 
rektifizierbar  ist,  so  ist  die  Untersuchung  derjenigen  Kurven,  die  durch 
Lemniskatenbogen  rektifizierbar  sind,  nur  ein  spezieller  Fall  der  im 
vorigen  Kapitel  behandelten.     Dennoch  lohnt  es  der  Mühe,   sich  mit 

1)  Bezügl.  weiterer  Untersuchungen  über  die  elliptisclien  Kurven  s.  L. 
Kiepert,  De  curvis^  quarum  arcus  integralibus  elUpticis  primi  gener is  exprimitur 
(Dissert.  Berlin,  1870). 
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diesen  besonders  zu  beschäftigen ^  um  zu  zeigen,  wie  Euler  hierauf 
die  Betrachtungen  in  Nr.  165  angewendet  hat^).  Es  ist  klar,  dafs 
die  Gleichungen 

dx  ==    ,  cos  cp ,        dy  =    ..  ^         sm  9 

eine  der  gesuchten  Kurven  darstellen,  wofern  nur  tp  =  (p{0)  in  ge- 
eigneter Weise  gewählt  wird.     Um  diese  Wahl  zu  definieren,  setzen 

wir  erhalten  dann 

2dx coBcp'd^         /idy sinqp-c^-O'^ 

«     "~"     l/sin¥    '  ^  )/sin^     ' 

nehmen  wir  aufserdem  an,  dafs  cp  =  nd^j  so  ergiebt  sich 

a    P cos  nd'-dd'  a    Psinnd'  •  dd"  /-ix 

Um  die  Integrierbarkeit  dieser  Formeln  beurteilen  zu  können,  setzen 

integrieren  wir  nun  teilweise,  so  erhalten  wir  folgende  Reduktions- 
formeln : 

die  beweisen,  dafs,  wenn  die  Integration  für  einen  gewissen  Wert  n 
von  n  ausführbar  ist,  sie  für  alle  Werte  n -^  2^  es  ist.  Überdies 
kann  die  Untersuchung  der  Integrierbarkeits-Bedingung  auch  aus- 
geführt werden,  indem  man  der  Reihe  nach  aus  (1)  folgende  Glei- 
chungen ableitet: 

2(x  +  iy) 


2^ 

setzen  wir  nun  ^is-  ^_  ^ 

so  können  wir  schreiben 


wendet    man  nun    die  Theorie    der  binomischen  Differentiale   an,  so 
sieht   man:    damit   die   Integration   ausführbar   sei,    mufs   n   von   der 

Form  2Ä  -f-  2-  sein.     Demnach:     Wenn   ti  =  2A;  +  -^ ,    so    stellen 


1)  De  lineis  cmms  quarum  rectiflcatio  per  datam  quadraturam  mensuratur 
No.  7—13  (L.  Euleri  opera  postuma  I,  Petropoli  1862). 
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die  Formeln  (1)  eine  algebraische  Knrve  dar,  die  durch  Lemniskaten- 
hogen  rektiflzierbar  ist. 

Die  Rektifikation  der  Lemniskate  kat  jedock  nock  in  ganz  anderer 
Weise  zu  neuen  algebraiscken  Kurven  gefükrt^  zu  denjenigen  nämlick^ 
mit  denen  wir  jetzt  unsere  Leser  bekannt  macken  wollen. 

170.  Erinnern  wir  uns  der  Definition  der  Euler'scken  Integrale 
I.  und  IL  Spezies 

't  0  0 

sowie  der  sie  verknüpfenden  Relation 

und  setzen  hierin  a;  =  sin^e3,  P  =  Y'  2  =  Yj   ^*^  erhalten  wir  die 
Identität  « 

/sin-^a,-cos"-^a,-^m=.i     ^'i  +  1     •     •     •     •     (2) 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  m  ==^  n,  und  wenn  man  2(x)  =  d"  setztj 
bekommt  man 


0 

und  da  man  leickt  einsiekt,  dafs 


r(m) 


) 


0  0 

so  sckliefst  man,  dafs 

rcos^~i'^.c?^=2"^-2-Vi/.^     .....     (3) 

J  r(m)  ^  ^ 

0  ^   ^ 

Nackdem   dieses  vorausgesckickt,  kolen    wir    die    Polargleickung  der 

Lemniskate  kervor  /«  \2 

Q^=^cos2co', (4) 

bezeicknet  s  den  Bogen  dieser  Kurve,  so  kaben  wir 

©'=<■•+ (S"=slfe.  >«">  «=«y5/(cos2.ri..<.. 

Der  Gesamtumfang  s^  der  Lemniskate  ist  das  Vierfacke  vom  Werte 
dieses  Integrals,  genommen  zwiscken  den  Grenzen  co  =  0  und  co  =  — - ; 
demnack  ist  ^ 

4 


s^  =  4ay2J  (cos  2cl>)    2.^0, 
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oder  wenn  2g)  =  d"  gesetzt  wird 

7t 

y 

0 

wenden  wir  nun  die  Grleichung  (3)  an^  so  ergiebt  sich 

Dies  liefert  den  Gesamtumfang  der  Lemniskate,  ausgedrückt  durch 
Euler'sche  Integrale  I.  Spezies.  J.  Ä.  Serret,  der  diesen  beachtens- 
werten Ausdruck  gefunden,  hat  bemerkt,  dafs  die  Lemniskate  zu  einer 
ganzen  Klasse  Yon  Kurven  mit  dieser  Eigenschaft  gehöre^).  Es  sind 
dieses  —  wenn  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist  —  die  Kurven  mit  der 

Polargleichung:  (^a)^  ..  ... 

Q^  ,=  s.-^  Qo^nco,^) (o) 

Setzen  wir  hierin  n==l,  so  erhalten  wir  den  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer a,  dessen  Umfang  5^  ==  7ta  ausgedrückt  wird  durch  die  der 
Gleichung  (5)  analoge:  nx 

_    ^'w  . 

^1  —  ^  r(i) 

Im  allgemeinen  Falle  liefert  Gleichung  (6) 

s  =  2      ^a /(cos^^co)'*      -dco. 

Den  Gesamtumfang  s^  der  Kurve  bekommt  man,  wenn  man  den  Wert 
dieses  Integrales,  genommen  zwischen  den  Grenzen  ca  =  0  und  co  = 
mit  2n  multipliziert;  er  ist  daher 

n 
1      2w  1 

s^=z2n'2      ^/(coswoj)''      -c?«; 

0 

setzen  wir  nun  ^03=  -9^,  so  wird  er  zu 


7C 


1  ^  1 

s^  =  2      ^•aJ(coS'9')^      'dd^^ 
0 


1)  Note  sur  les  integrales  euleriennes  de  seconde  espece  (Liouvilles  Journ. 
YII,  1842). 

2)  Nach  Nr.  155  besitzen  sie  n  Symmetrieaxen.  Es  ist  leicht  einzusehen, 
dafs  ihre  Ordnung  2n  ist;  wäre  n  negativ,  so  würde  die  Ordnung  — n  sein; 
(vgl.  S.  400). 
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und  daher  mit  Benutzung  von  (3) 

welche  Gleichung  vollständig  analog  zu  (5)  ist,  und  sich  mit  dieser 
identifiziert,  wenn  n  =  2, 

Wir  können  noch  hinzufügen,  dafs  man  verwandte  Ausdrücke 
für  die  Fläche  der  Kurve  (6)  aufstellen  kann^).  Da  nämlich  die  Fläche 
eines  Sektors  gegeben  ist  durch 

so  ist  die  ganze  von  der  Kurve  umschlossene  Fläche  S^  gleich  dem 
2n- fachen  dieses  Ausdruckes,  genommen  zwischen  den  Grenzen  03  =  0 

und  co==-7r— ;  also 

0 

setzen  wir  nun  nco  =  d"  und  benutzen  (3),  so  ergiebt  sich: 

8^  =  2     «    ■  a^J  {eos  »)''-d&  =  2  a^ — ^| —■ 

Es  ist  aber 

und  daher 


2^  -^ 


(8) 


welches  eben  der  angekündigte  Ausdruck  ist.     Für  >^  =  1  bekommt 

man  5^i===-j-,  also  die  Fläche  des  Kreises  mit  dem  Durchmesser  a; 

für  n  =  2y  S^=2a^y  die  Fläche  der  Lemniskate  (vgl.  Nr.  94).  — 
Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  zeigen,  dafs  die  durch  die  Gl.  (6) 
dargestellten  Kurven  zur  Darstellung  der  Euler'schen  Inte- 
grale IL  Spezies  dienen  können,  sowohl  durch  ihre  Fläche 
als  auch  durch  ihren  Umfang. 

171.     Schon  vor  Serret  wurden  dieselben  Kurven  von  Maclau- 
rin^)    betrachtet  und  untersucht;    nach  ihm  wurden  so  viele   schöne 


1)  G.  Loria,  Integrali  euleriani  e  spirali  sinusoidi  (Prager  ßer.,  1897). 

2)  Traue  des  fluxions,  trad.  Pezenas  (Paris  1747)  S.  264  u.  285. 
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Eigenschaften  an  ihnen  entdeckt,  dafs  man  es  für  angebracht  hielt,  sie 
mit  einem  besonderen  Namen  zu  bezeichnen:  den  Vorzug  giebt  man 
allgemein  dem  Namen  Sinusspiralen  (spirales  sinusoides),  der 
von  Häton  de  la  Groupilliere  erdacht  wurde^)  und  den  wir  an- 
nehmen wollen,  ohne  über  seine  Trefflichkeit  zu  diskutieren^);  die 
Zahl  n  nennt  man  den  Index  der  Kurye. 
Setzt  man  in  der  Gleichung  (6) 

Vi 

so  erhält  man  ^  ,  f^t^—n 

^r^=2fc)    «os(->^)a.,; 

Daraus  folgt:  Die  Inverse  einer  Sinnsspirale  ist  eine  zweite  Sinus- 
spirale. 

Wir  wollen  jetzt  die  hauptsächlichsten  Sätze  über  die  Sinus- 
spiralen angeben,  nachdem  wir  die  Bemerkung  voraufgeschickt  haben, 
dafs  es  von  nun  an  nicht  mehr  wie  im  vorigen  notwendig  ist,  anzu- 
nehmen, dafs  die  Zahl  n  ganz  und  positiv  sei;  allerdings  ist  die  ent- 
sprechende Kurve  nur  dann  algebraisch,  wenn  n  rational  ist^). 

Wenn  ii  der  Winkel  der  Kurventangente  mit  dem  Radius  vector 

ist,  so  hat  man  im  allgemeinen  tg  /i  =  ^ :  -~ ,  daher  wegen  Gl.  (6) 
tg^  =  —  ctg^oj,     oder  auch     1«'=  y  +  ^co ; 

dies  besagt:  Wenn  bei  einer  Sinusspirale  der  Radius  vector  gleich- 
förmig um  den  Pol  rotiert,  so  dreht  sich  die  Tangente  gleichförmig 
um  den  Berührungspunkt;  daher  rührt  der  Name  Linien  propor- 
tionaler Krümmung,  mit  welchem  unsere  Kurven  zuweilen  bezeichnet 
werden^).  Es  ist  natürlich  gestattet  in  dem  obigen  Satze  das  Wort 
„Tangente"  durch  „Normale"  zu  ersetzen;  daher  entsteht  die  Vermutung, 


1)  Note  sur  les  courhes  que  represent  Vequation  ^^  =  -4  mmto  (Nouv.  Ann. 
2.  Ser.  XY,  1876).  Dort  sowohl^  als  auch  in  den  neueren  Notes  hiUiographiques 
(Das.  3.  Ser.  XYII,  1898)  wird  der  Leser  viele  bibliographische  Daten  über  die 
fraglichen  Kurven  finden.  Wahrscheinlich  hat  Häton  den  Namen  „spirale 
sinusoide'^  vorgeschlagen,  indem  er  eine  von  T.  Olivier  in  seinem  Cours  de  geo- 
metrie  descriptive  gegebene  Bezeichnung  erweiterte  (Paris  1854,  n.  Aufl,  S.  293). 

2)  Ribaucour  (Müdes  swi'  les  elassoides  etc.  Belg.  Mem.  XLIV,  4^,  1881) 
wandte  dagegen  den  Namen  Lame'sche  Spiralen  an,  um  daran  zu  erinnern, 
dafs  dieser  grofse  Geometer  schon  1836  (Liouvilles  Joum.  I,  S.  86)  über  sie  ge- 
schrieben hat;  die  Benennung  Orthogenide  rührt  von  Allegret  her  (Memoire 
sur  la  rapresentation  des  transcendentes  par  des  arcs  de  courhes^  Ann.  de  TÖc. 
norm.  sup.  2«  Ser.  U,  1873,  S.  167). 

3)  Die  Ordnung  der  Kurve  kann  in  diesem  Falle  durch  das  in  Nr.  135 
angewandte  Verfahren  gefunden  werden. 

4)  Laquiere,  Quelques  proprietes  d'uMe  classe  des  courhes  spirales  (Nouv. 
Ann.  3®  Ser.  II,  1883),  wo  der  Name  spirales  ä  inflexion  proportionelle 
angewandt  wird. 
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dafs  die  Sinusspiralen  die  vom  Grafen  von  Fagnano  vergeblich  ge- 
suchten Kurven  seien  ^)^  welche  die  Eigenschaft  haben^  ,,dafs  die  Winkel, 
welche  die  von  einem  festen  Punkte  ausgehenden  Sehnen  mit  der 
Äxe  bilden,  in  einem  konstanten  Verhältnisse  stehen  zu  den  Winkeln, 
welche  die  Normalen  in  den  Endpunkten  der  Sehnen  mit  derselben 
Axe  bilden."  Dafs  diese  Vermutung  sich  mit  der  Wirklichkeit  deckt, 
kann  man  durch  folgende  kurze  Rechnung  zeigen^).  Nennen  wir  q,  m 
die  Koordinaten  eines  Punktes  M  der  gesuchten  Kurve,  ^i  den  Winkel 
der  zugehörigen  Tangente  mit  dem  Radius  vector  im  Berührungs- 
punkte und  h  den  Wert  des  konstanten  Verhältnisses,  so  ergeben  die 
Bedingungen  des  Problems  (vgl.  Fig.  100  auf  Taf.  XIII)  die  Gleichung 

Jcco  =  (o  -\- fc       oder       (h  —  1) co  =  -^ ^ ; 

daraus  folgt  ,     .,        .^  ,  dg 

ctg(fc  —  1)g3  =  tg/t  =  p:-^- 

Schreiben  wir  diese  Gleichung  wie  folgt 

—  =  ig  (Je l)c3'dG)  y 

so  sind  die  Variabelen  getrennt,  und  durch  Integrieren  ergiebt  sich 

lög^  +  ^3^^  log  cos  (Z;  —  t)(0  =  c, 
oder  auch  ^i-^^  ^i_^  ^^^  ^1  _  ^^  ^ 

Somit  ist,  da  diese  Gleichung  von  der  Form  (6)  ist,  bewiesen,  dafs 
die  Kurven  des  Fagnano  Sinusspiralen  sind. 

Wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  können  unsere  Kurven  noch  in 

2ikn 

anderer  Weise  definiert  werden.  Es  seien  ae  "^  (ä;=:0,1,2  —  n  —  i) 
die  n  komplexen  Zahlen,  welche  die  Ecken  J.^  eines  regelmäfsigen 
Vielecks  darstellen,  qc^^  die  einem  Punkte  M  der  Ebene  entsprechende 
Zahl,  dann  ist 


(q^  —  2aQ  cos  ((»  —  ~j  +  a^)  =^2n_  2a»^pn  cos>^(D  +  a^«; 
daraus  leitet  sich  ab,  dafs  der  Ort  der  Punkte  M  so  beschaffen  ist,  dafs 

Äji'Aji 4^I7i^==  &^ 

als  Polargleichung  hat: 

^2;^  _  2<x^p^  cos  IIC3  +  «2«  =  &2^ 

Im  speziellen  hat  man  für  h  ==  a  die  Gleichung 

q'>^  ==  2a^  COS^^Cö, 

1)  Produzioni  matematicJie  11,  (Pesaro  1750)  S.  375—412. 

2)  Vgl.  den  S.  395  citierten  Aufsatz  des  Verf, 
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welche  im  wesentliclieii  mit  (6)  zusammenfällt.     Folglich:  Eine  Sinus- 

spirale  mit  ganzzahligem  Index  n  ist  eine  spezielle  Cassinoide  mit 

n  Brennpunkten  (vgl.  Nr.  161),  d.  h.  der  Ort  derjenigen  Punkte  der 

Ebene  eines  regulären  n-Ecks,  deren  Abstände  von  den  Ecken  des 

Vielecks  ein  Produkt  geben,  gleich  der  n*^""  Potenz  des  Radius  des 

dem  Vielecke  umbeschriebenen  Kreises. 

173.     Bezeichnen   wir   nun   mit   R   den   Krümmungsradius    der 

Kurve  (6)  und  mit  v  den  Winkel  der  Normalen  mit  dem  Radius  vector, 

so  haben  wir  n—i 

2   ^    a  i^=^ 

E  =  — -r--  (cOSI^Cö)    **     ^         C0S1/  =  C0S^G3    .      .      .      (9) 

und  daher  Bcosv  =  ^, (10) 

welche  Gleichung  folgenden  Satz  beweist:  Bei  jeder  Sinusspirale  ist 
das  Verhältnis  der  Projektion  des  Krümmungsradius  auf  den  Radius 
vector  zum  Radius  vector  selbst  ein  konstantes.    Es  sei  ^  — ^'  die 

genannte  Projektion;  da  nun  wegen  (10)  q  —  q'  ==  ?_  ist^  so  haben 
wir  q'==     _^  .    und  die  Gleichung  (6)  wird  dann 

/ — ! — j  ^  ^=  ^    ^.   cos 7^03^      oder  auch     ^  ^=  —  (      ,     j  cos^ca. 

Da  diese  Gleichung  von  derselben  Form  wie  (6)  ist^  so  sieht  man: 
Bei  einer  Sinusspirale  ist  der  Ort  der  Projektionen  der  Krümmungs- 
mittelpunkte auf  die  zugehörigen  Radienvectoren  eine  andere  Sinus- 
spirale mit  demselben  Index  und  demselben  Pol. 

Die  durch  Gleichung  (10)  ausgedrückte  Eigenschaft  ist  charakte- 
ristisch für  die  Sinusspirale  sowie  für  eine  andere  Kurve^  die  man  als 

Grenzfäll  derselben  ansehen  kann^).     Wenn  nämlich  ^^ —  =  Const, 

und  man  bezeichnet  mit  m  den  V7ert  dieser  Konstanten  und  setzt  für 
JR  und  cosi/  ihre  Werte  ein^  so  erhält  man  die  folgende  Differenzial- 
gleichung  ^2         ^/dQX^         r  2  ,    idQ\^-\ 


oder  aber 


1  d^Q  1  (d^y 


Wenn  m  =4=  1 ,  so  werden  wir  diese  Gleichung  in  folgende  umgestalten 

3—  arc  tff  (—  -— )  4-  m  —  1  =  0, 
dco  ^  \9  d&l    '  ^ 

1)  Allegret,  Bemarques  sur  une  certaine  famüle  de  courhes  planes  (ISTouv. 
Ann.  de  math,  2.  Ser.  XI,  1872);  M.  du  Chätenet,  Siir  les  cowbes  dans  les- 
quelles  la  projection  du  rayon  de  coürbure  sur  le  rayon  vecteur  est  avec  lui  dans 
un  rapport  constant  (Das.  3.  Ser.  V,  1886). 
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daher  wird  bei  geeigneter  Wahl  der  Integrationskonstante 

^d^^  -||+tg(m-l)o9==0. 

Eine  zweite  Integration  ergiebt  nun 

log^  =  ^^:i7jlogcos(m  — 1)  +  Ä, 

wo  Z;  eine  Konstante  ist,  oder  auch 

p^-i=  fc^-i  cos(m  —  l)co. 

Da  diese  Grleichung  von  der  Form  (6)  ist,  so  stellt  sie  eine  Sinus- 
spirale dar.  —  In  dem  FaUe  m  ==  1,  den  wir  ausgeschlossen  haben,  ist 
die  Differenzialgleichung  des  Problems 


welche  integriert  liefert: 
oder 


1   dQ 
Q   dm 


dco  ' 


,CÜD 


und  durch  Integrieren  x  , 

Wir  werden  (in  Nr.  191)  sehen,  dafs  diese  eine  logarithmische  Spirale 

ist;    diese    teilt   also   mit   der  Sinusspirale  die  durch   Grleichung  (10) 

ausgedrückte  Eigenschaft. 

Die    Gleichung  (10)    führt   noch   zu    einer   weiteren   Folgerung. 

Betrachten  wir  aufser  der  durch  (6)  dargestellten  Spirale  eine  andere 

ähnliche  Kurve,    welche  jene  im  Punkte  {q^g))  berührt;    bezeichnen 

wir  mit  n    den  Index  und  mit  jR'  den  Krümmungsradius   derselben, 

so  haben  wir  ^ 

-R'eosy^^ (100 

aus  (10)  und  (10')  folgt      i       i         ^  -f  l 

dies  ist  eine  Grleichung,  welche  die  bemerkenswerte  Eigenschaft  aus- 
drückt, die  wir  (Nr.  136)  bei  den  triangulär-symmetrischen  Kurven 
kennen  gelernt  haben.  Nun  ist  dies  Zusammentreffen  kein  zufälliges, 
und  um  den  wahren  Grund  desselben  einzusehen,  setzen  wir  in  (6) 
n  =  —  m  und  schreiben  sie  infolgedessen  so 

^»^^cosmoj  =  2(2a)"*,  .     ......     (6') 

wenn  wir  jetzt  ^e'^=  ^  ~f-  iy  setzen,  so  wird 

q'^  (cos  m(D  -j-  ^  sin mco)  ==  (x  -j-  iy)'^ 

^  Q^  (cos  m  03  —  i  sin  mca)  ===  (x  —  iy)^ 
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und  demnach  erhält  (6')  folgendes  Aussehen: 

dies  beweist:  Die  Sinusspiralen  sind  triangulär-symmetrische  Kurven 
in  Bezug  auf  ein  Dreieck,  von  welchem  zwei  Ecken  in  den  Kreis- 
punkten der  Ebene  liegen^).  Bemerkenswert  ist^  dafs  die  Gleichung 
der  Sinusspiralen  in  der  Form  (11)  von  Beltrami  erhalten  wurde^), 
als  er  jene  Systeme  ebener  Kurven  aufsuchte,  die,  wenn  sie  um  einen 
gegebenen  Winkel  um  einen  Punkt  ihrer  Ebene  gedreht  werden,  das 
ursprüngliche  System  unter  einem  konstanten,  gleichfalls  gegebenen 
Winkel  schneiden.  Es  ist  somit  bewiesen,  dafs  dieses  Beltrami'sche 
Problem  von  den  Kurven,  deren  Haupteigenschaft  wir  gerade  darlegen, 
gelöst  wird;  es  ist  ebenfalls  bewiesen,  dafs  die  Sinusspiralen  mit 
rationalem  Index  algebraische  Kurven  sind  und  dafs,  um  die  Ordnung 
einer  Sinusspirale  mit  gegebenem  Index  zu  bestimmen  wir  dasselbe 
Verfahren  anwenden  können,  das  zur  Lösung  der  analogen  Frage  bei 
den  triangulären  Kurven  dient  (vgl.  Nr.  127). 

Von  den  Sinusspiralen  möge  noch  aufser  der  Polar-  und  kartesi- 
schen  Gleichung  die  natürliche  Gleichung  angegeben  werden^).     Um 

diese  zu  finden,  setzen  wir  zur  Abkürzung  ^ — ==  a^]  die  Gl.  (6) 
wird  dann  q^=  a^  cos  nco  und  giebt 

1 — n  1  —  n 

s  =  aj  (cos  ncj)  ^  ,        jR  =  — tt?  (^^^  ^^)  **  • 

Durch  Elimination  von  ca  findet  man  alsdann 
^+1    /*  dB 


_1     /^  dB 

1  /       r~  2n  ' 


{"^Byr^: 

wird  nun  der  Kürze  wegen  ^  .  ==  5  gesetzt,  so  können  wir  schliefsen: 
Die  natürliche  Gleichung  aller  Sinusspiralen  mit  dem  Index  n  hat 
folgende  Gestalt:       _,,_^V/^     J^^  .j2) 


1)  Mit  Benutzung  dieser  Bemerkung  kann  man  aus  einem  Satze  von  Lame, 
den  wir  in  Nr.  X33  bewiesen  haben,  einen  anderen  über  Sinusspiralen  ableiten, 
welchen  R.  C.  Archibald  auf  S.  19  seiner  Inaugural-Dissertation  The  cardioid 
and  some  its  related  curves  (Strafsburg  19Ö0)  direkt  bewiesen  hat. 

2)  S.  die  li^ote  Intorno  ad  alcuni  sistemi  di  curve  piane  (Annali  di  Matem. 
lY,  1861). 

3)  Cesaro,  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Napoli  1896)  S.  51. 
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Es  liegt  aufserhalb  unserer  Aufgabe^  aucli  die  nieclianischen  Eigen- 
schaften der  Sinusspiralen  ^)^  sowie  ihr  Auftreten  in  Fragen  der  Geo- 
däsie^) und  der  Analysis^)  darzulegen.  Wir  beschliefsen  daher  dieses 
Kapitel,  indem  wir  die  bemerkenswertesten  unter  den  speziellen  Sinus- 
spiralen anführen;  wir  erhalten  sie,  wenn  wir  dem  Index  n  spezielle 
Werte  zuerteilen : 

1)  n=l'^    ^  =  acosG3*,  ein  Kreis  mit  dem  Durchmesser  2a. 

2)  n  =^  —  1;   Q  cos  g9  =  4a-,   eine  Gerade. 

3)  ^^  =  2 ;   Q^  ==  2a^  cos  2  cd  ;  eine  BernouUi'sche  Lemniskate. 

4)  ^  =  —  2 ;  -^  =  —^~-2~  5  ^i^ö  gleichseitige  Hyperbel. 

5)  n  ==  —  — ;  Q  =  T-i ;  ^ine  Parabel. 

2  '    ^  1  -f-  cos  CO  ' 

1  a 

Q^  n  ==  -{-  —]  ^  =  ~  (1  -|-  cos  (d)  ;  eine  Kardioide. 

Aufser  diesen  uns  schon  bekannten  Kurven  mögen  noch  die  neuen 
Kurven  angeführt  werden,  welche  folgenden  Werten  des  Index  ent- 
sprechen : 

7)  n  =  3'^  Q^=4:a^co83c3'^  dieKviYYe6.0.(x^  +  y^y==^a^{x^—3xy^)] 
sie  wird  öfters  die  Kiepert'sche  Kurve  genannt,  nach  dem  Geo- 
meter,  der  (jedoch  nach  W.  Roberts)  wichtige  Untersuchungen  über 
die  Rektifikation  derselben  angestellt  hat,  indem  er  sich  dabei  der 
elliptischen  Punktionen  bediente^). 

o  CO 

1      1         ^^'3 

8)  n  ==  —  — :  —  =  -—- — :    Brennlinie  einer  Parabel  durch  Re- 
^  3  ^    Q  16a    ^ 

flexion,  wenn  die  Lichtstrahlen  senkrecht  zur  Axe  auffallen,  welche 
Kurve  Cazamian  cubique  de  THopitaP)  und  Archibald  Tschirn- 
hausen's  cubic  nannte^). 

1)  0.  Bonnet,  Proprietes  geometriques  et  mecaniques  de  quelques  courhes 
(Liouvilles  Journ.  IX,  1844);  Häton  de  la  Goupilliere,  These  d' Astronomie 
(Paris  1857)  und  Sur  le  minimum  du  potentiel  de  Varc  (Ass.  fr.,  Besan9on  1893); 
de  Saint- Germain,  Becueil  d'exercises  sur  la  mecanique  rationnelle,  2®  ed.  (Paris 
1889)  S.  155—56. 

2)  A.  Winckler,    Bemerhung   über   einige  Formeln   der   Geodäsie  (Grelles 
Journ.  L,  1855).    Die  daselbst  (S.  34)  auftretende  .  i_ 
ßefraktionskurveist  eine  Sinus  Spirale,  da  ihre    ^.  ,^  j^  P-^"-  ^^   '   ^'^      l)^j"jii-— 1 
Gleichung  in  Polarkoordinaten  r,  v  folgende  ist :                 L            sin  ^            J 

3)  Borel,  Legons  sur  les  series  divergentes  (Paris  1901)  S.  132. 

4)  S.  die  schon  citierte  Dissertation  De  curvis,  quarum  arcus  integralihus 
ellipticis  primi  generis  exprimitur  (Berlin  1870)  und  die  Abhandlung  Über  eine 
geometrische  Ämvendung  der  complexen  Multiplication  der  elliptischen  Functionen 
(Grelles  Journ.  LXXIY,  1872).  —  Giebt  es  aufser  der  Lemniskate  und  der  Kiepert'- 
schen  Kurve  Sinusspiralen,  die  durch  elliptische  Funktionen  rectifizierbar  sind? 

5)  Application  de  la  methode  de  transformation  par  polaires  reciproques  ä  des 
theoremes  relatives  aux  ciibiques  unicursales  (Nouv.  Ann.  3«  Ser.  XIII,  1894,  S.  307). 

6)  0.  a.  Inaugural-Dissertation,  S.  18. 

Loria,  Ebene  Kurven.  26 
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9)  72  =  — ;  9  ^^  T  ^^^^  Y '  ^^^  ^^^  ^^^^  Scheitel  derjenigen  Pa- 
rabeln^ die  einen  gegebenen  Kreis  berühren  und  einen  Punkt  der 
Peripherie  als  gemeinsamen  Brennpunkt  haben  ^)^  eine  von  Archibald  ^) 
C-ayley  Sextic  genannte  Kurve. 

2  tt^  2  CO         . 

10)  n  =^  -«  ;  Q^  "^  Y  ^^^^"^5  ^^^  Fufspunktkurve  der  Lemniskate 
in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt. 

11)  7^  =  —]  ^^=  4a^- cos^-r-;  eine  von  W.  Roberts^)  unter- 
suchte Kurve. 

12)  n  =  4:]  ^^  =  8(1^  cos  4 03;  eine  aus  vier  Blättern  bestehende 
in  Bezug  auf  beide  Axen  symmetrische,  vierfach  cirkulare  Kurve 
achter  Ordnung. 

13)  Überhaupt  sind  bemerkenswert  alle  Sinusspiralen,  die  durch 
eine  Grieichung  von  der  Form 

p       1 


^  2         „CO 

cos'' — ■ 

n 

dargestellt  werden,  da  sie  zu  der  grofsen  Familie  der  Sektrix-Kurven 
gehören^).  Um  diese  wichtige  Thatsache  zu  beweisen,  beachten  wir, 
dafs,  wenn  ^i  der  Winkel  der  Tangente  im  Punkte  P  ((),  ca)  mit  dem 
Radius  vector  ist, 

,  dp  ,         CO  ,        { 7t 

ist,  und  daher  ^         ^ 

^  =  Y  ~~  ¥  ' 

Fällen  wir  also  vom  Pole  auf  diese  Tangente  die  Senkrechte  OP^, 
so  ist         ^^^Q^JL_^         daher     ^T.OV^^^, 

nun  ist  aber,  wenn  wir  die  Polaraxe  OÄ  nennen,  <^  FOÄ  =  co  und 
deswegen  ^P,OP='-POÄ. 

Wollen  wir  daher  einen  Winkel  a  in  n  gleiche  Teile  teilen,  so  legen 
wir  ihn  mit  dem  einen  Schenkel  auf  OJ.;  der  andere  Schenkel  schneide 
die  betrachtete  Kurve  in  gewissen  Punkten  P;   ziehen  wir  in  einem 


1)  Nouv.  Ann,  Question  166,  gelöst  1848  von  P.  Serret. 

2)  0.  a.  Inaugural-Dissertation,  S.  13. 

3)  Note  sur  la  rectification  de  quelques  courhes  (Liouvilles  Journ,  XII,  1847). 

4)  Für  den  Fall  n  =  3  wurde  diese  Eigenschaft  von  F.  Gaufs  bemerkt: 
Über  Kurven^  ivelche  die  Eigenschaft  haben,  dafs  je  zivei  Tangenten  aus  einer  ge- 
gebenen Geraden  eine  Strecke  ausschneiden,  ivelche  zu  dem  von  den  Berührungs- 
punkten begrenzten  Bogen  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen  (Progr.  Bunzlau, 
1890). 


Neunzehntes  KaiDitel:  Die  Lissajous'schen  Kurven.  403 

derselben  die  Tangente  Tind.  fällen  auf  sie  das  Lot  OP^^  so  ist  P-^OP 
einer  der  gesuchten  Winkel. 

Kurven^  die  allgemeiner  als  die  Sinusspiralen  sind  und  die  Polar- 

gleichung  haben 

sin^ 

„  mc3 , 

kommen  in  der  darstellenden  Geometrie  vor^). 


Neunzehntes  Kapitel. 

Die  Lissajotts'scheii  Kurven. 

173.  Der  mathematisclien  Untersuchung  gewisser  akustischer 
Phänomene  verdankt  die  Geometrie  eine  Klasse  von  Kurven^  der  wir 
das  letzte  Kapitel  dieses  Abschnitts  widmen  wollen^);  es  sind  die- 
jenigen Kurven^  die  man  —  nach  dem  Namen  des  französischen  Phy- 
sikerS;  der  sie  zuerst  betrachtet  hat^)  —  die  Lissajous'schen  Kur- 
ven nennt.     Wir  definieren  sie  durch  die  beiden  Gleichungen 

X  ==  a  Bin  (mt  -{-  y)  ^       y  =  1)  sin  (nt  -}-  d)  ^    .     .     .      (1) 

die  eine  parametrische  Darstellung  der  Kurve  geben;  a  und  b  sind 
beliebige  reelle  Konstanten,  y  und  S  beliebige  gegebene  Winkel  und 
m  und  n  bekannte  Zahlen.  Diese  kann  man  immer  als  positiv  an- 
nehmen, weil,  wenn  sie  es  nicht  wären,  man  als  Parameter  —  t  statt  t 
nehmen  könnte,  womit  nur  der  positive  Sinn  auf  einer   oder  beiden 

Koordinataxen  s:eändert  würde.    Wenn  das  Verhältnis  —  irrational  ist, 

so  ist  leicht  einzusehen,  dafs  die  Kurve  nicht  algebraisch  sein  kann; 
ist  es  aber  rational,  so  kann  man  immer  die  beiden  Zahlen  als  ganz 
und  relativ  prim  annehmen,  denn,  wenn  sie  es  nicht  wären,  so  könnte 

man   sie   dahin  bringen,  indem  man  -—  als  neuen  Parameter  nimmt, 

wo  z/  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nenner  von  m  und  n  ist. 
Schliefslich,  wenn  man  die  Bezeichnungen  in  geeigneter  Weise  wählt. 


1)  F.  J.  (Gabriel-Marie)  Exercises  de  geometrie  descriptive  IIL  Aufl.  (Tours 
und  Paris  1893)   S.  785. 

2)  Andere  algebraische,  matlaematiscli-pliysikalische  Kurven  finden  sich  in 
der  Abhandlung  von  Euler:  Problema:  Un  corps  etant  attire  en  raison  recipro- 
que  guarree  des  distances  vers  deiix  points  fixes  donnes;  troiwer  les  cas  oü  la 
courhe  decrite  par  ce  corps  sera  algehrique  (Mem.  de  Berlin  XVI,  1760);  die  da- 
selbst niedergelegten  Resultate  wurden  von  Legendr e  vollständig  behandelt 
im  IL  B.  seiner  JExereises  de  calcul  integral  (Paris  1817). 

3)  Lissajous,  Memoire  siir  la  position  des  noeuds  dans  les  lames  qiii  vibrent 
transversalement  (Ann.  de  Phys.  et  de  Chemie,  3.  Ser.  XXX,  1850). 

26* 
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kann  man  immer  bewirken^  dafs  m  ^  n  und  d  =  0  wird.  Kurz  und 
gut :  Wir  können  eine  Lissajous'sche  Kurve  darstellen  durch,  die 
Gleichungen       x^a^m{mt  +  y),         y  =  hsmnt,     ....     (2) 

wo  die  Zahlen  m^  n  ganz,  positiv,  relativ  prim  sind,  und  die  erste 
gröfser  oder  gleich  der  letzteren  ist. 

Die  Untersuchung  derartiger  Kurven  kann  auf  zwei  verschiedene 
Arten  ausgeführt  werden. 

I.  Die  elementarste  ist  eine  einfache  Anwendung  des  klassischen 
Verfahrens  der  Diskussion  einer  Kurve^  die  durch  kartesische  Koordi- 
naten dargestellt  ist^),  welches  Verfahren  keine  prinzipiellen  Schwierig- 
keiten bietet^  da  die  in  Gleichung  (2)  auftretenden  Kreisfunktionen  so 
sehr  bekannt  sind;  z.  B.  läuft  die  Bestimmung  der  Doppelpunkte 
darauf  hinaus  diejenigen  Wertepaare  f  und  f  aufzusuchen,  welche 
ergeben 

sin  (m  f  -{-  y)  =  sin  (m  f  +  y) ,       sin  nt'  =  sin  nf-^     u.  s.  w. 

IL  Die  andere  Methode  ist,  wenn  auch  nicht  schwieriger,  so  doch 
kunstvoller^);  bei  dieser  wird  gesetzt 

Xa  SC-,  ■  .  A 

Xg  Xq        .  (l 

und  man  erhält  dann  an  Stelle  von  (2): 

x^  a     in^'^-e-''^^^'''  X,  h     X^'^-^2^ 


Bezeichnen  wir  nun  mit  q  einen  Proportionalitätsfaktor,  so  können 
diese  Gleichungen  auch  durch  die  drei  folgenden  ersetzt  werden: 

QX^  =  a(e^>yl^+^^/i^-^^—  e-^>2^-^>^+^)    •     .     .     .     (3) 

Da  somit  die  homogenen  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der 
Lissajous'schen  Kurven  durch  binäre  Formen  von  X  und  ii  vom  Grade 
'2n  ausgedrückt  sind,  so  ist  damit  die  Anwendung  der  Theorie  der 
binären  Formen  auf  diese  Kurven  ermöglicht.  Vor  allem  zeigen  uns 
die  Gleichungen  (3),  dafs  die  Lissajous'sclien  Kurven  algelbraisch  und 
von  der  Ordnung  ^n  sind;  es  mufs  jedoch  bemerkt  werden,  dafs  es 
gewisse  Werte  des  Winkels  y  giebt,  für  welche  man  eine  (doppelt 
gerechnete)  Kurve  von  der  Ordnung  n  erhält.     Wenn  m  ungerade  ist, 

SO    sind    diese    singulären    Werte    —     {k  =  l,2  . . .,  2n  —  l)^  während, 


1)  Himstedt,   Über  Lissajous'sche  Curven  (Archiv  der  Math.  LXX,  1884). 

2)  W.  Braun,  Die  Singularitäten  der  Lissajoits' sehen  Stimmgabelhurven 
(Dissert.  Erlangen,  1875);  vgL  den  Auszug  unter  dem  Titel  Ueher  Lissajoiis' 
Curven  (Math.  Ann.  VIII,  1875). 
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wenn  m  ungerade  ist^  diese  Werte  sind  {k=l,2 . .  .,n-~l).    Im 

allgemeinen  Falle  besitzt  die  Kurve  (2n — l)(n — 1)  Doppelpunkte 
und  unter  diesen  2(n  —  m-j-1)  Spitzen^  von  denen  2nm  —  (n-\-m) 
in  endliclier  Entfernung  liegen;  sie  hat  aufserdem  2(m  —  1)  Wende- 
punkte im  Unendlichen  und  2(m-\-n)  im  Endlichen^  von  denen 
2(n  —  m)  reell  sind;  schliefslich  hat  sie  (2n-\-2m  —  l)(n-\-m  —  1) 
— ■2(n-{-2m  —  1)  Doppeltangenten  ^  sie  ist  infolgedessen  von  der 
Klasse  2  (n  -{-  m).     Hat  aber  ^  einen  der  oben  angegebenen  Werte^  so 

hat  die  Kurve  ^  ^ Doppelpunkte  und  unter   diesen  n  —  m 

-f- 1    Spitzen^    von    welchen   ^ -^ ^^     endlicher    Entfernung 

liegen;  aufserdem  hat  sie  m  —  1  Wendetangenten  im  Unendlichen 
und  n-{-m  —  3   in  endlicher  Entfernung^  von  denen  nur  n  —  m — 1 

reell  sind;  die  Zahl  der  Doppeltangenten  beträgt  ^-^ 

—  (^n-{-2m  —  4)^  und  daher  ist  ihre  Klasse  n-\-m  —  1.  —  Mit  dem 
Beweise  dieser  Sätze  wollen  wir  uns  nicht  aufhalten^  weil  die  Lissa- 
jous'schen  Kurven  in  der  Greometrie  eine  weniger  wichtige  Stelle  ein- 
nehmen^). Wir  wollen  nur  noch  bemerken,  dafs  aufser  der  Geraden 
und  der  Ellipse  sich  noch  mindestens  eine  bemerkenswerte  Kurve 
vierter  Ordnung  unter  ihnen  befindet^),  die  rektifizierbar  ist;  es  ist 
die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellte: 

X  ==  4")/2  &  sin  {%^  +  a),         y  =  sin  2%^ .  ^) 

1)  Die  mechanische  Zeichnung  der  Lissajous'schen  Kurven  betreffend  siehe 
J.  C.  W.  Ellis,  A  machine  for  tracing  curves  described  by  points  of  a  vibrating 
string  (Cambridge  Proc.  II,  1870),  und  Dechevrens,  Le  campylographe,  machine 
ä  tracer  des  courbes  (C.  R.  CXXX,  1900),  wo  auch  allgemeinere  Kurven  betrachtet 
und  gezeichnet  werden;  vgl.  Intermediaire  VIII,  1901,  S.  187. 

2)  E.  Sang,  On  a  singiüar  case  of  rectification  in  lines  of  fourth  Order 
(Edinburgh  Proc.  VII,  1892). 

3)  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  möge  noch  auf  die  Abhandlung  von 
C.  Weltzien  verwiesen  werden,  Zur  Theorie  derjenigen  Kurven ,  deren  Coordi- 
naten  sich  rational  und  ganz  durch  zivei  lineare  FimUionen  und  zwei  Quadrat- 
tüiirzeln  aus  ganzen  Funktionen  eines  Parameters  darstellen  lassen  (Math.  Ann. 
XXX,  1887).  Die  daselbst  untersuchten  Kurven  sind,  in  homogenen  Koordinaten, 
folgender  parametrischen  Darstellung  fähig 

Q«^k-  (»k,oi+\i)VW)  +  ih,o^  +  h,l)VF(f),     (7« -1,2,  3); 
wenn  JE  und  F  Funktionen  von   der   Ordnung  jp -)- 1  sind,  so  ist  ihre  Ordnung 
p  -\-  S  und  ihr  Geschlecht  j9. 


VI.  Abschnitt. 

Transscendente  Kurven. 

Erstes  Kapitel. 

Eiiileitimg. 

174.  Alle  diejenigen  Kurven^  die  man  nictit  durch  eine  al- 
gebraische (ganze  rationale)  Gleichung  zwischen  den  kartesischen  Ko- 
ordinaten x^  y  eines  Punktes  darstellen  kann^  nennt  man  transscen- 
dente Kurven.  Unter  den  nicht  algebraischen  Kurven  verdienen 
diejenigen  einen  abgesonderten  Platz ^  deren  linke  Seite  ein  Polynom 
in  x,y  mit  irrationalen  Exponenten  ist;  diese  tragen  nach  einem 
Vorschlage  von  Leibniz  den  Name  interscendente  Kurven ^)^  und 
sie  bezeichnen  gewissermafsen  den  Übergang  zwischen  den  algebraischen 
und  transscendenten  Kurven;  ein  Beispiel  dieser  Art  ist  uns  schon  in 
Nr.  127  (am  Schlüsse)  begegnet. 

Jener  ganze  Teil  nun  der  Theorie  der  algebraischen  Kurven^  der 
die  in  Bezug  auf  eine  projektive  oder  Cremona'sche  Transformation 
invarianten  Eigenschaften  betrifft  (Polaren-Theorie^  kovariante  Kurven^ 
Plücker'sche  Charakteristiken^  Geschlecht^  adjungierte  Kurven  u.  s.  w.) 
hat  bis  heute  kein  Seitenstück  in  der  Theorie  der  transscendenten 
Kurven;  dagegen  die  ganze  metrische  Geometrie  der  ebenen  Kurven 
(Konstruktion  der  Tangenten^  des  Oskulationskreises^  Quadratur^  Rek- 
tifikation u.  s.  w.)^  da  sie  unabhängig  von  der  Annahme^  dafs  die  Kurve 
algebraisch  sei^  ist  durchaus  auf  die  transscendenten  Kurven  anwendbar. 
Wenn  man  sich  hier  an  den  Gebrauch  kartesischer  Koordinaten  hält^ 
so  erweisen  sich  die  algebraischen  und  die  transscendenten  Kurven  als 
gänzlich  heterogene  geometrische  Figuren;  in  vielen  Fällen  jedoch  ver- 
schwindet dieser  Unterschied,  wenn  man  andere  Koordinatensysteme 
anwendet.  Z.B.  haben  wir  in  Nr.  134  gesehen^  dafs  in  Polarkoordinaten 
Q^  (D  die  Gleichung  ^  =  jR  sinftcD^  bei  Variierung  des  Index  ^i,  unzählig 
viele  Kurven  darstellt^  die  algebraisch  oder  transscendent  sind^  jenach- 
dem  II  rational  oder  irrational  ist^  die  sich  jedoch  vieler  gemeinsamer 
Eigenschaften  erfreuen;  dies  beweist^  dafs  man  in  einem  solchen  Falle 


1)  Vgl.  Gramer,    Introdiiction    ä    Vanalyse   des    lignes    courbes  cdgebriques 
(Genf  1750)  S.  8;  daselbst  ist  als  Beispiel  folgendes  angeführt:  y''^ -\- y  "=  oc. 
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—  sowie  in  vielen  anderen  ähnlichen  —  von  kartesischen  Koordinaten 
abzusehen  und  sich  anderer  Koordinaten  zu  bedienen  hat,  die  mehr  ge- 
eignet sind,  die  eigentliche  Natur  der  yerschiedenen  bekannten  transscen- 
denten  Kurven  auszudrücken.  Diese  Ansicht  ist  so  verbreitet,  dals 
man  Versuche  gemacht  hat,  Theorien  aufzustellen  für  die  Kurven, 
die  durch  eine  algebraische  Gleichung  dargestellt  werden,  wenn  man 
Polarkoordinaten  anwendet,  oder  für  bipolare  oder  natürliche  Ko- 
ordinaten u.  s.  w.  Da  man  jedoch  auf  diesem  Wege  noch  nicht  ein- 
mal dahin  gelangt  ist,  die  Fundamente  für  eine  allgemeine  Theorie 
der  transscendenten  Kurven  zu  legen,  so  hat  man  versucht,  sie  mit 
algebraischen  Kurven  zu  verknüpfen,  damit  die  ungemein  reichen 
Kenntnisse,  die  man  von  diesen  besitzt,  auch  auf  jene  ihr  Licht  werfen 
mögen;  das  sie  verknüpfende  Band  wurde  durch  die  Theorie  der 
Differenzialgleichungen  hergestellt,  und  es  sollen  die  erhaltenen  Re- 
sultate hier  erwähnt  werden^). 

^''''  _     ^      ^(-^^^Ä)-o _  (1) 

eine  DifiPerenzialgleichung  erster  Ordnung  und  vom  Grade  ^,  so  liefert 
diese  cx)^  Integralkurven,  die  algebraisch  oder  transscendent  sein  können. 
Da  nun,  wenn  x^  y  gegeben  sind,  die  Crleichung  (1)  vom  Grade  [i  in 

"7^  ist,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  ii  Integralkurven. 

Dem  entsprechend  kann  man  fragen:  Wie  viele  Kurven  des  Systemes 
berühren  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene?  Wenn  y  =  ax  -\-'b  die 
Gleichung  der  Geraden  ist,  so  erhält  man  die  Abscissen  der  betreffen- 
den Berührungspunkte,  wenn  man  die  Gleichung 

fix,  ax  -{-t^a)  =  0 (2) 

auflöst,  die  entsteht,  wenn  man  in  (1)  den  obigen  Wert  von  y  ein- 
setzt; ergiebt  sich  diese  Gleichung  als  vom  i?*®^  Grade,  so  wird  jede 
Gerade  der  Ebene  von  v  Integralkurven  berührt.     Wenden  wir  nun 

die  Chasles'sche  Nomenklatur  an,  so  können  wir  sagen  (vgl.  ISTr.  157): 
die  Integralkurven  der  Differentialgleichung  (1)  bilden  ein  System 
mit  den  Charakteristiken  ii  und  v.  Daraus  kann  man  alsbald  ab- 
leiten: Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  0  an  alle  jene 
Integralkurven  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer  Kurve  von  der 
Ordnung  ^-\-v,  die  0  als  ^-fachen  Punkt  hat;  dual  hierzu  hüllen  die 
Tangenten  an  jene  Integralkurven  in  den  Punkten,  in  welchen  sie  von 
einer  beliebigen  Geraden  r  geschnitten  werden,  eine  Kurve  von  der 
Klasse  ii-\-v  ein,  welche  die  Gerade  r  als  -zz-fache  Tangente  hat. 
Diese  Sätze  werden  insbesondere  auf  eine   einzelne  isolierte  Integral- 


1)  Für  das  Folgende  s.  Fouret,  Memoire  siir  les  systemes  generaux  de 
cour'bes  planes,  algebriques  ou  transcendentes ^  definis  par  deux  characteristiques 
(Bull,  de  la  Soc.  math.  de  France  II,  1873—4)  und  Clebsch-Lindemann,  Vor- 
über Geometrie  I.  (Leipzig  1875)  VII.  Abt.  lY.  Kap. 
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kurve  angewendet,  und  erweisen  sich  als  besonders  nützlich,  wenn 
diese  transscendent  ist;  sie  führen  dann  zu  folgendem  allgemeinen 
Satze:  Wenn  eine  transsceiidente  Kurve  einem  System  von  Integral- 
kurveii  mit  den  Charakteristiken  ^  und  v  angehört,  so  liegen  die 
Berührungspunkte  der  Tangenten,  die  man  von  einem  heliehigen 
Punkte  der  Ehene  an  sie  ziehen  kann,  auf  einer  Kurve  von  der 
Ordnung  ^  +  ^5  ^"^^^  ^i^  Tangenten,  die  man  an  sie  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  einer  heliehigen  Geraden  legen  kann,  umhüllen  eine  Kurve 
von  der  {11  -]-  vy^^  Klasse  ^).  Umgekehrt,  wenn  einer  dieser  beiden  Um- 
stände zutrifft,  so  gehört  die  gegebene  Kurve  einem  Systeme  an^). 

Aus  dem  Vorhergehenden  geht  hervor,  von  welcher  Wichtigkeit 
es  ist,  bei  jeder  transscendenten  Kurve  zu  wissen,  ob  sie  einem  System 
angehört,  und  wir  werden  darauf  bedacht  sein,  diesen  Umstand  bei  den 
hauptsächlichsten  Kurven,  mit  denen  wir  uns  beschäftigen  werden, 
auch  anzugeben.  Von  vornherein  wollen  wir  hier  (mit  Fouret)  be- 
merken, dafs  die  vorigen  Sätze  auf  alle  Kurven  anwendbar  sind,  die 
durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden  können: 

/             .     m         .    m                      p             p                 ^u     ^u  \ 

(p\x^  yj  sm  — ^t,  sm  — 1(, cos  — ^t,  ßo^  —  u, e^  ,e^    , )  =  0, 

wo  (p  das   Symbol   einer  algebraischen,  rationalen,   ganzen  Funktion, 

II  eine  ähnliche  Funktion  in  x,y  ist,  und  m^n beliebige  ganze 

Zahlen  sind.     Sie  ist  nämlich  reduzierbar  auf  die  Form 

^  (^^,  ^,  sm -^ ,  cos -^j  =  0 , 

wo  1/^  eine  andere  rationale   ganze  Funktion  bedeutet.     Differenzieren 
wir  bezw.  nach  x,  y,  so  entsteht  eine  Relation  vom  Typus 


0, 


wo   %  eine  neue  rationale   Funktion  bedeutet;    eliminieren  wir  sin-^ 
imd  cos  -^-  aus  diesen  beiden  und  der  Grleichung;  sin^  ^  +  cos^  -^  =  1 , 

O  ^  O        '  O  '^ 

so  bekommen  wir  eine  Grleichung  von  der  Form  (1)  w.  z.  b.  w. 

175.  Einige  der  Begriffe,  die  wir  schon  zur  Gewinnung  neuer 
algebraischer  Kurven  in  Anwendung  sahen,  wurden  auch,  und  zwar  mit 
gutem  Erfolge  angewendet,  um  neue  transscendente  Kurven  zu  erhalten. 
Vor  allem  war  der  Gedanke,  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zu 
verallgemeinern,  auch  für  den  Zweig  der  Geometrie,  den  wir  jetzt  be- 
handeln, ergiebig  an  Resultaten;  folgendes  Beispiel  möge  dies  zeigen. 

Bekanntlich  bilden  die  Tangenten  in  einem  beliebigen  Punkte 
eines  (centrischen)  Kegelschnittes  mit   den  zu   den  Brennpunkten  ge- 

1)  Betreffs  einiger  Spezialfälle  dieses  Satzes  s.  P.  H.  Schoute,  Inter- 
mediaire  T.  III,  1896,  S.  7. 

2)  Fouret,  Sur  les  coitrhes  planes  transcendentes  susceptihles  de  faire  partie 
dhm  Systeme  [i,  v  (Bull,  de  la  Soc,  math.  II,  1873 — 74). 
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zogenen  Vectoren  gieiclie  Winkel;  dafs  diese  Eigenschaft  für  die 
Kurven  zweiter  Ordnung  charakteristisch  ist,  wurde  von  Euler  be- 
wiesen^). Dies  führte  G.  Bellavitis  zu  folgender  Aufgabe:  Eine 
Kurve  zu  finden  derart^  dafs  die  Tangente  in  einem  belie- 
bigen ihrer  Punkte  mit  den  Verbindungslinien  dieses  Punktes 
mit  zwei  festen  Punkten  Winkel  bilden^  deren  Differenz 
konstant  ist.  Wenn  diese  Konstante  von  Null  verschieden  ist^  so 
sind  die  entsprechenden  Kurven  transscendent;  sie  wurden  von  Bella- 
vitis durch  die  Methode  der  AquipoUenzen ^)^  und  von  S.  R.  Minich 
durch  das  gewöhnliche^  durch  die  Integralrechnung  vorgeschriebene 
Verfahren  bestimmt^).  Übrigens^  wenn  Ä  und  JB  die  festen  Punkte  und 
d  die  konstante  Differenz  ist^  so  ist  leicht  einzusehen^  dafs  die  ge- 
suchten Kurven  nichts  anderes  sind^  als  die  Trajektorien  des  Winkels 
d  in  dem  Systeme  der  Kegelschnitte,  die  Ä  und  JB  zu  Brennpunkten 
haben;  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Aufgabe  des  Bellavitis 
von  G.  Mainard i  gelöst  worden^),  und  da  seine  elegante  Lösung  in 
einem  sehr  bekannten  Werke  von  Boole^)  zu  finden  ist,  so  dürfen 
wir  uns  auf  die  Anführung  desselben  beschränken. 

Eine  andere  reiche  Quelle  transscendenter  Kurven  bietet  sich  bei 
der  Untersuchung  der  Quadratur  des  Kreises  dar;  wir  werden  daher 
den  Quadratrix-Kurven  das  folgende  Kapitel  (2)  widmen.  Eine  be- 
rühmte von  Archimedes  entdeckte  Kurve,  sowie  alle,  die  durch  Ver- 
allgemeinerung ihrer  Definition  erdacht  wurden,  werden  uns  einen 
ziemlichen  Teil  dieses  Abschnittes  hindurch  (Kap.  3 — 6)  beschäftigen. 
Einen  noch  gröfseren  Teil  (Kap.  7 — 12)  nehmen  die  Untersuchungen 
ein  über  die  Eigenschaften  derjenigen  Kurven,  die  (ähnlich  wie  die 
vorher  betrachteten)  durch  geeignete  Kombinationen  spezieller  Be- 
wegungen erzeugt  werden.  Darauf  werden  wir  die  hauptsächlichsten 
Kurven  behandeln,  zu  denen  man  bei  der  Auflösung  von  Aufgaben  ge- 
langt ist,  die  demjenigen  Gebiete  angehören,  das  die  ersten  Analytiker 
„methodus  tangentium  inversa^^  nannten  (Kap.  13—15).  Weniger  wichtig 
jedoch  erwähnungswert  sind  die  Kurven,  die  aus  der  geometrischen  Dar- 
stellung der  bekanntesten  Funktionen,  welche  die  Analysis  bietet,  hervor- 
gehen (Kap.  16,  17);  einige  derselben  sind  beachtenswert  durch  ganz 
aufsergewöhnliche   Singularitäten,   an   die  man  früher  keineswegs  ge- 


1)  Sokitio  trium  prohlematum  difficüiorum  ad  methodum  tangentium  inver- 
sam  pertinentium  (Mem.  de  l'Accad.  de  St.  Petersbourg,  X,  1821 — 22). 

2),  Saggio  d'applicazione  del  calcolo  delle  equipoUenze  (Annali  delle  Scienze 
del  Regno  Lombarde- Veneto,  Y,  1835).  Vgl.  auch  Sposizione  del  metodo  delle 
eqiiipollenze  (Mem.  della  Soc.  Ital.  delle  Scienze,  XXV,  2^  Parte,  1854). 

3)  SoUizione  dhm  problema  di  geometria  relativo  al  metodo  inverso  delle 
tangenti  (Annali  delle  Scienze  del  Regno  Lombardo-Veneto,  VIT,  1837). 

4)  Sulla  integrazione  delle  equazioni  differenziali  (Annali  di  Matem.  I,  1850). 

5)  A  treatise  an  differential  equations  (IV.  Aufl.  London  1877)   S.  234—251. 
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dacht  hatte  (Kap.  18).  Zwei  andere  Gruppen  von  Kurven  wurden  bei 
der  Untersuchung  gewisser  geometrischer  Transformationen  gefunden 
(Kap.  19^  20).  Recht  zahlreich  sind  solche,  zu  denen  die  mathematische 
Untersuchung  gewisser  Erscheinungen  in  der  Natur  führt  (Kap.  21—25); 
wir  werden  so  die  wichtigsten  physikalisch-mathematischen  Kurven 
kennen  lernen  und  sehen,  dafs  sie  auch  beachtenswerte  geometrische 
Eig-enschaften  besitzen. 


Zweites  Kapitel. 

Die  Qiiadratrixkurven. 

176.  Im  12.  Kapitel  des  vorigen  Abschnittes  haben  wir  Notiz 
genommen  von  vielen  algebraischen  Kurven,  die  dazu  dienen  können, 
geometrisch  das  Problem  der  Teilung  eines  Winkels  in  gleiche  Teile 
zu  lösen.  Dies  Problem  kann  aber  auch  —  ebenso  wie  die  noch  all- 
gemeinere Aufgabe,  einen  Winkel  in  zwei  Teile  von  gegebenem  Ver- 
hältnisse zu  teilen  — ■  vermittelst  einer  nicht-algebraischen  Kurve 
gelöst  werden,  deren  charakteristische  Eigenschaft  (ro  öv^Tttcj^a^)) 
nach  der  Aussage  des  Proklus  der  berühmte  Sophist  Hippias  aus 
Elea  angegeben  hatte.  Dieselbe  Kurve  wurde  aber  auch  von  einem 
anderen  Geometer  —  Dinostratus  —  angewendet,  um  ein  anderes 
nicht  weniger  berühmtes  Problem  zu  lösen,  nämlich  das  der  Qua- 
dratur des  Kreises:  daher  der  Name  Quadratrix  (tstQaycovL^ovöa)^ 
mit  welchem  sie  nach  dem  Vorgange  des  Pappus  bezeichnet  wird^). 
Dieser  berühmte  Kommentator  giebt  die  Erzeugung  der  Kurve  mit 
folgenden  Worten  an^):  „Gegeben  ist  ein  Quadrat  (Taf.  XIII,  Fig.  101  a) 
ÄBCDy  man  beschreibe  um  den  Mittelpunkt  Ä  den  Kreis  BEB 
und  lasse  die  Gerade  AB  sich  so  bewegen,  dafs  der  Punkt  A  fest 
bleibt,  und  B  den  Kreis  BEB  beschreibt.  Die  Gerade  BC  bleibe 
immer  parallel  7äi  AB,  während  ihr  Punkt  B  die  Gerade  BA  gleich- 
förmig durchläuft;  währenddem  durchlaufe  die  Gerade  AB  gleich- 
förmig den  Winkel  BAB  (d.  h.  der  Punkt  B  den  Kreis  BEB). 
Es  möge  dabei  eintreffen,  dafs  AB  und  BC  zu  gleicher  Zeit  auf  der 
Geraden  AB  zusammenfallen.  Unter  der  Voraussetzung  dieser  so 
geregelten  Bewegung  werden  die  Geraden  AB  und  BC  sich  in  jeder 
ihrer  Lagen  in  einem  variabeln  Punkte  F  schneiden,  der  dann  inner- 


1)  Mit  diesem  Namen  bezeiclineten  die  Alten  bekanntlich  dasjenige  bei 
ihrer  Methode,  was  den  Dienst  der  Gleichung  in  der  modernen  analytischen 
Greometrie  versieht. 

2)  Heilbronncr  {Historia  matheseos,  Lipsiae  1742)  giebt  der  Kurve  den 
heute  vergessenen  Namen  „Voluta  delumbata". 

3)  PappiiSy  herausgeg.  v.  Hultsch,  S.  250—52. 
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halb  des  Yon  der  Geraden  BÄ  und  ÄD  und  dem  Kreise  BEB  be- 
grenzten Raumes  eine  gewisse  Linie  beschreibt^  die  immer  nach  der- 
selben Seite  konkav  ist^  und  die  sieb  als  geeignet  erweist  zur  Auf- 
suchung eines  Quadrates^  das  einem  gegebenen  Kreise  inhaltsgieich  ist/^ 

Aus  diesem  Passus  geht  hervor,  dafs  die  Quadratrix  sich  leicht 
punktweise  konstruieren  lälst  (die  bequemste  Art  ist,  sowohl  die  Ge- 
rade AB  als  auch  den  Quadranten  BE  in  2'^  gleiche  Teile  zu  teilen); 
ferner  geht  daraus  hervor,  dafs  sie  auch  dazu  dienen  karni,  die  Auf- 
gabe, einen  Winkel  in  Teile  zu  teilen,  die  in  einem  gegebenen  Ver- 
hältnisse stehen,  zurückzuführen  auf  die  analoge  Aufgabe,  eine  Strecke 
in  dieser  Weise  zu  teilen,  welche  Zurückführung  die  Lösung  der  Auf- 
gabe sehr  erleichtert. 

Um  eine  geeignete  analytische  Darstellung  der  Quadratrix  des 
Dinostratus  zu  erhalten,  nehmen  wir  die  Geraden  AB  und  AB  als 
X-  und  ?/-Axen,  nennen  r  die  Seite  des  Quadrates,  co  den  variabelen 
Winkel  FAB  und  ii  einen  Zahlen-Koeffizienten,  dann  bestehen  die  Be- 
Ziehungen:  ^  =  (1  -  ^),.,        c  =  ^.f , 

folglich  nach  Elimination  von  ii 

r—x 2  CO 

r  7t 

Ist  aber  AF  =  ^ ,  so  hat  man  x  =  q  -  cos  co ,  und  folglich 

^=-^(1-^). (1) 

^  cos  CO     \  7C    /  ^   ^ 

Dies  ist  die  Polargleichung   der  Kurve;    setzen  wir    o?  =  -r cp,   so 

ergiebt  sich  hieraus  o  =  —      ^  (V) 

^  7t    sin  cp        '      '      ' \    J 

als  zweite  Form  der  Polargleichung,  der  wir  schon  früher  (Nr.  147) 
begegnet  sind.     Da    ^  =  ^  cos  co  ^    cd  ==  arc  tg  —  ,  so  wird  (1)  zu 


X  ■ 


X          ^           2  ,      y 

—  =  1 arc  ts:  -^ , 

r  .7t  ^  X  ^ 

oder  auch  ,     7t  x  ^r.. 

^  =  ^ctg-— ;      . (2) 

dies  ist  die  kartesische  Gleichung  der  Quadratrix.  Sie  zeigt  uns,  dafs 
die  Kurve  die  ^-Axe  in   unendlich  vielen  Punkten  mit  den  Abscissen 

+  r,    +  3r,    +  ^^' schneidet,  die  alle  Wendepunkte  der  Kurve 

sind;    ferner,    dafs    alle    die    Geraden    ^  =  +  ^^';    ^r  ==  +  4r 

Asymptoten  der  Kurve  sind.  Diese  besteht  demzufolge,  aufser  dem 
von  ßoberval  betrachteten  parabolischen  Zweige,  aus  unzählig  vielen 
Wendezügen,  die  paarweise  symmetrisch  zur  y-Axe  sind.  (Auf  Taf.  XIII 
sind  letztere  in  der  verkleinerten  Nebenfigur  101  &  angedeutet;  eine  voll- 
ständigere Zeichung  findet  der  Leser  auch  in  Haas,  Kleyers  Lehrbuch 
der  Bifferentialrechnung  III.  Teil,  Stuttgart  1894,  S.  120.)  Ferner  er- 
giebt  sich  unmittelbar  aus   der   Gleichung    eine  wichtige   Folgerung; 
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es  sei  y^  die  Ordinate  des  Punktes  I,  in  welchem  die  Quadratrix  die 
Gerade  AD  (^-Axe)  schneidet,  so  haben  wir 

y,  =  hm  ^  =  hm  —^  =  hm  {—-  cos^  ^ j  =  --  ; 
und  daher  ist    ot  =  — :    ist  nun  der  Punkt  I  g;eometrisch  bestimmt, 

y^     ,  .   .  .  . 

so  ist  damit  auch  7t  bestimmt  und  damit  jeder  Kreisumfang  rekti- 
fiziert, und  jeder  Kreis  quadriert,  damit  ist  die  Anwendbarkeit  der 
Kurve  des  Hippias  und  Dinostratus  auf  das  Problem  der  Quadratur 
des  Kreises  erhärtet. 

Die  Gleichung  (2)  führt  noch  zu  einem  anderen  Schlüsse;  sie 
zeigt  nämlich,  dafs  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (^r,  y)  die 
Gleichung  hat  /  7t  x      \ 

F— ^  =  (Z  — ^')    ctg^ ^-"^    ....     (3) 

l  2r   J 

WO  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten   sind;   oder  wegen  Gleichung  (2) 

Betrachten  wir  in  dieser  Gleichung  X  und  Y  als  gegeben,  ^,  y  als 
unbekannt,  so  kann  sie  mit  (2)  kombiniert  zur  Bestimmung  des  Be- 
rührungspunktes der  vom  Punkte  P(X,  Y)  aus  an  die  Quadratix  ge- 
zogenen Tangente  dienen;  da  nun  (3)  eine  kubische  Gleichung  zu  x^  y 
ist,  die  durch  X  =  x^  Y=y  befriedigt  wird,  so  folgern  wir:  Die  Be- 
rührimgspimkte  der  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  P  an 
eine  Quadratrix  ziehen  kann,  liegen  auf  einer  Kurve  dritter  Ord- 
nung, die  durch  diesen  Punkt  hindurchgeht;  die  Quadratrix  gehört 
demnach  (vgl.  174)  einem  System  mit  den  Charakteristiken  ^  =  1, 
v  =  2  an.  Daraus  folgt:  Die  Tangenten  an  eine  Quadratrix  in  den 
Punkten,  in  welchen  sie  von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  umhüllen 
eine  Kurve  dritter  Klasse,  die  jene  Gerade  als  Doppeltangente  hat. 
177,  Wie  aus  dem  in  voriger  Nr.  wiedergegebenen  Passus  der 
Sammlung  des  Pappus  hervorgeht,  glaubten  die  Alten,  dafs  die 
Quadratrix  nur  aus  dem  Zweige  BI  innerhalb  des  Quadranten J,5i)  be- 
stehe, und  diese  Ansicht  hat  sich  mindestens  bis  zu  den  Zeiten  Vietas 
erhalten  ^) ;  die  Irrigkeit  derselben  wird  zur  Evidenz  bewiesen  durch  die 
Thatsache,  dafs  die  Gleichung  (2)  sich  nicht  ändert,  wenn  man  das 
Vorzeichen  von  x  wechselt,  also  ist  die  Quadratrix  symmetrisch  in 
Bezug  auf  die  ^-Axe  {AD)-^  dieselbe  Gleichung  zeigt,  dafs,  wenn 
1^1  >  r,  ^  <  0;  folglich  erstreckt  sich  die  Kurve  auch  nach  der  nega- 
tiven Seite  der  y,  ferner   ergiebt   sich   für  ^=  |2r|,  y==CK).     Auch 

1)  Vgl.  Vario^nmi  de  rebus  mathematicis  responsorwn ,  Cap.  VIII,  Prop.  I 
(F.  Vietae,  Opera  mathematica  ed.  Schooten,  Lugd.  Batav.  1646,  S.  365). 
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erkennt  man  leicht  mit  Anwendung  einer  der  bekannten  Regeln  für 
Kuryengieichungen^  dafs  die  beiden  Geraden  ^  =  +  ^^  Asymptoten 
der  Quadratrix  sind.  Dies  sind  die  wichtigen  Bemerkungen^  die 
Montucla^)  dem  P.  Leautaud^)  zuschreibt^  die  sich  jedoch  schon 
früher  als  von  RobervaP)  gemacht  vorfinden.  Diesem  verdankt  man 
aufserdem  eine  bemerkenswerte  Konstruktion  der  Tangente  in  einem 
beliebigen  Punkte  F,  die  wir  passend  hier  wiedergeben:  ,^Man  be- 
schreibe um  A  als  Mittelpunkt  (Taf.  XIII,  Fig.  101  a)  den  Kreisbogen 
der  in  F  beginnt  und  in  dem  Punkte  G  von  AD  endigt.  Auf  der 
ihn  in  F  berührenden  Greraden  trage  man  FR  ='  FG  ab;  die  in  B 
zu  ihr  errichtete  Senkrechte  schneide  ^D  im  Punkte  T.  Durch  diesen 
Punkt  geht  die  Tangente  an  die  Quadratrix  in  J^."  Ohne  uns  mit 
dem  Beweise  für  diese  Konstruktion  aufzuhalten,  wollen  wir  vielmehr 
noch  bemerken,  dafs  aus  der  Gleichung  (3'),  wenn  man  in  ihr  X  ==  0 
setzt,  sich  ergiebt:  7c{x'+if) 

^  ~  2r  ^ 

TT                                        AT  27tr 

oder  auch  ^  =  y^r-^  • 

Die  rechte  Seite  ist  nun,  wenn  7t  gefunden  ist,  bekannt;  da  man  nun 
AF  kennt,  so  kann  man  auch  AT  und  somit  auch  die  Tangente 
FT  finden^). 

Um  die  Quadratrix  zu  quadrieren,  setzen  wir  -^-  ==  u   und  haben 
dann 


I  y '  dx  =  j  ctg  t'i du  ==  i — j    /  u  ctg  ii  •  dit ; 

U  ctg  II  =  %i- 


nun  ist  ^^2      ^4 

cos  li  2 !        4 ! 


und  daher 


~  "Fl  +  51  ■ 

3  45  945^  ^ 


fy^dx  =  ['^-)'[u- 


II''  ir  ^r 

9  "225  6615 


1)  Histoire  des  matliematiqiies^  Nouv.  ed.  (Paris  1799)  II,  S.  77. 

2)  S.  die  Arbeit  Oyclomatliia  ^  seu  de  miütipla  circidi  contemplatione  (Lugd. 
Batav.  1663). 

3)  Observations  sur  la  composition  des  moiwements  etc.  (Mem.  de  l'Acad.  des 
Sciences  VI,  Paris  1730)  S.  51;  wie  bekannt,  stammt  diese  Arbeit  etwa  aus  dem 
Jahre  1636. 

4)  Über  die  Frage  der  Tangentenziehung  siehe  ferner  die  Lectiones  geo- 
metricae  von  Barrow  (London  1670;  wieder  abgedruckt  in  The  mathematical 
Worlcs  of  Is.  Barrow y  herausg.  v.  Whewell,  Cambridge  1860),  die  Analyse  des 
infmiment  petits  vom  Marquis  de  l'Hopital  (Paris  1696),  die  Oeuvres  de  Fermatl. 
S.163  und  III.  S.  145,  sowie  auch  Wallis,  Phil.  Trans.  1672,  und  H.  Resal,  Con- 
struction  de  la  tangente  en  impoint  de  la  qitadratrice  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  XY,  1876). 
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Dieser  Ausdruck  findet  sicli  in  einem  Briefe^  den  Newton  am  13.  Juli 
1676  an  Oldenburg  schrieb^  damit  er  ihn  Leibniz  mitteile^);  in 
diesem  Briefe  findet  sich,  auch  eine  analoge  Entwickelung  für  den 
Bogen  der  Quadratrix.  Veröffentlicht  wurde  sie  erst  viel  später  von 
A.  Stone^)  in  Ä  method  of  fliixions  (London  1730)  und  alsbald  scharf 
kritisiert  von  Joh.  Bernoulli^  der  bemerkte:  ,,Avec  tout  cela  il  ne 
donne  pas  la  quadrature  par  une  expression  finie^  comme  nous  en 
pouvons  donner  une^  quoique  les  logarithmes  y  entrent^^^).  Auf  welche 
Formel  er  hier  anspielt ^  ist  mathematisch  sicher  nicht  bekannt.  Zu- 
gegeben, dafs  er  an  einen  Ausdruk  für  die  Fläche  ^  gedacht  hat^ 
die  zwischen  der  Kurve  und  der  x-kjiQ  gelegen  ist  (also  das  Doppelte 
des  Sektors  ABI),  so  bekommt  man  die  von  ihm  wahrscheinlich  an- 
gekündigte Formel  auf  folgende  Weise^):  Die  Gleichung  (3)  zeigt^  dafs 

^  =  2fxctg^'dx 

0 

ist;  setzt  man  nun  7t (r  —  x)  =  2ru,  so  erhält  man 

7t 

A  ==  -\  I  ('Jt  —  2u)  tg li  •  du 

0 

7t 
7t  "2" 

=  -4"  I  \i2u  —  £)  log  cos %if  —  2Jlog  cosu'du]  ; 
und  da  der  integrierte  Teil  für  diese  Grenzen  gleich  Null  wird^  so  ist 

7t 

^  = 2"  /log  COS  U'du  =  —^  '  —  7t  log  2  y 

0 

und  daher  ist*'')  ^        4r^log2 

it 
die  gesuchte  Formel. 

178,  Papp  US  hat  eine  beachtenswerte  stereometrische  Erzeugung 
der  Quadratrix  entdeckt;   sie  wird  ausgedrückt  durch  folgenden 

Satz:  Sclmeidet  man  eine  Schraubenfläche  mit  gerader  Leitlinie 
mit  einer  durch  eine  Erzeugende  gelegten  Ebene  und  projiziert  die 
Schnittkurve  auf  die  Basisebene,  so  erhält  man  eine  Quadratrix. 


1)  Leibniz  ed.  Gerhardt  I,  S.  109.  Vgl.  auch  den  Methodus  fluxionum  et 
serierum  infinitarum  (1736)  reproduziert  in  Isaaci  Neivtoni  opiiscula  I.  (Lausanne 
et  Genevae  1744)  S.  198. 

2)  Vgl.  Analyse  des  infmiment  petits  par  M.  Stone,  übers,  von  Eondet  (Paris 
1735)  S.  70—71. 

3)  Bemarque  sur  le  livre  intitule  etc.  (Joh.  BernouUi  Opera  IV)  S.  177. 

4)  Intermediaire  IV,  1897,  S.  14. 

5)  Cesaro,  Calcolo  infinitesimale  (Neapel  1899)  S.  263 — 64. 
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Beweis:   Die  Gleichung   der   Schraubenfläclie  und   der  schneiden- 
den Ebene  seien 

==arcto-;         ^  — f \- ^\ ^—]=0.     .     (4) 

p  ^  x^  27t     '        \cos  £Y         sma/  ^  ^ 

Durch  Elimination  von  ^  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man 
die  der  im  Satze  betrachteten  Projektionskurve;  diese  neue  Gleichung 
lautet:  ^  y         pa    .    .  {    x  y    \        ^ 

27r  ^  X  27t     ^        \cos  a  sinaj 

Gehen  wir  zu  Polarkoordinaten  über^  so  wird  sie: 

^  sin  2  a         a  —  op 

^  4:7tX        sin  (o^  —  9)  ' 

da  sie  nun  von  der  Form  (1')  ist^  so  ist  der  Satz  bewiesen. 

Es  möge  noch  bemerkt  werden^  dafs^  wenn  man  dieselbe  Schrauben- 
fläche (4)  durch  die  Ebene 

0  ===  X  sin  a  '\-  y  cos  a  —  h 

schneidet^  man  als  Projektion  die  Kurve 

,    2Jc7t 
P  P 


^         27C    sin  (9  +  ^) 

erhält^    die   offenbar   allgemeiner    als    die   Quadratrix   ist^    da   sie   mit 

dieser   nur   übereinstimmt,    wenn    a  = ist.     Die  durch  sie  daro:e- 

gestellten  Kurven  wurden  von  Chasles^)  betrachtet^  der  ihnen  den 
Namen  verlängerte  oder  verkürzte  Quadratrix  gab.  Man  kann 
sie  auch  erhalten^  ohne  aus  der  Ebene  herauszugehen^  in  ähnlicher 
Weise  ^  wie  im  Anfange  für  die  gewöhnliche  Quadratrix  angegeben 
wurde  ^);  wenn  man  nämlich  in  der  (Nr.  176)  angegebenen  Erzeugungs- 
weise die  Bedingung  aufhebt^  dafs  die  beiden  bewegten  Geraden  zu 
Anfang  der  Bewegung  zusammenfallen^  so  erhält  man  Kurven^  die 
durch  eine  Gleichung  von  folgendem  Typus  dargestellt  werden  können 

^  sm  CD   ^ 

die  eben  verlängerte  oder  verkürzte  Quadratrices  sind. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt:  Wenn  man  die  Gl.  (1)  wie  folgt  schreibt 


cos  03  ^  /2cö\ 


SO  sieht  man^  dafs  die  Quadratrix  zur  Familie  derjenigen  Kurven  ge- 
hört^ deren  allgemeine  Gleichung 

1)  Apergu  histonque_  (II.  Aufl.,  Paris  1875)   S.  32,  Note;    vgl.   Fouret,  Sur 
une  generalisation  de  la  qtiadratrice  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  V,  1886). 

2)  Brocard,  Question  de  licence  (Mathesis,  VI,  1886). 
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m 
COS  ro  ^  /2co\'>i 


Q 


='-©■ 


ist;   mit  ilmen  hat  sich  Pater  Caraccioli-'^)  beschäftigt. 

179.     Die  mathematische  Litteratur  des  17.  Jahrhunderts  liefert 

auch   drei    geometrische  Beiträge  zur  Quadratur  des  Kreises  in  Form 

von  drei  neuen  Quadratrixkurven.     Die  ältere  und  bekanntere  ist  die 

Tschirnhausen'sche    Quadratrix^),    eine    Kurve,    die    durch    die 

Gleichung'  .    Ttx  ,r\ 

^  =  rsm^ (5) 

dara'estellt  wird:   setzt  man  --  =  Y,     -^r-  =  X,    so    wird    diese    Glei- 

chunes:  zu  ^^         .    ^^ 

&  r=smZ^ 

die,  wie  wir  (Nr.  218)  sehen  werden,  die  Sinuskurve  ist;  demnach 
ist  die  Tschirnhausen'sclie  Quadratrix  eine  der  Sinuslinie  affine 
Kurve.    Denken  wir  uns  diese  Kurve  vollständig  gezeichnet,  so  leuchtet 

ein,  dafs,  wenn  für  y===r^  ^  =  I  wird,  jt  =  -y-  ist;  somit  ist  klar,  dafs 

sie  eine  Quadratrix  ist.     Dies   ist  die  bemerkenswerteste  Eigenschaft 

der  Kurve.     Man  kann  beachten,  dafs  die  Fläche  zwischen  der  ^r-Axe 

und  dem  ersten  Kurvenbogen,  der  seine  Endpunkte  auf  dieser  Axe  hat, 

gleich  ist  r 

r  sm  — —  •  ax 
2r 


woraus  man  dann  tc  ableiten  könnte,  wenn  dieser  Wert  nicht  auf 
andere  Weise  bekannt  wäre;  ähnlich  ist  das  durch  Rotation  dieser 
Fläche  um   Ox  erzeugte  Volumen  gleich 


7t  i  r^  sm''  -r~  '  dx  =  —  7Ct^  ; 
J  2r  2  ' 


daher  würde,  nachdem  dieses  direkt  bestimmt  ist,   in  gleicher  Weise 
der  Wert  %  sich  daraus  ergeben. 

Die  Tschirnhausen'sche  Quadratrix  kann  folgendermafsen  kon- 
struiert werden:  „Gegeben  (Taf.  XIII,  Fig.  102)  ein  Kreis  mit  dem 
Centrum  0,  dem  Radius  r  und  zwei  zueinander  senkrechte  Durch- 
messer desselben  AA  und  jB5';  man  nehme  an,  dafs  ein  Radius  OM 
gleichförmig  sich  um  0  drehe,  während  eine  zu  AA  parallel  bleibende 
Gerade  sich  ebenfalls  gleichförmig  von  AA  aus  beginnend  verschiebe; 
man  nehme  aufserdem  an,  dafs  beide  Bewegungen  zu  gleicher  Zeit 
beginnen  und  zugleich  aufhören,  so  dafs,  wenn  M  in  B  angelangt  ist, 
auch  die  Gerade  mit  der  Tangente  in  JB  an  den  Kreis  zusammenfalle. 
Der  Ort  des  Punktes  P,  in  welchem  sich  die  beiden  bewegten  Geraden 


1)  Be  lineis  curvis  Über  (Pisis  1740)  S.  181—189. 

2)  Medicina  mentis  (Amstel.  1686)  S.  115. 
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schneiden^  ist  eine  Tschirnhausen'sclie  Quadratrix/^  Ist  nämlich  cp  der 
Winkel  AOM,  OA  die  rr-Axe^  so  ist 

y  =  T'  sm (p  j       np  :  r-^  ==  X  :  T'^ 

daraus  folö^t  .    Ttx 

«/  =  rsm— , 

w.  z.  bew.  war^). 

Ähnlich  der  Tschirnhansen'schen  Quadratrix^  sowohl  durch  ihre 
Gestalt  als  auch  durch  ihre  Gleichung  ^  ist  eine  Kurve  ^  die  man  zu 
Ehren  dessen^  der  sie  zuerst  betrachtet  hat;,  die  Ozanam'sche  Kurve 
nennen  könnte^).  Ihre  Definition  ist  folgende:  ^^AB  sei  ein  fester 
Durchmesser  eines  Kreises  ^  dessen  Centrum  0^  dessen  Radius  a  sei 
(Taf.  XIII^  Fig.  103);  von  einem  beliebigen  Punkte  P  desselben  fälle 
man  das  Lot  auf  AB  und  trage  auf  diesem  vom  Fufspunkte  H  aus 
die  Strecke  SM  gleich  dem  Bogen  AP  des  gegebenen  Kreises  ab; 
der  Ort  des  Punktes  M  ist  die  Ozanam'sche  Kurve."  Nehmen  wir  A 
als  Anfang^  AB  als  ^-Axe,  bezeichnen  mit  cp  den  Winkel  POB^  so 
können  wir  zur  analytischen  Darstellung  der  Kurve  die  beiden  Glei- 
chungen nehmen 

X  =  a  -{-  a  cos  cp ,        y  =  a(7t  —  (p)  ^ 

oder  folgende;  die  sich  durch  Elimination  von  cp  hieraus  ergiebt 

X         '  9  y 

-—  =  sm^~-: 

2a  2a  ' 

wird  zur  Abkürzung  2a  ==  h   gesetzt,  und  macht  man 

X  .     y  /  N 

.  y  =  ^^^f  ^  • w 

so  erhält  man  aus  der  Gleichung  der  Ozanam'schen  Kurve 

X         •  9  y 

die  folgende  bx  =  x^] 

man  erhält  daher  unsere  Kurve  aus  der  durch  die  Gleichung  (a)  dar- 
gestellten Sinuskurve  (s.  Nr.  322)  durch  eine  einfache  geometrische 
Transformation ;  die  eine  Punktkonstruktion  der  Ozanam'schen  Kurve 
liefert,  wenn  die  Sinuskurve  gezeichnet  vorliegt. 

180.  Mit  einer  anderen  Quadratrix  macht  uns  die  Nr.  260  der 
PJiüosophical  Transactions  (vom  J.  1700)  bekannt,  welche  eine  ano- 
nyme Schrift^)  enthält  mit  dem  Titel  The  construdion  of  a  Quadratrix 


1)  Diese  Erzeugung  bietet  eine  auffallende  Ähnlichkeit  mit  derjenigen  der 
Quadratrix  des  Dinostratus,  von  der  wir  in  Nr.  176  ausgegangen  sind. 

2)  Gz  an  am,  Dictionnaire  mathematique  ou  idee  generale  des  mathematiques 
(Amsterdam  1691)  S.  98—99,  woselbst  als  Quelle  der  Traue  d'algehre  desselben 
"Verfassers  angegeben  ist.     Vgl.  auch  Gramer,  Introduction  etc.  S.  7. 

3)  Die  Herausgeber  (G.  Hutton^  Q.  Shaw  und  ß.  Pearson)  des  Neudruckes 
der  FJiilos.   Trans,   of  th.  B.  Soc.  of  London  bemerken    bei    dieser  Gelegenheit 

Iioria,  Ebene  Kurven.  27 
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to  ihe  circle  heing  fhe  curve  described  iy  its  equaUe  evolution.  Die 
Kurye^  um  dies  sich  handelt^  wird  in  Polarkoordinaten  q,  o  durch  die 
Gleichung  47rrcos«  ,., 

9—^r=r2^ (6) 

dargestellt.  Dafs  sie  zur  Quadrierung  des  Kreises  dienen  kann,  er- 
sieht man,  wenn  man  beachtet,  dafs  die  Gleichung  für  03  =  ^? 
Q  ==  27tr  ergiebt,  ist  daher  die  Kurve  zum  wenigsten  für  die  zwischen 
0  und  —  gelegenen  Werte  von  cd  gezeichnet,  so  kennt  man  die  Länge  des 

Kreisumfanges  mit  dem  Radius  r,  und  also  tc.  Da  für  co  =  (2/i;  +  1)  «^ ; 
(k=^0)  ^==0  wird,  so  ist  klar,  dafs  die  Kurve  unzählige  Male  durch 
den  Pol  hindurch  geht;  der  Radius  vector  wächst  unzählige  Male  zu 
einem  endlichen  Maximum  an,  u.  s.  w.  Die  Kurve  steht  zur  Quadratrix 
des  Nikomedes  in  sehr  einfacher  geometrischer  Beziehung,  was  ja 
erklärlich  ist,  da  sie  in  gleicher  Weise  wie  jene  der  Quadratur  des 
Kreises  dient.  Führen  wir  nämlich  auf  die  Gleichung  (6)  die  Trans- 
formation durch  reziproke  Radienvectoren  aus,  welche  ihr  Centrum 
im  Pole  und  als  Potenz  h^  hat,  so  bekommen  wir  eine  Kurve  von 
der  Gleichung  2« 

_   Jc^  ^~"^  ^ 
^         4r      cos  CO    ' 

indem  nun  diese  im  wesentlichen  mit  Gleichung  (1)  identisch  ist,  so 

ist  bewiesen,   dals   diese  neue  Quadratrix   die  Inverse  der  älteren  ist. 

Setzen  wir  tc  —  2(o  ==  (p  und  27cr  =  a^  so  wird  Gleichung  (6) 

sin  (p  .of\ 

9  =  ^-^^ (^) 

und  in  dieser  eleganten  Form  wurde  sie  von  mehreren  aufgefunden, 
die  die  Kurve,  mit  der  wir  uns  hier  beschäftigen,  wieder  entdeckten, 
und  auf  diese  müssen  wir  noch  zurückkommen. 

Vor  allem  ist  von  Gregor  Fontana  folgende  Aufgabe  gestellt 
worden^):  „Auf  einer  unbegrenzten  Geraden  MQ  ist  ein  Punkt  A  ge- 
geben (Taf.  XIII,  Fig.  104)  und  aufserhalb  derselben  ein  beliebiger 
Punkt  J5;  die  Gerade  AB  und  der  Winkel  BAQ  sind  somit  bekannt. 
Man  ziehe  BC  senkrecht  zu  AB,  sowie  die  Halbierungslinie  AG  des 


(IV,  London  1809,  S.  462):  „This  paper,  which  is  anonymous,  has  much  of  the 
manner,  style  and  peculiarities  of  William  Jones,  Esq. ,  wlio  soon  afterwards 
made  so  cospicuous  iigure  in  the  Royal  Society  and  in  the  mathematical  world." 
Dagegen  hat  E.  Wolf  fing  {Bihliografia  della  cocleoide^  Boll.  di  bibl.  e  storia 
in,  1900)  unabhängig  vom  Verf.  nachgewiesen,  dafs  J.  Perks  der  Verfasser  der 
betreffenden  Abhandlung  ist  (vgl.  S.  424,  Note  1). 

1)  S.  den  ersten  Teil  der  Abhandlung  Sopra  Vequazione  d'una  curva,  sopra 
la  falsitä  di  due  famosi  teoremi  e  sopra  le  serie  armoniche  a  termini  infinitamente 
piccoli  (Mem.  de  la  Soc.  Ital.  delle  Scienze  II,  1784). 


Zweites  Kapitel:  Die  Quadratrixkurven.  419 

Winkels  JBAQ-^  in  gleicher  Weise  ziehe  man  CD  senkrecht  lu  AG 
und  die  Halbierungslinie  AJD  des  Winkels  CAQ]  sodann  ziehe  man 
DE  senkrecht  zu  AD  und  wieder  die  Halbierungslinie  AE  des 
Winkels  DAQ]  in  dieser  Weise  bis  ins  Unendliche  fortfahrend  erhält 
man  unzählig  viele  Punkte^  deren  letzter  Punkt  • —  wir  wollen  ihn  H 
nennen  —  auf  der  Geraden  MQ  zu  liegen  kommt.  Nachdem  dies 
vorausgeschickt^  fragen  wir:  1)  Wo  liegt  der  Punkt  H?  2)  Welches 
ist  die    Gleichung   der  Kurve  ^    auf  welcher    die   Punkte  D,  CyD,  E, 

F H  liegen ?^^     Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  verfährt  Fontana 

der  Hauptsache  nach  in  folgender  Weise:  Man  nehme  A  als  Pol  und 
AQ  als  Polaraxe^  bezeichne  mit  q^  q)  die  Koordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  der  Kurve  und  mit  ^i;  ^2;  ^3;  •  •  ♦  •?  Qn-  -  -  ^^^  ^^^  Winkeln 
~ y  ^,  ~ij  •  •  •  ^-  •  •  •  •  entsprechenden  Radienvectoren.  Die  ange- 
gebene Konstruktion  führt  dann  ersichtlich  zu  folgenden  Beziehungen 

9^--^'     9.-^,---9.-^,-     ■     ■     iß) 

COS  -^  COS  -^  cos  ^ 

aus  denen  man  durch  Multiplikation  ableitet 

Q 

9n  = 


COS  1^  •  COS  1^  ....  •   cos  ^ 


aber  infolge  der  bekannten  Relationen 

sm  ^  =  2  sm  -^  •  cos  ^ ,        sm  -|-  =  2  sm  —  •  cos  ^  ^  •  •  • 


ergiebt  sich 
daher 


22'  2 

qp  0-9  ^ 


^^  qp  qp  qp         .      qp 

sm  ^  ==  2''  COS  -|-  •  COS  ^ cos  ^  •  sm  ^  : 


Q^srncp^  Qcp  • 


.      qp 


2^ 


Durch  Übergang  zum  Grenzwerte  ergiebt  sich  dann  für  ^  =  oo 

^00  sin  9  =  Q(p. 

Nennen  wir  nun  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  B^  von  welchem 
die  Kurve  ausgeht^  a  und  a,  so  haben  wir  im  besonderen 

Q^ sin a  =  a-  a-^ 
dividieren  wir  die  vorige  Gleichung  durch  diese,  so  bekommen  wir 

a-  a      sin  qp 
^         sina        cp     ^ 

27* 
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welche  Gleicliiing  die  Gestalt  Yon  (6')  hat;  folglich  liegen  die  Punkte 

JB,CjD,E H  auf  einer  Quadratrix  der  obigen  Art^). 

Auf  dieselbe  Kurve  war  früher  schon  Fontana^)  gestofsen,  als  er 
den  Ort  der  Schwerpunkte  der  Bogen  eines  gegebenen  Kreises^  die  einen 
gegebenen  Anfangspunkt  haben,  suchte.  Sei  0  der  Mittelpunkt^  r  der 
Radius  jenes  Kreises  und  A  der  Anfangspunkt  der  Bogen;  man  nehme 
0  als  Pol,  OA  als  Polaraxe  und  betrachte  einen  beliebigen  dieser 
Bogen  AÄ  ==^  2r(p  (Taf.  XIII,  Fig.  105);  dann  hat  sein  Schwerpunkt 

bekanntlich  als  Polarkoordinaten  bezw.  cp  und  r— ^;    die  Gleichung 
des  fraglichen  Ortes  ist  dann  q  = ^). 


1)  Die   Gleichungen  {ß)  auf  vor.  Seite    q  =-=    ^    ^    können  auch  in  folgende 


,  "P 


zusammengefafst  werden:  2^ 


<H'<iy 


9 

cos  -j  , 

2 


oder,  wenn  man  -~-  =  co  setzt 


2^ 

^  (2  cö)  =  Q  (co) '  cos  CO  ; 

diese  Relation  läfst  alsbald  vermuten,  dafs  die  Untersuchung  der  G-leichung  der 
Kurve,  auf  welcher  die  Punkte  B,C,B,  .  ..  hegen,  vollständig  gleichbedeutend 
ist  mit  der  Bestimmung  derjenigen  Funktion  Q^=q{co)^  welche  der  vorigen 
Funktionsgleichung  genügt;  aber  es  ist  auch  leicht  einzusehen,  dafs  in  Wirk- 
lichkeit so  die  Frage  verallgemeinert  worden  ist.  Ist  nämlich  eine  Funktion 
Qq  {(o)  gefunden,  die  der  Aufgabe  genügt,  derart  also,  dafs 

Qoi2(o)  =  9o (w)  •  cos  Cö  , 

so  hat  man  auch  — --—r  =  — t-^  ? 

q^{2g))         q^{co) 

daher  ist    ^  ^  .^^.  =  f((o)  eine  Funktion  von  co ,   die  sich  nicht  ändert,  wenn  man 

CO  in  2 CO  verwandelt.    Einem  Satze  von  Laplace  zufolge  ist  sie  demnach  von 

der  Form   0  (sin     f  ^^^     cos    f  ^? ^ ) ,  wobei  0  eine  beliebige  Funktion  be- 
\  log2     '  log2    /' 

deutet.    Wenn  daher  ^o  («)  eine  spezielle  Lösung  der  o])igen  Funktionsgleiclmng 

ist,  so  ist  0(sin    ?^  ^|^,   cos    ^  ^|^)  die  allgemeine  Lösung  dersell)en.    Die 

(verschiedentlich  bewiesene)  Nicht -Äquivalenz  der  Untersuchung  der  Gleichung 
der  fraglichen  Kurve  mit  der  jener  Funktionsgleichung  wurde  in  der  Hauptsache 
von  E.  Beltrami  bemerkt  (Eemarques  au  sujet  de  la  Question  654,  Nouv.  Ann. 
2«  Serie,  II,  1863). 

2)  S.   das  zweite  Problem  von  IX  der  Disquisitiones  physico-mathematicae 
nunc  primum  editae  (Pavia  1780). 

3)  Diese  Erzeugungsweise   der  Kurve  findet   sich  auch  in  einer  Note  von 
E.  Egg  er  im  YI.  B.  der  Ann.  di  Matem.  1864,  S.  21—27  und  in  einer  neueren 

Arbeit  von  Y.  Stoeckly,  Bedeutung  und  Eigenschaften  der  aus  r==a —  ent- 
springenden Curve  (Archiv  XLYIII,  1868). 
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Eine  dritte  Aufgabe,  die  durch  dieselbe  Kurve  gelöst  wird,  wurde 
privatim  von  D.  Bernoulli  und  Groldbach^)  behandelt,  und  öffent- 
lich vorgelegt  von  Bossut^)  und  darauf  von  E.  Catalan^);  sie  lautet 
folgendermafsen:  „Eine  unendliche  Zahl  von  Kreisen  berühre  eine  Ge- 
rade in  demselben  Punkte;  man  nehme  auf  jedem  derselben,  von  diesem 
Punkte  ausgehend,  einen  Bogen  von  gegebener  Länge  an;  welches  ist 
der  Ort  der  Endpunkte  aller  dieser  Bogen  ?^^  Um  diese  Frage  zu  be- 
antworten, nehmen  wir  ein  Polarkoordinatensystem,  das  diesen  festen 
Punkt  0  als  Pol  hat  (Taf.  XIV,  Fig.  106)  und  als  Polaraxe  die  ge- 
gebene Grerade.  Es  sei  C  der  Mittelpunkt,  r  der  Radius  eines  beliebigen 
von  jenen  Kreisen,  l  die  gegebene  Länge,  q^  q)  die  Koordinaten  des 
Endpunktes  des  Bogens  Oilf,  so  ist  offenbar  ^  =  2^9,    Q  =  2rBm(p] 

durch  Elimination  von  r  erhält  man  wiederum  q=1 als    Grlei- 

chung  des  Ortes  der  Punkte  M. 

Später  gelangten  zu  derselben  Kurve  G.  Jung^),  J.  Neuberg-'^) 
und  C.  Falkenburg^),  indem  sie  von  gewissen  Betrachtungen  der  an- 
gewandten Mathematik  ausgingen'^);  der  letztere  gab  ihr  auch,  mit 
Rücksicht  auf  die  Ähnlichkeit  mit  einer  Schnecke,  den  Namen  Koch- 
leoide,  der  sich  zu  halten  scheint;  dafs  sie  dieselbe  Kurve  sei,  welche 
die  Alten  mit  diesem  selben  Namen  ^)  bezeichnet  haben,  ist  eine  Ver- 
mutung von  P.  Mansion^),  und  die  vorhandenen  Dokumente  be- 
rechtigen uns  weder  diese  Vermutung  anzunehmen,  noch  auch  sie  von 
der  Hand  zu  weisen. 

Die  Gleichung  (6')  läfst  deutlich  zwei  ausgezeichnete  Punkte  er- 
kennen: läfst  man  nämlich  cp  ins  Unendliche  wachsen,  so  geht  q  in 
Null  über,  folglich  ist  der  Pol  ein  asymptotischer  Punkt;  geht  hin- 
gegen (f  in  Null  über,  so  erreicht  q  den  Wert  a,  folglich  ist  Ä 
der  vom  Pole  am  weitesten  entfernte  Punkt  und  zugleich  derjenige 
kleinster  Krümmung. 


1)  S.  den  Brief  v.  30.  u.  31.  Oktober  1726,  veröffentliclit  von  P.  H.  FuTs  in 
Correspondance  matheniatique  et  physique  de  quelques  celebres  geometres  du  XVIII 
Sücle  (II,  St.  Petersbourg,  1843,  S.  242  und  244). 

2)  Calcul  integral  (Paris,  An.  IX);  eine  Lösung  derselben  von  Gergonne 
findet  sich  im  IIL  B.  der  Annales  de  Mathem. 

3)  Manuel  des  candidats  ä  VEcole  polytechnique  I.  (Paris  1857)  S.  331.  Vgl. 
Azzarelli,  Äleune proprietä  di  una  curva  trascendente  (Ann.  di  Matern.  V,  1863), 
und  Hank  ine,  On  the  approximate  draiving  of  arcs  of  given  lengtJi  (Rep.  of  Brit. 
Ass.  XXXYIl,  1867). 

4)  Nuovi  teoremi  a  complemento  della  regola   di  Guldin  e  proprietä  della 

Spirale  r  ==  a  (Lincei  Rend.   3.  Ser.  VII,  1883). 

6 

5)  Mathesis  V,  1885,  Question  257. 

6)  Die  Gochleoide  (Archiv  LXX,  1883),  nach  Mitteilungen  von  J.  Neuberg. 

7)  S.  auch  E.  Cesäro,  Elementi  di  calcolo  infinitesimale  (Neapel  1899)  S.  332, 

8)  :io%XoEidr]g  yQ^iiiirj;  s.  Pappus. 

9)  Mathesis  V,  1885,  S.  92. 
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Um  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Kuryenpunbte  M{q,  cp)  zu 
erhalten,  benutzen  wir  die  zweite  von  den  oben  angegebenen  Er- 
zeugungsweisen, sowie  die  zugehörige  Fig.  105;  den  Winkel,  den  sie 
mit  dem  Radius  vector  bildet,  nennen  wir  %",  dann  giebt  uns  (6') 

,     ^  dq  qp-sinqp 

tsf  17  =  p :  -^—  = -. 

°  ^     äcp         cp  '  cos  cp  —  sm  qp 

Zeichnen  wir  nun  die  Schnittpunkte  H,  N  des  Radius  OM  mit  der 
Greraden  ÄÄ'  und  mit  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  und  be- 
zeichnen den  Winkel  HMA'  mit  X,  so  haben  wir 

011=  r  Goscp  j       ÄII=  HA' =  r  mncp  j 

MH=  OH—  OM  =  rGOB(p  —  r^^, 
,     .         A'H  Qp  •  sin  Qp 

^'^  ^  =  -HTTrl   =  ' ^' 

ö  MjI  qp  •  cos  9  —  sm  qp  . 

Dies  zeigt  uns,  dafs  1=='9',  und  dafs  also  die  Gerade  AM  die  Tangente 
in  M  an  die  Kochleoide  ist;  um  also  die  Tangente  in  irgend  einem 
Punkte  M  zu  konstruieren,  genügt  es  M  mit  A,  dem  zu  A  in  Bezug 
auf  OM  symmetrischen  Punkte,  zu  verbinden.  Da  nun  die  Lage  des 
Punktes  A  nur  von  dem  Punkte  A  und  der  Geraden  OM  abh'ängt, 
so  kann  man  mit  E.  Cesäro^)  folgern:  Jede  vom  Pole  O  einer  Koch- 
leoide  ausgehende  Gerade  schneidet  die  Kurve  in  unzählig  vielen 
Punkten,  die  entsprechenden  Tangenten  konkurrieren  in  einen  Punkt 
A^  dessen  Ort  der  Kreis  um  O  mit  dem  Radius  OA  ist;  umgekehrt: 
Zieht  man  von  einem  heliehigen  Punkte  A  dieses  Kreises  die  Tan- 
genten an  die  Kochleoide,  so  liegen  deren  Berührungspunkte  auf  der 
HalMerungslinie  des  Winkels  AOA.  Diese  Punkte  sind  die  Schwer- 
punkte der  unzählig  vielen  Bogen  dieses  Kreises,  die  zu  Endpunkten 
A  und  A  haben. 

Diese  Schlüsse  können  in  folgender  Weise  bestätigt  und  erweitert 
werden.  In  kartesischen  Koordinaten  wird  die  Kochleoide  durch  fol- 
gende Gleichung  dargestellt: 

(o)^  +  f)  arc  tg-|-  —  ay  =  0, 

folglich  lautet  die   Gleichung  der  sie  im  Punkte  (^,  y)  berührenden 

Geraden 

[2axy-  y{x'+y')]X  +  [a{y'-x')]  +  x\x'+y')]Y=  ay{x'+y'). 

Ist  nun  X,  Y  gegeben,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  dar,  die  durch  den  Punkt  mit  diesen  Koordinaten  hindurch- 
geht; folglich:  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  helieMgen  Punkte 
P  ihrer  Ebene  an  die  Kochleoide  gezogenen  Tangenten  liegen  auf 


1)  Quelques  proprietes  de  la  courbe  representees par  u=  B (Nouv.  Corr, 

math.  lY,  1878). 
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einer  Kurve  dritter  Ordnung,  die  durch  diesen  Punkt  hindurch  geht 
und  den  Pol  als  Doppelpunkt  hat.  Die  Kochleoide  gehört  also  (vgl. 
Nr.  174)  einem  System  an  mit  den  Charakteristiken  ^^=1,  v  =  2, 
Führen  wir  Polarkoordinaten  ein  und  nehmen  an^  dafs  der  Punkt  P  in 
der  Entfernung  a  vom  Pole  liege,  setzen  also 

X  =  Q  cos  03  j    ^==^sinca,         X  ==  a  cos  a,    Y=  a  sinccj 

so  wird  die  vorige  Gleichung  zu 

a  sin (2co  —  a)  =  p[sin co  +  sin  (ca  —  «)] 

oder  sin  (co  —  —)  \a  cos  (g)  —  —  j  —  q  cos  "^  [  ==  0 ; 

die  Kurve  dritter  Ordnung  des  allgemeinen  Falles  zerfällt  alsdann  in 

die    Gerade    co  =  ~     und    den    Kreis    ^  cos  ^  =  ö^  cos  (co  —  ~\  ^    der 

durch  die  beiden  ausgezeichneten  Punkte  der  Kochleoide  geht  und 
seinen  Mittelpunkt  auf  der  Halbierungslinie  des  Winkels  POÄ  hat. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt  ^)j  dafs  man  die  Kochleoide  auch  als 
eine  besondere  Centralprojektion  einer  Kreis cylinder- Schraubenlinie 
ansehen  kann^). 

181,  Die  Hyperbel  ist  nicht ,  in  gleicher  Weise  wie  der  Kreis, 
algebraisch  quadrierbar;  will  man  also  ihre  Fläche  berechnen,  so  mufs 
man  zu  transscendenten  Funktionen  seine  Zuflucht  nehmen;  nun  ist 
wohl  klar,  dafs  während  eine  Kreis quadratrix  wenigstens  einen  Punkt 
enthalten  mufs,  von  dem  eine  kartesische  Koordinate  oder  der  Radius 
vector  ein  Vielfaches  (ganzes  oder  gebrochenes)  von  ut  ist,  für  eine 
Hyperbelquadratrix,  eine  der  Koordinaten  eine  logarithmische  Funktion 
der  anderen  sein  mufs.  Von  dieser  Art  ist  die  Kurve,  für  welche 
die  Summe  der  Tangente  und  der  Subtangente  konstant  ist.  Deren 
Differentialgleichung  ist  nämlich 


yy' 

+r 

\äy)  + 

■^%- 

a, 

oder 

dx  = 

a^  —  y^ 
2ay 

■dy; 

durch  Integrieren 

findet 

man 

alsbald 

X 

:  =  - 

y^  ^ 

a  ,       y 

(7) 
WO    h    eine    beliebige    Konstante    ist.     Es   ist  klar,   dafs,  wenn  diese 

h 


Kurve  gezeichnet  ist,  man   logy  in  rationalen  Funktionen  von  y  und 


1)  Weitere  bibliographische  Angaben  findet  man  in  dem  S.  418  (Fufsnote) 
citierten  Aufsatze  von  E.  Wolf  fing. 

2)  Fouret^  Sur  les  faisceaux  ponctiiels  planes  de  characteristique  v  ayant 
un  point  principäl  d'ordre  v  (Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  France  VII,  1879^  S.  199); 
MatMsis,  3.  Eeihe  I,  1901,  Question  1273  (H.  Brocard). 
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dem  zugehörigen  x  hat.  Nun  hat  Perks  1706  ein  geistreiches  In- 
strument erdacht  ^)j  um  in  kontinuierlichem  Zuge  die  Kurve  (7)  zu 
zeichnen;  wir  wollen  uns  mit  der  Beschreibung  desselben  nicht  auf- 
halten, ebenso  wollen  wir  uns  hier  nicht  über  die  Sätze  verbreiten^, 
welche  Colson^),  der  bekannte  Professor  an  der  Universität  zu  Cam- 
bridge, über  diese  Hyperbelquadratrix  aufgestellt  hat'"^).  Bemerken 
wollen  wir  jedoch,  dafs  viel  später  Paul  Pufs^)  auf  diese  Kurve  ge- 
stofsen  ist,  und  eine  sehr  schöne  Eigenschaft  derselben  entdeckt  hat, 
deren  Beweis  wir  nun  darlegen  wollen. 

Zu  dem  Zwecke  beachten  wir  zunächst,  dafs,  weil  die  Konstante  h 
keinen  Einflufs  auf  die  Lage  der  Kurve  zur  y-k^^  hat,  man  bei  ge- 
eigneter Wahl  derselben,  die   Gleichung  (7)   durch  folgende  ersetzen 

kann                                           a  .       y     ,    a'  —  y''  .q. 

00  =  ^  log  ^  -] — ^  • (8) 

Wenn  wir  nun  den  Anfang  und  den  positiven  Sinn  des  Bogens  s  der 
Kurve  passend  wählen,  so  finden  wir  leicht 

rj2     ^,2 

4a 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  liefern  dann 

a^  —  y^ 

X  S  =   ^r— ^- 

da  (8)  erkennen  läfst,  dafs      lim  y  =  0 , 
SO  schliefsen  wir  lim  {x  —  s)  =  — 

a;=üO 


.logI-_.^!-:i2r. (9) 

c5     /7.  Afi  V     / 


1)  The  constfuction  and  properties  of  a  new  Quadratrix  to  the  hyperhola 
(Phil,  trans.  No.  306,  1706;  Bd.  V,  S.  302  des  Neudrucks.  ~  Folgender  Umstand 
möge  hier  bemerkt  werden:  In  der  Einleitung  seiner  Schrift  erwähnt  Perks 
„the  old  quadratrix  of  Dinostratus  by  which  the  circle  and  the  ellipse  are 
squared"  und  setzt  hinzu  _„another  sort  for  the  same  purpose,  I  insertet  in  the 
Transactions  for  the  same  purpose."  Nun  ist  die  einzige  Abhandlung,  auf  die 
man  jenen  Hinweis  beziehen  kann,  die  anonyme,  die  wir  anfangs  von  Nr.  180 
citiert  haben,  somit  scheint  (eine  gleichzeitige  Bemerkung  von  E.  Wolf  fing 
und  vom  Verf.)  die  von  den  Herausgebern  des  Neudrucks  der  Phil.  Trans.  — 
s.  Note  3,  S.  417  —  gemachte  Zuweisung  an  Jones  unrechtmäfsig  zu  sein. 

2)  S.  die  eben  citierte  Abh.  v.  Perks. 

3)  Wir  beschränken  uns  darauf,  nur  das  folgende  Beispiel  anzuführen:  Ist 
B  der  Krümmungsradius,  T  die  Länge  der  Tangente,  so  findet  man  leicht: 

4:a^y      ^  4«^        ' 

daher  erfreut  sich  die  Kurve  der  eleganten  Eigenschaft,  die  durch  die  Beziehung 
R:  T==  T  :y  wiedergegeben  wird. 

4)  S.  die  vierte  von  den  in  der  Abh.  Quantum  differat  longitudo  arciis  ah 
asymptota  utraque  in  infinüum  extensa  behandelten  Problemen  (Mem.  de  l'Acad. 
de  St.  Petersbourg  IX,  1824). 
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Die  Differenz  zwischen  dem  unbegrenzten  Kurvenlbogen  der  Hyperlbel- 
quadratrix  und  der  Asymptote  ist  eine  endliche  Gröfse. 

Zum  Schlüsse  soll  bewiesen  werden,  dafs  die  Hyperbelquadratrix 
ein  Spezialfall  derjenigen  Kurven  ist,  die  folgendes  Problem  lösen ^): 
„Gegeben  eine  Gerade  und  ein  Punkt  Ä  auf  ihr;  man  soll  durch  diesen 
eine  Kurve  ziehen  derart,  dafs,  wenn  man  in  einem  beliebigen  Punkte  M 
derselben  eine  Tangente  zieht,  der  Schnitt  T  derselben  mit  der  Geraden 
so  bestimmt  sei,  dafs  J.T^-^-  arc  J.Jf,  wo  ^^  ein  gegebenes  Verhältnis 
ist."     Nehmen  wir  die  Gerade  als  x-Axe^  nennen  a  die  Ordinate  des 

Punktes  Ä^    s  den  Bogen  und  p   das  Verhältnis  ~,    so    führt    das 
Problem  zu  folgender  Relation 

ns  =  X  ■ 

P 

Differenzieren  wir  diese,  so  bekommen  wir 

7         y '  dp 

und  da  nun  äs  =  ,  so  können  wir  auch  schreiben 

P 

y  pYi+i:)^' 

daher  ist,  wenn  wir  integrieren 

wo  a  die  Integrationskonstante  ist.     Aus  dieser  leiten  wir  den  Wert 

Yon  p  =  -7^  ab  und  erhalten 
■^         dx 

dy  'Idr'y'^ 


y         a (10) 


dx         a^n_y^n^ 

oder  auch  2a^.  dx  =  a^""^  —  y""- dij (11) 

Nehmen  wir  vor  allem  an,  dafs  n=^lj  so  finden  wir  durch  Integrieren 

und  da  die  Kurve  durch  den  Punkt  Ä  hindurchgehen  soll,  so  ist  die 
Konstante  bestimmt,  und  die  vorige  Gleichung  wird 

die  eine  algebraische  oder  interscendente  Kurve  darstellt,  jenachdem  n 
rational    ist,    oder   nicht.  —  In   dem    ausgeschlossenen    Falle  n  =  1 , 

^'^  ^  =  Y  log^  —  ^  +  Const,  • 

1)  F.  Fufs,  De  curva  quadam  transcendente  ejusque  proprietatihus  (Mem.  d^ 
St.  Petersbourg  VIII,  1822). 
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bestimmen   wir   die  Konstante    in   der  Weise ^    dafs   die  Kurve   durch 
den  Punkt  Ä  geM^  so  finden  wir 

a  .       y     .     a^  —  i/^ 


2       ö  a     '         4a 

als  Gleichung  der  gesuchten  Kurve;  da  diese  mit  Gleichung  (8)  über- 
einstimmt, so  ist  die  obige  Behauptung  bewiesen. 


Drittes  Kapitel. 

Die  Archimedisclie  Spirale. 

182.  Wenn  eine  Gerade  sich  um  einen  festen  Punkt  mit  gleich 
mäfsiger  Geschwindigkeit  dreht,  und  ein  beweglicher  Punkt  diese  Ge- 
rade vom  festen  Punkte  ausgehend  ebenfalls  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit durchläuft,  so  beschreibt  der  bewegte  Punkt  eine  Kurve, 
die  durch  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  geht  und  unzählige  Um- 
gänge um  den  festen  Punkt  macht.  Sie  heifst  die  Archimedische 
Spirale,  weil  man  die  Entdeckung  derselben,  sowie  die  ihrer  wich- 
tigsten Eigenschaften ;,  jenem  berühmten  Geometer  von  Sjrakus  ver- 
dankt^). Es  ist  einleuchtend,  dafs,  wenn  man  den  festen  Punkt  als 
Pol  und  die  Anfangslage  der  beweglichen  Geraden  als  Polaraxe  nimmt, 
die  Polargleichung  der  Kurve  lautet 

^  =  aco , (1) 

wo  a  eine  Konstante  ist,  die  wir  als  positiv  annehmen  können.  Lassen 
wir  09  die  Werte  von  0  bis  ~j-  oo  durchlaufen,  so  geht  auch  q  von  0 
bis  +  oü ;  wir  erhalten  so  einen  Zweig  der  Kurve,  den  man  gewöhn- 
lich als  die  ganze  Archimedische  Spirale  bildend  ansieht;  aber,  wenn 
wir  unserer  Anschauungsweise  entsprechend  (s.  Note  I  am  Ende  des 
Buches)  dem  cj  und  q  auch  negative  Werte  erteilen,  so  erhalten  wir 
den  zweiten  Zweig,  der  symmetrisch  zu  dem  ersten  in  Bezug  auf  die 
sekundäre  Polaraxe  ist;  auf  dieser  schneiden  sich  die  beiden  Zweige, 
wodurch  auf  dieser  unzählig  viele  Doppelpunkte  der  Kurve  bestimmt 


1)  S.  das  Werk  UsqI  eIl^cov.  —  In  dem  Einleitungsbriefe  erzählt  Archi- 
medes,  dafs  er  früher  dem  Konon  den  Wortlaut  mehrerer  Sätze  über  die  Spirale 
mitgeteilt  habe;  dies  veranlafste  Pappu  s,  die  Erfindung  dieser  Kurve  dem  Konon 
zuzuschreiben  (Pappus^  herausg.  v.  Hultsch,  S.  234),  und  dieser  Irrtum  ist  von 
vielen  wiederholt  worden.  (Vgl.  G.  Loria,  Le  scienze  esaUe  etc.  Lib.  II,  Nr.  40.) 
Was  den  Versuch  Sedillot's  angeht  (De  Vo7'gine  de  la  semaine  planetaire  et  de 
la  Spirale  de  Piaton,  Bull,  di  Bibl.  e  Storia  VI,  1873,  oder  C.  R.  LXXV,  1872) 
die  Erfindung  dieser  Spirale  auf  Plato  zurückzuführen,  so  scheint  uns  dieser 
verfehlt,  weil  die  Spirale,  auf  die  im  Timaeus  hingewiesen  wird,  nicht  geo- 
metrisch definiert  ist. 
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werden  (Taf.  XIV;  Fig.  107)^).  —  Wechseln  wir  das  Vorzeiclien  von 
a  in  Gl.  (1)^  so  erhalten  wir  eine  rechts  gewundene  Spirale^  die  zu 
der  vorigen  in  Bezug  auf  die  Polaraxe  symmetrisch  ist. 

Die  Archimedische  Spirale  unterscheidet  sich  nicht  von  der  spi- 
ralis  quadrantis  von  Bartolomäus  Souvey  (lat.  Soverus)^);  diese 
wird  nämlich  erzeugt  von  eiuem  Punkte^  der  gleichförmig  den  Durch- 
messer eines  Kreises  durchläuft^  während  dieser  eine  Rotation  von  90^ 
ausführt.     Die  Kurve  ist  also   durch  eine   Gleichung  vom  Typus  (1) 

darstellbar;  ist  i?  der  Radius  des  gegebenen  Kreises^  so  mufs  für  o^  =  y 

p==JB  werden ;  also  gleich  — ^  und  Gleichung  (1)  wird  dann 


welche  Gleichung  im  wesentlichen  mit  (1)  identisch  ist. 

Die  Gleichung  (1)  lehrt  uns  beliebig  viele  Punkte  der  Archi- 
medischen Spirale  bestimmen^  wenn  nur  der  Kreis  mit  dem  Radius  a 
rektifiziert  ist;  umgekehrt  also^  wenn  wir  die  Spirale  in  kontinuier- 
lichem Zuge  zeichnen  könnten^  würde  man  jeden  beliebigen  Kreis 
rektifizieren  können;  da  dies  nun  thatsächlich  sich  mit  Hilfe  eines 
sehr  einfachen  Instrumentes  ausführen  läfst^);  so  ist  klar^  dafs  die 
Archimedische  Spirale  eine  Quadratrix  ist;  einer  Bestätigung 
dessen   werden   wir    alsbald    begegnen.    —    Indessen   wollen   wir   be- 


1)  Yon  diesen  beiden  die  Spirale  bildenden  Zweigen  kannten  die  Alten 
nur  den  einen.  Die  älteste  Erwähnung  des  anderen  Zweiges  [ich  drücke  mich 
so  aus,  weil  auch  in  dem  Werke  von  S.  Angelis,  De  infinitorum  spiralium 
spatiorum  mensura  (Venetiis  1660)  und  in  De  lineis  ctirvis  Über  (Pisis  1740)  von 
P.  Caraccioli  von  der  Spirale  nur  ein  einziger  Zweig  gezeichnet  ist]  findet 
sich  in  der  Introduetio  in  analysin  infinitorum  (11,  Lausannae  1748,  S.  301 — 302) 
von  Euler.  Später  begegnen  wir  ihm  in  den  JElementi  di  algehra  von  Pietro 
Paoli  (Pisa  1798,  I,  S.  312),  in  der  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  von 
Magnus  (Berlin  1833,  S  313—14),  in  dem  Traite  elementaire  de  la  theorie  des 
fonctions  et  du  calcul  infinitesimal  (Paris  1841)  von  Cournot,  in  den  Legons  de 
geometrie  analytique  von  Briot  und  Bouquet  (9.  Aufl.  Paris  1878,  S.  349),  in 
der  Analytischen  Geometrie  von  R  Baltzer  (Leipzig  1882)  S.  153;  ferner  in  der 
Analytischen  Geometrie  von  M.  Simon  (Leipzig  1900,  S.  23  u.  24).  Richtig  sind 
die  Verhältnisse  auch  dargelegt  in  der  hübschen  Monographie  von  A.  Micha- 
litschke.  Die  archimedische ,  die  hyperbolische  und  die  logarithmische  Spirale^ 
2.  Aufl.,  Prag  1891,  S.  6.  In  vielen  anderen  sehr  verbreiteten  Büchern  jedoch 
ist  die  Archim.  Spirale  immer  noch  als  halbe  Kurve  gezeichnet:  s.  Encyclopedie 
methodique,  Planche  IV  der  Geometrie  Fig.  39;  Montferrier,  Dictionnaire  des 
Sciences  math.  Planche  LVII,  Fig.  12;  Serret,  Calcul  differentiel  (2.  Aufl.  Paris 
1879)  S.  359;  Haas,  Kleyers  Lehrbuch  der  Differentialrechnung,  IIL  Teil  (Stutt- 
gart 1894)  S.  22  u.  180;  u.  s.  w. 

2)  Vgl.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  II.  (2.  Aufl., 
Leipzig  1900)  S.  832. 

3)  Clifford,  II  senso  comune  nelle  scieme  esatte  (Mailand  1886)  S.  197—99. 
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merken^  dafs^  wenn  wir  zu  kartesischen  Koordinaten  übergehen^  die 
Gleichung  (1)  wird     ^^^^.-^^  __  ^  _  ^^^  ^^  ^  _  ^  _ ^^^ 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  {x,y)  der  Kurve  lautet  dem- 
nach 

machen  wir  diese  rational^  so  erhalten  wir 

{x'  +  y")  {Xx+Yy  —  ix'  -{-  y')y=  a\Yx  —  Xy)\ 

Da  nun  diese  Gleichung^  wenn  X,  Y  gegeben  sind^  eine  Kurve  sechster 
Ordnung  darstellt^  die  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  X,  Y  zum 
Doppelpunkt  hat^  so  gehören  die  Beriihrmigspimkte  der  von  einem 
Punkte  an  eine  Archimedische  Spirale  gezogenen  Tangenten  einer 
Knrve  sechster  Ordnung  an,  für  welche  jener  Punkt  ein  Doppel- 
punkt ist.  Dies  genügt  zum  Nachweise  (vgl.  Nr.  174)^  dafs  jede 
Archimedische  Spirale  einem  Systeme  angehört  mit  den  Charakte- 
ristiken /i  =  2^  1/  ==  4. 

183.  Hat  die  bewegliche,  die  Spirale  erzeugende  Gerade  n  Um- 
läufe vollendet,  so  ist  der  bewegliche  Punkt  vom  Pole  um  eine  Länge 
ON  ==  2n7ta  entfernt;  der  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem 
Radius  OiV^  wird  von  Archimedes  ,der  n^^  Kreis^  genannt;  die  Länge 
seiner  Peripherie  beträgt  4:njt^a.  Nennen  wir  andererseits  den  Winkel, 
den  die  Tangente  mit  dem  Radius  vector  bildet  ^,  so  liefert  uns  die 
bekannte  Formel  gg 

im  vorliegenden  Falle       ig^  =  acj-.a  =  cd. 

Demnach  ist  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels,  den  der 
Radius  vector  ON  mit  der  Tangente  in  seinem  Endpunkte  bildet 
=  2n7t.  Dies  beweist,  dafs  die  im  Pole  zur  Polaraxe  errichtete  Senk- 
rechte die  genannte  Tangente  in  einem  Punkte  trifft,  dessen  Abstand 
vom  Pole  =  2n7Ca-2n7t  =  4.n^7t^aj  d.  i.  gleich  dem  ^-fachen  der 
Peripherie  des  ^n^^"^  Kreisest  Daraus  ergiebt  sich  dann,  dafs,  wenn  man 
die  Tangente  in  N  an  die  Spirale  ziehen  kann,  man  auch  den  Kreis 
rektifizieren  kann  und  umgekehrt;  damit  haben  wir  eine  neue  —  von 
Archimedes  angegebene  —  Art,  die  besprochene  Spirale  als  Quadratrix 
zu  betrachten. 

Ist  S^  die  Polarsubtangente,  so  hat  man  ^^  =  ^^  •  ^  =  "^  5  wenn 
man  nun  den  Kreis  um  0  beschreibt,  der  durch  den  Punkt  M(qj  cd) 
der  Spirale  geht,  so  ist  die  Länge  seines  zwischen  der  Polaraxe  und 
der  Geraden  OM  gelegenen  Bogens  =  ^ca  =  ^  =  Ä^;  daraus  ergiebt 
sich  ein  Verfahren,  den  Endpunkt  der  Subtangente  zu  finden  und 
somit  die  Tangente  zu  konstruieren.     Es  ist  dies  das  älteste  Beispiel 
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der  Konstruktion  einer  Tangente  mit  Benutzung  der  Subtangente,  und 
sollte  deswegen  liier  bemerkt  werden.  Dieser  Konstruktion  der  Tangente 
ist  jedoch  eine  andere  vorzuziehen^  die  sich  aus  der  Bemerkung  er- 
giebt,  dafs  bei  der  ArcMmedisclieii  Spirale  ^  =  ö^ct>  die  Sulbnormale 

(S^  ==  -~-\  konstant  und  zwar  gleich  a  ist. 

Es  sei  E^  die  vom  Radius  vector  beschriebene  Fläche^  wenn  co 
zwischen  2(n  —  1)7C  und  2n7t  variiert^  und  C^  die  Fläche  des  ^n^^"^ 
Kreises^^  dann  hat  man 


und 


welche  Formel  besagt:  Die  zwischen  der  n^^"^  Windung  der  Archi- 
medischen Spirale  mid  der  Anfangslage  der  hewegten  Geraden  ge- 
legenen Fläche  verhält  sich  zur  Fläche  des  ,n*''''  Kreises^  wie  das 
Produkt  der  Peripherieen  des  {n  —  l)*^""  und  n*®""  Kreises,  vermehrt 
um  ein  Drittel  des  Quadrates  der  Peripherie  des  ersten  Kreises  zum 
Quadrate  der  Peripherie  des  n}^"^  Kreises.  Aus  dem  vorigen  Werte 
von  E^  leitet  man  ab 

im  speziellen  E^  —  E^     =  ^Tt^a^ , 

daher  ist  — % |F^  =  ^  —  1 

eine  Beziehung^  die  leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  Fläche  8  des  gemischtlinigen  Dreiecks^ 
das  als  Seiten  einen  Bogen  der  Spirale  und  die  beiden  Radienvectoren 
Q^  und  ^2  >  ^1  ^^^;  deren  Endpunkte  bezw.  M^  und  M^  seien.  Man 
findet  leicM  ^  ^  (^^^^^  ^^  +  ^^ .)  (^^  _  p^)  _ 


ty  =  2(?i- 

-l)7t 

r  ist 

j^            2nna-'i{n  —  l)na-\-^{^nay 

C„    ~                       {^nnaY 

6a 


sind  dann  S-^  und  8^  die  Flächen  der  von  denselben  Radienvectoren 
und  den  durch  M^  bezw.  M^  gehenden  Bögen  begrenzten  Kreis- 
sektoren^ so  ist 

Q  Qi^{Q2  —  Qi)  a  (>2^fe2  —  9i) 

und  daher 

_^,^ß g ^^  fa  — (>i)'(^9i  +  ^2)         A'=  8 8  =  ^^^~~^i)'(^i  +  ^^^) . 

^  6a  ^  2  Qa  \ 
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diese  Gleichungen  drücken  algebraisch   einige  von  Archimedes  ent- 
deckte Sätze  aus. 

Überblicken  wir  das  hier  Dargestellte^  so  sehen  wir^  dafs  Archi- 
medes zwei  von  den  eine  jede  Kurve  betreffenden  drei  Fundamental- 
problemen  für  seine  Spirale  gelöst  hat^  nämlich  die  Tangente  zu 
ziehen  und  die  Quadratur^  dagegen  das  Problem  der  Rektifikation  un- 
berührt gelassen  hat.  Diese  wichtige  Aufgabe  wurde  nicht  nur  von 
keinem  der  Zeitgenossen  und  unmittelbaren  Nachfolger  des  Archi- 
medes gelöst^  sondern  erst  nach  neunzehn  Jahrhunderten  in  Angriff 
genommen  und  überwunden^  als  Bonaventura  Cavalieri^)^  Gregor 
von  St.  Yincentius^)^  ßoberval^  B.  PascaP)  und  Fermat^)  un- 
abhängig voneinander  entdeckten^  dafs  das  Problem  der  Rekti- 
fikation einer  Archimedischen  Spirale  identisch  sei  mit  dem 
analogen  für  eine  Parabel.  Um  diese  Behauptung  exakt  nach- 
zuweisen,  betrachten  wir  die  beiden  Kurven 

f^2px    .    .    (3),        Q  =  l^, (4) 

nennen  deren  Bogen  bezw.  s^  und  s^  und  haben  dann 


daraus  geht  hervor^  wenn  man 

p=i^ («) 

setzt^  dafs  der  Bogen  der  Parabel  (3)^  vom  Scheitel  bis  zum  Punkte 
mit  der  Ordinate  y  =  h  gerechnet^  gleich  dem  Bogen  der  Spirale  (4) 
ist^  gerechnet  vom  Pol  bis  zum  Punkte  mit  dem  Radius  vector  Q  =  h 
Die  Beziehung  (6)  zwischen  den  Konstanten  a/p  kann  man  in  der 
Weise  ausdrücken^  dafs  man  sagt:  Bei  der  betreffenden  Parabel 
mufs  der  Punkt,  welcher  als  Ordinate  den  Radius  des  ersten 
Kreises  der  Spirale  hat,   den  halben  Umfang  dieses  Kreises 


1)  Geometria  indivisibüis  (Bononiae  1635)  Lib.  VI. 

2)  Opus  geometricimi  (Antwerpiae  1647). 

3)  S.  die  Abhandl.  EgäliU  des  lignes  spirales  et  paraholiques  (Oeuvres  de 
B.  Pascal  Y,  La  Haye  1779,  S.  441),  die  nach  der  Behauptung  C.  Henry's  (Bull, 
di  Bibliogr.  e  Storia  etc.  XVII,  1884)  auf  das  Jahr  1659  zurückgeht.  In  dem 
Lettre  de  M.  Detonvüle^  der  dieser  Schrift  vorausgeht,  wird  gesagt,  dafs  Roberval 
zu  demselben  Schlüsse  gelangt  sei,  „mais  sans  en  donner  de  demonstration  autre- 
ment  que  par  les  mouvements  dont  on  voit  quelque  chose  dans  le  Livre  des 
Ilydrauliques  du  R.  P.  Mersenne." 

4)  S.  einen  an  Carcavi  mutmafslich  1659  geschriebenen  Brief  (Oeuvres  de 
Fermat  II,  S.  438—40). 
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alsAbscisse  haben.  —  Integrieren  wir  die  erste  der  Gleichungen (4) 
unter  der  Bedingung^  dafs  der  Scheitel  der  Parabel  der  Bogenanfang 
sei,  so  finden  wir 

«,  =  4l¥+?  +  flog^'±j|S!;.    ...    (7) 

diese  Formel  erklärt,  was  schon  einer  der  Gründer  der  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Paris,  Adrian  Azout,  beweisen  konnte,  dafs  „estant 
donnee  une  droite  egale  ä  une  parabole  ou  ä  une  spirale,  la  quadra- 
ture  de  l'hjperbole  est  donnee  et  contra^^^).  Wir  fügen  noch  hinzu, 
dafs,  wenn  man  hyperbolische  Funktionen  einführt,  indem  man 

y  =  p .  ©in  cp 
setzt,  die  Gleichung  (7)  folgende  einfache  und  elegante  Form  annimmt^) 

s^  =  f(@in29,  +  2<p) (?') 

184:.  Pappus  hat  bemerkt^),  dafs  die  Archimedische  Spirale 
auf  eine  ähnliche  Weise  wie  die  Quadratrix  des  Dinostratus  (s.  Nr.  178) 
sich  konstruieren  liefse;  er  sagt:  Die  ArcMmedische  Spirale  ist  die 
Orthogonalprojektion  der  Schnittlinie  einer  geraden  Schraulbenfläche 
von  ebener  Leitfläche  mit  einem  ßotationskegel,  dessen  Scheitel  auf 
der  Axe  liegt,  auf  die  Grrundfläche  des  Kegels  selbst.  Um  dies  zu 
beweisen,  beachten  wir,  dafs  die  beiden  Flächen,  von  denen  Pappus 
spricht,  durch  folgende  beiden  Gleichungen  dargestellt  werden  können: 


^  =  arc  tg  y-  ,         y^'t±fl  +  £  _  1  =  0 . 

Durch   Elimination    von   ^    erhält    man    folgende    Gleichung    für    die 
Proiektionskurve :     ,  /-^  ,     ^ 

^ — -^^^-"^  +  ~—  arc  t^  -  =  1 : 

gehen  wir  zu  Polarkoordinaten  über,  so  wird  diese 

ap  i^itc  \ 

die  thatsächlich  einer  Archimedischen  Spirale  zugehört. 

Während  diese  stereometrische  Erzeugung  der  Kurve  ein  aus- 
schliefslich  theoretisches  Interesse  bietet,  giebt  es  eine  andere,  von 
Clairaut   entdeckte*),   die  sich  für   die  Praxis   als   sehr  nützlich  er- 

1)  Ygl.  einen  Brief  von  C.  Mylon  an  Huygens  vom  31.  Jan.  1659  {Oeuvres 
de  Huygens  II,  S.  334). 

2)  Hoüel,  GouTS  de  Calcul  infinitesimal  IL  (Paris  1879)  S.  33;  Günther, 
Die  Lehre  von  den  geiüohnlichen  und  verallgemeinerten  HyperbelfunJctionen  (Halle 
a.  S.  1881)  S.  241. 

3)  PappuSy  lierausg.  v.  Hultscli,  S.  262. 

4)  S.  die  Abh.,  betitelt:  De  la  spirale  d'Archimede  decrite  par  un  mouve- 
ment  pareil  ä  celui  qui  donne  la  cydo'ide,  et  de  quelques  autres  courbes  du  meme 
genre  (Mem.  de  Paris,  Annee  MDCCXL,  Paris  1742). 
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weist,  indem  sie  die  Idee  für  ein  neues  Instrument,  um  die  Kurve 
in  kontinuierlicliem  Zuge  zu  zeichnen,  liefert^).  Zu  dieser  neuen 
Erzeugung  gelangte  der  französische  Geometer,  indem  er  aufsuchte 
die  Spurlinie  eines  mit  einem  festen  Kreise  unveränder- 
lich verbundenen  Griffels,  wenn  die  Ebene  des  Kreises 
sich  so  bewegt,  dafs  sie  fortwährend  mit  einer  festen  Ge- 
raden r  auf  dem  Kreise  rollt.  Um  die  Gleichung  dieses  Ortes 
zu  finden,  betrachten  wir  den  Kreis  BMEI  (Taf.  XIV,  Fig.  108)  und 
zeichnen  ihn  auch  in  der  bewegten  Ebene  in  derjenigen  Lage,  bei 
welcher  er  die  Gerade  r  im  Pufspunkte  Ä  des  von  dem  Spurpunkt  S 
des  Griffels  auf  die  Gerade  r  gefällten  Lotes  berührt.  Sei  BE  die 
Lage,  welche  der  Durchmesser  ÄS  in  der  Lage  BMEI  annimmt. 
Wir  nehmen  diesen  Durchmesser  als  Polaraxe  und  seinen  Mittelpunkt 
C  als  Pol;  um  nun  die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  zu  bekommen, 
wird  es  genügen  eine  Beziehung  zwischen  dem  Radius  vector  C8=q 
und  dem  Winkel  SCE=ü3  aufzustellen.  Wir  nennen  daher  den  Ra- 
dius des  festen  Kreises  a,  ziehen  'durch  G  die  Gerade  IM  senkrecht 
zu  r,  und  durch  /S  zu  r  die  Parallele  SH-^  CH,  die  Differenz  zwischen 
Sä  und  a,  ist  dann  eine  gegebene  Gröfse,  die  wir  mit  h  bezeichnen 
wollen.    CS  möge  den  festen  Kreis  in  F  schneiden.    Alsdann  haben  wir 

arc BM  =ÄM=SH=^  VW^^-UW=  y^^IT^^ ^rc IE . 


arc  FI  =  a  arc  tg  -'-^-^ ;       arc  FE  =  acj  . 

Und  da  arc  FE  =  arc  FI  +  arc  JjB, 


so  ergiebt  sich     am  ==  a  arc  tg-^-^-^^ f-  Yq^  —  b^ (8) 

Wenn  im  speziellen  &  =  0,  d.  h.  der  Griffel  im  Mittelpunkte  des  be- 
wegten Kreises  steht,  so  vereinfacht  sich  diese  Gleichung  und  wird  zu 


(-f). 


welches  eine  Archimedische  Spirale  darstellt.  Diese  Betrachtungen 
lassen  die  Archimedische  Spirale  als  Individuum  einer  ganzen  Klasse 
von  Kurven,  den  sog.  allgemeinen  Kreisevolventen^),  erscheinen. 


1)  Über  dieses  Instrument  sehe  man  Michelotti,  Becherches  sur  les  \ 
les  plus  convenables  pour  la  dimsion  et  la  subdivision  pratique  des  arcs  circulaires 
(Mem.  de^  l'Acad.  de  Turin  VI,  1792—1800)  gedruckt  1801. 

2)  Über  diese  Kurven,  deren  Gleichung  (8)  ist,  und  andere  von  Clairaut 
in  der  citierten  Abh.  betrachtete,  s.  eine  Beantwortung  von  V.  Retali  im  lY.  B. 
(1897)  S.  252  des  Intermediaire. 
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Zu  einer  anderen  ähnlichen  neuen  Klasse  von  Kuryen  glaubte  Burgi 
gelangt  zu  sein^);  indem  er  die  Betrachtung  yon  Kurven  mit  der  allge- 
meinen Polargleichung  ^  =  ao  +  &       (9) 

einführte.  Eine  derartige  Kurve  eihält  man  offenbar  durch  Verlängerung 
aller  Vectoren  der  Spirale  (1)  um  die  Länge  hy  mit  anderen  Worten^ 
sie  ist  eine  Konchoide  (vgl.  ISTr.  69)  der  Archimedischen  Spirale;  sie 
wurde  Neoide   genannt^).     Beachtet   man  jedoch ^)^   dafs^   wenn  man 

fDj^=  CO  ~| setzt^  die  Gleichung  (9)  zu  q  :=  am^  wird^  so  sieht  man 

ein^  dafs  die  Neoide  von  der  Archimedischen  Spirale  nicht  verschieden 
ist^).  Somit  sehen  Avir:  Verlängert  man  alle  Radienvectoren  einer 
ArcMmedisclien  Spirale  um  diesellbe  Strecke,  so  erhält  man  eine 
zweite,  der  ursprünglichen  gleiche  Spirale.  Es  ist  hervorzuheben^  dafs 
diese  Eigenschaft  für  die  Archimedische  Spirale  charakteristisch 
ist.  In  der  That^  wenn  q  =  f{(o)  die  Polargleichung  einer  Kurve  von 
dieser  Eigenschaft  ist^  so  mufs  es  einen  Winkel  a  geben  derart, 
für  jeden  beliebigen  Wert  von  co  besteht 

/■(«,) +  6  =  /(«  +  «), 

oder  auch  b  --=  afip)  ~\~  ~  f  {p)  -f- • ; 

und    damit    dies    eintrete,    mufs    sein   f(co)==-~,    /"'(co)==0,  ., 
folglich  ist  die  Grleichung  der  fraglichen  Kurven 


^        1 


b.  w. 


1)  Lehrbuch  der  Mathematik,  III.  (Wien  1832)  S.  241. 

2)  Vgl.  Hoffmann,  Mathematisches  Wörterluch,  IV.  (Berlin  1864)  S.  194, 
wo  auch  die  Anwendung  der  Neoide  bei  den  Spinnmaschinen  erwähnt  wird. 

3)  Steg  mann,  Verschiedene  mathematische  Bemerlmngen  (Archiv  VIII,  1846). 

4)  Somit  bezieht  sich  die  Note  von  W.  ßulf,  Bestimmimg  des  Krümmungs- 
mittelpunhtes  der  Neoide  mittelst  eines  Kegelschnittes  (Archiv,  2.  Ser.  XI,  1892) 
auf  die  Archimedische  Spirale.  —  Die  Identität  der  Neoide  mit  der  Archimed. 
Spirale  könnte  den  Namen  Neoide  im  Katalog  der  speziellen  Kurven  verschwin- 
den lassen,  wenn  er  nicht  noch  in  anderem  Sinne  angewandt  wäre;  nämlich  in 
der  Abh.  von  W.  J.  Macquorn  Rankine,  On  the  mathematical  theory  of  stream 
lines  especially  those  of  four  foci  and  upivards  (Phil.  Trans.  CLXI,  1871)  ist  S.  268 
die  Rede  von  „Neo'ids,  that  is  ship-shape  lines".  Daselbst  finden  sich  dann  noch 
andere  Kurven,  die  (nach  dem  griechischen  %vv,vo8idrig)  „Cycnoi'des,  or  swan-like 
lines"  genannt  sind;  da  die  einen  sowohl  wie  die  anderen  nur  Bezug  auf  die 
angewandte  Mathematik  haben,  so  thun  wir  hier  ihrer  nur  flüchtige  Erwähnung. 


Loria,  Ebene  Kurven.  28 
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Viertes  Kapitel. 

Die  Spiralen  liölieren  Grrades. 

185.  Als  unmittelbare  Verallgemeinerung  der  Arcliimedisclien 
Spirale  sind  zu  betrachten  diejenigen  Kurven^  die  in  Polarkoordinaten 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

9*  =  «^^ (1) 

dargestellt  werden,  wo  h  eine  ganze  positive  Zahl  ist;  wir  bezeichnen 
sie  mit  dem  Namen  Spiralen  höheren  Grades.  Von  ihnen  spricht 
Fermat  in  einem  an  P.  Mersenne  unterm  3.  Juni  1636  gerichteten 
Briefe^)  und  verspricht  nicht  nur  eine  vollständige  Behandlung  der- 
selben, sondern  führt  auch  Sätze  an  über  diejenige,  welche  dem  Falle 
Ä  =  2  entspricht,  und  von  der  er  annimmt,  dafs  sie -die  wunderbare 
Kurve  (7taQddoi,og  yQaiiiiri)  sei,  die,  nach  der  Aussage  des  Pappus^), 
von  dem  Geometer  Menelaus  von  Alexandrien  erfunden  wurde ^). 
Die  Entdeckungen  Fermats  wurden  durch  Mersenne  bekannt  gemacht, 
der  von  ihnen  im  zweiten  Teile  seiner  Harmonie  universelle  (Paris  1637) 
spricht,  und  ferner  in  den  Cogitata  physieo-mathematica  (Lutetia.  Paris. 
1644);  ebenderselbe  erwähnt  ihrer  in  einem  Briefe  an  0.  Huygens 
vom  22.  Mai  1648^),  wo  die  Aufgabe  gestellt  wird,  das  Verhältnis 
der  vom  Radius  vector  beschriebenen  Fläche  A,  wenn  der  Winkel  ca 
von  0  bis  2jr  variiert,  zum  Inhalte  C  des  Kreises  mit  dem  Radius  a 
und  dem  Centrum  0  (den  wir  auch  hier  den  ersten  Kreis  nennen) 
zu  bestimmen.  Diese  Aufgabe  läfst  sich  mit  unseren  Methoden  leicht 
lösen;  da  nämlich 

^  =  ^  j  Q^'äm  =  -^  j  Q^''^'dQ  =  ^^~,     und    C==Tca^, 

SO  hat  man  sofort  A:  C  =  'k :  (1^  -{-  2)  ] 

für  &  =  1  haben  wir  einen  Satz  des  Archimedes  (s.  Nr.  183)  wieder, 
während  wir  für  fc>l  einen  Satz  erhalten,  der  mit  anderen  von 
Stephano   de    Angelis^)    und    John   Wallis    übereinstimmt,    und 


1)  Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  12—14,  und  III,  S   277—78. 

2)  Pappus^  herausg.  v.  Hultsch,  S.  270. 

3)  Diese  Ansicht  des  berühmten  Senators  von  Toulouse  fand  wenige  An- 
hänger, weil  man  allgemein  annimmt,  dafs  die  „wunderbare"  Kurve  doppelter 
Krümmung  sei;  s.  G.  Loria,  Le  scienze  esatte  nelV  antica  grecia^  Lib.  III  n.  35 
(Mem.  deir  Acc.  di  Modena,  IL  Ser.  XH,  1900). 

4)  Oeuvres  de  Huygens  I,  S.  95. 

5)  De  infinitorum  spiralium  spatiorum  mensura  (Venetiis  1660),  wo  die 
Kurve  (1)  für  7c  =  1  spiralis  linearis,  für  Jc=2  spiralis  secunda  seu 
quadratica,  für  y^  =  3  spiralis  tertia  seu  cubica  u.  s.  w.  genannt  wird. 
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der  von  R.  de  Sluse  in  einem  Briefe  an  Huygens  vom  August  1663 
mitgeteilt  wird^). 

Ist  ^  der  Winkel^  den  die  Tangente  an  die  Spirale  mit  dem  zum 
Berührungspunkt    gehenden   Radius  vector   bildet,    so    liefert   Gl.  (1) 

ig^  ^=  q:-—^  =  h(Dy   woraus    man    eine    Methode    ableiten   kann,    die 

Tangente  zu   konstruieren;    andere   erhält  man,    wenn  man  beachtet, 
dafs  die  Polar-Subtangente  und  Subnormale  ausgedrückt  werden  durch 

Die  zu  Ende  von  Nr.  182  für  die  Archimedische  Spirale  aus- 
geführte Rechnung  läfst  sich  mit  leichten  Modifikationen  der  durch 
Gleichung  (1)  dargestellten  Kurve  anpassen  und  zeigt,  dafs  auch  diese 
Kurve  einem  Systeme  angehört,  dessen  Charakteristiken  jedoch  einen 
verschiedenen  Ausdruck  haben,  jenachdem  h  gerade  oder  ungerade  ist. 
Dieses  verschiedene  Verhalten  in  diesen  beiden  Fällen  zeigt  sich  auch, 
wenn  wir  die  Gestalt  unserer  Kurve  untersuchen;  nämlich,  wenn  h 
gerade  ist,  mufs  man,  um  reelle  Punkte  der  Kurve  zu  erhalten,  dem 
(o  positive  Werte  erteilen,  und  hat  dann  für  jedes  co  zwei  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Werte  von  q,  daher  ist  die  Kurve  symmetrisch  in 
Bezug  auf  4en  Pol  (der  ein  Punkt  der  Kurve  ist) ;  wenn  hingegen  h 
ungerade  ist,  so  entsprechen  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten 
Werten  von  o?  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  von  ^,  daher  ist 
jetzt  die  Kurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  sekundäre  Polaraxe. 

Die  Rektifikation  der  Spiralen  höheren  Grades  liefert  einen  von 
Permat  gefundenen  Satz,  der  eine  Verallgemeinerung  des  Cavalieri'- 
schen  ist,  den  wir  in  Nr.  183  bewiesen  haben.  Um  zu  erkennen, 
worin  dieser  Satz  besteht,  beachten  wir,  dafs  wenn  s^  der  Bogen  der 
Spirale  (1)  ist         /       ,     , 

bezeichnen  wir  anderseits  mit  s^  den  Bogen  der  Parabel  (k  -(- 1)*®^ 
Ordnung,  die  durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird,  so  haben  wir 

p 

Damit  ist  gezeigt,  dafs  der  Spiralenbogen  vom  Pol  bis  zum  Punkte 
Q==:C  gleich  dem  Parabelbogen  vom  Scheitel  bis  zum  Punkte  y  =  c 
ist,  vorausgesetzt,  dafs  zwischen  den  Konstanten  a  und  p  die  Be- 
ziehung besteht  j^ 

a  =Y2k7t  'p , 


1)  Oeuvres  de  Huygens  17,  S.  399. 

28* 
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Für  ]c==l  erhalten  wir  den  Cayalieri'sclien  Satz  wieder;  für  ein  be- 
liebiges h  erhalten  wir  einen  Satz^  den  E.  Torricelli  an  Michelangelo 
Ricci  am  24.  Aug.  1644  mitteilte ^)^  nnd  den  Fermat  dem  Carcavy 
in  einem  Briefe  bekannt  gab^  der  am  13.  Sept.  1659  dem  Hnygens 
übermittelt  wurde  ^).  Es  ist  merkwürdig^  dafs  Huygens  in  der  Ant- 
wort an  Carcayy  vom  26.  Febr.  1660  bemerkt  hat:  ^^La  comparaison 
des  autres  sortes  de  spirales  ayec  les  lignes  paraboloides  que  donne 
M.  de  Fermat  est  yeritable^  mais  non  pas  fort  difficile  ä  trouver 
apres  que  la  premiere  est  connüe.  Et  je  m'estonne  qu'il  prend  plaisir 
ä  inventer  des  lignes  nouvelles^  qu.i  n'ont  pas  autrement  des  pro- 
prietez  dignes  de  consideration^^^).  Hierdurch  getroffen^  antwortete 
Fermat  dem  Huygens  durch  Vermittelung  von  Carcavy^);  dafs  für 
/{;  =  -  seine  Spirale  ebenso  wie  die  entsprechende  Parabel  (s.  Nr.  118) 
sich  der  bemerkenswerten  Eigenschaft  erfreuten^  rektifizierbar  zu  sein^ 
eine  wichtige  Bemerkung^  da  sie  zeigt,  dafs  Fermat  seine  Betrach- 
tungen nicht  auf  den  Fall,  dafs  bei  den  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellten Spiralen  ]c  eine  ganze  Zahl  sei,  beschränkt  hat.  Wir  wollen 
noch  hinzufügen,  dafs  man  eben  diese  Spirale  (J^  =  j)  erhält,  wenn 
man  den  Ort  der  Endpunkte  der  Polar-Subtangenten  einer  Archi- 
medischen Spirale  aufsucht. 

186.  Der  Briefwechsel  Fermats  enthält  auch  Mitteilungen  über 
eine  andere  Kurve,  deren  Erfindung  man  dem  Galilei  zuschreibt^); 
nachdem  sie  unrechtmäfsiger  Weise  Helix  Baliani  genannt  worden 
war^),  bezeichnet  man  sie  heute  mit  dem  Namen  Galilei'sche  Spi- 
rale. Sie  ist  unter  die  physikalisch-mathematischen  Kurven  zu  rechnen, 
da  sie  definiert  wird  als  „die  Linie,  die  ein  materieller,  schwerer  frei 
fallender  Punkt  in  Bezug  auf  die  mit  ihrer  täglichen  Bewegung  be- 
gabte Erde  beschreibt^^  In  Polarkoordinaten  wird  sie  durch  eine 
Gleichung  von  folgender  Form  wiedergegeben 

Q  =  a  —  hco^ e     ,     ,     (2) 

Da  diese  Gleichung  sich  nicht  ändert,  wenn  man  das  Vorzeichen  von 
CO  wechselt,  so  ist  die  Galilei'sche  Spirale  symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  Polaraxe;   der  Pol  ist  ein  Doppelpunkt  und  die  bezüglichen  Tan- 


1)  S.  G.  Gliinassi,  Letter e  fin  qui  inedite  di  Evangelista  Torricelli  (Faenza 
1864)  S.  17—19. 

2)  Oeuvres  de  Ruygens  II,  S.  538;  Oeuvres  de  Fermat  11,  S.  441.  S.  auch 
die  an  Laloubere  gesandten  und  von  diesem  1660  in  dem  Anhange  zu  dem 
Werke  Vetenim  geometria  promota  in  Septem  de  cycloide  lihris  veröffentlichten 
Sätze;  neugedruckt  in  Oeuvres  de  Fermat  I,  S.  206,  und  III,  S.  178. 

3)  Oeuvres  de  Huygens  III,  S.  27. 

4)  S.  Fermat's  Brief  vom  25.  Juni  1660,  veröffentlicht  in  Oeuvres  de  Huygens 
III,  S.  89,  und  Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  448. 

5)  Oeuvres  de  Fermat  11,  S.  12. 

6)  Vgl.  die  Bemerkungen  P.  Tannery's  im  Intermediaire  III,  1896,  S.  78  u.  213. 
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genten  bilden  mit  der  Polaraxe  einen  Winkel  gleich  +  1/  -r^ ;   die  Kurve 

liat  ferner  auf  der  Axe  selbst  unzählig  viele  Doppelpunkte^  nämlich 
diejenigen^  für  welche  Q  =  a  —  ih^7i^j  wo  h  eine  ganze  positive  oder 
negative  Zahl  ist;  für  ]c  =  0  aber  erhält  man  einen  einfachen  Punkt 
mit  einer  zur  Polaraxe  senkrechten  Tangente.  Da  die  Subnormale 
ausgedrückt  wird  durch  S^==  —  2i(D,  so  sieht  man,  dafs  die  Arclii- 
medische  Spirale  der  Ort  der  Endpunkte  der  Polar-Siibnormalen  einer 
Gralilei'schen  Spirale  ist.  Andere  Eigenschaften  sind  bis  jetzt  an 
dieser  Spirale  nicht  aufgefunden  worden,  und  sie  scheint  also  mehr 
ein  historisches  Interesse  zu  besitzen. 

Die  Galilei'sche  Spirale  kann  als  ein  Spezialfall  einer  anderen 
physikalisch -mathematischen  Kurve  aufgefafst  werden,  zu  der  Va- 
rignon-^)  gelangte,  als  er  jene  Frage  verallgemeinerte  die,  wie  wir 
in  Nr.  119, 1.  gesehen  haben,  Leibniz  im  Verlaufe  seines  berühmten 
Streites  mit  den  Cartesianern  vorgelegt  hat.  Es  ist  die  Isochrone 
unter  der  Annahme,  dafs  der  Mittelpunkt  der  Erde  sich  nicht  mehr 
in  unendlicher,  sondern  in  endlicher  Entfernung  befinde.  Durch  Be- 
trachtungen, die  hier  wiederzugeben  keinen  Wert  hat,  erhielt  der  ge- 
nannte französische  Geometer  als  Differenz] algleichung  der  fraglichen 
Kurve  in  Polarkoordinaten  folgende 


lVl.^j^_V9-a-d,         ^ 

C  C  —  Q         '  ^  ^ 

WO  a,  c,  l  gegebene  positive  Konstanten  sind.  Die  Integration  dieser 
Gleichung  ist  ausführbar;  Varignon  hat  sie  jedoch  nicht  ausgeführt, 
und  somit  entging  ihm  eine  wichtige  Einteilung,  nämlich  die  der  drei 
Fälle  c  >  a,  c  =  a  und  c  <ia. 

I.    Ist  c  >  a,  so  setze  man  q  =  a  -\-  u^,   c  =  a  -{-h^,  dann  wird 
Gleichung  (1) 

-'—  •  dm  =  du  I  h  ( — TT t)  —  1    ; 

c  [     \il  -f-K        tt  —  k/  J  ' 

diese  läfst  sich  leicht  integrieren  und  giebt  (bei  geeigneter  Wahl  der 

Integrationskonstanten) 

l  Vct  T  -,      u-\-1i 

——  CO  =  k  losf  — ~f  —  u . 

Setzen  wir  aber  für  ii  und  Ic  ihre  Werte  wieder  ein,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung; 


_Lc3  =  yc  — alog^^^=^-^^^  .     .     (2) 


1)  Siehe  Methode  pour  troiwer  des  coiirbes  le  long  desquelles  un  corps  tom- 
Itant,  s'approclie  oit  s'eloigne  de  VJiorizon  en  teile  raison  de  tems  qii' on  voudra,  et 
dans  qiielqiie  Hypothese  de  vitesses  qiie  ce  soit  etc.  (Mem.  de  Paris,  1699). 


438  VI.  Abschnitt:  Transscendente  Kurven. 

welche  in  anderer  Form  zuerst  von  L.  Masche roni^)  aufgestellt 
wurde.  Da,  wenn  man  ^  =  c  setzt,  sie  c?  =  oo  liefert,  so  wird  die 
Kurye  offenbar  unendlich  viele  Windungen  um  den  Pol  machen. 
Schreiben  wir  Gleichung  (2)  folgendei^mafsen 

l  Va                 -,        y  c  —  a  1  /q  —  a 

^ o.=  logc-^= |/^-^3^^, 


cYc 


'  i/q  —  ^ 

V  c  —  a 


setzen  alsdann    \/ - — —  =  ^0-,    so  können  wir  erkennen,   dafs  man  an 

y  c  —  a  ^  ^ 

Stelle  Yon  (2)  zur  analytischen  Darstellung  der  Kurve  auch  folgendes 
Gleichungspaar  benutzen  kann: 

IL    Wenn  c  =  a,  so  wird  Gleichung  (1) 

ya  yq  —  a 

durch  Integration  ergiebt  sich 

welche   Gleichung    eine    Galilei'sche    Spirale   (mit    isoliertem    Punkte) 
darstellt. 

III.    Wenn  endlich  c<a,  so  setzen  wir  a  =  c-\-'k'^,  Q  =  a-{-u^'^ 
Gleichung  (1)  wird  dann 

und  dann  bei  günstiger  Wahl  der  Integrationskonstanten 

-^ —  CO  -f-  u  —  k  arc  tg  -77  =  0 . 
Setzen  wir  für  u^  Iv  ihre  Werte  wieder  ein,  so  erhalten  wir 


l^a 


CO 


^  +  y^  —  a  —  Ya—c  arc  tg  ^ — ^  =  0 .    .     .     (5) 

Dieser  Gleichung  wird  Genüge  gethan  durch  Q  =  a,  co  =  0,  daher 
beginnt  die  Kurve  in  einem  Punkte  der  Polaraxe.  Schreiben  wir 
Gleichung  (5)  folgendermafsen 


2c]/a 


l\/a  ,     ~\  /q  —  et        1  /p  —  ci 


C  ' 


und  setzen  1/ =  O',    so  erkennen  wir,  dafs  die  fragliche  Kurve 

1)  Siehe  einen  gedruckten  Brief,   gerichtet  AI  Nobile  Signor  ÄcMlle  Ales- 
sancbi^  datiert  von  Bergamo  d.  19.  Sept.  1782. 
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in  diesem  Falle  auch  durch  folgende  beiden  Gleichungen  dargestellt 
werden  kann  / 

lya 

Aus  den  Gleichungen  (3)^  (4)^  (6)  geht  hervor^  dafs  die  Varignon'- 
sche  Isochrone  eine  in  Bezug  auf  die  Polaraxe  symmetrische  Kurve 
ist-  die  eingehendere  Diskussion  derselben  überlassen  wir  dem  Leser. 
187.  Ebenfalls  ein  mehr  historisches  Interesse  bieten  die  oo^  Kur- 
ven^ die  mit  Variation  der  Konstanten  a  und  p,  durch  die  Gleichung 

{q  —  af  =  2apG) (3) 

dargestellt  werden;  T\^enn  im  speziellen  a  gegen  0^  p  gegen  oo  kon- 

yergiert  in  der  Weise^  dals    lim  2ajp  =  y-,    wo  t  eine  neue  endliche 

Konstante  ist^  so  wird  Gleichung  (3)  zu 

und  stellt  dann  eine  Fermat'sche  Spirale  dar  (ygl.  Nr.  185).  Die  durch 
Gleichung  (3)  dargestellten  Kurven  wurden  von  Jakob  Bernoulli  be- 
trachtet^)^ der  wegen  der  Analogie  der  Gl.  (3)  mit  der  einer  Parabel, 
jede  solche  Kurve  als  ^^parabola  helicoides,  vel,  si  mavis,  spiralis 
parabolica^^  bezeichnete;  die  Späteren  gaben  demNamen  ^^parabolische 
Spirale ^^  den  Vorzug,  den  auch  wir  anwenden  wollen.  Die  betreffen- 
den Kurven  zeigen  sehr  verschiedene  Gestalt,  je  nach  dem  Vierte  des 

Verhältnisses  —    (Bernoulli   hat  insbesondere   den   Fall  —  =  4jt    be- 

P    ^  P 

trachtet);  man  kann  aber  jene  Konstanten  immer  als  positiv  annehmen, 
dann  entsprechen  die  reellen  Punkte  der  Kurve  positiven  Werten 
von  05 ;  zu  jedem  gehören  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte 
von  ^,  somit  haben  alle  parabolischen  Spiralen  ein  Centrum. 

Auf  die  parabolischen  Spiralen  hat  Bernoulli,  von  1691  an,  die 
Methoden  angewandt,  die  Leibniz  1684  der  mathematischen  Welt 
mitgeteilt  hat.     So  bestimmte   er  die  Tangente,   indem  er  bemerkte, 

dafs  die  Polar-Subnormale  durch  -~  ==  — ^    e^egeben  wird,    welcher 

Ausdruck  leicht  zu  konstruieren  ist  und  zeigt,  dafs  q^uo  —  yj==  — 

die  Gleichung  des  Ortes  der  Endpunkte  der  Subnormalen  ist,  somit 
ist  dieser  Ort  ein  Lituus  (s.  Nr.  190).  Ähnlich  bestimmte  Bernoulli 
die  Maxima  und  Minima  von  q  und  ca;  ersteres  führte  er  auf  die 
Untersuchung  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen  co  und  tg  cö 
zurück;  wenn  nun  co  und  tgca   durch  eine  algebraische  Relation  ver- 


1)  Specimen  cälculi  differentiaUs  in  dimensione  parabolae  helicoidis  etc.  (Acta 
erudit.  Jan.  1691  oder  auch  Jacohi  Bernoulli  opera  I,  S.  431;  vgl.  Joh.  Bernoulli 
opera  I,  S.  46—47). 
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knüpft  wären;  so  könnte  man  die  vorige  Gleicliung  umgestalten  so^ 
dafs  sie  algebraisch,  in  co  wäre;  ilire  Wurzeln  wären  demnach  der 
Zahl  nach  begrenzt/  und  die  Grenzwerte  von  q  wären  demnach  in 
endlicher  Zahl  vorhanden.  Nun  zeigt  aber  die  Gestalt  der  paraboli- 
schen Spirale ;  dafs^  im  Gegenteil  unzählig  viele  Maxima  erhalten 
kann;  somit  ist  die  Annahme,  dafs  zwischen  g3  mit  tgco  eine  algebraische 

Relation  bestehe,  eine  absurde;  insbesondere,  macht  man  03  =  x?   ^^ 

sieht  man,  dafs  7t  nicht  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung 
sein  kann^).  Es  ist  dies  vielleicht  der  älteste  Versuch,  die  Unmög- 
lichkeit einer  algebraischen  Lösung  des  Problems  der  Quadratur  des 
Kreises  nachzuweisen. 

Die  Wendepunkte  der  Spirale  (3)  erhält  man,  indem  man  Gl.  (3) 
mit  folgender  kombiniert 

wir  erhalten  also 

(a  —  qY —  2a  (a- — q)^-}-  o?  {ci  —  q)^  -]-  3^^a^(a  —  q)  — p^a^=  0; 

die  ähnliche  Aufsuchung  der  Doppelpunkte  wurde  von  BernouUi  nicht 
in  Angriff  genommen,  kann  aber  ohne  Schwierigkeit  ausgeführt  werden. 
Hingegen  hat  er  sich  mit  der  Quadratur  der  Kurve  beschäftigt;  es 
ist  leicht,  seine  Schlüsse  zu  kontrollieren,  wenn  man  beachtet,  dafs 

¥/?'•  '^^  =  2^/?'(P  -  «)  •  '^^  =  1^  fä  -  S  +  '^^«^^- 
Folglich   erhält    man,   wenn  man    2p  =  - —    setzt    und    das    Integral 

zwischen  ^  =  0  und  Q  =  a  nimmt,  ~%a^^  wie  auch  BernouUi  ge- 
funden hat. 

Viel  schwieriger  und  interessanter  ist  das  Problem  der  Rekti- 
fikation der  parabolischen  Spirale;  Jak.  BernouUi  entdeckte,  als  er 
sich  mit  diesem  beschäftigte,  eine  äufserst  bemerkenswerte  —  auch 
bei  anderen  Kurven  auftretende^)  —  Thatsache,  die  wir  hier  mit- 
teilen wollen. 

Es  sei  s  der  Spiralbogen,  so  liefert  uns  Gleichung  (3) 

folglich  hängt  die  Berechnung  des  s  von  elliptischen  Integralen  ab. 
Wenn  wir  nun  die  Betrachtung  einer  Kurve  einführen,  die  durch 
folgende  Gleichung  dargestellt  wird 


1)  BernouUi  fügt  hinzu,  dafs  man  ähnlich  die  UnmögHchkeit  der  algebrai- 
schen Quadratur  „uUius  curvae  geometricae  in  se  redeuntis"  beweisen  könne, 
welche  Behauptung  man  wohl  bezweifeln  dürfte. 

2)  Enneper,  Elliptische  Funktionen,  IL  Aufl.  (Halle  a.  S,  1890)  S.  536  ff, . 
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y   —  ^  ^       a^p^      y 
so   sieht  man^   clafs   die  Rektifikation   der  parabolischen  Spirale^  mit 
der  Quadratur  dieser  Kurve  äquivalent  ist.     Diese  Kurve^  oder  besser 
die  zu  ihr  affine  und  durch  die  Gleichung 

f=i+'^^ •  (4) 

dargestellte,  läfst  sich  nun  auf  folgende  Weise  konstruieren:  ,,Es  sei 
C  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  mit  dem  Durchmesser  a,  der  im  An- 
fangspunkte 0  die  ^-Axe  berührt  (Taf.  XIV,  Fig.  109).  Wir  nehmen 
nun  auf  Ox  beliebig  die  beiden  Strecken  CW=  CZ,  ziehen  in  dem 
Kreise  die  zugehörigen  Ordinaten  WT  und  ZX  und  bestimmen  den 
Schnittpunkt  S  von  TX  mit  der  ^-Axe.  Es  sei  nun  Ä  ein  Punkt 
der  x-Axe,  derart,  dafs  0Ä  =  2p,  Man  trage  nun  auf  derselben  Axe 
0K=  08  ab,  ziehe  AS  und  durch  K  die  Parallele  zu  dieser  Ge- 
raden; ist  jR  der  Schnittpunkt  mit  Oy^  und  trägt  man  die  Strecke 
CB  von  W  und  Z  aus  auf  den  Geraden  WT  und  ZX  ab,  so  er- 
hält man  vier  Punkte  P  der  Kurve  (4).^^  Wir  überlassen  den  Beweis 
dem  Leser  und  bemerken,  dafs  aus  der  Konstruktion  hervorgeht,  dafs 

die  Kurve  (4)  zur  Geraden  x  =^  ~  symmetrisch  ist;    demnach  enthält 

sie  unendlich  viele  Paare  gieichgrofser  Flächenstücke,  und  damit  ist 
gezeigt:  Die  paralboüsche  Spirale  enthält  trotz  der  ünregelmäfsigkeit 
ihrer  Gestalt  unendlich  viele  Paare  gleicManger  Bogen;  es  ist  dieses 
die  hervorragendste  geometrische  Eigenschaft,  welche  sie  besitzt^). 


Fünftes  Kapitel. 
Andere  algehraische  Spiralen. 

188.  Das  Wort  „Spirale^^,  welches  wir  auf  den  vorhergehenden 
Seiten  gebrauchten,  geht  in  das  entfernteste  Altertum  zurück,  indem 
es  dort  eine  Bahnlinie  im  astronomischen  System  Plato's  bedeutete^), 


1)  Weitere,  die  obige  Kurve  und  die  bezüglichen  Arbeiten  betreffende  Ver- 
hältnisse finden  sich  in  der  sorgfältigen  Monographie  von  Gr.  D.  E.  Weyer  an- 
gegeben, lieber  die  parabolische  Spirale  (Kiel  und  Leipzig,  1894);  vgl.  auch 
Wolfram,  Die  apoUonisch-paralolische  Spirale  (Progr.  Hof,  ohne  Jahreszahl). 

2)  A.  Sedillot,  De  Vorigine  de  la  semaine  planetaire  et  de  la  spirale  de 
Piaton  (Bull,  di  bibl.  e  stör.  VI,  1873,  und  C.  ß.  XXVII,  1872)  und  Th.  H.  Martin, 
Hypothese  astronomiqiie  de  Piaton  (Mem.  de  TAc.  des  Inscriptions  et  Beiles  Let- 
tres,  XXX,  1.  Teil,  1881)  S.  46—48.  —  Es  möge  angeführt  werden,  dafs  im 
XXI.  Kap.  der  Astronomie  des  Theon  von  Smyrna  (s.  Theon  de  Smyrne,  Ex- 
position des  connaissances  mathematiques  utiles  pour  la  lecture  de  Piaton  ^  ed. 
Dupuis,  Paris  1892,   S.  328)  von  einer  anderen  astronomischen  Spirale  die  Rede 
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jedoch  der  entsprechende  allgemeine  Begriff  hat  noch  nicht  jenen 
Grad  der  Präzision  erlangt^  den  ein  mathematischer  Begriff  erfordert^); 
vorläufig  wollen  wir  als  Spiralen^)  bezeichnen  alle  Kurven^  deren 
einfachste  und  geeignetste  analytische  Darstellung  man  bei  der  An- 
wendung von  Polarkoordinaten  erhält.  Solcher  Art  sind  die  Kurven, 
welche  die  Polargleichung 

^         CO  -\-  cp(co) 

haben,  wo  f  und  cp  rationale  Funktionen  der  trigonometrischen  Linien 
des  Winkels  co  selbst,  oder  eines  Vielfachen  oder  aliquoten  Teiles 
desselben  sind^);  solcher  Art  sind  diejenigen  Kurven,  die  durch  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  q  und  od  dargestellt  werden,  und  die 
man  passend   als    algebraische   Spiralen    bezeichnen  kann^).     Sei 

f{9,<^)-0 (1) 

die   Gleichung  einer  solchen   Spirale;   /*  sei  vom   Grade  p  in  co^  und 

überhaupt  vom   Grade  n.     Da  nun  q  =  Yx^  -f~  V^  ^^^   ^  =  ^^^  ^g      ; 

so  sieht  man,  dafs 

dx~Q^\^^dQ        ^dco]'         dy~  Q^\^^^  dq'^^  dm 
und  demnach 

(z-^)(,^|^-,g)  +  (r-,){,,|  +  ^g)=o  .  (2) 


ist;  sie  ist  von  ähnlicher  Gestalt  wie  die  Sinuslinie  und  v^ird  beschrieben  von 
einer  Welle,  die  gezv^ungen  wird  zwischen  zwei  Schranken  zu  bleiben;  s.  auch 
Martin  a.  a.  0.  S.  49. 

1)  S.  die  Artikel  Spirale  in  der  JEncyclopedie  methodique,  im  Mathematischen 
Wörterbuch  von  Ho  ff  mann  und  im  Dictionnaire  des  sciences  math.  von  Mont- 
ferrier.  Vgl.  ferner  Brocard,  Notes  de  Mbliographie  des  courhes  geometriques^ 
Partie  complementaire  (Bar  Le-Duc,  1899)  S.  166. 

2)  Andere  (s.  Montferrier  a.  a.  0.  II,  S.  410)  wenden  den  Namen  Kadial- 
Kurven  an. 

3)  G.  Fouret,  8ur  la  construction  de  Ja  tangente  ä  la  courhe  q  =  — A^t-t  :, 
^  '  '^  co-f-  q){(0) 

f{co)  et  cp  (co)  designant  des  fonctions  rationelles  des  lignes  trignometriques  de  V angle 

CO,  de  ses  multiples  ou  de  ses  parties  aliquotes  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  XIX,  1880). 

4)  Dieser  Name  wird  in  dem  angegebenen  Sinne  gebraucht  von  W.  Rulf  in 
der  Abh.  Geometrische  Bestimmung  des  KrümmungsmittelpunMes  der  algebraischen 
Spiralen  (Monatshefte  III,  1892).  Sylvester  dagegen  (Phil.  Magazine,  4.  Ser. 
XXXVI,  1868)  gebraucht  ihn,  um  eine  Kurve  zu  bezeichnen,  bei  welcher  die 
Länge  des  vom  Pole  auf  die  Tangente  gefällten  Lotes  eine  algebraische  Funktion 
des  Kontingenzwinkels  ist;  insbesondere  kann  man  die  sog.  „ganzen  Spiralen" 
betrachten,  welches  successive  Evolventen  des  Kreises  sind,  von  denen  wir  in 
Nr.  251  sprechen  werden.  —  Algebraische  Spiralen  in  unserem  Sinne  sind  ins- 
besondere die  parabolischen  und  hyperbolischen  Spiralen  höherer 
Gattungen,  womit  J.  Sobotka  sich  eingehend  beschäftigt  hat  {Zur  infini- 
tesimalen Geometrie  einiger  Planmrven,  Prager  Ber.  1898);  ihre  allgemeine  Glei- 
chung ist  Q^  =  a^  ca^   {P^  '''^)' 
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die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Spirale  im  Punkte  (x^  y)  ist. 
Eliminieren  wir  co  aus  dieser  mit  Berücksiclitigung  von  Grleichung  (1) 
und  setzen  für  q  seinen  Wert  yx^  -\-  y^,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
des  Ortes  der  Berührungspunkte  der  vom  Punkte  (X^  Y)  an  die 
Kurye  gezogenen  Tangenten.  Man  gelangt  so  immer  zu  einer  alge- 
braischen Gleichung^  und  daher  gehören  alle  algebraischen  Spiralen 
einem  algebraischen  Systeme  an ;  die  Charakteristiken  desselben  haben 
jedoch  yerschiedene  Werte^  je  nach  den  Fällen: 

I.  Wenn  in  Gleichung  (2)  co  nicht  auftritt  ^  so  stellt  sie  ohne 
weiteres  den  genannten  Ort  dar.     Dieser  Umstand  tritt  ein^  wenn 

d.  h.  -j-j-  =  -ö-^  =  0^  d.  h.  wenn  /'=aG3  +  9(^)  ist  (das  einfachste 

Beispiel  einer  solchen  Kurve  bietet  uns  die  Archimedische  Spirale). 
Wenn  bei  diesem  Falle  in  (2)  nur  gerade  Potenzen  von  q  auftreten^  so 
ist  sie  rational  in  x  und  y^  stellt  daher  eine  Kurve  dar^  deren  Ordnung 
gleich  dem  Grade  m  der  Gleichung  (2)  in  x,  y,  die  einfach  durch  den 
Punkt  {X,  Y)  geht.  Daher  gehört  die  Kurve  einem  Systeme  an^  dessen 
Charakteristiken  ^=1^  v==m  —  1  sind.  Wenn  jedoch  in  (2)  auch 
ungerade  Potenzen  von  q  vorkommen,  so  ist  eine  Erhebung  ins  Qua- 
drat notwendig,  und  ist  diese  ausgeführt,  so  sieht  man,  dafs  dann 
die  Charakteristiken  des  Systems  ^  =  2  und  v  =  2(m' — 1)  sind. 

IL  Wenn  hingegen  in  Gleichung  (2)  co  im  Grade  q  auftritt,  so 
führt  die  vermittelst  der  dialytischen  Methode  von  Sylvester  aus- 
geführte Elimination  von  o  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zu  einer 
Gleichung,  deren  linke  Seite  eine  Determinante  von  der  Ordnung 
^  -f-  g  ist,  in  welcher  die  Elemente  der  ersten  ^-Horizontalreihen 
mit  einem  der  beiden  Faktoren  (X  —  x)  oder  (Y — y)  behaftet  sind; 
wenn  nun  diese  linke  Seite  nur  gerade  Potenzen  von  q  enthält,  so 
geht  der  betrachtete  Ort  ^-mal  durch  den  Punkt  (X,  Z),  anderenfalls 
2g-mal  durch  den  Punkt  hindurch.  Die  Spirale  gehört  also  einem 
System  an,  für  welches  ^  =  q  oder  =2q  ist;  die  andere  Charakte- 
ristik, 1/,  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  genannten  resultieren- 
den Gleichung,  die,  wenn  nötig,  rational  gemacht  ist. 

189.  Zu  der  grofsen  Kategorie  der  algebraischen  Spiralen  ge- 
hören nicht  nur  diejenigen,  die  wir  in  den  vorigen  Kapiteln  behandelt 
haben,  sondern  auch  eine  andere  nicht  weniger  beachtenswerte,  zu 
deren  Untersuchung  wir  uns  jetzt  wenden. 

Wenn  man  eine  Archimedische  Spirale  einer  Transformation  durch 
reziproke  Radien vectoren  unterwirft,  deren  Centrum  im  Auge  der  Spirale 
liegt,  so  bekommt  man  eine  andere  Kurve,  die  in  Polarkoordinaten 
durch  eine  Gleichung  von  folgender  Form  dargestellt  wird 

Qcj  ==  a ,     .     ,     ,     ,     ,     ,     ,     .     .     (3) 


444  VT.  Absclinitt:  TraBSScendente  Kurven. 

Sie  findet  sich  —  unter  anderen  allgemeineren  —  in  einer  Abhand- 
lung Yon  Varignon^  die  der  Pariser  Akademie  im  Jahre  1704  vor- 
gelegt^ aber  erst  1722  veröffentlicht  wurde  ^);  sie  wurde  ferner  auch 
von  Joh.  Bernoulli  entdeckt^  der  in  einem  französisch  geschriebenen 
Briefe  an  Hermann  vom  7.  Okt.  1710  sie  Spirale  hyperbolique^) 
nannte^  und  ungefähr  drei  Jahre  später,  als  er  die  Analogieen  sowohl, 
als  auch  die  Verschiedenheiten  zwischen  ihr  und  der  Archimedischen 
erkannt  hatte,  schrieb:  „ita  ut  non  incongrue  haec  spiralis  vocari 
possit  Hyperbolica,  vel  etiam  Archimedea  inversa;  utpote,  quae 
cum  Archimedea  ordinaria  hoc  commune  habet,  quod  in  utraque 
distantiae  punctorum  ab  umbilico  sint  proportionales  circulationibus 
emensis,  in  Archimedea  vulgari  directe,  in  nostra  vere  inverse^^^). 
Der  Name  hyperbolische  Spirale  ist  nun  allgemein  angenommen 
worden  in  Hinsicht  auf  die  Analogie  der  Gleichung  (3)  mit  der  einer 
auf  die  Asymptoten  als  Axen  bezogenen  Hyperbel. 

Die  Grieichung  (3)  zeigt  uns,  dafs  gleichen  und  entgegengesetzten 
Werten  von  cd  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Werte  von  q  ent- 
sprechen; folglich  ist  die  hyperbolische  Spirale  eine  in  Bezug  auf  die 
sekundäre  Polaraxe  symmetrische  Kurve,  auf  dieser  befinden  sich  un- 
endlich viele  Doppelpunkte  (Taf.  XIV,  Fig.  110).  Lassen  wir  co  bis 
+  oo  gehen,  so  geht  ^  in  0  über;  (lemnacli  ist  der  Pol  ein  asympto- 
tischer Punkt  der  Kurve;  machen  wir  hingegen  g9  =  0,  so  erhalten 
wir  ^==  oü,  folglich  geht  die  Kurve  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Polaraxe,  und  da  Gleichung  (1)  uns  sagt,  dafs 


lim  (q  sin  cd)  =  lim  [a )  ==  a , 


so  ist  die  zur  Polaraxe  im  Abstände  a  gezogene  Parallele  eine 
Asymptote  der  Kurve. 

Die  Polar- Subtangente  wird  gegeben  durch  8^==  q^:  -j—  =  —  a] 

folglich:  Der  Ort  der  Endpunkte  der  Polar-Subtangente  der  hyper- 
boiisclien  Spirale  (3)  ist  der  mit  dem  Radius  a  um  den  Pol  be- 
schriebene  Kreis.  Daraus  folgt  eine  höchst  einfache  Konstruktion 
der  Tangente.  Bei  dieser  Gelegenheit  wollen  wir  noch  vermerken, 
dafs  die  Kurve  in  kartesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung 

Yx^  -)-  y^  arc  tg  —  —  a  =  0 

CG 

dargestellt  wird,  und  daher  die  Tangente  durch 

1)  Über  diese  Arbeit  von  Varignon  siehe  Kap.  I  des  folgenden  Absclin. 

2)  Mem.  de  Paris  1710;  Joh.  Bernoulli  Opera  omnia  I,  S.  480. 

3)  De  moH  corporum  gravium,  penäolonm  et  projectilnmi  (Acta  erud.  Febr 
1713);  oder  Joh.  Bernoidli  Opera  I,  S.  552. 
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nehmen  wir  nun  an^  dafs  der  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  X^  Y 
gegeben  sei^  so  ergiebt  sieb  hieraus  leicht:  Die  Berühruiigspiiiikte 
der  Tangente  1],  die  man  von  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Ebene 
an  eine  hyperbolische  Spirale  ziehen  kann,  gehören  einer  Kurve 
vierter  Ordnung  an,  die  _P  zum  Doppelpunkte  hat;  infolgedessen  ge- 
hört jede  hyperbolische  Spirale  einem  System  an^  mit  den  Charakte- 
ristiken ft  =  2^  v==2. 

Die  Fläche  A  des  Sektors  zwischen  einem  Spiralenbogen  und  den 
Radienvectoren  der  Endpunkte  gelegen  wird  gegeben  durch 

S2 


^-i/;'.^»  =  |(i-i); 


wenn  also  Sl  nach  oo  übergeht^  so  nähert  sich  A  immer  mehr  dem 
Wert  - — ;  so  lange  (Dq=^0.  Für  das  Bogendifferential  hingegen  er- 
hält man         ^  ,     -|  /  «    ,    /dg  \^  aVa^A-  g^    -. 

ds  =  dcoyQ'  +  (^)   =-      %^       äQ-, 

daher  ist         5  =  -^  •  log  ^^iL  "^  —  Va^  +  ^^  +  Const, 

welches  zeigt^  dafs  die  Rektifikation  der  hyperbolischen  Spirale  von 
Logarithmen  abhängt,  eine  Bemerkung  von  Cotes^). 

Es  sei  /i  der  Winkel ^   den  die  Tangente  mit  dem  Radius  vector 
bildet  und  JR  der  Krümmungsradius.     Man  findet  dann  leicht 


0  03  a      (l/l  -f-  03^1 

und  daraus  durch  Elimination  von  cd 

X^'^'^'^' (^) 

man  könnte  nachweisen^  dafs  dieses  eine  charakteristische  Eigenschaft 
der  hyperbolischen  Spirale  ist^). 

Zwischen  unserer  Spirale  und  der  Kochleoide  (Nr.  180)  besteht 
eine  höchst  einfache  Beziehung,  die  hier  hervorgehoben  werden  soll: 
Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  M{q,  co)  der  Spirale  (3) 
die  Parallele  zur  Polaraxe  und  macht  auf  dieser  MM^=  MO^  so 
ist  der  Ort  der  Punkte  M^{q^^(o^)  eine  Kochleoide. 

Beweis:  Es  ist  nämlich 


oder  CO 


7t  ~\-  03 

2       ? 

2co^  —  7t, 

^i=2()sin-|-, 

2smK--j 

1)  Phil.  Trans.  No.  29,  1714. 

2)  Tis  s  er  and,  Becueü  complementaire  d'exercises  sur  le  calciil  infinitesimal^ 
IL  Aufl.  (Paris  1895)  S.  310. 
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setzen  wir  dies  in  (3)  ein,  so  finden  wir 

Qi(^h  —  y)  =  ^  si^  (^1  —  y)  ; 

welche  Gleichung  (vgl.  IsTr.  180)  eine  Kochleqide  darstellt,  wie  be- 
hauptet war. 

Es  giebt  aber  auch  eine  sehr  bekannte  ßaumkurve,  zu  welcher 
die  hyperbolische  Spirale  eine  intime  Beziehung  hat.  Betrachten  wir 
nämlich  die  Schraubenlinie  mit  den  Gleichungen 

und  projizieren  sie  von  irgend  einem  beliebigen  Punkte  der  Axe  — 
z.  B.  dem  mit  der  Ordinate  g  —  so  erhalten  wir  eine  Fläche,  die 
durch  die  Gleichungen 

a  cos  CO  a  sin  CO  kaco-\-l^ 

^^T+T^     ^r"T+r^     ^^""F-fi—; 

dargestellt  werden  kann,  wobei  l  ein  neuer  Parameter  ist.  Die 
Schnittlinie   dieser   Kegelfläche   mit   der  ;r^- Ebene  erhält  man,  wenn 

man  0  =  0  macht,  d.  h.  A  =  — '~y~'')  ^i^  wird  daher  durch  die  Glei- 
chungen  dargestellt: 

a  cos  CO  a  sin  co 

kaco  ^  ^         ,        Jcaa 


Nun  läfst  sich  hieraus  ableiten,  dafs 


1  — 


Voc^  -\-y^  = 


Jcao 


t 


oder,  wenn  man  Yx^  -{-  y^  =  q^    1 F~^^^  setzt:  Q(p  =  a]  folglich: 

Die  Projektion  einer  Schraubenlinie  von  einem  Punkte  der  Axe  des 

Rotationscylinders,  auf  welchen  sie  aufgezeichnet  ist,  auf  eine  zu  dieser 

Axe  senkrechte  Ebene  ist  eine  hyperbolische  Spirale. 

190,     Die  Gleichungen 

a  a 

stellen  ersichtlich  zwei  hyperbolische  Spiralen  mit  demselben  Pole  dar. 
Wir  suchen  ihre  Konchoidale  (vgl.  Nr.  68),  indem  wir  ^==^1  +  ^2 
setzen  und  erhalten  die  Kurve 

9--^^^zn^ •   •   (5) 

die  gefunden  wird,  wenn  man  die  Kurve  sucht,  die  ein  fester  Punkt 
eines  Kreisbogens,  dessen  Radius  a  ist,  beschreibt,  wenn  er  sich  auf 
eine  gegebene  Gerade,  die  er  berührt,  aufwickelt^).    Es  ist  bemerkens- 

1)  ß.  Fabri,  SuTle  curve  cicloidäli  (Atti  dell'  Acc.  Pont,  dei  Nuovi  Lincei, 
X,  1856),  und  E.  Catalan,  Note  sur  la  theorie  des  roulettes  (Nouv.  Ann.  de  math. 
XV,  1856). 


Fünftes  Kapitel:  Andere  algebraische  Spiralen.  447 

wert^  dafs  diese  Kurve  elementar  rektifizierbar  ist;  nämlich  aus  (5) 
ergiebt  sich  ^  _       ^  +  ^ 

und  also  durch  Integration 

s  =  Yq^  -\-  2aQ'^ 
bezeichnet  man  nun  mit  R  den  Krümmungsradius^  so  findet  man^) 

daraus  ergiebt  sich  die  natürliche  Grleichung 

^  _  (-|/ft^-|-g^— a)(a^-f  g^) 

Zu  einer  anderen  algebraischen  Spirale  gelangt  man^  wenn  man 
eine  Kurve  von  der  Beschaffenheit  sucht ^  dafs  die  Fläche  zwischen 
ihrem  Bogen  und  den  Radienvectoren  in  den  Endpunkten  proportional 
dem  Logarithmus  des  Verhältnisses  der  beiden  Vectoren  selbst  ist. 
Es  ist  dies  eine  Aufgabe^  die  R.  Cotes  sich  stellte  und  in  folgender 
Weise  gelöst  hat^):  Die  Bedingungen  des  Problems  übersetzen  sich 
alsbald  in  die  Gleichung 

—  f  Q^'dco  =  a^  log  "^^  • 

ÜJq 

Durch  Differenzieren  ergiebt  sich 

d(D  =  2a^—^ 

und  durch  Integrieren  cd  —  a  = 2  * 

Setzt  man  hierin  a — (D==q)y  so  findet  man 

Q^(p  =  a^ •     (6) 

als  Gleichung  der  gesuchten  Kurve.  Diese  ist  symmetrisch  in  Bezug 
auf  den  Pol^  der  ein  asymptotischer  Punkt  der  Kurve  ist;  die  reellen 
Punkte  der  Kurve  erhält  man^  wenn  man  dem  (p  positive  Werte  er- 
teilt (s.  Taf.  XIV,  Fig.  111). 

Transformieren  wir  (6)  durch  reziproke  Radienvectoren ,  so  er- 
halten wir,  wenn  das  Centrum  der  Transformation  mit  dem  Pole 
zusammenfällt,  p^  ==  S^cl)  ......     (7) 

welches  eine  Fermat'sche  parabolische  Spirale  zweiten  Grades  darstellt 
(s.  Nr.  185);  infolgedessen  wird  die  durch  (6)  dargestellte  die  inverse 


3^ 

1)  Es  ist  ratsam,  hier  die  u.  a.  von  Serret,  {—4-  i        — ^   1  ^ 

Calcid  differentiel,  IL  Aufl.,  Paris  1879,   S.  305,  an-      ^  ^   1  q^'^  \dco   q)  J 
gegebene  Formel  zu  benutzen: 


S.  85. 


bene  Formel  zu  benutzen:  ^  [^  _\     ^^    ^\ 

2)  Harmonia   mensurarum   (Cambridge,  1722)  ^  \^  '~  ~d(ä^  ^) 
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parabolische  Spirale  genannt^);  mehr  verbreitet  ist  jedoch  der  von 
Cötes  angewandte  Käme  Lituns^  welcher  durch  Sacchi  in  Tromba^) 
übersetzt  wurde.  Da  Gleichung  (6)  für  q)  =  oo  ergiebt^  ^  =  ^;  so  ist 
der  Pol   ein   asymptotischer  Punkt   der  Kurve;    der   Punkt    mit    den 

Koordinaten  (p  ==j^  Q==  <^l/2^  ist  ebenso  wie  sein  symmetrischer  ein 
Wendepunkt^  u.  s.  w.  —  Spezialisieren  wir  das  in  Nr.  188  angegebene 
Verfahren ;  so  sehen  wir:  Der  Litims  gehört  einem  System  mit  den 
Charakteristiken  iLt  =  l,  v=^2  an.  Schliefslich  ergiebt  sich  als  un- 
mittelbare Folgerung  der  Gleichung  (6)  folgender  Satz:  ^Jst  eine  Schar 
konzentrischer  Kreise  gegeben  und  eine  durch  ihren  gemeinsamen 
Mittelpunkt  0  gehende  Gerade  OX^  und  man  bestimmt  auf  der 
Peripherie  eines  Kreises,  dessen  auf  OX  liegender  Radius  OÄ  sein 
möge,  einen  Punkt  M  derart,  dafs  der  Sektor  ÄOM=~a^  wird,  so 
ist  der  Ort  der  Punkte  M  ein  Lituus,  wie  er  durch  Gleichung  (6) 
dargestellt  wird^^^). 


Sechstes  Kapitel. 
Die  logaritlimisclie  Spirale ,  sowie  einige  davon  albgeleitete  Knrven. 

191,  In  einem  an  P.  Mersenne  gerichteten  Briefe  vom  12.  Sept. 
1638  teilt  Descartes  seinem  Korrespondenten,  der  ihn  ersucht  hatte 
„plus  particulierement  expliquer  la  nature  de  la  spirale  qui  represente 
le  plan  egalement  incline"  als  Antwort  folgende  Eigenschaft  jener 
Kurve  mit:  „Si  Ä  est  le  centre  de  la  terre  et  que  ANBCD  soit  la 
Spirale,  ayant  tire  les  droites  ABy  AC,  AD  et  semblables,  il  y  a 
meme  proportion  entre  la  courbe  ANJB  et  la  droit e  AJB^  qu'entre  la 
courbe  ANBC  et  la  droite  AC  ovl  ANBC  et  AD,  et  ainsi  des 
autres.  Et  si  on  tire  les  tangentes  DE,  CF,  BG  etc.,  les  angies 
ADE,AGF,ABG  etc.  seront  egaux^'^). 

Die  Eigenschaft,  durch  welche  Descartes  die  neue  Spirale  cha- 
rakterisiert, übersetzt  sich  leicht  in  die  Gleichung 

s 


1)  Schlömilch,  Übungshuch  zum  Studium  der  höheren  Aiialysis,  I.  Tli., 
III.  Aufl.  (Leipzig  1878)  S.  106. 

2)  Sulla  geometria  cmalitica  delle  curve  picme  (Pavia  1854)  S.  9.  Die  Be- 
gründung dieser  Bezeichnungen  ergiebt  sich  offenbar  daraus,  dafs  man  gewöhn- 
lich von  der  hier  behandelten  Kurve  nur  den  einen,  positiven  Werten  von  q 
entsprechenden,,  Zweig  betrachtet,  der  die  Gestalt  eines  Krummstabes  oder  einer 
am  unteren  Ende  eingerollten  ehernen  Trompete  hat. 

3)  Laisant,  Nouv.  Corr.  Mathem.  Question  251,  1877,  S.  87—88,  wo  die 
Kurve  mit  dem  wenig  bedeutsamen  Namen  Spirale  polaire  bezeichnet  wird. 

4)  Oeuvres  de  Descartes,  ed.  Cousin,  VII.  (Paris  1824)  S.  336 — 37,  ed.  Adam 
et  Tannery  IL  (Paris  1898)  S.  360. 


6.  Kapitel:  Die  logarithm.  Spirale,  sowie  einige  davon  abgeleitete  Kurven.  449 

wo  Q  der  vom  Punkte  Ä  ausgehende  Radius  vector,  s  der  Kurven- 
bogen und  a  eine  Konstante  ist.  Differenzieren  wir  die  vorige  Grlei- 
chung  und  setzen  für  ds  seinen  Wert  ]/d'^^ -f~  Q^äG)'^^  so  erhalten  wir 

d(D  =  Va^  —  1  —^ , 
und  daher  durch  Integrieren 


?  =  ce^«^-S (1) 

WO  c  eine  beliebige  Konstante  ist.  Dies  ist  die  Polargleichung  der 
fraglichen  Spirale^  wegen  ihrer  Form  wurde  die  Kurve  selbst  von 
Varignon^)  die  logarithmische  Spirale  genannt^  und  dieser  Name 
ist  ihr  geblieben^).     Nennen   wir   ^i   den  Winkel  zwischen  Tangente 

und  Radius  vector^  so  erhalten  wir^  indem  allgemein  tgft  =  ^:^— ^ 
in  diesem  Falle  ,  ../-^ ^  /«n 

II  ist  also  konstant^  wie  auch  Descartes  in  der  oben  angeführten  Stelle 
bemerkt  hat.  Die  logaritliiiiisclie  Spirale  ist  also  die  schräge  (gleich- 
winklige) Traktorie  eines  StraMenbüschels ;  daher  wird  sie  auch  mit 
dem  Namen  gleichwinklige  Spirale  belegt^)^  und  deswegen  be- 
hauptet Joh.  BernouUi:  ^^Ipsamet  etiam  esset  vera  loxodromia^),  si 
terra  plana  foret'^.  Diese  Eigenschaft  der  logarithmischen  Spirale 
zeigt  uns  auch^  dafs^  um  von  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Ebene 
an  sie  die  Tangente  zu  ziehen^  es  genügt  (wenn  0  der  Pol  ist)^  über 
OF  einen  Kreis  zu  beschreiben^  der  den  Winkel  /i  als  Peripherie- 
winkel fafst;  dieser  schneidet  die  Kurve  in  den  Berührungspunkten 
der  gesuchten  Tangenten.  Hieraus  folgt:  Die  Berührungspunkte  der 
von  einem  heliebigen  Punkte  der  Ebene  an  eine  logarithmische 
Spirale  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch 
den  Punkt  und  den  Pol  geht.  Jede  logarithmische  Spirale  gehört 
also  einem  System  an^  dessen  beide  Charakteristiken  gleich  eins  sind. 
Aus  der  Gleichung  (1)  ergeben  sich  alsbald  einige  Folgerungen^ 
die  hervorgehoben  zu  werden  verdienen.  Zunächst^  wenn  co  in  —  oo 
übergeht,  wird  q  zu  0,  und  somit  ist  der  Pol  0  oder  das  Auge 
der  Spirale  ein  asymptotischer  Punkt.  —  Betrachten  wir  vier  Punkte 

1)  Vgl.  die  Nr.  189  genannte  Abhandlung,  von  der  wir  ausführlicher  im 
Kap.  1  des  folgenden  Abschnittes  reden  werden. 

2)  Weniger  angewendet  ist  der  Name  ,_,Proportionale  Spirale"  (Hoff- 
mann, Math.  Wörterbuch,  IV,  S.  319). 

3)  Withworth,  La  spirale  equiangle.  Ses  proprietes  prouvees  geometrique- 
ment  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  VIII,  1869  und  IX,  1870);  französische  Übersetzung  einer 
Abh.  in  The  Messenger  of  math.  I,  1862. 

4)  Bekanntlich  nennt  man  Loxodrome  eine  sphärische  Kurve,  die  alle 
Meridiane  unter  demselben  Winkel  schneidet.  Daher  ist  die  stereographische 
Projektion  einer  Loxodrome  eine  logarithmische  Spirale. 

Loria,  Ebene  Kurven.  29 
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Ä^  B,  C,  D  der  Kurve,  die  den  Werten  a,  ß,  y^  8  von  co  entsprechen 
derart,   dafs  ß — c^  =  (J  —  y.     Infolge   der  Grleichnng  (1)  ist  dann 

ß  —  a  6  —  y 

Ol)  _  y^^i 
00  ~^         ' 

nnd  daher  wegen  der  gemachten  Voraussetzung 

OB  _  OB 

hieraus  folgt,  dafs  die  beiden  Dreiecke  AOB  und  COD  einander 
ähnlich  sind.  Wenn  man  also  zwei  Punkte  M,  N  der  Spirale  kennt 
und  konstruiert  über  ON  das  dem  Dreiecke  OMN  ähnliche  Dreieck 
ONP,  so  ist  P  ein  dritter  Punkt  der  Kurve;  daraus  kann  man  einen 
vierten,  dann  einen  fünften  u.  s.  w.  ableiten  (s.  Taf.  XIV,  Fig.  112). 
Diese  Konstruktion  beruht  im  Grunde  darauf,  dafs  die  in  gleichen 
Winkelabständen  liegenden  Vectoren  eine  geometrische  Proportion 
bilden;  ist  insbesondere  der  Winkelabstand  gleich  2;t,  so  haben  wir: 
Die  auf  jedem  vom  Auge  der  Spirale  ausgehenden  Strahle  liegenden 
Vectoren  der  logarithmischen  Spirale  bilden  eine  geometrische  Pro- 
gression^). Auch  hieraus  ergiebt  sich,  namentlich  wenn  der  Quotient  q 
dieser  letzteren  Progression  gegeben  ist,  eine  Methode  die  Spirale 
punktweise  zu  zeichen.     Für  q  besteht  die  Beziehung 

da  diese  Gröfse  zur  Zeichnung  der  Spirale  ausreicht,  so  sieht  man, 
dafs  die  Konstante  c  nur  den  Mafsstab,  bezw.  eine  bestimmte  der  un- 
endlich vielen  einander  ähnlichen  Windungen  bezeichnet,  jedoch  auf 
die  Grestalt  keinen  Einflufs  hat.  Auch  auf  andere  Weise  läfst  sich 
erkennen,  dafs  mit  Variation  der  Konstanten  c  die  Gleichung  (1) 
unendlich  viele  unter  sich  identische  Kurven  darstellt.  Betrachtet 
man  nämlich  die  Kurve  c« 


und  setzt  nun  c^=  ce  ; 

so  ist  dadurch  der  Winkel  a  vollständig  bestimmt,  und  man  hat  als- 
dann ^^_^^ 


1)  Bei  der  archimedisclieii  Spirale  bilden  sie  eine  arithmetische  Progression. 

2)  Eben  dieser  Quotient  ist  bei  den  in  der  Natur  an  Konchylien  vor- 
kommenden Spiralen  (nach  Beobachtungen  des  Übersetzers)  eine  ganze  oder  ein- 
fache rationale  Zahl. 
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setzt  man  dann  cd  -{-  a=  co-^y  so  erhält  man  die  Gleichiing 


Q  ==  ce         j 

welche  mit  (1)  verglichen  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  darthut. 
Aus  dieser  folgt  unmittelbar:  Die  logarithmische  Spirale  wird 
durch  jede  Inversion ,  deren  Centriim  das  Auge  der  Spirale  ist,  in 
eine  gleiche  Kurve  verwandelt.  Setzen  wir  nämlich  ^  •  ^i  =  /^^  so 
wird  Gleichung  (1)  zu  w 

7  2  Va'  —  l 

und  wenn  wir  09^  =  — -  ca  setzen 


¥-     Ya^  —  l 

welche  eine  der  (1)  gleiche  Kurve  darstellt. 

192.  Zu  der  logarithmischen  Spirale  gelangte  Evangelista 
Torricelli  seinerseits^  indem  er  von  anderen  Betrachtungen  ausging. 
In  welchem  Jahre  er  seine  Entdeckung  gemacht  hat^  ist  mit  Sicherheit 
nicht  bekannt;  da  er  jedoch  im  Jahre  1647  in  der  Blüte  seines  Alters 
starb  (er  war  erst  39  Jahre  alt)^  so  ist  wahrscheinlich^  dafs  es  un- 
gefähr zur  selben  Zeit  wie  bei  Descartes  gewesen  sei^).  Der  be- 
rühmte Schüler  Galilei's  gab  nicht  nur  zwei  Erzeugungs weisen  für  die 
neue  Kurve  an,  eine  geometrische^)  und  eine  mechanische^),  sondern 
entdeckte  auch  die  Rektifikation  und  Quadratur,  so  dafs,  wenn  Fermat, 
Neil  und  Heuraet  den  Ruhm  geniefsen,   als  erste  eine  algebraische 


1)  Über  diese  Untersuchungen  Torricellis  liefert  Mitteilungen  der  Bac- 
conto  d/alcune  proposizioni  proposte  e  passate  scamhievölmenU  fra  matemaUci  di 
Francia  e  me  dalV  anno  1640  in  qua,  veröffentlicht  von  Fabroni  im  I.  B.  (Pisis, 
1788,  S.  345 — 72)  von  Vitae  Italonim  äoctrina  exceUentmm  qui  Saeculis  XVII 
et  XVIII  floruenmt. 

2)  Folgendes  ist  der  Wortlaut,  wie  er  in  dem  citierten  Eacconto  sich  findet: 
„Eine  Gerade  ÄC  werde  durch  B  in  irgend  einer  Weise  geteilt;  man  errichte 
die  Senkrechte  BD  als  mittlere  Proportionale  zwischen  AB  und  BC;  aufser- 
dem  teile  man  den  Winkel  DBG  durch  JBjE/,  so  dafs  dieses  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  DB  und  BC  wird.  Von  neuem  teile  man  den  Winkel 
DBG  durch \Bi^,  so  dafs  dies  die  mittlere  Proportionale  zwischen  DB  und  BJE 
wird,  und  so  fahre  man  fort,  die  Winkel  zu  teilen  durch  Linien,  die  immer  die 
mittlere  Proportionale  sind.  So  erhält  man  viele  Punkte  wie  AyD  ,F ,  jE/;_,  G  u.  s.  w., 
durch  welche  eine  Linie  hindurch  geht,  welche  die  geometrische  Spirale 
genannt  wird  und  welche  unter  anderen  die  Eigenschaft  hat,  die,  bevor  sie  das 
Centrum  B  erreicht,  unzählig  viele  Windimgen  um  dasselbe  macht." 

3)  Angegeben  im  Index  der  Werke  Torricelli's,  der  den  nach  seinem  Tode 
herausgegebenen  Lezioni  accademiche  di  Evangelista  Torricelli  (Florenz  1715) 
vorausgeht,  mit  folgenden  Worten :  „In  spiralibus  vero  quarum  radii,  temporibus 
aequalibus  in  geometrica  ratione  procedunt,  ostendetur  ipsam  spiralium  lineam, 
licet  ex  infinitis  numero  revolutionibus  constet,  antequam  ad  suum  centrum  per- 
veniat,  suae  tangenti  aequalem  esse"  (a.  a.  0.  S.  41). 

29* 
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Kurve  rektifiziert  zu  haben  (s.  Nr.  187),  Torricelli  das  Verdienst  hat, 
zuerst  eine  mathematisch  definierte  Kurve  rektifiziert  zu  haben  ■^);  es 
ist  ja  wahr,  dafs  die  ßektifizierung  der  logarithmischen  Spirale  eine  un- 
mittelbare Folgerung  der  Gleichung  s  =  aQ  ist,  durch  welche  Descartes 
sie  definierte,  jedoch  ist  sie  dies  nicht,  wenn  man  von  einer  der 
Torricelli'schen  Definitionen  ausgeht.  Immerhin  ist  der  Beweis  der 
Sätze  über  die  Rektifikation,  die  man  Torricelli  verdankt,  hier  nicht 
unwichtig.  Wir  beachten  zu  dem  Zwecke,  dafs,  weil  s==a^,  und 
wegen  (2)  1 

eos^==-^     ■     • (^) 

ist,  wir  haben  s  = : (3) 

folglich:  Zieht  man  in  einem  Funkte  M  der  logarithmischen  Spirale 
die  Tangente  und  ist  T  ihr  Schnittpunkt  mit  der  im  Pole  O  zum 
Vector  OM  errichteteten  Senkrechten,  so  ist  MT  gleich  der  Länge 
des  ganzen  Spiralenhogens  vom  Pole  Ms  zum  Punkte  M^).  Dies 
ist  der  eine  der  Torricelli'schen  Sätze,  der  um  so  mehr  beachtenswert 
ist,  weil  die  Spirale  in  unendlich  vielen  Windungen  den  Pol  um- 
kreist. —  Um  den  zweiten  Satz  darzustellen,  bemerken  wir,  dafs  aus 
(1)  sich  ergiebt 

(v  CO       2  w 

lü= — CO  — CO 

folglich:  Die  Fläche  des  (bei  der  Konstruktion  im  vorigen  Satze  ent- 
stehenden) Dreiecks  OMT  ist  doppelt  so  grofs,  als  die  vom  Vector 
beschriebene  Fläche,  wenn  er  aus  der  Lage  OM  rückwärts  die  un- 
endlich vielen  Windungen  um  den  Pol  durchläuft.  Dies  ist  der 
zweite  der  angekündigten  Sätze. 

Zu  weiteren  Sätzen  gelangt  man  durch  die  Bemerkung,  dafs  die 
Subnormale  /S^,  die  Subtangente  S^  und  der  Krümmungsradius  jB  der 
logarithmischen  Spirale  ausgedrückt  werden  bezw.  durch 

'S.  =  9tg^,      8^=^,      ^  =  ^--    •    •    •    (4) 

Werden  diese  Gleichungen  in  geeigneter  Weise  miteinander  und  mit 
(3)  kombiniert,  so  erhält  man  weiter 

B  =  s  Gig^j (5) 

p^+ä;=sS      q'  +  S!=b' (6) 


1)  Vgl.  G.  Loria,  Evangelista  Torricelli  e  la  prima  reUificazione  di  una 
curva  (Lincei  flend.  5^  Serie,  VI,  2.  Sem.  1897). 

2)  Halten  wir  die  Gerade  TM  fest  und  rollen  die  Spirale  weiter,  so  bleibt, 
da  der  Winkel  OTM==  90^  —  ft  sich  nicbt  ändert,  0  auf  der  Geraden  TO  (s.  die 
Fig.  112);  folglich:  Wenn  eine  logaritlimisclie  Spirale  auf  einer  Geraden  ohne 
zu  gleiten  rollt,  so  beschreibt  der  Pol  eine  gerade  Linie. 
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(5)  ist  die  natürliche  Gleichung  der  log.  Spirale;  diese  sagt  in  ge- 
eigneter Weise  interpretiert  aus:  Wenn  eine  logarithmische  Spirale 
auf  einer  Geraden  rollt,  so  ist  der  Ort  der  Krümmungscentren  für 
die  einzelnen  Berührungspunkte  eine  gerade  Linie  ^).  Von  den  Glei- 
chungen (6)  drückt  die  erste  wiederum  den  Torricelli'schen  Satz  über 
die  Rektifikation  aus,  während  die  zweite  besagt,  dafs  Ibei  der  log. 
Spirale  das  Krümmungscentrum  für  irgend  einen  Punkt  im  End- 
punkte der  betreffenden  Subnormale  liegt.  Bezeichnen  wir  nun  mit 
()^,  co^  die  Koordinaten  des  Krümmungscentrums  für  den  Punkt  mit 
den  den  Koordinaten  Qj  co^  so  erhalten  wir 

Q  ^     I 

^1         sm  ft  ^  ^  2     '        ' 

eliminieren  wir  ^und  co  aus  diesen  Gleichungen  und  aus  (1')  ^  =  ce'"^*g/**, 
welches  die  gegebene  Spirale  darstellt,  so  bekommen  wir 

-ö  ctg  ^l 

sm  fi  •  e  ^ 
welche  Gleichung,  wegen  der  S.  450  gemachten  allgemeinen  Be- 
merkung, eine  andere  der  gegebenen  gleiche  log.  Spirale  darstellt. 
Wir  sind  daher  zu  dem  Schlüsse  berechtigt:  Die  logarithmische  Spirale 
ist  eine  Kurve,  die  ihren  sämtlichen  successiven  Evoluten  gleich  ist^). 
Ist  C  der  Krümmungsmittelpunkt  der  log.  Spirale  für  den  Punkt 
M(q,  (d),  und  G'{q'j  m)  der  zu  C  in  Bezug  auf  M.  symmetrische 
Punkt,  so  heifst  der  Ort  der  Punkte  C  die  Antevolute  der  ge- 
gebenen Kurve.  Da  nun  OM  die  Mittellinie  des  Dreiecks  COC  ist, 
so  haben  wir  gJR^  +  2q'=  S^  +  q'\ 

daher  wegen  (4) 

^'  =  ^]/4  +  ctgV  =  ol/4  +  ctgVe^^*g^\ 
Es  ist  ferner 


in  ft  ^  sin  (co  —  co)  cos  (co  —  (o  -\^  {i)  ^ 

daher  sin  ^  •  sin  (co  —  co')  =  cos  {ji-\-  co  —  co') , 

oder  2  ig  II  '  tg  (o)  —  gj')  =  1 . 

Daraus  folgt  co  =  co'  +  arc  tg  (— 2~j  ? 

und  daher  erhält  man  schliefslich  als  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  C" 


ctg  f.i .  arc  tg 


:^]/4  +  ctgV-ß  V  2  /ßco'ctg^.^ 


/ctg  ^l\ 

\    2    /  ßW'c 


1)  Mannheim,  Becher  dies  geometriqiies  relatives  mi  Heu  des  positions  succes- 
sives  des  centres  de  courhure  d'une  courhe  qui  roule  sur  une  droite  (Liouvilles  Journ. 
2«  Ser.  IV,  1859,  S.  95). 

2)  Unter  den  reellen  log.  Spiralen  giebt  es  solche,  die  ihre  eigenen  Evo- 
luten sind;  solche  Kurven  heifsen  logarithmische  Selbstevoluten:  m.  s. 
G.  Scheffers,  Einführung  in  die  Theorie  der  Curven  (Leipzig  1901)  S.  71. 
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welche  wieder  eine  log.  Spirale  darstellt;  folglich:  Die  logarithmische 
Spirale  ist  eine  Kurve,  die  ihrer  Antevolute  gleich  ist. 

Diesen  Satz  verdanken  wir  ebenso  wie  die  vorigen  Jak.  Ber- 
noulli^);  er  bemerkte  ferner^  dafs^  wenn  man  ein  Licht  in  das 
Auge  der  Spirale  bringt^  auch  die  Brennlinie  durch  Reflexion  (Kata- 
kaustika)^  sowie  die  durch  Refraktion  (Diakaustika),  sowie  die  sog.  Anti- 
kaustika  und  Perikaustika  wiederum  ihr  gleiche  log.  Spiralen  sind^). 
Entzückt  und  begeistert  von  dieser  Eigenschaft  der  log.  Spirale^  sich 
immer  wieder  selbst  zu  erzeugen^  schrieb  der  berühmte  Greometer: 
^^Cum  autem  ob  proprietatem  tam  singularem  tamque  admirabilem 
mire  mihi  placeat  spira  haec  mirabilis^  sie  ut  ejus  contemplatione 
satiari  vix  queam^  cogitavi  illam  ad  varias  res  symbolice  repraesen- 
tandas  non  inconcinne  adhiberi  posse.  Quoniam  enim  semper  sibi 
similem  et  eandem  spiram  gignit^  utcumque  volvatur^  evolvatur^  radiet; 
hinc  poterit  esse  vel  sobolis  parentibus  per  omnia  similis  Emblema; 
Simillima  Filia  Matri:  yel  (si  rem  aeternae  veritatis  Fidei  mysteriis 
accomodare  non  est  prohibitum)  ipsius  aeternae  generationis  Pilii^  qui 
patris  yelut  Imago,  et  ab  illo  ut  Lumen  a  Lumine  emanans  eidem 
61106 Log  existit,  qualiscumque  adumbratio.  Aut,  si'  mavis^  quia  curva 
nostra  mirabilis  in  ipsa  mutatione  semper  sibi  constantissime  manet 
similis  et  numero^  eadem  poterit  esse  vel  fortitudinis  et  constantiae 
in  adversitatibus ;  vel  etiam  carnis  nostrae  post  varias  alterationes,  et 
tandem  ipsam  quoque  mortem  ejusdem  numero  resurecturae  sym- 
bolum;  adeo  quidem^  ut  si  Archimedem  imitandi  hodiernum  con- 
suetudo  obtineret,  libenter  Spiram  hanc  tumulo  meo  juberem  incidi 
cum  epigrapho:  Eadem  mutata  resurgof'^) 

Für  die  Untersuchung  der  log.  Spirale  erweisen  sich  die  Glei- 
chungen in  Polarkoordinaten  (1)  oder  (1')^  sowie  die  natürliche  Glei- 
chung (5)  als  die  geeignetsten.  Dennoch  möge  auch  eine  Folgerung  an- 
geführt werden,  die  man  aus  der  kartesischen  Gleichung  ziehen  kann. 

1)  S.  den  Aufsatz  Lineae  cycloidales,  evolutae^  cmtevolutae ,  causticae,  anti- 
causticaej  pericausticae.  Eanim  usus  et  simplex  relatio  ad  se  invicem.  Spira 
mirabilis  (Acta  erud.  Mai  1692).  Die  von  Bernoulli  angegebenen  Reproduktionen 
der  log.  Spirale  sind  nicht  die  einzig  existierenden;  von  denen,  die  ihm  ent- 
gangen sind,  erwähnen  wir  folgende  von  Häton  de  la  Goupilliere  entdeckte 
{De  la  courhe  qui  est  eile  meme  sa  propre  developpee,  Liouvilles  Journ.  2.  Ser. 
XI,  1866):  „Wenn  man  eine  Kurve  sucht,  deren  Fufspunktkurve  eine  ihr  selbst 
ähnliche  ist_,  nur  um  einen  gewissen  Winkel  gedreht,  so  gelangt  man  zu  einer 
log.  Spirale."  Eine  weitere  ergiebt  sich  aus  folgendem  Satze:  „Die  Aherrations- 
kurve  einer  log.  Spirale  ist  eine  andere  log.  Spirale"  (F.  J.  van  den  Berg,  Over 
JcrommingsJcegelsnede  van  vlaMe  Jcromme  lynen,  Amsterd.  Yerh.  3.  Ser.  IX,  1892). 

2)  Vgl.  die  hübsche  Monographie  von  A.  Michalitschke,  Die  archime- 
dische^ die  hyperbolische  und  die  logarithmische  Spirale,  IL  Aufl.  Prag  1891. 

3)  Die  eigentliche  Quelle,  aus  der  diese  Sätze  unmittelbar  fliefsen,  haben 
Klein  und  Lie  (Math.  Ann.  II)  entdeckt:  Die  Spirale  ist  die  Bahnkurve  für 
eine  Schaar  von  linearen  Transformationen  ihrer  Ebene. 
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Aus  Gl.  (1')  ergiebt  sich,  wenn  logarithmiert  wird 

^log \{x  +  iy){x  —  iyj\  =  log c  +  ctg ^  •  arc  tg | , 

oder  \^og[ix^iy)(x  —  iyy\  =  Iogc+  ^  log J|^5 

wenn  man  nun  x•^^iy='^y  x  —  iy  =  7]  setzt^  so  erhalten  wir  eine 
Gleichung  von  folgender  Form 

f^^TT^^Gonst,    .......     (7) 

die  uns  zeigt^  dafs  die  log.  Spirale  eine  spezielle/ interscendente  bino- 
mische Kurve  ist  (vgl.  Nr.  120);   wir  werden  in  Nr.  328  sehen/ wie^ 
wichtig  diese  Beobachtung  ist^  welche   die  log.  Spirale  mit  anderen 
allgemeineren  Kurven  verknüpft. 

193,  Mit  der  Beschreibung  eines  von  John  Collins^)  erfundenen 
Instrumentes  zur  Zeichnung  der  logarithmischen  Spirale  wollen  wir 
uns  nicht  aufhalten  und  dieses  Kapitel  damit  beschliefsen,  dafs  wir 
einige  von  ihr  abgeleitete  Kurven  erwähnen: 

I.  Wir  betrachten  die  beiden  durch  folgende  Gleichungen  dar- 
gestellten Spiralen: 

offenbar  sind  diese  zwei  gleiche  zueinander  in  Bezug  auf  die  Polaraxe 
symmetrische  Kurven.  Setzen  wir  nun  ^  ==  ^i  +  ^2 ;  ^^  erhalten  wir 
zwei  neue  Kurven,  die  wie  folgt  dargestellt  werden 

Q  =  c  (Sog  (ca  i^ii)  ...  (8)  Q  -=  c  ©in  (c3  tg  jLi) .  .    .    (9) 

H.  Dittrich,  der  sie  zuerst  betrachtet  hat^),  nannte  die  erste  Summen- 
Spirale  und  die  zweite  Differenzenspirale^);  er  bediente  sich  der- 
selben, um  die  hyperbolischen  Punktionen  geometrisch  darzustellen; 
augenscheinlich  sind  diese  Kurven  auf  hyperbolischem  Gebiete  die 
Analoga  zu  den  Ehodoneen  (Nr.  134);  wir  werden  ihnen  (in  Nr.  311) 
von  einem  anderen  Ausgangspunkte  her  wieder  begegnen. 

IL  Wenn  3  =  x-\-iy  und  Z='X-\-iY  zwei  komplexe  Vari^- 
belen  sind  und  man  setzt  ^  +  1 

so  wird  dadurch  zwischen  den  Punkten  {x,  y)  und  (X,  T)  eine  isogo- 
nale, involutorische  Korrespondenz  hergestellt.     Da  nun 

X  +  iY=  ^t'^"^!;       X  —  iY=  ^--^>  +  i 
'  x-f-iy  —  1^  ■      X  —  ^y  —  1' 


1)  Correspondence  of  scientific  men  of  the  seventeenth  cenUiry  etc.  (Oxford 
1841).  Vgl.  A.  Favaro,  Notizia  storica  sulle  applicazioni  della  spirale  logarit- 
mica  (Bibl.  matliem.  1891). 

2)  Die  logaritMiische  Spirale  (Progr.  Breslau,  1872). 

3)  Aubry  (De  Vusage  des  figures  de  Vespace  pour  la  definition  et  la  trans- 
formation  de  certaines  courhes,  Journ.  de  math.  spec.  4.  Ser.  Y,  1896,  S.  29)  be- 
zeichnet sie  mit  dem  Namen  Spirale  tractrice. 
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so  folgt  daraus 

^'+Y'-$^t$'       -ctgj  =  arctg^-arctg^. 

Nennen  wir  jetzt  B,  Sl  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  (Z,  Z);  in 
der  ^-Ebene  betrachten  wir  nun  die  Punkte  (+  1;  0)  und  nennen 
^^^^2  die  Abstände  derselben  yon  dem  ursprünglichen  Punkte  (cc^y)] 
schliefslicli  seien  co^  und  cog  ^^^  Winkel^  welche  die  x-Axe  mit  der 
Verbindungslinie  jener  beiden  festen  Punkte  mit  diesem  beweglichen 
bildet:  die  beiden  letzten  Grleichungen  können  dann  folgendermafsen 
geschrieben  werden 

jR  ==  ^  ^  £1  =  co^  —  0^2 . 


ö 


Folglich  erhält  man^  wenn  man  die  oben  definierte  Transformation 
bei  der  logarithmischen  Spirale 

ausführt,  die  neue,  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Kurve 

a,e'-\        aj^^' ^    ^ 

die  die  beiden  festen  Punkte  (+  1;0)  als  asymptotische  Punkte  hat; 
sie  heifst  die  logarithmische  Doppelspirale^), 

III.  Wenn  man  die  Vectoren  einer  log.  Spirale  Q  =  ae^^  um 
eine  konstante  Länge  h  verlängert ,  so  erhält  man  eine  neue  Linie, 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

^  =  ae^^  +  & (11) 

Sie  wurde  1840  von  dem  Konchyliologen  C.  P.  Naumann  vorge-' 
schlagen,  um  die. Orthogonalprojektion  des  Konchylienhauses  auf  eine 
zur  Spindel  senkrechte  Ebene  darzustellen,  daher  der  Name  Koncho- 
spirale,  mit  welchem  sie  bezeichnet  wird.  Vom  mathematischen 
Standpunkte  aus  bietet  die  Konchospirale  ziemlich  geringes  Interesse; 
dennoch  mögen  zwei  Umstände  nicht  unerwähnt  bleiben.  Erstens:  da 
die  Gleichung  (11)  ergiebt 

lim    (q  —  5)  =  0 , 

(x)  =  —  OO 

SO  ist  der  Kreis  mit  dem  Centrum  im  Äuge  der  Spirale  und  dem 
Radius  5  ein  asymptotischer  Kreis  für  die  Kurve.  Zweitens:  Bei 
Variation  der  Konstanten  a,  h,  m  stellt  die  Gleichung  (11)  oo^  Kurven 
dar,  unter  denen  sich  schon  bekannte  Kurven  finden;  für  &  =  0  z.  B. 
hat  man  die  oo^  logarithmischen  Spiralen  und  für  a==0  oder  m  =  0 


1)  HolzmüUer,  lieber  die  logarithmische  Ahhildung  und  die  aus  ihr  ent- 
springenden orthogonalen  Gurvensysteme  (Zeitschr.  f.  M.  XVI,  1871)  und  Ein- 
führung in  die  Theorie  der  isogonalen  Venvandtschaften  (Leipzig  1882)  S.  65. 
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cx)^  Kreise.    Ferner  aber^  wenn  a  =  —  b  =  —  gesetzt  wird^  so  wird  (11) 

P    =    _ßW^W ===    __  M     J_    ^^gj    A L 1 

^  m  m         m  \      ^  '        2!       '  / 


läfst  man  jetzt  m  gegen  0  konvergieren ^  so  erhält  man  die  Gleichung 
Q=^aG)y  welche  die  Archimedische  Spirale  darstellt;  schliefslich^  wenn 
man  &=  —  Xa  setzt^  so  wird  die  Gleichung  (11) 


a 


läfst  man  a  unendlich  grofs  werden^  so  erhalten  wir 

(D  =  ~  los?  X 
die  Gleichung  einer  durch  den  Anfang  gehenden  Geraden^). 
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Die  Klotlioide. 

194.  Die  natürliche  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale 
(Nr.  193)  drückt  algebraisch  aus,  dafs  sie  eine  Linie  von  der  Art  ist, 
dafs  die  Krümmung  in  einem  beliebigen  Punkte  umgekehrt  pro- 
portional dem  Bogen  ist.  Diese  Bemerkung  führt  natürlich  zu  der 
Frage  nach  der  Kurve,  bei  welcher  die  Krümmung  in  einem  beliebigen 
Punkte  direkt  proportional  dem  Bogen  ist.  Auf  diese  Frage  wird 
schon  in  einem  hinterlassenen  Aufsatze  von  Jak.  BernouUi  hingewiesen, 
sie  wird  jedoch  nicht  weiter  untersucht^);  die  Untersuchung  läfst  sich 
aber  leicht  mit  Hilfe  der  in  Note  II  (am  Ende  des  Buches)  angegebenen 
allgemeinen  Methode  zur  Bestimmung  der  gewöhnlichen  Darstellung 
einer  durch  ihre  natürliche  Gleichung  gegebenen  Kurve  ausführen. 
Da  nach  der  Annahme 

E.s  =  a^ (1) 


SO  hat  man  f(s)  =  —  ,       ^  =   '  /y^  ="  2^  5 


1)  Weitere  Einzelheiten  aber  die  fragliche  Kurve  und  ihre  Anwendungen 
s.  in  der  Dissertation  von  A.  H.  Grab  au,  Ueher  die  Naumann' sehe  Conchospirale 
und  ihre  Bedeutung  für  die  Conchyliometrie  (Leipzig  1872). 

2)  Invenire  curvam,  cujus  curvedo  in  singuUs  punctis  est  proportionalis  longi- 
tudini  arcus;  id  est  quae  ah  appenso  pondere  flectitur  in  rectam  (Jac.  Bernoulli 
opera  p.  1084—86). 
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daher  umgekehrt  s  =  ay 2 cp  j  deswegen  ist 

/i  cp 

— ^  cos  W'dw,        y  ==  I    ,—  smw  '  dw  . 

0  0 

Setzt  man    cp  = —^ ,   so  werden  diese  Gleichungen  zu 

V  ■  V 

X  =  a^^  f  Gos^^'dv,     y  =  a^^  j  sin  -^  •  dv^  und  s  =  a^Ttv.  (2) 

0  0 

Die  hier  auftretenden  Integrale  sind  die  sogenannten^)  Fresnel'schen 
Integrale^  die  in  der  mathematischen  Theorie  des  Lichtes  vor- 
kommen; dann  hat  auch  der  französische  Physiker  A.  Cornu^)^  um 
eine  deutliche  geometrische  Darstellung  der  Diffraktionserscheinungen 
zu  erhalten,  zuerst  die  durch  die  Gleichungen  (2)  dargestellte  Kurve 
betrachtet;  jedoch  viel  später  erst  bemerkte  E.  Cesäro^),  dafs  sich  diese 
Kurve  der  durch  Gleichung  (1)  ausgedrückten  Eigenschaft  erfreut. 

Die  Gleichungen  (2)  zeigen,  dafs  für  v  =  0,  x==y  =  s  =  0  und 
daher  —  wegen  Gl.  (1)  —  B  =  oo  ist;  folglich  ist  der  Anfangspunkt 
ein  Wendepunkt  der  Klothoide.  Ebenfalls  zeigen  die  Gleichungen  (2), 
dafs  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten  von  v  auch  gleiche  und 
entgegengesetzte  Werte  von  x  und  y  entsprechen,  folglich  ist  die 
Kurve  symmetrisch  in  Bezug  auf  den  Ursprung.  Lassen  wir  nun  v 
unendlich  grofs  werden,  so  sehen  wir,  weil 

00  CO 

COS  ~Y-  'dv  =  j  sm  -y-  '  dv  =  -^ 

0  _      0 

ist^),  dafs  der  Punkt  A  (^^?  ^^j  ^^^  asymptotischer  Punkt  der 

Kurve  ist.  Ein  anderer  derartiger  Punkt  ist  der  zu  Ä  in  Bezug  auf 
den  Ursprung  symmetrische  Punkt  Ä\  Die  Kurve  besteht  demnach 
aus  zwei  sich  im  Ursprünge  treffenden  zueinander  in  Bezug  auf  diesen 
symmetrischen  Spiralen  (Taf.  XIV,  Fig.  113).  Diese  Gestalt  veran- 
lafste  Cesäro  ihr  den  Namen  Klothoide^)  zu  geben,  den  die  Kurve 
behalten  dürfte. 


1)  „Sogenannten",  weil  G.  Yacca  (Reyue  de  Mathematiques  VII,  1901, 
S.  104)  bemerkt  hat,  dafs  sie  schon  von  Euler  1781  untersucht  wurden  (vgl. 
Inst.  CalciiU  Integr.  IV,  1794,  S.  339—343). 

2)  Müdes  sw  Ja  diffraction:  methode  geometrique  poiir  la  discussion  des 
prohlemes  de  diffraction  (C.  R.  LXXVIII,  1874;  Journ.  de  Physique,  III,  1874) 

3)  Les  lignes  harycentriques  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  V,  1886);  Sidla  curva  rap- 
presentation  dei  fenomeni  di  diffrazione  (Nuovo  Cimento,  3.  Ser.  XXVIII,  1890; 
C.  R.  CX,  1890). 

4)  S.  z.  B.  Serret,  Ccdcul  integral,  IL  Aufl.  (Paris  1880)  S.  136. 

5)  Aufser  der  in  der  vorvorigen  Note  citierten  Abhandlung,  siehe  auch  die 
Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S.  15,  und  Elementi  di  calcolo  in- 
finitesimale (Neapel  1899)  S.  334. 
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ds 
Ist  6    der   Kontingenzwinkel .    so    ist    bekanntlicli   B  =  -j-   und 

daher  ist  (1)  gleiclibedeutend  mit 

S'ds  =  a^  'de, 

und  nach  Integration  s^  =  2a^e , 

Avelche  von  ähnlicher  Form  ist^  wie  die  kanonische  Gleichung  der 
Parabel.  Das  zeigt  uns^  dafs  die  Klothoide  sich  nicht  unterscheidet 
v^on  einer  Kurve ^  die  schon  lange  Zeit  vorher  von  A.  Peters^)  und 
K.  C.  F.  Krause^)  untersucht  worden  ist^  und  von  letzterem  (aus 
leicht  begreiflichem  Grunde)  mit  dem  Namen  ^^parabola  originaria 
longitudinaris^^  belegt  worden  war. 

Die  Klothoide  erfreut  sich  vielerlei  Eigenschaften^  von  denen  die 
meisten  durch  Cesäro  bemerkt  worden  sind;  wir  beschränken  uns 
darauf  folgende  anzuführen: 

Der  Schwerpunkt  eines  Klothoidenbogens  ist  der  innere  Älin- 
lichkeitspmikt  der  beiden  Sclimiegnngskreise  in  den  Endpunkten 
des  Bogens.  Die  Klothoide  ist  die  einzige  Kurve,  bei  welcher  der 
Schwerpunkt  eines  Ibelielbigen  Bogens  auf  der  Vei^lbindungslinie  der 
Krüinmungsmittelpunkte  für  die  Endpunkte  des  Bogens  liegt. 

Die  natürliche  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale  und  der 
Klothoide  zeigt ^  dafs  diese  beiden  Kurven  Spezialfälle  der  durch   die 

^^^i^l^^g  B  =  ls-^    .........     (3) 

charakterisierten  Kurven  sind^);  wir  werden  in  Nr.  209  sehen^  dafs  zu 
derselben  Kategorie  noch  eine  andere  bemerkenswerte  Kurve  (nämlich 
die  Kreisevolvente)  gehört.  Diese  Kurven  haben  die  Eigentümlichkeit^ 
dafs  ihre  Evoluten  Kurven  sind^  die  derselben  Gattung  angehören. 
Wenden  wir  nämlich  die  in  Kap.  3  des  Abschnitt  VII  aufgestellten 
Formeln  an"^)^  welche  die  natürlichen  Koordinaten  der  Punkte  einer 
Kurve  mit  denjenigen  der  entsprechenden  Punkte  ihrer  Evolute  ver- 
knüpften^ so  erkennen  wir^  dafs  die  natürliche  Gleichung  der  Evolute 
von  (3)  erhalten  wird^  wenn  man  aus  den  beiden  folgenden  Glei- 
chungen s  eliminiert 

1)  Neue  CurvenleJire  (Dresden  1835)  S.  173. 

2)  Nova  theoria  linearum  curvammi  (München  1835)  S.  79. 

3)  H.  Onnen,  Discussion  d'un  Systeme  de  spirales  d' apres  leitrs  eqiiations 
essentielles  (Arcla.  neerlandaises  X,  1875)  und  Gr.  Pirondini,  Intorno  a  ima  fa- 
miglia  notevole  di  linee  piane  (Giorn.  di  Matern.  XXX,  1892).  Ein  halbes  Jahr- 
hundert vorher  war  auf  diese  Kurven  Puiseux  gestofsen  (s,  den  IL  Teil  der 
Prohlemes  sur  les  developpees  et  les  developpantes  des  courhes  planes ,  hiovivilles 
Journ.  IX,  1844). 

4)  Wir  empfehlen  dem  Leser  davon  alsbald  Kenntnis  zu  nehmen,  da  wir 
dieselben  im  Verlaufe  dieses  Abschnittes  gelegentlich  mehrfach  anwenden  werden. 
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daher  ist  B^  =  mh^'s^  ^ (4) 

und  diese  Gleichung  ist  also  von  der  Form  (3).  —  Die  dem  Fall 
m  =  — 1  entsprechende  Evolute  der  Klothoide  (1)  ist  in  Fig.  114^ 
Taf.  XIV  Beispiels  halber  dargestellt. 


Achtes  Kapitel. 
Die  Cykloiden. 

195,  Der  geometrische  Begriff  der  Bewegung^  den  wir  bei  der 
Definition  der  Quadratrix  des  Dinostratus  (Kr.  176)  und  der  Archi- 
medischen Spirale  (Nr.  182)  auftreten  sahen^  ist  der  Ursprung  einer 
grofsen  Reihe  wichtiger  Kurven,  denen  dieses  Kapitel  sowie  die  fol- 
genden vier  gewidmet  sind. 

Wenn  ein  Kreis  ohne  zu  gleiten  auf  einer  festen  Greraden,  der 
Basis,  rollt,  so  beschreibt  jeder  Punkt  seiner  Ebene  eine  Linie,  die 
man  Cykloide  oder  Radlinie  nennt,  oder  genauer  eine  gemeine 
Cykloide,  wenn  der  erzeugende  Punkt  auf  der  Peripherie  des  bewegten 
Kreises  liegt,  eine  verlängerte,  wenn  er  aufs  erhalb,  eine  verkürzte 
wenn  er  innerhalb  derselben  liegt.  Wer  hat  zuerst  diese  Linie  be- 
trachtet? Diese  Frage  ist  schwer  zu  beantworten;  denn  der  Begriff 
dieser  Linie  entsteht  sehr  leicht,  z.  B.  wenn  man  die  Bewegung  eines 
Wagenrades  betrachtet,  und  ein  Ansporn  zu  dieser  Betrachtung  kann 
in  dem  Umstände  gefunden  werden,  dafs,  wenn  man  geometrisch  die 
gemeine  Cykloide  konstruieren  könnte,  man  ohne  weiteres  jeden  Kreis 
rektifizieren  könnte,  und  die  Teilung  eines  beliebigen  Kreisbogens  in 
Teile,  die  gewissen  Bedingungen  genügen  sollen,  auf  die  analoge  Auf- 
gabe für  eine  Gerade  zurückgeführt  hätte.  Nichts  also  hindert  uns, 
anzunehmen,  dafs  die  Alten  die  Cykloide  gekannt  haben.  Eine  Stelle 
bei  Jamblicus^),  wo  die  Rede  von  einer  „Linie  doppelter  Bewegung^' 
ist,  erfunden  von  Karpus  von  Antiochien,  um  den  Kreis  zu  qua- 
drieren, ist  als  sich  auf  unsere  Kurve  beziehend  interpretiert  worden^). 
Jedoch  genügt  diese  nicht,  um  die  Cykloide  imter  die  seit  Alters 
her  bekannten  Kurven  zu  rechnen;  wir  können  daher  nicht  umhin, 
andere  neuere  Namen  als  mit  der  Entdeckung  dieser  Kurve  ver- 
knüpft anzuführen^).    Abgesehen  von  dem  Kardinal  von  Cusa,  der  von 

1)  Comment.  in  Äristotelis  phys.  lihros  quattuor  priores,  ed.  Di  eis,  S.  60, 

2)  P.  Tannery,  Pour  Vhistoire  des  lignes  et  surfaces  courhes  dans  Vanti- 
quiU,  %-.  II  (Bull,  des  Sc.  math.  et  astr.   2.  Ser.  VIII,  1884). 

3)  Vgl.  S.  Günther,  War  die  Zykloide  bereits  im  16.  Jahrhundert  heJcannt? 
(Bibl.  math.,  1887). 
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Wallis^)  auf  Grund  von  Zeugnissen  ziemlich  zweifelhaften  Wertes 
unter  die  Entdecker  der  Cykloide  gerechnet  wird^  treffen  wir  zu- 
nächst auf  Karl  Yon  Bouvelles^  der  im  Jahre  1501  ihr  Auftreten 
bei  dem  Problem  der  Quadratur  des  Kreises  bemerkte^)  und  Galileo 
Galilei,  der  ungefähr  100  Jahre  später  (1599)  die  gemeine  Cykloide 
betrachtete,  ihr  den  Namen  gab,  mit  dem  wir  sie  heute  bezeichnen 
und  vergebens  versucht  hat  ihre  Fläche  zu  bestimmen,  indem  er  sich 
dabei  der  Wage  bediente^). 

Diese  Gelehrten  gehören  der  Periode  an,  die  wir  als  die  prä- 
historische Periode  der  Cykloide  bezeichnen  können;  ihre 
eigentliche  Geschichte  beginnt  etwa  1625  und  genau  genommen, 
als  P.  Mersenne  im  Jahre  1628,  weil  es  ihm  nicht  gelang,  die 
Eigenschaften  der  Cykloide  aufzudecken  (deren  Definition  er  wahr- 
scheinlich von  Schülern  Galilei's  erfahren  hatte)  ßoberval  auf- 
forderte, sie  zu  untersuchen.  Dieser  Geometer  fand  nun  1634,  dafs 
die  ganze  Fläche  der  gemeinen  Cykloide  (von  ihm  Trochoide,  von 
T^Qoxog  Rad,  genannt)  gleich  dem  Dreifachen  der  Fläche  des  erzeugen- 
den Kreises  sei:  ein  höchst  beachtenswerter  Satz,  der  die  Blicke  der 
mathematischen  Welt  auf  die  Cykloide  zu  lenken  vermochte  und  als- 
bald (1638)  von  Descartes  und  Fermat  bestätigt  wurde.  Kurz 
darauf  gelang  Wren  die  Rektifikation  dieser  Kurve  und  etwa  um 
dieselbe  Zeit  entdeckte  Pascal  an  ihr  —  er  nannte  sie  Roulette  — 
so  viele  und  so  elegante  Eigenschaften,  dafs  er  es  für  angemessen 
hielt,  den  Beweis  derselben  als  Thema  eines  öffentlichen  Wettbewerbes 
auszusetzen  (1658).  Welches  das  Resultat  desselben  gewesen  und 
welches  die  Gründe,  weshalb  Wallis  und  P.  La  Loubere  (die  einzigen 
Bewerber)  die  ausgesetzte  Prämie  nicht  erhielten,  das  hat  Pascal  weit- 
läufig erzählt^);  wir  werden  uns  weder   damit  aufhalten,   noch   auch 


1)  An  extract  of  a  letter^  of  May  4,  1697,  concerning  the  Cycloid  Jcnoivn  to 
Cardinal  Cusanno,  ahout  the  year  1450;  and  to  Carolus  BoviUus  ahout  the  year 
1500  (Phil.  Trans.  1697,  S.  561). 

2)  Bovillus,  Geometriae  introditctionis  lihri  sex  (Parisiis  1501).  Die  be- 
treffende Stelle  ist  in  Maupin,  Opinions  et  cimosites  toachant  les  mathematiqiies 
(Paris  1898,  S.  11)  abgedruckt. 

3)  „Quella  linea  arcuata  sono  piü  di  cinquant  anni  che  mi  venne  in  mente 
il  descriverla,  e  Tammirai  per  una  curvita  graziosissima  per  adattarla  agli  archi 
di  un  ponte.  Feci  sopra  di  essa  e  sopra  lo  spazio  da  lei  e  dalla  sua  corda 
compreso  diversi  tentativi  per  dimostrarne  qualche  passione,  e  parve  da  prin- 
cipio  che  tale  spazio  potesse  essere  triplo  del  cerchio  che  lo  descrive  ma  non 
fu  cosi(?),  benche  la  differenza  non  sia  molta."  Auszug  aus  einem  Briefe  von 
G.  Galilei  an  B.  Cavalieri  vom  24.  Febr.  1640  abgedruckt  in  Le  opere  di 
Galileo  Galei,  ed.  Alberi,  Supplemento  (Florenz  1856)  S.  366.  Vgl.  auch  Fab- 
broni,   Vitae  Italorum  doctrina  excellentiuMj  II.  (Pisis  1788)  S.  12. 

4)  Histoire  de  la  Boulette,  appellee  autrement  Trochoide  ou  Cycloide,  on  Vou 
rapporte,  par  quels  degres  on  est  arrive  ä  la  connaissance  de  cette  ligne  (Oeuvres 
de  B.  Pascal,  V,  La  Haye  1779,  S.  135—214). 
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wollen  wir  in  die  Klagen  der  Besiegten  mit  einstimmen;  wenn  wir 
auf  diese  öffentlicbe  Herausforderung  hinweisen^  so  geschieht  das^  um 
hervorzuheben^  dafs  diese  der  Cykloide  eine  ungemeine  Berühmtheit 
verlieh  und  wahrscheinlich  nicht  zuletzt  die  Ursache  war^  dafs  so  viele 
hervorragende  Geometer  des  17.  Jahrhunderts  sich  mit  ihr  beschäftigten: 
diese  bezeichnen  die  erste  Periode  in  der  Geschichte  unserer  Kurve ^). 

Die  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  lieferte  neue  Methoden 
zur  Untersuchung  der  Cykloide:  die  wichtigen  von  Huygens,  Leibniz 
und  Joh.  Bernoulli  entdeckten  Sätze  über  die  Quadratur  zeigten^ 
wie  viel  noch  zu  thun  übrig  blieb ,  ehe  man  die  Untersuchung  ihrer 
Eigenschaften  erschöpft  hatte;  dann  waren  es  Fragen  der  Natur- 
philosophie ^  bei  denen  die  gemeine  Cykloide  auftrat,  und  die  von 
Huygens  und  anderen  angegeben  wurden^),  welche  diese  zweite 
Periode  der  Geschichte  der  Cykloide  verlängerten  und  bewirkten, 
dafs  sie  nicht  weniger  wichtig  erscheint  als  die  erste. 

In  den  obigen  Zeilen,  in  denen  die  allmähliche  Entwicklung  der 
Theorie  der  Cykloide  in  grofsen  Zügen  wiedergegeben  wurde,  ist  zu 
gleicher  Zeit  das  in  diesem  Kapitel  zu  entwickelnde  Programm  vor- 
gezeichnet, nämlich  die  Darlegung  der  hervorragendsten  Eigenschaften 
der  Cykloiden  mit  Angabe  ihrer  Entdecker,  so  dafs  der  obige  histo- 
rische Überblick  durch  bestimmte  und  präzise  Angaben  beleuchtet  wird. 

196.  Wir  beginnen  mit  der  Aufsuchung  der  Gleichung  der 
Cykloide,  sowohl  der  gemeinen  (Galilei'schen)  als  auch  der  anderen 
(Roberval'schen  oder  Descartes'schen  ?).  Es  sei  C  der  Mittelpunkt, 
r  der  Radius  des  bewegten  Kreises  und  d  der  Abstand  des  erzeugenden 
Punktes  P  von  C;  wir  nehmen  ferner  die  Basis  als  x-Axe  und  das 
von  der  Anfangslage  des  Punktes  P  auf  diese  gefällte  Lot  als  y-A.xe. 
Ist  nun  (s.  Taf.  XIV,  Fig.  115  a,  &,  c)  P'  eine  beliebige  Lage  des 
erzeugenden  Punktes,  C  die  entsprechende  des  Mittelpunktes,  K'  der 
Berührungspunkt  der  entsprechenden  Lage  des  bewegten  Kreises  mit 
der  ^-Axe,  und  schlief slich  0'  die  augenblickliche  Lage  desjenigen 
Punktes  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises,  der  ursprünglich  sich 
in  dem  Koordinatenanfange  0  befand,  so  ist  offenbar  OK'  =  0K\ 
Jetzt  ziehen  wir  den  Durchmesser  K'C  und  projizieren  auf  ihn  den 
Punkt  P'  in  N'\  dann  ist  ersichtlich 

x=OE'—  N'F\      y  =  CK'  —  G'N'-, 

bezeichnen  wir  nun  den  Winkel  O'C'K'  mit  9?,  so  ist  klar,  dafs 


1)  In  diese  Periode  gehört  ein  lebhafter  Prioritätsstreit  zwischen  Torricelli 
und  Roberval;  der  Leser  findet  die  Einzelheiten  im  IL  B.  der  Vorlesungen  von 
M.  Cantor,  sowie  in  der  Histoire  des  mathematiques  von  Montucla  (IL  2.  Aufl. 
S.  52—73). 

2)  Y gl.  Vo^-pQy  Ausführliche  Geschichte  der  Anwendungen  aller  krummen 
Linien  etc.  (Nürnberg  1802)  S.  122—124. 
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daher  x  =  rcp  —  d  micp ,       y  =  r  —  d  cos cp  .      ...      (1) 

Damit  haben  wir  die  parametrische  Darstellung  für  alle  drei  Cykloiden; 
im  Falle  der  gemeinen  Cykloide  {d  =  r)  wird  diese  zu 

x  =  r{(p  —  sin  9?)^       ^  ==  r(l  —  cos  9)).^).     .     .     (V) 

Lassen  wir  die  Axen  sich  um  einen  Winkel  — X  drehen^  und 
nehmen  wir  dann  den  Anfangspunkt  in  geeigneter  Weise ^  so  können 
wir  die  Gl.  (1)  durch  folgende  Gleichungen  von  symmetrischer  Form 

ersetzen  1    -     ,         ,  1  7         ,         ,         •    1 

X  =^  d  ^iniil)  —  il^'T  cos X,      y  =  a  cos ijj  —  ifj-r  sinXy 

oder  auch 

X  =  d  sinil; — Pf,  y==d  cos  ifj — qf-^ 


in   diesem  letzteren  Falle   ist  Yp^ -\- q^  der  Radius    des    erzeugenden 
Kreises,  und  daher   ist   die  Cykloide   eine  verlängerte,   gemeine  oder 

verkürzte,  jenachdem  ]/p^  -\-  q^    ^d  ist. 

Die  Gleichungen  (1)  bieten  im  allgemeinen  das  bequemste  Mittel, 
die  Cykloiden  darzustellen;  zuweilen  kann  sich  aber  die  Gleichung  in 
x^y  als  nützlich  erweisen,  die  man  erhält,  wenn  man  9  aus  den 
Gleichungen  (1)  eliminiert;  sie  ist 

X  ==  r  eLYC  cos  ^  ~^  —  Yiß  -{-  r  —  y)(d  — -  r  -\-  y) ,  .     .     (2) 
welche  im  Falle  d  =  r  wird  zu^) 


X  ==  r  arc  cos  —  ]/2r^  —  y'^.. (2') 

Wir  bemerken  alsbald,  dafs  aus  (2)  sich  ergiebt 

dy_  ^  y{d  +  r  —  y){d  —  r  +  y) 

dx  y  ^ 

somit  lautet  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Cykloide  im  Punkte  (x,  y) 

Y—y         V{d  +  r  —  y){d  —  r  +  y)  .... 


1)  Es  folgt  daraus,  dafs  bei  der  konformen  Abbildung,  die  durch  die 
Funktion  z=l-{-to  —  e'"  definiert  ist ,  der  Geraden  u  =  0  die  gemeine ,  durch 
den  Kreis  mit  dem  Radius  1 ,  erzeugte  Cykloide  entspricht  x  =  l  —  cos  v , 
y  =  v  —  sinv;  vgl.  Am  st  ein,  Quelques  exemples  de  representation  conforme  (Bull, 
de  Soc.  Yaudoise  XVI,  1882). 

2)  Schreiben  wir  die  Gleichung  (2')  folgendermafsen 


J  V^ry~ 


y' 


y2ry  —  y\ 


so  findet  man  eine  yon  Leibniz  entdeckte  und  ziemlich  berühmte  Gleichung; 
s.  einen  Brief  an  Huygens  vom  11./21.  Juli  1690  (Leibniz  ed.  Gerhardt,  II, 
S.  43— 44)  und  einen  an  Wallis  vom  19./29.  März  1697  (das.  IV,  S.  14),  aufser- 
dem  einen  1686  in  den  Acta  eruditorum  veröffentlichten  Aufsatz  mit  dem  Titel 
De  geometria  recondita  et  analysi  indivisibilium  atque  infinitorum  (das.  V,  S.  231). 
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Daraus  folgt ^  dafs  die  Berührungspunkte  der  yom  Punkte  P(X^  Y) 
an  die  Cykloide  gezogenen  Tangenten  auf  einer  Kurve  liegen^  deren 
Gleichung  ist 

{X-x)\d-\-r-tj){d-r  +  y)-y\T-yf==0.    .    (4) 

Da  diese  im  allgemeinen  eine  Kurye  vierter  Ordnung  mit  P  als 
Doppelpunkt  ist ^)^  so  folgt:  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Ibe- 
lielbigen  Punkte  ihrer  Ehene  an  die  verlängerte  oder  verkürzte 
Cykloide  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer  Kurve  vierter  Ord- 
nung, die  jenen  Punkt  zum  Doppelpunkte  hat;  dies  zeigt  ferner: 
Jede  verlängerte  oder  verkürzte  Cykloide  gehört  einem  Systeme  an 
mit  den  Charakteristiken  ^  =  2,  v  =  2.  —  Im  Falle  der  gemeinen 
Cykloide  v^ird  aber  die  Grleichung  (4) 

(X-x)\2r-y)-y(Y-yy==0,   ....    (4') 

folglicli:  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
ihrer  Ebene  an  die  gemeine  Cykloide  gezogenen  Tangenten  liegen 
auf  einer  Kurve  dritter  Ordnung,  die  jenen  Punkt  zum  Doppelpunkte 
hat;  jede  gemeine  Cykloide  gehört  einem  System  an  mit  den  Cha- 
rakteristiken 111  =  2,  V  =  1, 

Um   eine   gute  Konstruktion  für   die  Tangente  oder  Normale  in 

einem  Punkte  der  Cykloide  zu  erhalten^  beachten  wir^  dafs  aus  GL  (1) 

sich  ergiebt  dy_  ^  dy_  ^  dx^  ^      dsmcp      ^  .^. 

dx         dcp   '  dcp  r  —  d  cos  cp  '^ ^  ^ 

diese  Funktion  liefert  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels^  den 
die  Tangente  im  Punkte  P'  (mit  dem  Parameter  cp)  der  Cykloide  mit 
der  x-Axe  bildet^  oder  auch  des  Winkels  &j  den  die  Normale  in  diesem 
Punkte  P'  mit  der  y-Axe  bildet.  Wenn  v^ir  nun  (s.  Taf.  XIV^  Fig. 
115  a^  hj  c)  die  Gerade  F'K'  ziehen  und  mit  ijj  den  Winkel  F'KN' 
bezeichnen,  so  erhalten  wir  aus  dem  Dreiecke  K'N'JP' 

.         N'F'  d  sin  qp 

tg  ^  =  ir^  ""  T  —  dcoscp  ' 

also  ist  ip==zS .  Folglich  bildet  die  durch  P'  gehende  Normale  mit 
der  Geraden  K'N'  einen  Winkel  gleich  F'K'N',  fällt  daher  mit  F'K' 
zusammen.  Um  also  die  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  der 
Cykloide  zu  konstruieren,  genügt  es,  diesen  Punkt  mit  demjenigen 
zu  verbinden,  in  welchem  die  entsprechende  Lage  des  erzeugenden 
Kreises  die  Basis  berührt^). 


1)  Der  Punkt  P(X,  Y)  ist  eine  Spitze,  wenn  er  einer  der  Geraden  1^=  0, 
Y=r  ^d  angehört. 

2)  Diese  Konstruktion  findet  sich  in  einem  ungemein  wichtigen  Briefe  von 
Descartes  an  Mersenne  vom  23,  August  1638  {Oeuvres  de  Descartes,  ed.  Cousin, 
VII,  Paris  1824,  S.  88;  ed.  Tannery  et  Adam,  II,  Paris  1898,  S.  307—311).  Für 
die  gemeine  Cykloide  findet  sie  sich  schon  in  dem  berühmten  Methodus  ad  dis- 
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197.  Besehen  wir  uns  die  Gleichungen  (1)^  so  erkennen  wir^ 
dafs,  wenn  wir  in  ihnen  (p  in  (p-\-2'k^  verwandeln  (wo  k  eine  ganze 
Zahl  ist)  y  sich  nicht  yerändert^  und  x  nur  um  2k7tr  zunimmt;  dies 
zeigt:  Wird  eine  Cjldoide  einer  traiislatorischeii  Bewegung  in  der 
Richtung  der  Basis  von  der  Gröfse  2lc:Jtr  unterworfen,  so  fällt  die 
Kurve  wieder  mit  sich  seihst  zusammen.  Die  Kurve  besteht  aus  un- 
zähligen einander  kongraenten  Teilen;  um  die  Gestalt  eines  einzelnen 
derselben  zu  erkennen^  genügt  es  z.  B.  cp  zwischen  0  und  27!:^  oder 
zwischen  — 7t  und  -f- ^  variieren  zu  lassen.  —  Die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  zeigen^    dafs    die  Punkte^    in  denen    die   Cykloide   die  Basis 

schneidet^  durch  ^  =  arccos^  gegeben  sind;   diese  Punkte   sind  nur 

dann  reell^  wenn  r^d'^  folglich  treffen  nur  die  gemeine  und  die  ver- 
längerte Cycloide  ihre  Basis.  Die  Maximal-  und  Minimalwerte  von  y 
sind  r  +  d]  folglich  liegt  die  Kurve  (1)  vollständig  innerhalh  des 
von  den  Geraden  y  ^^r  -{-  d  und  y  ^=^r~  d  hegrenzten  Streifens. 
Um  die  Doppelpunkte ^  falls  solche  existieren^  aufzufinden,  mufs 
man  solche  Wertepaare  (p^  ip  aufsuchen,  denen  gleiche  Werte  sowohl 
von  X  als  auch  y  entsprechen;  es  entstehen  also  die  Beziehungen 

rcp  —  d  sin  q)  =  rijj  —  d  sinijj ^       cos  ^  =  cos  ijj ; 

schliefsen  wir,  weil  nichtssagend,  die  Lösung  cp==^ip  aus,  so  ergiebt 
sich  wegen  der  zweiten  Beziehung  nur  noch  die  zweite  ip==  —  cp^ 
welche  die  erste  Beziehung  verwandelt  in 

rcp  —  d  Bmcp  =  0. 

Die  Lösung  9?  =  0  ist  auszuschliefsen,  weil  sie  nichts  anderes  als  die 
Anfangslage  des  bewegten  Punktes  liefert;  zur  Bestimmung  des  (p 
bleibt  also  nur  die  Gleichung 

sin  9?  T  ^ 

cp  cl  "> 

da  nun  immer  — —  ^1  ist,  so  mufs,  damit  diese  Gleichung  reelle 

Wurzeln  habe,  r  ^d  sein,  folglich  halben  die  verkürzten  Cykloiden 

keine  Doppelpunkte.     Im  Falle  7  <  1  läfst  die  vorige  Gleichung  zwei 

reelle,  einander  gleiche  aber  entgegengesetzte  Wurzeln  zu;  Gleichung  (5) 
zeigt   dann,    dafs   die  entsprechenden  Tangenten  gleiche  Winkel  mit 


quirendam  maximam  et  minimam  von  Fermat,  dem  Descartes  am  10.  Jan.  1638 
mitgeteilt  {Oeuvres  de  Fermat  I,  S.  136,  III,  S.  144;  vgl.  den  Brief  v.  Fermat  an 
P.  Mersenne  vom  22.  Okt.  1638,  das.  II,  S.  171).  Über  dasselbe  Thema  siebe 
Roberval,  Ohservations  sur  Ja  composition  des  mouvements  (Mem.  de  l'Acad. 
des  Sciences  VI,  1730)  S.  58,  ebenso  einige  Briefe  von  R.  de  Slnse  an  Pascal 
und  Oldenburg,  datiert  vom  6.  Jul.,  2.  Aug.  u.  13.  Sept.  1858,  ferner  vom  29.  Apr. 
u.  26.  Mai  1659,  veröffentlicht  alle  von  C.  Le  Paige  im  XVIII.  B.  des  BuUettino 
di  BihUografia  e  Storia  etc. 
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der  y-Axe  bilden ^  während  (1)  und  (1')  erkennen  lassen^  dafs  für 
ihren  gemeinsamen  Berührungspunkt  ^  =  0  ist.  Die  verlängerte 
Cykloide  hat  demnach  unzählig  viele  Doppelpunkte,  deren  Ahscissen 
Vielfache  vom  Umfange  des  rollenden  Kreises  sind.  Im  Grenzfalle 
r  =  d  fallen  jene  Tangenten  zusammen^  folglich  hat  die  gemeine 
Cykloide  unzählig  viele  Spitzen. 

Noch  eine  Gestalteigenschaft  der  Cykloide  ergiebt  sich  aus  der 
Bemerkung,  dafs  der  Krümmungsradius  derselben  im  allgemeinen 
durch  die  Formel  gegeben  wird 

_3 

j. [r^-\~d^  —  2rd  cos  cp]^  .^. 

d(rcoB(p  —  d)  '      '      '      '      '      '      '      ^  ^ 

und  im  Falle  der  gemeinen  Cykloide  durch 

jR  =  4rsin|-. (6') 

Aus  (6)  geht  hervor,  dafs  Wendepunkte  der  Kurve  die  durch  die 
Gleichung  tg^  =  [/tjI"/  bestimmten  Punkte  sind;  damit  diese  nun 

reelle  Wurzeln  habe,  mufs  r^d  sein,  folglich:  Die  verlängerten 
Cykloiden  haben  keine  Wendepunkte;  im  Falle  d  =  rj  sind  diejenigen 
Punkte,  in  denen  R  =  0  die,  für  welche  cp  ^0  (mod.  27c)]  dies  sind 
die  Spitzen;  demnach  sind  nur  die  verkürzten  Cykloiden  mit  Wende- 
punkten versehen.  Aus  unserer  Diskussion  ergiebt  sich,  dafs  man 
die  verkürzte,  gemeine,  verlängerte  Cykloide  in  einer  anschaulicheren 
Berechnungs weise,  Wendepunkts-,  Spitzen-  und  Knotenpunkt- 
Cykloide  nennen  könnte. 

198.  Bezeichnen  wir  mit  ds^  das  Bogendifferenzial  der  durch 
Gleichung  (1)  dargestellten  Cykloide,  so  haben  wir 

ds^  =  dcp  Yr^  -j-  d^  —  2rd  cos  (p (7) 

Wir  setzen  nun  ^  +  ^  =  -2;       k  —  ^l'^Y 


und  erhalten  «^^c  =  X  V^^  "^  ^^^ "~  ^^^  ^^^^  ^  ^ 

und,  wenn  wir  9  =  2^  setzen, 

ds^  =  d^  Yb^  +  (a^  —  b')  sin^  i^  . 
Betrachten  wir  jetzt  die  Ellipse 


+  ^  =  1 


oder  X  ==  a  cos  1^ ,       ^  =  &  sin  ^ , 

so  ist  deren  Bogen  s^  im  Differenzial 


ds^  ==d2ljY'b^  +  («^  —  ^^)  sin^  f , 
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demnach  ist  ds^==  ds^.  Diese  beachtenswerte  Beziehung  zwischen 
einem  Cykloiden-  und  Ellipsen-Bogen  ist  von  Blaise  Pascal  ent- 
deckt worden  und  kann  kurz  wiedergegeben  werden^  indem  man  sagt: 
Die  Rektifikation  einer  beliebigen  Cykloide  hängt  im  allgemeinen 
von  der  Rektifikation  einer  Ellipse  ab^).  Wenn  es  sich  jedoch  um 
eine  gemeine  Cykloide  handelt^  so  erfordert  die  Rektifikation  nur  die 
Anwendung  der  Kreisfunktionen;    für  d==r  wird  nämlich  Gl.  (7)  zu 

(is^  =  2r  sin  Y  •  ^9; CO 

welche  zwischen  0  und  cp  integriert  ergiebt 

5,  =  4r(l  -  cos|-)  =  Srsin^^.       ....     (8) 

Um  die  Länge  des  zwischen  zwei  Spitzen  gelegenen  Cykloidenbogens 
zu  erhalten  ^  genügt  es  hierin  cp==27t  einzusetzen ;  man  erhält  dann 
als  Resultat  Sr^  und  somit  kommen  wir  zu  dem  folgenden  Satze  von 
Wren:  Der  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  gelegene 
Bogen  einer  gemeinen  Cykloide  ist  gleich  dem  vierfachen  Durch- 
messer des  erzeugenden  Kreises^). 

Die  von  der  Ordinate  der  Kurve  (1)  beschriebene  Fläche  S^  wenn 
(p  von  0  bis  2jr  variiert^  wird  gegeben  durch 

7t  7t 

S  =  2jy  •  dx  =  2j(r  —  d  cos  cpy  •  d(p 

0  0 

_.  (2r^'i-d')q)--~4cdrsm(p  +  '—^t'={2r^  +  d')7t==2^^^ 

Die  Fläche  ist  also  gleich  dem  doppelten  Inhalte  des  rollenden 
Kreises  vermehrt  um  den  Inhalt  des  Kreises,  der  den  Abstand  des 
erzeugenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  des  rollenden  zum  Radius  hat. 

Setzt  man  im  speziellen  d==^r^  so  erhält  man  den  Satz  von  Roberval^ 
welcher  besagt:  Bei  der  gemeinen  Cykloide  ist  die  Fläche  zwischen 
der  Basis  und  dem  von  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  be- 
grenzten Bogen  gleich  dem  Dreifachen  des  rollenden  Kreises^), 


1)  Bimensions  des  Ugnes  courhes  de  toutes  les  roulettes  (Oeuvres  de  B.  Pascal 
Y,  LaHayel779,  S.411).  Nach  Wallis,  Tractatus  duo.  (Opera  mathematicayOxomoje 
1695,  S.  538)  wurde  der  Satz  von  Wren  1658  entdeckt.  Vgl.  aiich  Giannini, 
Opuscula  mathematica  (Parma  1773)  S.  85,  und  Küpper,  Uehungsaufgahen  für 
Schüler  (Archiv  der  Math.  XXVn,  1856). 

2)  S.  Wallis,  Tractatus  duo.  (Opera  mathem.  I,  S.  533 — 541);  vgl.  die 
Note  Propositio  Domini  Wren,  Demonstrata  a  Claudio  Mylon  die  26,  Januarii  1659 , 
beigefügt  einem  Briefe,  den  Mylon  unter  dem  31.  Jan.  1659  an  Huygens  schickte 
(Oeuvres  de  Huygens  II,  S.  335). 

3)  De  trochoide  ejusque  spatio  (Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences  yi_,  1730) 
S.  311;  s.  auch  einen  Brief  an  Fermat  v.  1.  Juni  1638  (Oeuvres  de  Fermat  II, 
S.  151),  ebenso  zwei  Briefe  zwischen  Mersenne  und  Descartes  gewechselt,  28.  Apr. 
u.  27.  Mai  1638  (Oeuvres  de  Descartes,  ed.  Cousin,  VII,  1824,  S.  134  u.  140;  ed. 

30* 


468  VI.  Abschnitt:  Transscendente  Kurven. 

Bei  der  Aufstellung  dieses  wichtigen  Satzes  wurde  Roberval  ver- 
anlafst,  die  Betrachtung  einer  neuen^  mit  der  Cykloide  eng  verbundenen 
Kurve  einzuführen ,  die  er  zu  dem  Zwecke  die  Gefährtin  der 
Cykloide  (trochoidis  comes  sive  socia)  nannte^).  Sie  wird  in 
folgender  Weise  konstruiert:  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P'  der 
Cykloide  (Taf.  XIV,  Fig.  115  a)  ziehe  man  die  Parallele  zur  Basis 
und  trage  auf  ihr  von  P'  aus  in  dem  Sinne,  in  welchem  die  Be- 
wegung erfolgt,  die  Strecke  FN'  gleich  der  Hälfte  der  Sehne,  welche 
der  erzeugende  Kreis  auf  dieser  Parallelen  ausschneidet,  ab;  der  Punkt 
N'  liegt  dann  auf  der  Grefährtin  der  Cykloide.  Die  Koordinaten 
von  N'  werden  offenbar  ausgedrückt  durch 

X  ==  r(p ,         y  =  r(l  —  cos  90) ; 
durch  Elimination  von  g)  erhält  man 

X 

r  —  y  =  r  cos  — , 

welche  Gleichung  ersichtlich  eine  der  Tschirnhausen'schen  Quadratrix 
ähnliche  Kurve  (die  Sinusversuslinie)  darstellt;  die  vollständige 
Untersuchung  derselben  wollen  wir  auf  eine  andere  Gelegenheit  ver- 
schieben (Nr.  222),  nur  das  wollen  wir  bemerken,  dafs  die  von  der 
Gefährtin  der  Cykloide  und  der  Basis  begrenzte  Fläche  8-^  gegeben 
wird  durch  ^ 

S^  =  2r^J(l  —  cos  cp)  dcp  =  27tr^ . 
0 
Sie  ist  also  die  mittlere  Proportionale  zwischen  (jrr^),  der  Fläche  des 
rollenden  Kreises  und  derjenigen  (jt-  2r  )  des  Kreises,  der  zum  Radius 
den  Durchmesser  des  ersteren  hat.  Roberval  hat  aufserdem  bemerkt, 
dafs  S — S^=  7tr^.  Er  bediente  sich  ferner  derselben  Hilfskurve,  um 
das  durch  Rotation  der  Cykloide  (immer  begrenzt  zu  denken  zwischen 
zwei  Spitzen)  um  ihre  Basis  erzeugte  Volumen  F  zu  ermitteln^).  Um 
die  von  ihm  erhaltenen  Resultate  zu  bestätigen,  bezeichnen  wir  mit 
Fl  das  ähnlich  erzeugte  Volumen  der  Begleitkurve  der  Cykloide  und 
mit  U  das  des  umbeschriebenen  Cylinders.  Durch  Anwendung  be- 
kannter Formeln  finden  wir 

F=  5:;rV,       Fl  =  3^V%       U=  8:rV. 

Adam  et  Tannery  II,  1898,  S.  116  u.  135).  Ein  geometrischer  sehr  einfacher 
Beweis  des  Roberval' sehen  Satzes  steht  in  The  mathematical  and  other  Writings 
of  B.  L.  ElUs  (Cambridge  1863)  S.  224. 

1)  De  trochoide  etc.  S.  63  u.  306.  Montucla  dagegen  gebraucht  {Histoire 
des  mathematiqueSy  Nouv.  ed.  Paris  1799,  II,  S.  72)  den  Namen  „petite  cycloide". 

2)  Anspielungen  auf  die  Fragen  der  Kubatur  machen  Descartes  in  einem 
Briefe  an  P.  Mersenne  vom  11.  Okt.  1638  {Oewcres  de  Descartes^  ed.  Cousin,  VII, 
1824,  S.  450;  ed.  Adam  et  Tannerj  II,  1898,  S.  395)  und  Fermat  in  einem  Briefe 
an  denselben  vom  1.  April  1640  {Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  191).  Ebenfalls  be- 
zieht sich  darauf  die  Prop.  XX  des  Tractatus  Mechanieorum  von  Wallis  (1670) 
{Opera  mathematica^  I,  S.  815 — 835). 
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Daher  ist        ^^  =  g- ;  "^  =  s"  ^  V+V^=  U, 

wie  aucli  der  französische  Geometer  erhalten  hat.  Sind  daher  g  und  g^ 
die  Ordinaten  der  Schwerpunkte  der  Flächen  S  und  S^^  so  hat  man 
nach  dem  Guldin'schen  Satze 

V==^27tg^S,       V,=  27tg,^S,, 
folglich  ist  ^  =  6"  ^^  ^1  =  J^ • 

Wir  überlassen  es  dem  Leser  in  ähnlicher  Weise  (wie  es  ßoberval 
1649  gethan  hat)  das  durch  Rotation  der  Cykloide  um  ihre  Mittel- 
linie erzeugte  Volumen  zu  berechnen^  sowie  den  Schwerpunkt  des 
Bogens  zu  bestimmen^)  und  kehren  zur  Quadratur  der  gemeinen 
Cykloide  zurück,  um  einige  wichtige  darauf  bezügliche  Sätze  anzu- 
führen. 

199.  Derjenige  ältesten  Datums  wurde  vonHuygens^)  entdeckt. 
Um  ihn  darzulegen,  beachten  wir  vor  allem,  dafs  die  Gleichungen  (1') 

^  fx'dy  ==  r^j((p  sin  (p  —  sin^  90)  dcp 

=  r^  I  —  90  cos  9  +  sin  9  —  —  9  +  —  sin  29p  |  +  Const. 

Zeichnen  wir  nun  den  erzeugenden  Kreis  in  der  Lage,  in  welcher  er 
den  Kulminationspunkt  Ä  der  Cykloide  berührt  (Taf.  XV,  Fig.  116), 
und  sei  JB  sein  Mittelpunkt  und  H  der  Berührungspunkt  mit  der 
Basis;  durch  den  Mittelpunkt  G  des  Radius  AB  die  Parallele  zur 
Basis  der  Cykloide,  welche  die  Kurve  in  L  und  die  y-Axe  in  L' 
schneidet;  sei  dann  noch  Ä'  der  Schnitt  dieser  Axe  mit  der  durch  Ä 
zus  Basis  gezogenen  Parallelen,  so  haben  wir 

y  =  2r 

Fläche  Ä'L'LÄ  =Jx  ■  dy 

Sr 

=  ^2  _y  cos^-l-smqp  — -g)  +  -jsin2g)       ^^=-^ ^^; 

folglich    ist    die    Fläche     AGDLA  = -^ — ,     und    das    Segment 

3-1/3^.3 

ADLMEA  ==  — ^-^ Letzteres  bedeutet  aber  die  Fläche  des  einem 

4 


1)  Saint-Germain,  Beceuü  complementaire  d'exercises  sur  la  mecaniqite 
rationelle  (Paris  1889)  S.  56. 

2)  Dieser  Satz  wurde  zuerst  von  Huygens  an  Ism.  Bouillaud  durch  Brief 
vom  25.  Juni  1658  mitgeteilt  {Oeuvres  de  Huygens  II,  S.  200)  und  nachher  an 
Carcavy  (Brief  v.  16.  Jan.  1659),  das.  S.  315;  veröffentlicht  wurde  er  durch  Pascal 
in  der  0.  a.  Histoire  de  la  rouleUe. 
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Kreise  mit  dem  Radius  r  einbeschriebenen  regelmäfsigen   Sechsecks; 
demnach  ist  die  Cjldoidenzone  ÄDLMEÄ  exakt  quadrierbar. 

Dies  bemerkenswerte  Yon  Huygens  erlangte  Resultat  yeranlafste 
Leibniz  nach  weiteren  zu  suchen^  und  das  nicht  vergeblich.  Er  fand 
nämlich  folgendes  ^) :  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  JB  des  er- 
zeugenden Kreises  in  der  Lage^  in  welcher  er  den  Kulminations- 
punkt Ä  berührt;  die  Parallele  zur  Basis^  welche  den  Kreis^  die  Cyk- 
loide  und  die  ^-Axe  bezw.  in  E,  F  und  B'  schneidet  (Taf.  XV^  Fig. 
117);  so  ist  das  von  der  Geraden  ÄF  und  dem  entsprechenden 
Cykloidenbogen  begrenzte  Segment  gleich  dem  Dreiecke  ABF.  Man 
hat  nämlich 

Segment  ^jFD^  =  Trapezfläche  J.^'5i^J.  —  Fläche  AÄBFDA 
==  —  \7tr  -f-r  —  —  r)  — r^  —  (p  go^  cp  -f- mncp  — ~(p-\-~2(p\ 

=  ^r'  =  AAEB,  ' 

wie  behauptet  war. 

Die  beiden  einzeln  soeben  bewiesenen  Sätze  führten  Joh.  Ber- 
noulli  zur  Auffindung  eines  anderen  Satzes ^  der  diese  beiden  als 
Spezialfälle  in  sich  schliefst;  er  gelangte  nämlich  zur  Entdeckung 
unendlich  vieler  exakt  quadrierbarer  Flächen  bei  der  gemeinen  Cyk- 
loide^).  Um  darzulegen^  wie  diese  bestimmt  werden^  betrachten  wir 
wiederum  den  rollenden  Kreis  in  der  Lage^  in  der  er  die  Cykloide 
im  Kulminationspunkte  A  berührt;  sei  H  der  Mittelpunkt  (Taf.  XV, 
Fig.  118)  und  F  der  Berührungspunkt  der  Basis;  es  seien  I  und  K 
Punkte  des  Durchmessers  AH  derart^  dafs  AK=m=7]]  durch  K 
und  I  ziehen  wir  die  Parallelen  zur  Basis  B'BMD  und  B'BLB 
und  wollen  nun  die  Fläche  der  Segmente  BCBB  und  BCBBB 
berechnen^  wo  C  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogens  BB  sein  möge. 
Die  den  Punkten  B,ByB  entsprechenden  Werte  des  Winkels  cp  be- 
zeichnen wir  mit  <Pqj0,0,  und  die  entsprechenden  Koordinaten  mit 
oCq,  y^j  X,  Yj  Xj  F;    dann  haben  wir: 

cos  q)Q  =  — 
cos  0  ==  cos  ^  =  — 


sin  0  =  - 

T  —  Ti 

.    -^         y2rri  —  7]^ 
—  sm  ^  ==  -ii i L_ 

1)  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Leibniz  ecrite  d'Hannovre  ä  Vauteur  du  Journal 
touchant  la  quadrature  d'tme  portion  de  la  roulette  (Journ.  des  Savants  1678),  oder 
Leibniz,  ed.  Grerhardt,  V,  S.  116 — 17).  Vgl.  auch  einen  Brief  von  Leibniz  an 
Oldenburg  v.  15.  Juli  1674  (Das.  I,  S.  52),  ebenso  die  zwischen  Leibniz  und  dem 
Marquis  de  l'Hopital  gewechselten  Briefe  v.  30.  Sept.,  1.  Dez.  1695  u.  15.  Jan. 
1696  (Das.  II,  S.  299,  304,  311). 

2)  Cycloidis  primariae  segmenta  innumera  qiiadraturae  determinatio  etc. 
(Acta  erud.  Juli  1699;  Joh.  Bernoiilli  Opera  I,  S.  322—327). 
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Nun  ergiebt  sich  aus   der  Figur  und  dem   zu  Anfang  dieser  Nr. 
aufgestellten  allgemeinen  Ausdrucke  für  fx-  dy: 

Fläche  BCDB  =  Trapez  BBB'B  —  Fläche  BBD'CB 

_  (Y-  2/0) (X -  X,)        C~Z^J_  (r  -^V){X  +  X,) 


— j X'dy  ■■ 


2  ,^      ^  2 

I  .11.  l(p=^<^ 

—   —  9)  COS  9  +  sing?  —  ^95  +  T^^^^9^    _ 


und  nach,  einigen  Reduktionen 


(2r- 

-7])l/2r7]- 

_^2 

2 

(2r- 

-7])]/2r7j- 

-7]^ 

1  =  Dreieck  FIL  +  Dreieck  i^ilfZ".      .      (9) 


Fläche  BCDB  ■ 
Ahnlich  ergiebt  sich 

Fläche  Bcm = (^+>-)y^"^  +        ^ 

Verbindet  man  aber  F  mit  den  Punkten  L  und  ilf;  so  hat  man 
Dreieck  FIL    ==  -  (r  +  ^)l/^^  —  '>?% 

Dreieck  FMK  =~(2r  —  7j)  "j/Sr^ -^^ ; 

folglich  ist 

Fläche  .BCDjB 
Fläche  BCDBB 

Diese  Doppelbeziehung  enthält  den  Satz^  durch  welchen  Joh.  Bernoulli 
die  beiden  Yorigen  von  Huygens  und  Leibniz  yer allgemeiner te.  Er 
sowohl;  wie  auch  sein  Bruder  Jakob ^  stellten  noch  weitere  ähnliche 
Untersuchungen  an,  auf  welche  näher  einzugehen  uns  versagt  ist^); 
wir  wollen  nur  andeuten,  dafs  sie  zur  Entdeckung  einer  ähnlichen 
Relation  wie  (1)  führten,  die  für  alle  Cjkloiden  verlängerte  und  ver- 
kürzte Gültigkeit  hat^). 

200.  Zu  anderen  beachtenswerten  Eigenschaften  der  gemeinen 
Cykloide  führen  Betrachtungen  über  ihre  Krümmung;  da  nämlich 
[m.  s.  die  Gl.  (60;  (8)  und  (1')] 

E  =  4EsinY,       s==l-[-r(l — cos-yK       y  =  2r  sin^Y) 
so  folgt 

B^-{-{s  —  Ary=:^I^'  .  .  .    (Id)  B'==8r'y.      .     .     .     (11) 

Verlegen  wir  den  Anfang  des  Bogens,  so  wird  die  Gleichung  (10)  zu 
Jl^  -^  s^=  (4ry.  Dies  ist  die  natürliche  kanonische  Gleichung  der 
gemeinen  Cykloide;  in  geeigneter  Weise  interpretiert,  besagt  sie: 
Wenn  eine  Cykloide  auf  einer  festen  Geraden  rollt,  so  ist  der  Ort 


1)  Jac.  Bernoulli  Opera,  S.  1129—1134;  Jöh.  Bernoulli  Opera  l,  S.  328—335. 

2)  Acta  Erudit.  Juni  1700;  Joh.  Bernoulli  Opera  I,  S.  330. 


472  ^1-  Abschnitt:  Transscendente  Kurven, 

der  Kriiisimungscentren  für  die  aufeinander  folgenden  Beriilirungs- 
pmikte  ein  Kreis,  dessen  Radius  viermal  so  grofs  ist  als  der  des 

erzeugenden  Kreises^).  Die  Gleichung  (11)  hingegen  besagt:  Der 
Krümmungsradius  in  einem  Iieliebigen  Punkte  der  gemeinen  Cyldoide 
ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  zugehörigen  Ordinate 
und  einer  konstanten  Gröfse:  eine  weitere  charakteristische  Eigen- 
schaft der  Cykloide^). 

Sind  x-^ ,  y^  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  der  Krümmung 
im  Cjkloidenpunkte  (99)^  so  findet  man  leicht 

^^=  r(9 -j-sinqo),       ^1  =  —  ^(1  —  cc)S  9)  ;   .     .     .     (12) 

wenn  man  nun  die  Koordinatentransformation^  die  durch  die  Formeln 

x^==  X  -\-  Tcr ^      yi  =  y'  —  2r 

definiert  wird^  ausführt  und  einen  Winkel  1/^  einführt^  der  mit  (p  durch 
die  Beziehung  cp  =  7i  -\-ij)  verknüpft  ist^  so  verwandeln  sich  die  vorigen 
Gleichungen  in 

X  =  r{il)  —  sin  1/^)  ^       ^'  =  r  (1  —  cos  ip)  ^ 

und  diese  mit  (1')  verglichen  beweisen«.  Die  Evolute  einer  gemeinen 
Cykloide  ist  eine  ihr  gleiche  Kurve  ^). 

Das  zwischen  dem  Kurvenpunkte  und  dem  Schnitte  mit  der 
Basis  gelegene  Stück  N  der  Normalen  zur  Cykloide  wird  gegeben 
dnrch  -i/dx'^+dy^        o      •     9 

^  dx  2  ^ 

weshalb  B  =  2N.  Der  Krümmungsradius  ist  also  doppelt  so  grofs 
als  die  Normale;  die  sämtlichen  Krümmungsradien  werden  durch 
eine  feste  Oerade  (die  Basis)  halbiert;  auch  diese  Eigentümlichkeit 
kommt  aus  schlief slich  der  gemeinen  Cykloide  zu^). 

Schliefslich  wollen  wir  noch  beweisen:  Jede  Parallelprojektion 
einer  Cylinder-Schrauhenlinie  auf  die  Basisehene  ist  eine  Cykloide, 
und  zwar  eine  gemeine,  verkürzte  oder  verlängerte,  jenachdem  die 
Neigung  der  Projektionsstrahlen  gegen  die  Erzeugenden  des  Cylinders 
gleich,  kleiner  oder  gröfser  als  die  Steigung  der  Schrauhenlinie  ist^). 

1)  Mannheim,  Eecherehes  geometriques  sur  le  Heu  des  positions  successives 
des  centres  de  courhure  d'une  courte  qui  roule  sur  une  droite  (Liouvilles  Journ. 
2.  Ser.  lY,  1859)  S.  99. 

2)  Tisserand,  Becueil  complementaire  d'exercises  sur  le  calcul  infmüesimal 
(Paris)  IL  Aufl.  S.  251. 

3)  Huygens,  Horologium  osciUatorium  (1673)  3.  Teil,  Prop.  YI. 

4)  Cesaro,  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S,  24. 

5)  Wer  zuerst  diesen  Satz  bemerkt  hat,  wissen  wir  nicht.  Für  den  Fall  der 
gemeinen  Cykloide  spricht  Montucla  davon  {Histoire  des  math.  Nouv.  ed.  Paris 
1799,  11,  S.  78)  als  von  einer  von  ihm  gefundenen  Sache  und  leitet  daraus  ab, 
dafs  die  Cykloide  sich  ins  Unendliche  erstrecke,  während  es  scheint,  dafs  man 
früher  nur  den  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Spitzen  liegenden  Teil  be- 
trachtet hat. 
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Betraclitet  man  nämlicli  die  Schraubenlinie 

x  =  rcosq),       y  ==  r  sincp  y       ^  ==  r  coig  [i  -  cp 

und  projiziert  diese  in  den  durcli  die  Winkel  cc^  ß,  y  definierten  Rich- 
tungen^ so  erhält  man  den  Cylinder  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

X  —  r  cos  cp y  —  r  ^mcp  z  —  r  ctg  ji  •  cp 

cos  a  cos  ß  cos  y 

Setzen  wir  hierzu  0  =  0^  so  erhalten  wir  die  beiden  folgenden  Glei- 
chungen für  die  Darstellung  der  Projektionskurve 

cos  a;                               .                     .            cos  ß 
X  =  r  cos  (f  —  r  ctg  ^ q) ,     y  ==  r  siJKp  —  r  ctg  ^ ~  •  q) , 

welche  thatsächlich  einer  Cjkloide  angehören  (s.  Nr.  196).    Der  Radius 

1/ cos^  cc  ■  I    cos^  8 
des  erzeugenden  Kreises  ist  =  r  ctgft -f =  r  ctg/x  •  tgy^ 

daher  ist   die  Cykloide   eine  yerkürzte,   gemeine  oder  verlängerte^  je- 

nachdem  r  ctg  ^-tgy^r  ist^  d.  h.  jenachdem  y^[i  ist^  wie  der  Satz 

eben  behauptet. 

Die  für  die  gemeine  Cykloide  hier  bewiesenen  geometrischen 
Eigenschaften  —  es  sind  bei  weitem  nicht  die  einzigen^  die  sie  be- 
sitzt^) —  zeigen  hinlänglich^  welch  eine  bemerkenswerte  Kurve  sie 
ist,  und  erklären  hinlänglich  die  Häufigkeit  der  seit  dem  17.  Jahr- 
hundert an  ihr  angestellten  Untersuchungen.  Jedoch  wuchs  die  Wert- 
schätzung derselben  noch  ungemein^  als  Huygens  bemerkte^),  dafs 
sie  die  Tautochrone  (von  tavtög  XQovog,  dieselbe  Zeit)  im  leeren 
Räume  sei^)^  indem  er  entdeckt  hatte^  dafs  die  Kurve  von  der  Eigen- 


1)  Unter  den  von  uns  übergangenen  Sätzen  erwähnen  wir  besonders  den  von 
Jac.  Bernoulli  in  der  Note  De  evoUttione  successiva  et  alternante  curvae  cujus  quo- 
que  etc.  dargelegten  (Opera  lY,  S.  98);  dieser  wurde  weiter  untersucht  von  Legen- 
dre  {Exercises  de  caicul  integral  II,  Paris  1817),  von  Poisson  (Journ.  de  l'Ec. 
pol.  XVIII,  Cah.)  und  verallgemeinert  von  Gr.  Mainardi  (Sullo  sviluppo  iniper- 
fetto  continuo  di  %bna  curva  piana  (Annali  delle  Scienze  del  Regno  Lombardo- 
Yeneto,  YII,  1837).  —  Yon  Problemen,  die  durch  die  Cykloide  gelöst  werden, 
möge  folgendes  erwähnt  werden:  „Eine  Kurve  zu  finden^  die  durch  zwei  ge- 
gebene Punkte  geht  und  mit  den  zugehörigen  Normalen  und  dem  Bogen  der 
Evolute  ein  Yiereck  von  kleinstem  Flächeninhalt  begrenzt"  (Kneser,  Lehrbuch 
der  Variationsrechnung^  Braunschweig  1900,  S.  203). 

2)  Horologium  oscillatorium  IL  Teil.  Prop.  XXY.  M.  s.  auch  de  la  Hire, 
Traite  de  mecanique^  IX,  1666 — 1699.  Ein  sehr  einfacher  Beweis  für  den  Tauto- 
chronismus  der  Cykloide  findet  sich  in  The  math.  and  other  Writings  of  JR.  L. 
ETlis  (Cambridge  1863)  S.  326;  vgl.  auch  Lehmann,  Theorie  der  Gycloide  als 
Tautochrona.  Diskussion  nach  der  antiken  geometrischen  Methode  (Crelle's  Journ. 
YI,  1830). 

3)  Joh,  Bernoulli  wendet  hingegen  den  Namen  linea  tachystoptota 
an  (Brief  an  Leibniz  v.  16.  Juni  1696;  Leibniz^  ed.  Gerhardt ;,  III,  S.  291)  und 
Jac.  Bernoulli  den  Namen  curva  oligochrona  (Acta  erud.  Mai  1697;  Opera 
S.  768—778). 
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Schaft,  dafjS  ein  schwerer  Punkt,  der  sie  durchläuft,  immer  in  derselben 
Zeit  den  tiefsten  Punkt  erreicht,  gleichgültig,  von  welchem  Punkte  er 
ausgehe,  eine  gemeine  Cykloide  mit  horizontaler  Basis  sei,  jedoch 
mit  der  Konkavität  nach  oben  gerichtet.  Doch  nicht  genug  damit! 
Joh.  Bernoulli-^)  stellte  in  den  Acta  emditomm  vom  Juni  1696  und 
dann  in  einem  Programma  editum  Groningae  Ä^-  1697  als  „problema 
novum,  ad  cujus  solutionem  mathematici  invitantur"  folgendes:  „Datis 
in  piano  verticali  duobus  punctis  A  et  JS,  assignari  mobili  M  viam 
ÄMBy  per  quam  gravitate  sua  descendens,  et  moveri  incipiens  a 
puncto  J.,  brevissimo  tempore  perveniat  ad  altrum  punctum  B^^.  Die 
lösende  Kurve  (in  jenem  Programm  als  linea  celerrimi  descensus 
bezeichnet)  und  heute  Brachistochrone  genannt  (von  ßQd%L^tog 
XQOvog,  kürzeste  Zeit)  ist  nun  eine  gemeine  Cykloide,  und  nicht,  wie 
Galilei  glaubte^),  ein  Kreisbogen:  bewiesen  wurde  dieses  von  Leibniz, 
Jak.  Bernoulli,  dem  Marquis  de  l'Hopital  und  Newton^). 

Ferner:  Betrachtet  man  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer 
Cykloide  die  Horizontale  durch  den  Ausgangspunkt,  die  durch  den 
tiefsten  Punkt  und  diejenige,  die  den  Abstand  dieser  beiden  halbiert, 
so  ist  die  Zeit,  die  der  bewegte  Punkt  gebraucht,  um  von  der  ersten 
Lage  zur  dritten  zu  gelangen,  gleich  der,  welche  er  gebraucht,  um 
von  der  zweiten  in  die  dritte  Lage  zu  kommen^);  dies  wird  dadurch 
ausgedrückt,  dafs  man  sagt:  die  Cykloide  ist  eine  mesochrone 
Kurve^). 

Schliefslich  ist  die  Cykloide  noch  mit  den  Anfängen  der  Theorie 
der  synchronen  Kurven  verknüpft;  Joh.  Bernoulli  stellte  nämlich 
in  den  Ada  eruditorum  vom  Mai  1697  folgende  Aufgabe^):  „Quaeritur 
in  piano  verticali  curva  PjB,  quam  synchronam  appellare  liceat,  ad 
cujus  singula  puncta  J5,  grave  ex  A  descendens  per  cycloides  conter- 
minans  AB  aequali  tempore  perveniret".  Später  wurde  der  Begriff 
der  synchronen  Kurven  bedeutend  verallgemeinert:  man  betrachtete 
nämlich  eine  Familie  von  Kurven,  gelegen  in  einer  vertikalen  Ebene, 
ausgehend  von  einem  Punkte  J.,  und  untersuchte  den  Ort  der  Positionen, 
den  im  selben  Augenblicke  die  Punkte  einnehmen,  welche  die  ge- 
gebenen Kurven  unter  dem  Einflüsse   gegebener  Kräfte   durchlaufen, 


1)  JoJi.  Bernoulli  opera  I,  S.  155—161  u.  166—169. 

2)  Discorsi  e  climostrazioni  matematiche  intorno  a  due  nuove  scienze.  Gior- 
nata  III,  Prop.  36,  Scolio  (Opere  cU  Galileo  Galilei  VIII,  Milano  1811,  S.  353). 

3)  Die  ersten  drei  Lösungen  des  Problems  von  Bernoulli  finden  sich  in  den 
Acta  erudit.  Mai  1697,  die  letzte  anonym  in  der  Nr.  224  der  Phil.  Trans.  (Jan. 
1697).  S.  auch  Leihniz,  ed.  Gerhard,  III,  S.  290,  und  Is.  Neivtonii  opuscula  I. 
(Lausannae  et  Genevae  1744)  S.  285. 

4)  Serret,  Des  methodes  en  geometrie  (Paris  1855)  S.  132. 

5)  Brocard,  Note  de  Bibliographie  des  courbes  geometriques  (Bar-le-Duc 
1897)  S.  201. 

6)  Joh.  Bernoulli  opera  I,  S.  192. 
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wenn  sie  zu  gleicher  Zeit  von  J.  ausgegangen  sind^).  Die  Behandlung 
dieser  Aufgabe^  sowie  die  Probleme  der  tautoclironen  und  brachisto- 
cbronen  Kurven  —  sei  es  in  der  ursprünglicben  Form  oder  unter  der 
Annahme,  dafs  die  Bewegung  in  einem  resistenten  Medium  erfolge  — 
überschreitet  jedoch  die  dieser  Arbeit  gesteckten  Grenzen^). 

201,  Die  Definition  der  Cjkloide  ist  verschiedener  Verallgemeine- 
rungen fähig;  einige  derselben,  die  schon  in  der  Periode  auftraten,  in 
welcher  diese  Kurve  besonders  eifrig  untersucht  wurde,  mögen  hier 
erwähnt  werden.  Permat  bezeichnete  in  einem  Briefe  an  Carcavy 
vom  Jahre  1660^),  den  dieser  dem  Huygens  unter  dem  6.  März  des- 
selben Jahres  mitteilte^),  eine  Eigenschaft  einer  Kurve,  die  schon  seit 
20  Jahren  allgemein  bekannt  war,  indem  P.  Laloubere  davon  in 
dem  Anhange  seines  Werkes  Veterum  Geometria  promota  in  Septem 
de  Cycloide  libris  (Tolosae  1640)  gesprochen  hatte -'').  Es  sind  Kurven, 
die  affin  zur  gemeinen  Cyloide  sind,  indem  sie  durch  Gleichungen  von 
folgender  Form  dargestellt  werden: 

x  =  ihr((p  —  sin  9),       y  ==  r(l — cos  9p),      .     .     .     (13) 

wo  Je  eine  gegebene  Zahl  ist.  Wenn  it>  1,  so  haben  wir  es  —  nach 
der  Fermat'schen  Bezeichnungsweise  —  mit  verlängerten,  wenn  Ä;<  1 
aber  mit  verkürzten  Cykloiden  zu  thun.  Fermat  hat  bemerkt,  dafs 
die  verlängerten  Cykloiden  durch  Kreisbögen,  die  verkürzten  da- 
gegen durch  Paralbelbögen  rektiflzierbar  sind.  Um  dies  nachzuweisen, 
beachten  wir,  dafs  aus  (13)  sich  ergiebt 


ds  =  r' d(pY(¥  +  1)  —  2F cos 9  +  (Jc^—1)  cos^ cp ; 

setzen  wir  tg^cp  =  u,  so  können  wir  schreiben 

■j    4:ru  '  du}/!  -{-Ic^u^ 

äs  —  (1  +  ^2)2  ; 

und,  wenn  wir  statt  ii  eine  neue  Variabele  ^  einführen,   derart,   dafs 
^^=14-  l^^u^j  so  erhalten  wir 

ds  ■■ 


Qc^—z^—iy 


1)  S.  die  beiden  von  Euler  hinterlassenen  Abhandlungen,  abgedruckt  im 
IX.  B.  (1824)  der  Mem.  de  VAcad.  des  Sciences  de  St.  Petersdourg. 

2)  Der  Leser,  welcher  genauere  Berichte  wünscht,  nehme  Lacroix,  Tratte 
de  calcul  differentiel  et  de  calcul  integral  IL  (Paris  1798)  S.  696;  Pascal,  Cal- 
colo  delle  variazioni  e  cdlcolo  delle  differenze  finite  (Milano  1897)  S.  172;  Saint- 
Germain^  Beciieü  complementaire  d'exercises  sur  la  mecaniqiie  rationnelle  (Paris 
1898)  S.  292  u.  298;  u.  s.  w.  Aufserdem  verweisen  wir  auf  die  historischen 
Arbeiten  von  C.  Ohrtmann,  Das  ProNem  der  Tautoclironen  (Berlin  1872)  und 
F.  Amodeo,  Monografia  delle  curve  tatitocrone  (Avellino  1883). 

3)  Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  445—48. 

4)  Oeuvres  de  Huygens  III,  S.  39—40. 

5)  Vgl.  Oeuvres  de  Fermat  I,  S.  202,  und  III,  S.  175, 
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Integrieren  wir  in  Teilen,  so  ergiebt  sich 

s  z^  .    r       dz 

und  wenn  die  noch  unterbliebene  Integration  ausgeführt  wird, 


s 
2Fr  ' 


1  -       z  —  -\/l—Y  ,     .  . 

-| rii:=zr=:  lOg  ■ ,  WGnn    /C  -<  1  , 


^2_|_^2_i     2yi~k^      z  +  yi  —  jc^ 

Z^  ,  1  .  ^  7    ^     . 

— a   .   .  o — .  arc  tff  — ==-  ,       wenn  A;  >  1  . 

z'  +  r^^i^  l/F"=T         ^  l/Z:^-l  -^ 

Da  nun,  wenn  Ä<1,  man  es  mit  verkürzten,  wenn  Ä>1,  mit  ver- 
längerten Fermat'schen  Cykloiden  zu  thun  hat,  so  kann  man  hieraus 
den  oben  ausgesprochenen  Satz  erschliefsen^). 

Den  Fermat'schen  Cykloiden  begegnet  man  in  Fragen  der 
darstellenden  Geometrie  ^).  Bemerkenswert  ist  die  Thatsache,  dafs, 
wahrscheinlich  ohne  die  Beobachtungen  des  berühmten  Tolosanischen 
Senators  zu  kennen,  Laisant  diese  Kurven  wieder  auffand,  als  er  die 
Entstehungsweise  der  gemeinen  Cykloide  verallgemeinerte^).  Laisant 
bemerkte  nämlich:  wenn  ein  Punkt  sich  auf  der  Peripherie  einer 
Ellipse  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  bewegt,  während  diese 
selbst  sich  in  einer  mit  einer  Axe  parallelen  Richtung  gleichförmigen 
Bewegung  befindet,  so  ist  die  Trajektorie  der  resultierenden  zusammen- 
gesetzten Bewegung  eine  Kurve,  die  durch  zwei  Gleichungen  von 
folgendem  Typus  darstellbar  ist: 

^==-^2(9^  — sin  gp);      y-=rGos(p',    .     .     .     .     (14) 

aus  diesen  geht  hervor,  dafs  die  Kurve  für  a  =  1  eine  gemeine,  je- 
doch für  a  =1=  1  eine  Fermat^sche  Cykloide  ist.  Laisant  nannte  sie 
elliptische  Cykloide  zum  Unterschiede  von  der  ähnlich  vermittelst 
einer  Hyperbel  erzeugten  Kurve,  die  er  hyperbolische  Cykloide 
nannte,  und  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  wird: 

00  =  ^((p  —  ©in  9)) ,      y  =  r  (£0^  (p (15) 

Cl 

202.  Unter  dem  6.  Mai  1674  schrieb  Michelangelo  Ricci  an 
Huygens:  „Man  nehme  eine  Gerade  AB  von  beliebiger  Länge  (Taf.  XV, 
Fig.  119),  an  die  sich  zwei  gleiche  und  ähnlich  gelegene  Halbkreise 
AGE,  BGB  anschliefsen,  deren  Durchmesser  AE  und  BB  senkrecht 


1)  Dieser  Satz  wurde  von  B.  Tortolini  im  J.  1839  wiedergefunden;  man 
seile  die  Abh.  Sul  metodo  inverso  delle  tangenti  im  Giornale  arcadico  und  über- 
setzt in  Grelles  Journ.  XXVI,  1843;  vgl.  auch  Tortolini,  Bivista  hibliografica. 
Sugli  archi  di  cicloide  (Ann.  di  Matem.  VI^  1865). 

2)  F.  J.,  Exercises  de  geometrie  descriptive  (III.  ed.  Paris  1893)  S.  545. 

3)  jEssai  sur  les  fonctions  hyperdoliques  (Paris  1874)  S.  56  fF.  S.  auch  S. 
Günther,    Die   Lehre   von   den   geivöhnlichen   imd    verallgemeinerten   Hyperhel- 

(Halle  a.  S.  1881)  S.  243  ff. 
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auf  ÄJB  stehen;  dann  nehme  man  auf  der  Peripherie  des  letzteren 
die  Punkte  C,  C  u.  s.  w.^  ziehe  durch  diese  die  Parallelen  zu  AB  und 
bestimme  auf  diesen  die  Punkte  F^  F  u.  s.  w.  derart^  dafs  der  Bogen 
BCD  sich  yerhält  zu  DG,  DC  u.  s.  w.  wie  AB  zu  GF,  CF  u.  s.  w.; 
die  Punkte  F,  F  u.  s.w.  liegen  dann  auf  einer  Linie^  die  eine  primäre 
Cykloide  ist,  wenn  AB  gleich  der  Peripherie  BGB,  eine  sekundäre, 
wenn  luan  AB  davon  yerschieden  annimmt.  Dieselbe  Kurve  BFF . . .  A, 
gleichsam  Diagonale  des  kr ummlinigen Parallelogramms  DCC..ji5J.(T^ 
teilt  dieses  in  zwei  gleiche  Teile;  hieraus  folgt,  dafs  das  krummlinige 
Dreieck  ÄFF  ,  .,DGG . .  .B  die  Hälfte  von  diesem,  als  auch  von  dem 
Rechtecke  AFDB  ist.  Zieht  man  die  Gerade  AB,  bo  ist  der  krumm- 
linige Teil  ABFF...A  gleich  der  erzeugenden  Figur  BGC.B!'^) 
Um  die  Gleichung  der  sekundären  Cykloide  von  Ricci  zu 
finden,  nehmen  wir  AB  als  ^-Äxe,  AE  als  y-Axe,  setzen  AB  =  a , 
BB  =  2r,  ^BOG=G)  (0  sei  der  Mittelpunkt  des  Halbkreises 
BGB),     Dann  finden  wir  alsbald 

X  =  a  —  fsmcö ,       y  =  r  -f-  r  cos  co  ; 

oder,  wenn  wir  cd  ===  7t  —  90,    a  =  7t B  setzen, 

X  =  Bcp  —  rsing?,  y  = '^  —  rcosq).   .     .     .     (16) 

Dies  ist  die  gesuchte  analytische  Darstellung;  da  für  B  ==  r  Gl.  (16) 
mit  (1')  übereinstimmt,  so  ist  ersichtlich,  dafs  die  gemeine  Cykloide 
ein  Spezialfall  dieser  neuen  Kurve  ist.  Aus  der  Gleichung  (16)  er- 
giebt  sich  ferner: 

Fläche  ABB  FF  ...A==fy'dx==  f(r  —  r  cos  (p){B  —  r  cos  g?)  dcp 


=  Er  f  dcp  —  2BrJcoB(p'dq)  +  r^fGos^tp-dcp  =  TtlEr  -f-  —  j , 
000 
und  daher 

Fläche  AB  GG..,  BFF.  .,A  =  7t  Er  =  ^7tR2r  =^a'2r 

=  i  EecMeok  ÄBDE  =  ^ABCC...D GEA . 

Dieser  Satz  ist  der  wichtigste  der  von  Ricci  ausgesprochenen;  die 
übrigen  sind  Folgerungen  hieraus.  Sie  scheinen  der  Allgemeinheit 
unbekannt  geblieben  zu  sein,  bis  zu  dem  Zeitpunkte  (1897),  als  der 
oben  erwähnte  Brief  ans  Tageslicht  kam  zugleich  mit  denen,  die  den 
wissenschaftlichen  Briefwechsel  von  Huygens  betreffen.  Jedoch  die 
Kurve,  auf  die  sich  die  Sätze  beziehen,  blieb  nicht  ganz  unbekannt. 
Wenn    man    nämlich    die    Normalen    der    durch   Gl.  {V)  dargestellten 


1)  Oeuvres  de  Huygens  Yll,  S.  381. 
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Cykloide  in  einem  konstanten  Verhältnisse  h  teilt  ^  so  erhält  man 
eine  Kurve  von  folgender  analytischer  Darstellung: 

;3^  =  j-^{(l+y^)9D— sin^)],  ^  =  ^-^  (1  —  cos  g))  ; 

da  diese  von  der  Form  (16)  ist,  so  stellt  sie  eine  sekundäre  Cykloide 
von  Ricci  dar.  Von  solchen  Betrachtungen  ausgehend  stiefs  Mann- 
heim^) auf  diese  Kurven^  von  denen  er  zeigte,  dafs  sie  durch  EUipsen- 
bogen  rektifizierbar  seien,  welche  Thatsache  sich  auch  leicht  aus  der 
Gleichung  (16)  nachweisen  läfst^).  Ferner  fand  Clairaut^)  bei  der 
Behandlung  gewisser  Fragen  aus  der  Mechanik,  dafs  eine  solche  ge- 
liefert wird  von  dem  Endpunkte  eines  Kreisradius,  wenn  der  Mittel- 
punkt gleichförmig  eine  Gerade  durchläuft,  und  der  Radius  sich  gleich- 
förmig um  den  Mittelpunkt  dreht.  Eine  solche  Kurve  kann  offenbar 
dargestellt  werden  durch  zwei  Gleichungen  von  folgendem  Typus 

X  =  at  -{-h  —  r  ^m(at  -\-  ß)  j       y  =  r  —  r  cos  {at  -\-  ß) 

und  diese  sind  leicht  auf  die  Form  (16)  zu  reduzieren.  Es  möge  be- 
merkt werden,  dafs  Clairaut,  nachdem  er  die  lösende  Kurve  in  der 
obigen  Weise  definiert  hat,  hinzufügt:  „tout  le  monde  reconnaitra 
dans  cette  description  la  cycloide  allongee  ou  accourcie^^ 

Die  neue  Cykloide  erfreut  sich  nicht  hervorragender  Eigen- 
schaften^), wir  verlassen  daher  die  Kurve,  um  uns  zu  anderen  wich- 
tigeren Verallgemeinerungen  der  gemeinen  Cykloide  zu  wenden. 

Zuvor  möge  hier  noch  folgendes  bemerkt  werden:  Alle  Cykloiden 
(gemeine,  verlängerte  und  verkürzte)  können  auch  durch  die  Bewegung 
eines  Punktes  erzeugt  werden,  der  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
die  Peripherie  eines  Kreises  durchläuft,  während  der  Kreis  selbst 
auch  mit  konstanter  Geschwindigkeit  auf  einer  Geraden  gleitet.  Setzt 
man  nun  voraus,  dafs  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  Bewegungs- 
Komponenten  nicht  mehr  konstant,  sondern  variabel  nach  gewissen 
Gesetzen  sind,  so  erhält  man  Kurven,  die  thatsächlich  Verallgemeine- 
rungen der  Cykloiden  sind.  Sie  wurden  als  solche  von  Varignon 
in  einer  der  Pariser  Akademie  unterm  31.  März  1693  vorgelegten  Ab- 
handlung^) untersucht. 

1)  Nouv.  Ann.  Question  699,  gelöst  im  IV.  Bde.  (1865)  der  2.  Ser.  S.  55. 
S.  auch  die  Abhandl.  von  Mannheim,  Becherches  geometriques  sur  les  longueurs 
comparees  de  differentes  eourhes  (Journ.  de  l'Ecole  polyt.   Heft  XL,  1863). 

2)  A.  Clairaut,  Solutions  de  quelques  proUemes  de  dynamique  par  rapport 
aux  tractions  (Mem.  de  Paris  1736). 

3)  Der  Leser  wird  noch  leicht  nachweisen,  dafs  sie  seinem  Systeme  mit 
den  Charakteristiken  fi  =  2 ,  v  =  2  angehört. 

4)  Des  cyclo'ides  ou  roulettes  ä  Vinfini^  traitees  ä  la  maniere  des  lignes  geo- 
metriques (Mem.  de  Paris  X). 
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Neuntes  Kapitel. 

Die  Epicykloiden,  Hypocykloiden  und  die  Kreisevolventen. 

203.  Der  Gredanke^  welcher  Yon  der  Konchoide  des  Mkomedes 
zur  Pascalsclieii  Schnecke  führte^  nämlich  die  Idee^  an  Stelle  der  gerad- 
linigen Basis  einen  Kreis  (ygl.  Nr.  69)  zu  setzen^  führte  auch  zu  den 
neuen  cykloidischen  Kurven^  denen  dieses  Kapitel  gewidmet  ist.  Diese 
Idee^  die  sich  hier  ziemlich  von  selbst  aufdrängt^  indem  man  die  Roll- 
bewegung eines  Kreises  auf  einem  festen  Kreis  betrachtet^  geht  min- 
destens bis  in  die  Zeit  Hipparchs  zurück^  der  sich  derselben  bediente^ 
um  eine  plausibele  Erklärung  der  himmlischen  Bewegungen  zu  geben 
(System  der  Epicyklen). 

Wenn  ein  Kreis  auf  einem  festen  Kreise  roUt^  so  kann  er  ihn 
dabei  immer  entweder  von  aufsen^  oder  immer  von  innen  berühren; 
im  ersteren  Falle  erzeugt  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Ebene  eine  Epi- 
cykloide  (Epitrochoide  oder  äufsere  Epicykloide)^  im  zweiten 
eine  Hypocykloide  (Hypotrochoide  oder  innere  Epicykloide) ; 
die  Beiwörter  gemeine,  geschweifte  oder  verkürzte  und  ver- 
schlungene oder  verlängerte^)  werden  benutzt,  um  anzudeuten, 
dais  der  erzeugende  Punkt  auf  der  Peripherie  innerhalb  oder  aufser- 
halb  des  rollenden  Kreises  liegt,  oder  anders  gesagt,  dafs  der  feste 
Kreis  und  der  durch  den  erzeugenden  Punkt  um  den  Mittelpunkt 
des  bewegten  beschriebene  Kreis  durch  die  Peripherie  des  rollenden 
getrennt,  resp.  nicht  getrennt  werden.  Dieselben  Beiwörter  fügt 
man  auch  bisweilen  dem  Namen  Pericykloide  bei,  wenn  der  be- 
wegte Kreis  mit  seiner  Innenseite  den  festen  von  aufsen  berührt 
und  gröfser  ist  als  dieser^).  Die  Epi-  und  Hypocykloiden  werden 
zweckmäfsig  auch  mit  dem  gemeinsamen  Namen  cyklische  Kurven 
belegt^). 

Die  älteste  Betrachtung  dieser  Kurven  findet  sich  in  dem  Werke 
Albrecht  Dürer 's  ^)  Underweysung  der  Messung  mit  dem  ZyrM  und 
rycMscheyd  (Nürnberg  1525),  woselbst  eine  spezielle  Epicykloide  als 
Spinnenlinie    benannt    und    mit    Hilfe    eines    besonderen    Instru- 


1)  Nach  E.  Wolf  fing  müfsten  die  Bezeiclinungen  „verlängert^*^  und  „ver- 
kürzt" aufgegeben  werden,  da  sie  von  den  Schriftstellern  in  verschiedenem  Sinne 
gebraucht  worden. 

2)  Die  Pericykloiden  sind  daher  Epicykloiden. 

3)  Weifsenborn,  Die  cyclischen  Curven  methodisch  und  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  Constructionen  u.  s.  w.  (Eisenach  1856).  Perigal  schlug  für  die 
cyklischen  Kurven  den  Namen  Bicircloids  vor  (vgl.  Drach,  Phil.  Mag.  2.  Ser. 
XXXIV,  1849).    Über  andere  Namen  s.  Intermediaire  VI,  1899,  S.  266. 

4)  S.  auch  Alberti  JDureri  Institutionum  geometricarum  lihri  quatuor  (Arn- 
hem  1606)  S.  37. 
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mentes  konstruiert  wird^).  Jedoch  sclieinen  die  Worte  des  genialen 
deutschen  Malers  auf  die  Mathematiker  keinen  Eindruck  gemacht  zu 
haben;  zum  wenigsten  war  es  mindestens  100  Jahre  später^  als  sie 
unter  anderm  Himmelstriche  Früchte  zeitigten;  es  war  nämlich  ein 
Franzose  —  de  La  Hire  —  der  die  erste  methodische  Abhandlung 
über  sie  schrieb.  Dennoch  scheint  es^  dafs  er  in  der  Bestimmung 
dieser  Kurve  und  der  Entdeckung  ihrer  Anwendung  auf  Zahnräder^ 
die  die  geringste  Reibung  darbieten^  in  Frankreich  einen  scharfsinnigen 
Vorläufer  gehabt  habe^  denn  in  der  Vorrede  zu  seinem  Traite  de  Me- 
canique  weist  La  Hire  auf  ein  Rad  hin^  ,^dont  la  premiere  inyention 
etoit  due  ä  Mr.  Desargues^  qui  etoit  un  des  plus  excellents  geometres 
de  notre  siecle^^^).  Ebenfalls  sagt  La  Hire  im  Anfange  seines  Traue 
des  epieyclöides  et  de  leurs  usages  dans  les  meeaniques,  indem  er  auf 
denselben  Gegenstand  zurückkommt:  ^,mais  je  n'ai  point  su,  que  cet 
excellent  geometre  (Desargues)  eut  jamais  rien  explique  de  sa  con- 
struction  et  comme  il  n'etoit  pas  applique  ä  cette  partie  de  la  Greo- 
metrie^  je  crois  qu'il  en  avait  seulement  determine  la  figure  mecanique- 
ment^^^)^  und  diese  Vermutung  scheint  zweifellos  unannehmbar  für 
jeden  ^  der  den  hohen  Wert  und  die  Originalität  der  Ansichten 
Desargues'  als  Greometer  anerkennt.  Auf  jeden  Fall  ist  es  sicher^ 
dafs  die  Epicykloiden  und  ihre  wichtigsten  Anwendungen  in  Frank- 
reich um  die  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  bekannt  gewesen  sind.  Dort 
wird  wahrscheinlich  auch  Römer  von  ihnen  Kenntnis  erhalten  haben^ 
der  einer  der  ersten  Mitarbeiter  Cassinis  in  dem  zu  Paris  im 
Jahre  1667^)  gegründeten  grofsen  Observatorium  war,  auf  welchen 
viele,  dem  Beispiele  von  Leibniz^)  folgend,  die  Erfindung  dieser 
Kurven  und  die  Entdeckung  des  Auftretens  derselben  in  der  prak- 
tischen Mechanik  zurückführen;  jedoch,  wenn  wir  auch  zugeben 
wollen,  dafs  Römer  im  Jahre  1674  zu  den  beiden  Kurvenarten  ge- 
langt sei,  so  gebührt  die  Priorität  immerhin  dem  Desargues,  der 
1662  zu  Grabe  getragen  war.  Dem  La  Hire  hingegen  gebührt  der 
Ruhm,  die  geometrischen  Untersuchungen  dieser  Kurven  begonnen  zu 
haben,  indem  er  eine  ziemliche  Anzahl  eleganter  Sätze  bewies,  welche 
sich  auf  die  Tangenten,    die  Rektifikation    und   Quadratur  beziehen; 


1)  Ein  anderer  ähnlicher  Apparat,  der  Epicyklograph,  ist  von  Ridolfi 
beschrieben  worden,  D^  alcuni  usi  delle  epicicloidi  e  di  uno  strumento  per  la 
loro  deserizione  e  specialmente  per  quella  delV  ellisse  (Firenze  1844)  S.  43. 

2)  Mem.  de  VAcademie  des  Sciences  depiiis  1666  jusqu'ä  1699,  IX.  (Paris  1730). 
Vgl.  Oeuvres  de  Besargues  rmnies  et  analysees  par  Poudra  (Paris  1864)  S.  31. 
Dieser  wichtigen  Anwendung  bei  Verzahnungen  verdankt  eine  Yorrichtung  zum 
Zeichnen  der  cyklischen  Kurven  den  Namen  Odontograph. 

3)  Mem.  de  VAc.  des  Sc.  depuis  1666  jusqu'ä  1699,  IX,  S.  222. 

4)  R.  Wolf,  Geschichte  der  Astronomie  (München  1877)  S.  453. 

5)  Vgl.  den  Brief  an  Joh.  BernouUi  v.  18.  Jan.  1698  und  1.  Febr.  1707 
{Leibniz,  ed.  Gerhardt,  III,  S.  477  u.  811^ 
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wir  werden  ihnen  im  Verlaufe  unserer  Betrachtungen^  mit  denen  wir 
nun  beginnen  werden,  begegnen  ■'^). 

204.  Wir  bezeichnen  mit  B  den  Radius  des  festen,  mit  r  den 
des  beweglichen  Kreises,  mit  h  den  Abstand  des  erzeugenden  Punktes 
P  vom  Mittelpunkte  ^  des  letzteren^).  Als  Koordinatenanfang  nehmen 
wir  das  Centrum  0  (s.  Taf.  XV,  Fig.  120  a,  &)  des  festen  Kreises,  als 
;:c-Axe  eine  Gerade,  die  duich  den  Berührungspunkt  JL  des  festen 
Kreises  mit  dem  beweglichen  geht,  wenn  dieser  sich  in  solcher  Lage 
befindet,  dafs  P  gerade  auf  der  Centrale  0^  liegt  ^).  Wir  betrachten 
alsdann  den  beweglichen  Kreis  in  einer  anderen  beliebigen  Lage;  es 
sei  jetzt  i^'  sein  Mittelpunkt,  JB  der  Berührungspunkt  mit  dem  festen 
Kreise,  P'  die  entsprechende  Lage  des  erzeugenden  Punktes  und  A 
der  Endpunkt  des  Radius  Sl^\     Dann  haben  wir  ersichtlich 

arc  ALB  =  arc  ÄAB ; 

setzen  wir  nun  -^  BOA  =  (p,    BSl'A'  ==  ijj^  so  ist 

rq)  =  Pz/^ (1) 

Beachten  wir  nun,  dafs  die  Gerade  OP'  und  die  gebrochene  Linie 
OSl'F'  dieselben  Endpunkte  haben,  so  ist  die  Projektion  von  OV  = 
Proj.  Oi^'  -)-  Proj.  Sl'P'-^  wir  projizieren  nun  senkrecht  auf  die  beiden 
Axen:  es  ist  jedoch  hierbei  der  Fall  der  Epicykloide  von  dem  der 
Hypocykloide  zu  trennen.  Für  die  Epicykloide  (Fig.  120  a)  haben 
wir  dann 
0^'  =  B  -{-  r^       Winkel  zwischen  F'Sl'  und  Ox  =  (p  -^  ijj  —  7t . 

Dagegen  ist  für  die  Hypocykloide  (Fig.  113  &) 

OSl'  =  B  —  r ,       Winkel  zwischen  F'Sl'  und  Ox  =  g?  —  tp . 

Demnach  bestehen  für  die  Epicykloide  die  Gleichungen 

X  =  {B  -{-  r)  cos  (p  —  h  cos  (99  +  ^)  ;  ]  a  \ 

^  =  (P  -f-  r)  —  h  sin  (g?  -f-  ^)  J 

dagegen  haben  wir  für  die  Hypocykloiden 

X  =  {B  —  r)  cos  cp  -{-  h  cos  (cp  —  1/^) ,  1  ,^  . 

y  =  (B  —  r)  -\-  h  8m((p  —  ifj)  J 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  (1)  liefern  die  analytische  Dar- 


1)  Eine  reichhaltige  Liste  der  bezüghchen  Arbeiten  wurde  von  E.  "Wolf fing 
aufgestellt  im  Intermediaire  Yy  1898,  S.  235,  und  VI,  1899,  S.  11;  s.  ferner  den 
Bericht  über  den  gegemoärtigen  Stand  der  Lehre  von  den  cyMischen  Kurven  des- 
selben Verf.  (Bibl.  Math.  3.  Eeihe,  II,  1901). 

2)  h  ist  positiv  zu  nehmen,  wenn  P  auf  den  von  Sl  nach  Ä  hin  gehenden 
Strahl  fällt,  negativ,  wenn  es  nach  entgegengesetzter  Richtung  fällt. 

3)  Damit  macht  man  allerdings  eine  beschränkende  Annahme,  um  die  ge- 
wöhnlichen Formeln  zu  erhalten;  es  ist  jedoch  leicht  sich  davon  zu  befreien, 
wie  Weifsenborn  a.  0.  gezeigt  hat. 

Loria,  Ebene  Kurven.  31 
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Stellung  aller  cykloidischen  Kurven;  es  ist  im  allgemeinen  zweck- 
mäfsig;  einen  der  beiden  Winkel  cp  und  i/^  zu  eliminieren.  Eliminieren 
wir  ijj^  so  werden  die  Gleichungen  (2) 

X  =  (^R  -\-  r)  cos  (p  —  h  cos  (  cp) , 


(3e) 

X  =  (B  —  r)  cos  q)  -{-  h  cos  (— '^ —  g?  j , 


^  =  (J2  -f-  r)  sin  9  —  Ä  sin  ( — ~—  cp) ; 


(Dl  .  I 

y  =  (E  —  r)  sin  9  —  Ji  sin  ( — - —  qj) .  J 

Die  beiden  durcb  diese  Gleichungen  dargestellten  Kurven  wollen 
wir  mit  E^R^r^h)  bezw.  H(iS,r, Ä)  bezeichnen.  Wenn  R<Cr^  so 
wechseln  die  positiven  Richtungen  der  Koordinatenaxe  und  die  (3^^) 

werden  zu  /^  „j>    \ 

X  =  (r  —  R)  cos  (p  —  h  cos  ( — ; —  (pj  ^ 

y  =  {r  —  i?)  sin  ^  —  Ji  sin  ( — ^ —  cp\  • 

Eliminieren  wir  hingegen  cp^  indem  wir  setzen 

i  =  - •    •-    •    (4) 

{n  heifst  dann  der  Modulus  der  Kurve)^  so  erhalten  wir 


—  =  — ' —  cos  nil) ~  cos  (^  -f-  1)  '^ ; 

X         1  —  n  ,     \     ^  /i  \   , 

—  = Qo^n'üj  -\ cos(l  —  n)'ü) , 

sm  nil) 7  sm  (1  —  ^)  ^ ; 


(4.) 


(4.) 


n  r 


man  kann  sich  merken^  dafs  (4^J  aus  (4J  entsteht^  indem  man  r^f^n 
in  —Tf  ~i^7  —  ^  verwandelt;  damit  sind  wir  in  der  Lage^  Folgerungen 
aus  den  Gl.  (4J  sogleich  auf  die  Gl.  (4^J  auszudehnen. 

Aus  den  so  gefundenen  Gleichungen  ergiebt  sich  leicht  eine 
Folgerung  von  grofser  Wichtigkeit.  In  (SJ  führen  wir  nun  an  Stelle 
der  RyT^h  andere  Konstanten  Iii^r^,\  ein/' die  mit  den  ersteren 
durch  folgende  Beziehungen  verknüpft  sind 

B,=.^^,     r,  =  '-^±^,     h,^B  +  r;.     ...     (5) 

infolgedessen  ist  R^<Cr^j  und  jene  werden  dann 

X  ==\  cos  cp  +  {R^  —  T-^  cos      ^j.  ; 

^  =  ^1  sin  9?  +  {R^  —  fi)  sin  ^,^'^^^^ ; 
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und.  wenn  wir 

setzen^  so  können  wir  schreiben 

x-^  ==  (R^  —  r^)  cos  q)^  —  \  cos  (— ^t — ^  9J  , 

y  ={A  —  n)  sin  9?i  —  \  sin  (— ^"  ^1)  • 

Vergieiclien  wir  diese  mit  der  Gleichung  (3J,  so  erkennt  man^  dafs 
die  durch  sie  dargestellte  Kurve  symbolisch  mit  H(i?^,  r^,  \)  bezeichnet 
werden  darf.  Folglich:  Die  Epicyldoide  E{ß,r,h)  miterscheidet 
sich  nicht  von  der  Epicykloide  E{Il^,r^,hJ^  wenn  die  Beziehungs- 
gleichungen (5)  bestehen.  In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich:  Wenn 
die  Beziehungen 

B.^'f,      r.^"^-^,      K  =  r-B    .     .     .     (5') 

bestehen,  so  ist  die  Hypocykloide  \\{Il,r,  fi)  identisch  mit  der  Hypo- 
cykloide  )^[Jt^^r^^h^,  Wenn  B<ir,  so  ist  in  diesen  Formeln  das 
Vorzeichen  der  Differenz  umzukehren.     Betrachten  wir   den  Modulus 

n^  =  ^ ^  so  hat  man,  wenn  die  Gleichungen (5)  bestehen,  n-^^=n-^ly 

und  wenn  (5')  bestehen,  n^  =  n  —  1 .  Im  Falle  der  gemeinen  Epi- 
und  Hypocykloiden  ist  Ji  =  r;  die  Gleichungen  (5)  werden  dann  B>^==  R^ 
r^=]^^=z  B-\-r^  während  (5')  sich  verwandeln  in  B^=R,  ri=^\ 
=  r  —  B,  Man  gelangt  so  zu  der  doppelten  Erzeugung  der  Epi-  und 
Hypocykloiden,  die  von  La  Hire  und  Euler^)  bemerkt  worden  ist; 
der  ähnliche  allgemeine  Satz  wurde  von  mehreren  entdeckt  und  ver- 
schiedentlich bewiesen^). 

Weitere  Folgerungen,   die   sich  aus   der  gefundenen  analytischen 
Darstellung  der  cyklischen  Kurven  ergeben,  betreffen  die  Gestalt  der- 


1)  De  diiplici  genesi  tarn  epicycloidum  quam  hypocyclo'idum  (Acta  Petrop. 
pro  anno  1781,  Pars  I,  1784).  Derselbe  Satz  wurde  von  Daniel  Bernoiilli  be- 
merkt und  dem  Goldbach  von  Mcolans  Bernoulli  in  einem  Briefe  vom  2.  Jun. 
1725  mitgeteilt.  Goldbach  lieferte  einen  Beweis  desselben  in  seiner  Antwort 
vom  18.  Sept.  1725  (P.  H.  Fufs,  Correspondance  matMmatiqiie  et  phys.  de  quel- 
ques celehres  geometres  du  XVIII  Siede,  II,  St.  Petersburg  1843,  S.  168 — 170. 

2)  Gildemeister,  De  Uneis  curvis  epicydoidihus  et  Jiypocydoidibits,  Diss. 
Marburg,  1866;  Bellermann,  EpicyTdoiden  und Hypocyldoiden,  Diss.  Jena,  1867; 
Fouret,  Sur  la  double  generation  des  epicydo'ides  planes  (Nouv.  Ann.,  2.  Ser. 
VIII,  1869).  Vgl.  Proctor,  A  treatise  ou  the  cydoid  and  all  forms  of  cydoidal 
curves  (London  1878)  S.  154 — 157;  Vietor,  Die  PolJcreispaare  einer  Cydoide  (Zeit- 
schr.  f.  Math.  XXV,  1880),  und  Chr.  Wiener,  Doppelte  Entstehungsiveise  der 
geschweiften  und  verschlungenen  cyMischen  Curven  (Das.  XXVI,  1881,  u.  XXVII, 
1882).  —  Schilling,  in  einer  sogleich  zu  nennenden  Arbeit  (Zeitschr.  f.  Math. 
XLIV,  1899)  unterscheidet  die  zwei  Erzeugungsarten  als  solche  mit  bedecktem 
und  freiem  Centrum,  jenachdem  die  Fläche  des  rollenden  Kreises  den  Mittel- 
punkt des  festen  bedeckt  oder  freiläfst. 

31* 
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selben.  Ähnliche  Betrachtungen^  wie  die  in  Nr.  197^  führen  uns  zu 
dem  Schlüsse^  dafs  die  gemeinen  Epicykloiden  im  allgemeinen  unend- 
lich viele  Spitzen  auf  der  Peripherie  des  Basiskreises  haben;  die  ver- 
längerten besitzen  unzählig  viele  Doppelpunkte^  die  verkürzten  un- 
zählig viele  Wendepunkte;  alle  (reellen)  Punkte  der  Kurve  (SJ  liegen 
in  dem  von  den  Kreisen  um  0  mit  den  Radien  \E'-\-r^h\^  die  der 
Kurve  (3  J  innerhalb  des  von  den  Kreisen  mit  den  Radien  \E  —  ^  +  ^H 
begrenzten  Kreisringes. 

205.  Die  Erzeugung  der  Epicykloiden  erhält  gröfsere  Klarheit 
und  führt   zu  neuen  Folgerungen^   wenn  man  sie  als  Grenzfall  einer 

gewissen  Bewegung  eines  Polygons  AB  CD auffafst,  welches  sich 

in  der  Ebene  derart  umlegt^  dafs  seine  Seiten  mit  den  (im  allgemeinen 
gieichgrofsen)  Seiten  eines  festen  Polygons  ÄB'O'D' . . .  zusammen- 
fallen^). Betrachten  wir  die  Polygone  in  der  Lage^  dafs  die  Seite 
AB  des  ersteren  mit  der  Seite  AB'  zusammenfällt;  man  stelle  sich 
nun  vor^  wie  das  bewegliche  Polygon  sich  um  den  Eckpunkt  B' 
dreht^  bis  seine  Seite  BO  sich  auf  B'C  gelegt  hat;  ein  unveränder- 
lich mit  dem  ersteren  verbundener  Punkt  P  beschreibt  dann  einen 
Kreisbogen  PB^  mit  dem  Mittelpunkte  B'  und  dem  Radius  B'B,  und 
es  wird  der  Winkel  PB'P^  =  CB'C  sein.  Kippen  wir  nun  das 
Polygon  ein  zweites  Mal  um  die  Ecke  G\  so  dafs  eine  Ecke  B  auf 
D'  fällt ^  so  beschreibt  der  Punkt  P^  einen  zweiten  Kreisbogen  mit 
dem  Radius  C'D^  um  den  Mittelpunkt  C\  Indem  wir  so  fortfahren^ 
erkennen  wir^  dafs  die  Bahn  des  Punktes  P  aus  einer  Reihe  von 
Kreisbogen  besteht,  deren  Mittelpunkte  in  den  Ecken  des  festen 
Polygons  liegen.  Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  die  Seiten  der  Polygone 
unendlich  klein  sind,  so  erhalten  wir  eine  Bewegung,  die  durch  das 
Abrollen  einer  beweglichen  Kurve  auf  einer  festen  definiert  ist,  und 
die  Bahn  des  Punktes  P  (eine  sogenannte  Roulette  oder  Roll- 
kurve; vgl.  Nr.  313)  wird  die  Enveloppe  einer  Reihe  von  Kreisen 
sein,  die  ihren  Mittelpunkt  auf  der  festen  Kurve  haben.  Da  nun  die 
Enveloppe  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Tangente,  und  also  auch  die 
Normale  mit  der  Eingehüllten  gemeinsam  hat,  und  weil  die  Normale 
der  Eingehüllten  (nämlich  des  Kreises)  durch  den  (Mittelpunkt,  d.  h. 
den)  Berührungspunkt  der  entsprechenden  Lage  der  bewegten  Kurve 
mit  der  festen  geht,  so  hat  man  hiermit  eine  sehr  einfache  Methode, 
die  Normale  in  jedem  Punkte  der  Bahnlinie  zu  finden;  es  ist  dies 
eine  beachtenswerte  Bemerkung  von  Huygens^),   die  als  einfachsten 

1)  R,  Hennig,  Beitrag  zur  Theorie  der  ebenen  JRouletten  (Grelles  Journ. 
LXV,  1866);  daselbst  werden  die  beiden  Linien  durch  die  Rollen  innerhalb  und 
aufserhalb  derselben  Kurve  auf  derselben  Basis  erzeugt  werden^  als  die  Glieder  einer 
zweiseitigen  oder  Doppel-Roulette  betrachtet);  Schlömilch,  üehungs- 
huch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  IL  TL   2.  Aüfi.  (Leipzig  1874)  S.  320  ff. 

2)  Horologium  oscillatorium',  Pars  I,  Prop.  15.  (Bekanntlich  trägt  die  Wid- 
mung dieses  berühmten  Werkes  das  Datum  des  25.  März  1673.) 
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Fall  die  von  Descartes  entdeckte  Konstruktion  der  Normale  an  die 
Cykloide  (s.  Nr.  196)  in  sicli  schliefst.  Passen  wir  die  vorigen  Be- 
trachtungen zusammen,  so  haben  wir  gesehen:  Jede  Rollkiirve  kann 
als  Enveloppe  eines  Kreises  mit  varialbelem  Radius,  dessen  Mittel- 
punkt  eine   feste  Kurve   durchläuft,   aufgefafst  werden. 

Für  die  Epi-  und  Hypocykloiden  können  wir  diesen  Satz  auch 
durch  folgende  Berechnung  bestätigen  und  besser  präzisieren^).  Wir 
nehmen,  wie  vorhin,  den  Mittelpunkt  0  des  festen  Kreises  als  Koordi- 
natenanfang und  als  ^-Äse  die  Gerade,  welche  den  Mittelpunkt  Sl  des 
rollenden  Kreises  enthält,  wenn  er  die  Lage  hat,  dafs  auch  der  er- 
zeugende Punkt  P  in  diese  Gerade  hineinfällt  (Taf.  XV,  Fig.  112  a^h). 
Dann  betrachten  wir  den  rollenden  Kreis  in  einer  beliebigen  Lage, 
und  wir  suchen  die  Enveloppe  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  ^' 
und  dem  Radius  Sl'P\  Behalten  wir  die  früheren  Bezeichnungen  bei, 
so  sehen  wir,  dafs  die  Gleichung  des  eingehüllten  Kreises  ist 

(x  —  B  cos  (pY  -{-  (y  —  B  sin  (py  ==h^  -\-  r^  —  2hr  cos  ijj 
oder  wegen  (1) 
x^^y^-^  B^—2Bxco^'^  —  2Bysm'^===h^+r'  —  2]ircos2lj,    (6) 

Differenzieren  wir  diese  nach  ^,  so  ergiebt  sich 

;2;  sin ^  —  y  G08 ^  =  h  sinip (7) 

Vermittelst  (6)  und  (7)  können  wir  x  und  y  in  Funktionen  von  ^ 
ausdrücken;  zu  dem  Zwecke  setzen  wir 

X  —  B  cos  -—^  =  I ,       y  —  i?  sin  -^  =  i^ .     .     .     .     (8) 
Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  werden  dann 

|2_|.  ^2_^  /^2_|_  ^2_j_  2hr  cos  ^  .  .  (6')      I  sin  -^  —  '^  cos  ^  =  h  sini/; .  (7) 
Der  Gleichung  (6')  wird  genügt^  wenn  man  setzt 
I  =  cos  2  ]/ä^  -\-  r^  —  2hr  cos  ifj  ^      tj  =  sin  A ]/ä^ -\-r^  — ■  2hr cos  ijj    (9) 
und  die  verwandeln  die  (7')  in  folgende 

und  dem  entsprechend 

/rib         A                     r  —  h  cos  ib 
COS     -^  l)  =  £  — .  =  , 

\Ji  }  yh^  +  r^  —  2hr  cos  ip 

(wo  £  =  +  1)  ^^^^  wegen  Gleichung  (9) 

I  cos^  +  ?^  sin-^  =  £(r  —  hco&ip) (10) 


1)  0.  Wetzeil,   Die  cycUschen  Ourven  als  Einhülhingsciirven  eines  hetoeg- 
Hellen  Kreises  (Diss.  Marburg,  1880). 
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Lösen  wir  (7')  und  (10)  bezw.  nacli  |  und  rj  auf^  so  erhält  man 

§  =  a  sm  ^  sm  -^  +  £  (r  —  h  cos  i/^)  cos  ^  ^ 

72  ==  —  a  sin  ^  cos -—-  +  £(r  —  /^  cos ii)  sin -^  ^ 
d.  li.  wegen  der  Grleichung  (8) 


X  =  [li  -j-  et)  cos  -^ hs  cos  ^ — -:^ 

%j  =  {K  ■\-  er)  sm  -^  —  a  sm^ — ^~^ 


(11) 


Dies  ist  die  analytische  Darstellung  der  Enveloppe,  sie  zeigt ,  dafs 
diese  aus  zwei  verschiedenen  cyklischen  Kurven  besteht,  entsprechend 
den  beiden  Werten  +  1 ,  die  man  für  s  nehmen  kann. 

Die  Epicykloiden  sind  noch  einer  zweiten  Erzeugungsweise  als 
Enveloppen  fähig;  es  ist  nämlich  leicht  zu  beweisen  (und  wir  über- 
lassen es  dem  Leser),  ,,wenn  zwei  Punkte  die  Peripherie  eines  Kreises 
mit  Winkelgeschwindigkeiten  durchlaufen,  die  in  konstantem  Ver- 
hältnisse stehen  (vgl.  den  Spezialfall  in  Nr.  75),  so  ist  die  Enveloppe 
der  verbindenden  Geraden  eine  Epicykloide  ^)".  Bemerkenswert  ist 
ferner,  dafs  eine  ähnliche  Kurve  entsteht,  wenn  man  alle  diese  Ver- 
bindungsgeraden in  demselben  Verhältnisse  teilt  ^). 

Nicht  weniger  bemerkenswert  ist  die  in  folgendem  Satze  an- 
gegebene Erzeugungsweise:  Wenn  zwei  aufeinander  folgende  Seiten 
OB^,  OE2  eines  (jelenk-Parallelogramms  sich  gleichförmig  (alber  mit 
verschiedener  Geschwindigkeit  oy^ ,  m^)  um  den  Eckpunkt  O  drehen, 
so  heschreiht  die  vierte  Ecke  eine  Epicykloide  oder  Hypocykloide^). 
Um  dies  zu  beweisen,  beachten  wir,  dafs  man  immer  annehmen  kann, 
dafs  zu  Anfang  die  beiden  Seiten  OE^  und  OE2  in  eine  Gerade  zu- 
sammenfallen; diese  nehmen  wir  als  a;-Axe,  setzen  OE==^l^,  OE^^l^, 
und,  was  ja  gestattet  ist,  '^,  E^Ox==t(o^y  ^E^Ox^tcß^^  wo  t  eine 
beliebige  Variabele   (die  Zeit)   ist;   sind  dann  z^,  ^2)  ^  ^^^  komplexen 


1)  Vgl.  auch  K.  Schwering,  Theorie  und  Ämvendung  der  Liniencoordinaten 
(Leipzig  1884)  S.  77  ff. 

2)  Eckhardt,  Einige  8ätze  iiber  die  Epicycloide  und  Hypocycloide  (Zeit- 
schrift f.  Math.  XV,  1870).  Als  Spezialfall  würde  sich  ergeben,  „dafs  bei  einer 
Uhr  mit  gleichlangen  Zeigern,  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  End- 
punkte entsprechender  Zeigerstellungen  eine  Hypocykloide  ist";  sind  die  Zeiger 
verschieden  lang,  so  würde  die  Enveloppe  die  Evolute  einer  Epicykloide  sein 
(s.  Intermediaire  II,  1895,  S.  9  u.  396). 

3)  Diese  Erzeugungsweise  wurde  von  Bellermann  in  der  S.  483,  Note  2 
citierten  Dissertation  angegeben  und  in  einem  Spezialfälle  von  Neuberg  (Sur 
la  cycloide,  Nouv.  corr.  math.  V,  1879);  F.  Schilling  benutzte  diese  neuerdings 
zur  Konstruktion  von  Apparaten  zur  Zeichnung  aller  cyklischen  Kurven;  s.  die 
Abh.  üeher  neue  'kinematische  Modelle,  soivie  eine  neue  Einführung  in  die  Theorie 
der  cydischen  Curven  (Zeitschrift  f.  Math.  XLIV,  1899). 
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Zahlen^   die  in  gewohnter  Weise  die  Punkte  E-^,  E^,  Wl  darstellen,  so 

haben  wir       ^^  _  ^^,..,.       ,^  _  ^^,..,.        .  =  ,,  +  ,,, 

und  daher  b  =  1^6'"^^^ -\-\e'''^^ (12) 

Trennen  wir  das  Reelle  und  Imaginäre,  so  ergiebt  sich 

X  =1-^  cos  cD^t  -\-  \  cos  o^ty       y  =  \^m.(D^t  -\-  \  sin co^ i 

als  analytische  Darstellung  des  Ortes  von  ilf;  die  Form  dieser  Glei- 
chung führt  zur  obigen  Behauptung.  —  Wenn  man  nun  (12)  in  fol- 
gender Weise  schreibt: 

und  bebannte  Sätze  die  geometrische  Darstellung  der  komplexen 
Zahlen  betreffend  anwendet,  so  schliefst  man:  Jede  Epi-  oder  Hypo- 
cykloide  kann  durch  einen  Punkt  M  erzeugt  werden,  der  gleich- 
förmig um  einen  Punkt  E  rotiert,  welcher  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit die  Peripherie  eines  festen  Kreises  durchläuft.  Dies  ergiebt 
sich  auch  durch  einfache  Betrachtungen  aus  der  ursprünglichen  Ent- 
stehungsweise.    Beachten  wir  schliefslich^),   dafs  der  Mittelpunkt  des 

Parallelogramms    OE^ME^    durch    die   komplexe    Zahl  —  dargestellt 

wird,  so  beschreibt  dieser  eine  zu  der  durch  M  erzeugten  homo- 
thetische  Kurve,  nämlich  eine  zweite  Epi-  oder  Hypocykloide^). 

306.  Die  Polargleichung  der  Epi-  bezw.  Hypocykloiden  ergiebt 
sich  als  von  so  komplizierter  Form,  dafs  sie  sozusagen  keinen  Vor- 
teil bietet,  selbst  wenn  man  sich  auf  die  gemeinen  beschränkt.  Nütz- 
lich erweist  sich  dagegen  in  manchen  Fällen  die  polare  Differential- 
Gleichung  derselben  Kurve.     Um  sie  zu  erhalten,  beachten  wir,  dafs. 


1)  Reincke,  lieber  cyclische  Curven,  dargestellt  als  geometrisc'hen  Ort  des 
MittelpunJäes  derjenigen  Geraden,  ivelclie  zivei  auf  zivei  concentrischen  Kreisen 
gleichförmig  beivegte  FunMe  in  jedem  Moment  verbindet  (Programm  Malchin  1892). 

2)  Die  Gleichung  (12),  mittelst  derer  man  jede  Epicyldoide  darstellen  kann, 
ist  ein  Spezialfall  von  folgender: 

wo  \^\  .  ,  . .  ?.^,  cö^  .  . .  w^  reelle  gegebene  Zahlen  sind  und  t  eine  unabhängige 
Variabele.  Die  durch  sie  dargestellten  Kurven  wurden  von  Bellermann  (o.  a. 
Diss.,  wo  der  Name  Cykloiden  höherer  Ordnung  angewendet  wird)  und 
Eichler  betrachtet  {Die  Darstellung  der  cyMischen  Curven  und  ihre  Bedeutung 
für  die  Schtuingungstheorie,  Hamb.  Mitt.,  Teil  II,  1890),  der  auch  ihre  Erzeugung 
vermittelst  eines  gegliederten  Polygons  angab,  die  ähnlich  der  oben  angegebenen 
für  die  Epicykloiden  vermittelst  eines  Gelenkparallelogramms  ist.  Wir  be- 
merken auch,  dafs  man,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  immer  1^  =  0 
annehmen  darf;  daraus  können  wir  ableiten,  dafs  „jede  Kurve  der  fraglichen  Art 
als  Ort  der  Schwerpunkte  eines  Polygons  angesehen  werden  kann,  von  welchem 
n  Ecken  gleichförmig  konzentrische  Kreise  durchlaufen".  Unter  den  fraglichen 
Kurven  finden  sich  viele  bei  Untersuchungen  aus  der  Optik  und  Mechanik. 


488 


VI.  Abschnitt:  Trans scendente  Kurven. 


wenn  man  f  ==  g)  und  h  =  r  setzt,  die  Grleichnngen  (4J  werden  zu: 

X         n-\-l 

—  =  — —  COS  nw  — 

r  n  ^ 

daraus  ergiebt  sich 


X         n-\-l  /      \    -i\  y         n-\-l    .  -/iiN 

—  =  — ^ — cos^g)  —  cos(^-|-  l)g);      -7  =  — —  sm^g)  —  sm(^^+  ^j9\ 


=m+ 


1 


2(^+1) 


COS(jp. 


(13) 


Da  nun  andererseits 


05  =  arc  ts?  - 


so  hat  man 


dm  = 


^  —  y'dx 


X 

dx 

r 

7' 

y_ 

r 

cly 

r 

f^  (^+l)(2n  +  l) 


ae^  4"  V^ 


(1  —  cos  (p)  d(p  . 


Differenzieren  wir  die  Gleichung  (13),  so  erhalten  wir 
ÜQ  =  — Bin  g)  -  a(p  y 


infolgedessen  wird  die  vorige  Gleichung  zu 


dco 
dQ 


—  cos  qp 


-|-  COS  Cp  ' 


oder  auch  wegen  Gleichung  (13) 

7  d 

am  ~ 


f 
n^ 


(14) 


(2^+1)2 

Dies  ist   die  angekündigte  Differenzial-Gleichung. 

Wir  wollen  sie  auf  die  Untersuchung  der  von  einem  Punkte  A{QQ,m^ 
an  die  Epicykloide  gezogenen  Tangenten  anwenden.  Ist  P^Q^m)  der 
Berührungspunkt  einer  derselben,  und  ^  der  Winkel  der  Tangente 
mit  dem  Radius  vector  des  Berührungspunktes,  so  ergiebt  sich  aus 
dem  Dreiecke  OAP 

sin  (oOq  —  cö  -f-  ft) 


9  =^0- 


^Q[sin  (^mQ  —  m)  •  ctg  [i  -\-  cos  (m^  —  m)]  . 


Es  ist  aber  tg  ^  ===  ^  -y— ,  und  daher 


^0 


[sin  (o9o 


■o)' 


dQ 
Q  -dco 


+  cos(o3o— «)]•  1) 


(15) 


1)  Auf  diese  Formel  kann  man  immer  zurückgreifen,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  von  einem  Punkte  die  Tangente  an  eine  Kurve  zu  ziehen,  die  in  Polar- 
koordinaten dargestellt  ist.  Man  kann  daraus  ableiten,  dafs  die  Kurve  einem 
algebraischen  System  angehört,   allemal  wenn  eine  algebraische  Gleichung  von 

folgender  Form  statt  hat   fl-^,  9,  cos  «,  sin  od)  =  0.     So  kann  man  z.  B.  be- 

\dco  / 

weisen,  dafs  die  Varignon'sche  Isochrone  (Nr.  186)  einem  algebraischen  System 
angehört. 
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Setzen  wir  hier  an  Stelle  von  q  -y-  seinen  durch  (14)  gegebenen  Aus- 
druck, gehen  dann  zu  kartesischen  Koordinaten  über,  so  ergiebt  sich 
daraus  ^.2       ^2  _j_  ^2 


\  y^x  —  x,y  1  ^2   I   ^.2__L' 

Nun  stellt  diese  Gleichung  eine  Kurve  sechster  Ordnung  dar,  die  den 
Punkt  Ä  als  Doppelpunkt  hat;  folglich:  Die  Bertihrungspunkte  der 
Tangenten,  die  man  von  einem  Ibelielbigen  Punkte  ihrer  Efeene  an 
eine  (algebraische  oder  transscendente)  Epi-  oder  Hypocykloide  ziehen 
kann,  liegen  auf  einer  Kurve  sechster  Ordnung,  die  jenen  Punkt  und 
den  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  zu  Doppelpunkten  hat.  Damit 
ist  gezeigt,  dafs  jede  Epicykloide  einem  System  angehört,  welches 
die  Charakteristiken  |[i  ==:  2 ,  1?  =  4  hat. 

Bezeichnen  wir  mit  s  den  Bogen  der  durch  die  Gleichungen  (3^) 
dargestellten  Epicykloide,  so  erhalten  wir  durch  Differentiation  die 
Gleichung 

r,  =  YW+W~  ^  y^k--2rk^S .  .  (16) 

Wir  setzen  nun     r-|-Ä  =  (X,      r  —  h  =  b^      -7-  ==  ca 
und  erhalten      ^^  _  2^+r)  yj-qr(a^  _  &.)  sin^  o,  •  d^  . 


X    I   y 


Betrachten  wir  dagegen  die  Ellipse  -^  +  ^i  =  1  ^nd  nennen  deren 
Bogen  ^,  so  bekommen  wir,  wie  bekannt, 

dö  =  yb^  +  (a^  —  i^)  sin^  co  -  dco , 

und  folglich  ist  ds  =  ~^—^ — -  -  dö . 

Rechnen  wir  nun  sowohl  auf  der  Ellipse  als  auch  auf  der  Epicykloide 
die  Bogen  von  dem  Punkte  an,  für  welchen  g3  =  0,  so  ergiebt  sich 
folgende  bemerkenswerte  Relation 

Die  Rektifikation  der  Epi-  und  Hypocykloiden  hängt  somit,  wie  die 
der  Cykloiden  im  allgemeinen  (vgl,  Nr.  198)  von  elliptischen  Inte- 
gralen ab  (s.  auch  S.  387).  In  dem  speziellen  Falle  jedoch,  dafs 
h  =  r^  wird  die  Gleichung  (16) 

und  sfiebt  s  =  Const. ^-w^^  cos  -r—  , 
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daher  ist  die  Rektifikation  der  gemeinen  Epi-  und  Hypocykloide 
elementar  ausführbar. 

Wählt  man  den  Anfangspunkt  des  Bogens  derart^  dals  für  (p  =  0 
auch  s  =  0;  so  hat  man  im  besonderen 

s  =  ^^^sin^4f; (17) 

hieraus  kann  man  die  Länge  des  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Spitzen  gelegenen  Epicykloidenbogens  ableiten^  indem  man  cp  =  -^ 
setzt;  man  erhält  dann  als  Resultat 

wie  auch  La  Hire^)  fand. 

Bezeichnen  wir  mit   dS  die  Fläche   des   Elementar-Sektors^   der 
als  Bogen  das  Bogenelement  der  Epicykloide  (3J  hat^  so  erhalten  wir 

eis     _xdy-ydx_  1   f  t.    ,    ^    ,     ^^^        ^J^+lll  n^A]  dw 
und  daher  durch  Integration 

eine  Konstante  fügen  wir  nicht  hinzu^  da  wir  annehmen  wollen^  dals 
für  ^  =  0  auch  S==0  sei.  Im  Spezialfälle  der  gemeinen  Cykloiden 
wird  der  Ausdruck 

a        (E  +  7'){B-\-2r)   (  r     .     Bq)]    2\  /10\ 

2jtr 
Machen  wir  hiervon   eine   Anwendung^   indem   wir  cp  =  -^    setzen; 

wir  erhalten  S  ==  '^  -L —  ;  nun  hat  der  von  den  beiden^  den 

B  ' 

Winkeln  cp  =  0  und  cp  =  ^—  entsprechenden  Radien  begrenzte  Sektor 
des  festen  Kreises  den  Flächeninhalt  - B-  -^  B  =  7trB-^  der  Unter- 
schied jener  beiden  Sektoren  beträgt  also  jcr^  (^  ~^~  ^ ~r)  "^  7tr^(5  -f-  2n)^ 
wie  auch  La  Hire  gefunden  hat^). 

Im  Falle  der  gemeinen  Epi^  oder  Hypocykloide  wird  der  Krüm- 
mungsradius M  gegeben  durch 

4r(i?  +  r)    .     Bcp  .^r.. 


1)  Mem.  de  VAc.  des  Sc.  depuis  1666  jiisqit'ä  1699,  IX  (Paris  1730)  S.  234  u.  239 

2)  Newton,  Principia^  Lib.  I,  Prop.  49. 

3)  Mem.  de  VAcad.  des  Sciences  etc.  S.  230  u.  231;  vgl.  anch  Caswell, 
The  quadrature  of  a  portion  of  the  epicycloid  (Phil.  Trans.  1695,  Nr.  217),  und 
E.  Halley,  A  gener al  proposition  for  measuring  all  cycloids  and  epicycj^oids 
(Das.  Nr.  218). 
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Eliminieren  wir  cp  aus  den  Gleichungen  (17)  und  (20)^  so  finden  wir 

Dies  ist  die  natürliclie  Gleichung  der  betrachteten  Epicykloide  ^) ;  in 
der  üblichen  Weise  interpretiert^  sagt  sie  aus:  Wenn  eine  gemeine 
Epicykloide  auf  einer  festen  Geraden  rollt,  so  liegen  die  Krümmungs- 
centren  der  aufeinander  folgenden  Berührungspnnkte  der  Kurve  auf 
einer  Ellipse^). 

Aus  der  oben  bewiesenen  Thatsache^  dafs  die  natürliche  Glei- 
chung einer  jeden  gemeinen  Epicykloide  von  folgendem  Typus  ist 

?+i=^  ■ (21) 

läfst  sich  eine  wichtige  Folgerung  ziehen.  Diese  Gleichung  kann 
nämlich  durch  folgende  beiden  ersetzt  werden 

^  =  a  cos X ,       s  =  1)  sink , 

wo  X  eine  unabhängige  Variabele  ist.  Sind  nun  M^  und  s^  der 
Krümmungsradius  und  der  Bogen  der  Evolute  von  (21);  so  hat  man 
(vgl.  Nr.  351)  ^         ^äm 

oder  wegen  der  vorhergehenden  Gleichungen 

cfl^^=  —  -^  sin  2 ;       s^  =  a  cos  X . 
Durch  Elimination  von  X  ergiebt  sich^  dafs 

die  natürliche  Gleichung  der  Evolute  der  Kurve  (21)  ist;  vergleicht 
man  sie  mit  (18)  selbst,  so  schliefst  man:  Die  Evolute  einer  gemeinen 
Hypo-  oder  Epicykloide  ist  eine  andere  ihr  ähnliche  Kurve  ^),  eine 
bemerkenswerte  Eigentümlichkeit,  die  ebenfalls  von  La  Hire  bemerkt 
worden  ist^). 

Aus  den  für  die  Koordinaten  einer  Epi-  oder  Hypocykloide  als 
Funktionen  eines  Parameters  aufgestellten  Ausdrücken ,  die  uns  zu 
den  bemerkenswerten,  in  dieser  Nr.  dargelegten  Sätzen  führten,  lassen 


1)  Nach  Aoust  {Analyse  infinitesimale  des  courd es  planes ^  Paris  1873,  S.  99) 
soll  sich  diese  Gleichung  bereits  bei  Riccati  vorfinden.  Daraus  kann  man 
wiederum  die  doppelte  Erzeugung  dieser  Kurve  folgern. 

2)  Mannheim,  Becher ches  geometrigiies  relatives  au  Heu  des  positions  suc- 
cessives  des  centres  de  courhure  d'une  courbe  qiii  roule  sur  une  droite  (Liouvilles 
Journ.  2.  Ser.  IV,  1859)  S.  99. 

3)  Die  Evoluten  der  anderen  Epicykloiden  sind  neue  Kurven,  die  von  Chr. 
Wiener  untersucht  wurden  {Die  Evoluten  der  geschio elften  und  verschlungenen 
cyUischen  Curven,  Zeitschrift  f.  Math.  XXYII,  1882). 

4)  Mem.  de  VAc.  des  Sciences  etc.  IX,  S  265. 
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sicli  noch  andere  Beziehungen  herleiten^  die  wir  jetzt  angeben  wollen. 
Bezeichnen  wir  die  Ableitungen  jener  Ausdrücke  nach  (p  mit  Accenten, 
so  liefern  uns  die  Gleichungen  (3^)  für  den  Fall  h  =  r: 


x'  + 

f- 

x^  +  iß 

==4(JS+r)^sinÄ, 

xy—xy 

=  2(E  +  r)(i?  +  2r)sm^^, 

xy'  —  x'ij 

—                  r                 ™^    2E  ' 

daraus  folgt  die  Identität 

x^ 

+ 

y"'  —  W'          xy'  —  x'y 

x'- 

+  2/'2      ~  x'y"  —  x"y'> 

oder 

X 

y            E'-{x'  +  f) 

X 

y               0 

=  0, 

x" 

y"          x'^  +  y'^ 

oder  auch 

X 

y                  B' 

x' 

y'            xx'  +  yy' 

=  0. 

x" 

fr        /9     1        '9     1            ff     \           'r 

y    x^-\-y^  +  xx  +yy 

Diese  Identität  ist  nun  einer  wichtigen  geometrischen  Interpretation 

fähig.     Sie  sagt  nämlich,  dafs,  wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten 

sind,  die  drei  Geraden 

xX  +  yY=B' («) 

(^X-x)x'  +  {Y-y)y'  =Q (ß) 

^X-x)x"+{Y-y)y"  =  x''  +  y'' (y) 

in  einen  Punkt  zusammenlaufen.  Nun  stellt  (ß)  die  Normale  im 
Punkte  {x^y)  dar;  (y)  ist  die  Ableitung  von  (ß),  stellt  also  eine  Ge- 
rade dar,  die  durch  den  Berührungspunkt  jener  Normalen  mit  ihrer 
eigenen  Enveloppe  geht,  d.  i.  das  dem  Punkte  (x^  y)  entsprechende 
Krümmungscentrum;  folglich  schneiden  sich  die  Geraden  (ß)  und  (y) 
in  diesem  Punkte.  Durch  denselben  Punkt  geht  nun  auch  die  Ge- 
rade (a);  diese  ist  aber  die  Polare  des  Punktes  (Xy  y)  in  Bezug  auf  den 
festen  Kreis  mit  dem  Radius  JR.  Erinnern  wir  uns  nun  der  Huygens'- 
schen  Konstruktion  der  Normalen  (Nr.  305),  so  können  wir  schliefsen: 
Um  das  Krümmuiigscentmin  für  einen  Punkt  P  der  gemeinen  Epi- 
oder  Hypocykloide  zu  flndeu,  braucht  man  nur  den  Schnittpunkt  der 
Polaren  von  P  in  Bezug  den  festen  Kreis  mit  der  Verbindungslinie 
P4  aufzusuchen,  wo  A  den  Berührungspunkt  jenes  Kreises  mit  der 
entsprechenden  Lage  des  rollenden  bedeutet^). 


1)  Zehme,  Elementare  und  analytische  Behandlung  der  verschiedenen  Cylc- 
loiden  (Iserlohn  und  Elberfeld  1854).     S.  auch  Cesaro,  Bemargue  de  geometrie 
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207.     Aus  den  Gleicliungen  (3J   in  Nr.  205   ergiebt  sicli^  dafs 
die  Gleicliung  der  Normalen  an  die  Kurve  dargestellt  wird  durch 

(^  — jRcos^)  — rcos9  +  /^cos(— ~^9?j   (sing) ;sin  I — 7—9))  — 

(^  — i? sin 9)  — r sin 99  + Ä sin  (— t^9>)   (cosg? — ;COs  (  (p]]==0. 

Dieser  Gleichung  wird  offenbar  genügt  durch  x  =  B  cos  (p^  ^  ==  jR  sin  9 ; 

demnach    geht    die    Normale    durch    den   so  bestimmten  Punkt^   und 

dieser  ist  nichts  anderes  als  der  Punkt  B  (Taf.  XV^  Fig.  120  a^  V)^  in 

welchem  der  bewegliche  Kreis  den  festen  berührt;  die  Normale  in  P' 

ist  also   die   Gerade  P'B  in  Übereinstimmung  mit   dem   allgemeinen 

Satze  von  Huygens^  den  wir  in  Nr.  205  gebracht  haben. 

Wenn   wir   für    den    Fall    der    gemeinen   Epicykloiden    uns    der 

Gleichungen  (4^)  bedienen,  so  erkennen  wir,  dafs 

.     (2n-\-l)q)                   (2n-\~l)(p         2n-\-l       .      cp  .^ty. 

xsm- ^— ^-^  —  ^  cos^ 2^ '^ — n^^^'^2'   '     '    ^^ 

X  cos  ^ — ^— ^  +  y  sm  ^     ^     -  =  —j—  ^  cos  y  •    .     .    (24) 

die  Tangente  bezw.  die  Normale  der  Epicykloide  im  Punkte  (9)  dar- 
stellen. Bezeichnen  wir  nun  mit  u  und  v  die  Plücker'schen  Koordi- 
naten der  Normalen,  so  haben  wir 


(2^  +  1)9                              ^    .    (2^+1)9 
2  cos  ^^— ' — ^^  2  sm  ^^ — -^-^ 


V  = 


(n  — l)rcos-^  (^  — l)rcos-^ 

2  ^ 


(25) 


Denken  wir  uns  nun,  dafs  wir  die  Normalen  zur  Epicykloide  in  den- 
jenigen Punkten  gezogen  hätten,  in  denen  sie  von  Geraden,  die  durch 
den  Punkt  (x^  y)  gehen,  berührt  wird,  so  wird  der  Winkel  cp  der 
Gleichung  (23)  genügen;  wenn  wir  demnach  cp  aus  den  Gleichungen 
(23)  und  (25)  eliminieren,  so  werden  wir  die  Tangential-Gleichung 
einer  Kurve  erhalten,  die  alle  jene  Normalen  zu  ihren  Tangenten  hat. 
Nun  liefern  die  Gleichungen  (25) 


u^  -\^  v^ 


aufserdem    erhält    man    durch   Einsetzen    der    durch    (25)    gegebenen 
Werte  von  sin^  ^"!"  ^^  und   cos'^ — ~l         in  die  Gleichung  (23) 


2 
2(2n+l)    . 

uy  —  vx  =  —7 — -~-  tg- 


infinitesimale  (Mathesis  VII,  1887)  und  Sur  deux  classes  remargiiables  de  lignes 
planes  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  VII,  1883.  —  Dieselbe  Frage  wird  auch  von  Dieu, 
Note  sur  les  hypocyclo'ides  (Nouv.  Ann.  XIX,  1860)  und  von  Henning  im  §.  1 
des  Beitrag  zur  Theorie  der  ebenen  Boaletten  (Crelle's  Journ.  LXV,  1866)  be- 
handelt. 
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und  durch.  Elimination  von  (p  aus  diesen  beiden  letzteren 

(.„_,„).=(?i±i)%.(..+..)-(ij^)'. 

Da  diese  Gleichung  vom  zweiten  Grade  in  u  und  v  ist^  so  kann  man 
mit  C.  Juel^)  den  Schlufs  ziehen:  Die  Normalen  einer  Epi-  oder  Hypo- 
cykloide  in  den  Punkten,  in  welchen  sie  von  Geraden  eines  Strahlen- 
l)üschels  berührt  wird,  sind  Tangenten  eines  Kegelschnittes.    Nun 

wollen  wir  noch  bemerken^  dafs  die  Polare  des  Punktes  (g?)  der  ge- 
meinen Epicykloide   (3  J    in   Bezug   auf   den   Kreis   x^  -{-  y^  =  P  als 

Gleichung  hat  r,^   ,     ,  B  +  r    i 

x\[li-\-r)  cos  g)  —  r  cos  — J —  q) 

-{-  yUR-^-r)  sin  9  —  r  sin  — ~—  (p\  =  P. 

Differenzieren  wir  diese  nach  (p  und  kombinieren  das  Resultat  mit 
der  ursprünglichen  Gleichung^  so  finden  wir 

7.   •    B  +  2r  ,„        B  +  2r 

P  sm ' qp  P  cos  — ;^ cp 

2r      ^  2r      ^ 


als  Gleichungen  für  die  Darstellung  der  Polarreziproken  jener  Epi- 
cykloide in  Bezug  auf  diesen  Kreis.  Führen  wir  nun  ein  Polar- 
koordinatensystem eiu;  dessen  Axe  mit  der  y-Axe  zusammenfällt,  indem 

wir  — ~-^ —  cp  =  — CO  setzen  und  den  Quotienten  ^  mit  n  be- 
zeichnen, so  können  die  obigen  beiden  Gleichungen  durch  die  folgende 
ersetzt  werden  p  ^ 

^  ""  (2n+l)B  ".        m       ' 
^        '     ^        sm- — -r— - 

2n-{-l 

da  diese  eine  uns  schon  bekannte  Kurve  darstellt  (vgl.  Nr.  137),  so 
schliefsen  wir:  Die  Polarreziproke  einer  Epi-  oder  Hypocykloide  in 
Bezug  auf  einen  mit  dem  Basiskreise  konzentrischen  Kreis  ist  eine 
Ährenkurve  ^). 

Benutzen  wir  die  Gleichungen  (23),  so  sehen  wir,  dafs  das  vom 
Mittelpunkte  des  Basiskreises  auf  die  Tangente  gefällte  Lot  dargestellt 
wird  durch  die  Gleichung 

X  COS  ^ ^ — ~  -f-  y  sm  ^ '         =  0 , 

daher  sind  die  Koordinaten  des  Fufspunktes  jenes  Lotes 

X  =      ^'     r  sm  Y  •  sm ' ^— ^ ;      y  ==  — ' — ^—^  r  sm y  •  cos  ^^ ^-^ ; 


1)  Intermediaire  I,  1894,  S.  22  u.  243;  II,  1895,  S.  208. 

2)  S.  Jefabek,  Gow'bes  polaires  reciproques  des  epicydo'ides  et  hypocycloides 
(Mathesis,  2.  Ser.  IX,  1899). 
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führen  wir  auch  hier  Polarkoordinaten  ein,  indem  wir  q  =  yx^  -f-  y^  j 
— T        =  ^   setzen,  so   erkennen  wir,   dafs  der  Ort  des   genannten 

Pnfspnnktes  als  Gleichung  hat 

2n  +  l  CO 

9  =  ^ ^  cos r— -  , 

und  folglich:   Die  Fufspunktkurve  einer  gemeinen  Epi-  oder  Hypo- 
cykloide  in  Bezug  auf  das  Centrum  des  Basiskreises  ist  eineßhodonee^). 

Die  oben  dargelegten  Sätze  ^)  zeigen,  wie  bemerkenswert  gerade 
die  Epi-  und  Hypocykloiden  sind,  bei  denen  li  =  r  ist.  Es  giebt  jedoch 
noch  einen  anderen  speziellen  Wert  von  Ä,  der  besonders  vermerkt 
zu  werden  verdient,  nämlich  ä  =  jB  — r;  in  diesem  Falle  werden  die 
Gleichungen  (3J  zu 

;z)=  (i?-r)[cos  cp  +  cos^-^  g?)] ,    y  =  {B~r)\^mcp  -  sin(|-=^  9)] , 

oder  auch 

x  =  2{R~r)Gos~^'GOs'- — ^^,     ^  =  2(.R-r)  cos-^-sm^     2r 

Nun  folgt  aus  diesen 

^=tg^!l=^,       y^?  +  ?  =  2(i?-r)cos|^; 


wenn  wir  daher  Polarkoordinaten  einführen,  indem  wir 


09  =  arc  tg  I ,        ^  =  y¥+f 

setzen,  so  bekommen  wir 

(2r  —  B)(p  ^.^y        V         B(p 

^  =^        2r       ^        ^  =  2 (i?  —  r)  cos  ^  , 

und  nach  Elimination  von  cp 

Da  diese  Gleichung  eine  allgemeine  Rhodonee  (vgl.  Nr.  134:)  darstellt, 
so  ist  bewiesen:  Jede  Rhodonee  kann  durch  Bollen  eines  Kreises 
auf  einem  anderen  festen  Kreise  erzeugt  werden,  indem  man  sie  ent- 
weder als  Epicykloide  oder  als  Hypocykloide  betrachten  kann;  es  ist 
dies  eine  wichtige  Thatsache,  die  1752  von  G.  B.  Suardi  empirisch 
bemerkt^),  1844  von  Luigi  Ridolfi^)  bewiesen  und  20  Jahre  darauf 


1)  Bellavitis,  Sulla  derivazione  delle  curve  (Annali  di  Tortolini,  III,  1852); 
Böklen,  Einige  geometrische  Sätze  üher  Kurven  (Zeitsclirift  f.  Math.  III,  1855). 

2)  Denselben  kann  man  noch  folgenden  hinzufügen;  „Ptollt  eine  gemeine 
Epi-  oder  Hypocykloide  auf  einer  geraden  Linie,  so  beschreibt  deren  Mittel- 
punkt eine  Ellipse"  (G.  Bellermann,  Ueher  Bouletten^  tvelcJie  entstehen^  loenn 
eine  Cylüoide  auf  einer  anderen  rollte  Berlin  1892,  S.  14). 

3)  Nuovi  strumenti  per  la  descrizione  di  diverse  curve  antiche  e  moderne ,  e 
di  molte  altre  (Brescia  1752). 

4)  S.  die  Note  1,  S.  480  citierte  Schrift,  S.  11. 


496  VI.  Abschnitt:  Transs cendente  Kurven. 

von  Durege^)  wieder  aufgefunden  wurde,  sowie  später  nocli  von 
neuem  durch.  E.  W.  Hyde^). 

308,  Alle  unsere  bisherigen  Betrachtungen  bestehen  zu  Recht, 
welches  auch  der  Wert  des  Modulus  sein  möge;  wenn  man  jedoch 
über  den  Wert  desselben  gewisse  Annahmen  macht,  gelangt  man  zu 
neuen  Eigenschaften  der  Epi-  und  Hypocykloiden.  Beachten  wir  zu- 
nächst, dafs  aus  (SJ  sich  ergiebt 

Wenn  nun  der  Modulus  rational  ist,  so  wird  — -^-—  ein  Bruch  sein, 
der  soweit  als  möglich  gekürzt  mit  —  bezeichnet  werden  kann  {p~>g). 

Setzt  man  nun  e'>=A^,  x-\-iy  =  ^^  x  —  iy  =  'yj^  so  werden  die 
vorigen  Gleichungen 

|  =  (i?  +  r)A^— Ar,     ^  =  (i?  +  r)2-^  — ÄA-^==^^±^^J^^^    (26) 

diese  neue  parametrische  Darstellung  zeigt,  dafs  man  in  diesem  Falle 
es  mit  einer  algebraischen  Kurve  von  der  Ordnung  2p  zu  thun  hat; 
demnach:  Alle  Epi-  und  Hypocykloiden  mit  'rationalem  Modulus  sind 
algebraische  Kurven.  Jene  parametrische  Darstellung,  die  analog  zu 
derjenigen  ist,  der  wir  bei  der  Untersuchung  der  Lissajous'schen  Kurven 
begegnet  sind  (s.  Nr.  l'J'S),  erweist  sich  als  vortrefflich  zur  Bestimmung 
der  Plücker 'sehen  Charakteristiken  der  fraglichen  Kurven^). 

Wenn  wir,  was  noch  spezieller  ist,  annehmen,  dafs  n  eine  positive 
ganze  Zahl  sei,  so  kann  die  Gleichung  (23),  falls  x  und  y  als  ge- 
geben vorausgesetzt  werden,  dazu  dienen, "  die  Berührungspunkte  der 
(ßn-^  1)  Tangenten  zu  bestimmen,  die  man  vom  Punkte  (x,  y)  an  die 
Kurve  ziehen  kann.  Durch  Einführung  von  Polarkoordinaten  wird 
diese  Bestimmung  noch  erleichtert.  Setzen  wir  nämlich  x  =  q  cos  g3, 
y  =  p  sinca,  so  wird  die  Gleichung  (23)  zu 

.     /2^  +  l  \         2^4-1        .     op 

Q  sin(^~^— (p  -  03J  =  __r  smy. 

Setzen  wir  im  besonderen 

2,^+1 


1)  Üher  eine  besondere  Art  cyJcliseher  Curven  (Zeitschr.  f.  Math.  IX,  1864); 
daselbst  werden  die  Rhodoneen,  von  diesem  Standpunkte  betrachtet,  mit  dem 
Namen  sternförmige  Cykloiden  belegt. 

2)  FoUate  Curves  (The  Analyst  II,  1875). 

3)  S.  Roberts,  Note  on  the  PlücJcerian  Characteristics  of  Epi-  and  Hypo- 
troehoids  and  allied  Curves  (Proc.  of  the  L,  M.  S.  lY,  1873);  Elling  Holst, 
Ueler  algebraische  eyeloidische  Curven  (Lie's  Archiv.  VI^  1881);  F.  Morley,  On 
the  Epicycloid  (Amer.  Journ.  XIII^  1891). 
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dann  wird  die  letzte  Grleicliung 

sin  (— Y~  cp  —  G)j  =  sm  ^  ; 
dieser  wird  genügt^  wenn  man  setzt 

!!^9,_a3  =  ^  +  2Ä^     oder     =(2^  +  1)^  — -|; 

oder^  wenn  man  setzt 

ncp  —  CO  ==  2]c7t     oder     (n-^l)(p  —  co  ==  (2'k-\-l)7C  ^ 
d.  h.  wenn  man  nimmt 

gj  =  — ! oder     w  =  — -      ,   '         • 

Bei  der  ersteren  dieser  Formeln  wird  es  genügen^  dem  Ic  die  Werte 
0^1^2  .  ,.^  n  —  1  zu  erteilen,  bei  der  zweiten  die  Werte  0, 1, 2  . . . . ^; 
man  erhält  so  zwei  Gruppen,  die  eine  yon  n^  die  andere  von  n-\-l 
Tangenten  der  Epicjkloide,  jede  gebildet  von  einem  regulären  Büschel. 
Also:  Die  Tangenten  einer  Epi-  oder  Hypocykloide  mit  ganzzaMigem 
Modulus  n  laufen  zu  je  ti  und  je  n  -{- 1  in  einen  Punkt  eines 
Kreises  zusammen,  indem  sie  in  jedem  Punkte  desselben  ein  reguläres 
Büschel  bilden;  jener  Kreis  ist  mit  dem  Basiskreise  der  Kurve  kon- 
zentrisch, und  sein  Radius  steht  mit  dem  Radius  des  rollenden  Kreises 
im  Verhältnisse  {2n  -\-l)  :n,^)  Es  ist  dies  eine  bemerkenswerte  Ver- 
allgemeinerung einer  bekannten  Eigenschaft  der  dreispitzigen  Hypo- 
cykloide (s.  S.  152)  1). 

Unter  den  algebraischen  Epicykloiden  finden  sich  mehrere  uns 
schon  bekannte  Kurven,  die  wir  an  dieser  Stelle  aufzählen  wollen: 

7? 

I.  Es  sei  ^  =^ /^  =^ -g"  *  ^^^  Gleichungen  (3J  werden  dann: 
X  =  B  cos  (p  ^  y  ==  0  und  stellen  dann  den  mit  der  ^-Äxe  zusammen- 
fallenden Durchmesser  des  Basiskreises  dar;  daraus  folgt:  Wenn  ein 
Kreis  sich  so  bewegt,  dafs  er  immer  einen  anderen  vom  doppelten 
Radius  von  innen  berührt,  so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  der 
Peripherie  einen  Durchmesser  des  festen  Kreises.  Dieser  merk- 
würdige Satz,  der  sich  im  Traue  des  epicyclo'ides  von  de  la  Hire^) 
findet,  wurde  vielfach  diesem  Geometer  zugeschrieben;  er  wurde  je- 
doch, soviel  man  weifs,  schon  früher  bemerkt^),  nicht  blofs  in  einer 
Arbeit  von  Tacquet,  1651  gedruckt,  sowie  in  einer  von  Cardano, 
1572  gedruckt,  sondern  auch  in  dem  berühmten  Werke  von  Copernicus, 


1)  Dieser  elegante   Satz  ist  implicite  enthalten  in  einer  Abhandlung  von 
P.  Serret,  Sur  les  equilateres  d/oräre  quelconque  (Comptes  R.  CXI,  1895). 

2)  Mem.  de  VAcad.  des  Sciences  etc.  IX,  S.  254. 

3)  C.  Le  Paige,  8ha'  un  theoreme  aUrihue  ä  La  Hire  (Bibl.  math.  1887); 
M.  Curtze,   Ueher  einen  De  La  Hire  zugescMiebenen  Lehrsatz  (Das.  1888). 

Iioria,  Ebene  Kurven.  32 


498  VI.  Abschnitt:  Transscendente  Kurven. 

De  revoUitionibus  orbium  coelestimn,   das   bekanntlicli   1543  veröffent- 
liclit  wurde,  und  noch  früher  bei  Nasir  Eddin^). 

IL  Für  I^  =  2r  {h  belieWg)  werden  die  Gleichungen  (3J  zu 
X  ==  (r  -\-  h)  cos  cp,  y  ==  (r  —  h)  sincp^  und  stellen  eine  Ellipse  dar; 
auf  dieser  Beobachtung  beruht  die  Konstruktion  eines  besonderen 
Eilipsographen  ^). 

III.  Wenn  M^=^r,  werden  die  Gleichungen  (3^)  x  ==2r  QO^cp  — 
Ä  sin 2g?,  ^=2rsin^ — y^sin2g),  oder  auch 

X  —  h  =  2  cos  (f  '  (r  —  h  cos  cp)  ^       y  ==  2  siR(p(r  —  h  cos  9p) ; 
führen  wir  jetzt  Polarkoordinaten  ein,    indem  wir  x  —  h  =  q  cos  cü  , 
y  =  Q  '  siiKD  setzen,  so  erhalten  wir 

Q  =  2(r  —  h  cos  q))  ,       cj  =  cp  ^ 
somit  nach  Elimination  von  cp 

Q  ==  2(r  —  h  cos  co) , 
welches  (vgl.  S.  137)  eine  Pascal'sche  Schnecke  darstellt^).  Wenn  im 
besonderen  Ji  =  r,  so  sieht  man,  dafs  die  Kardioide  eine  spezielle 
Epicykloide  ist;  diese  Auffassung  der  Kardioide  stammt,  wenn  nicht 
von  einem  früheren,  von  G.  Gramer^)  her;  jedoch  die  spezielle  Epi- 
cykloide, die  dem  Falle  B  =  r  =  h  entspricht,  wurde  viel  früher, 
nämlich  1678  vom  Abt  de  Vaumesle^)  betrachtet;  es  waren  auch 
die  von  ihm  gemachten  Mitteilungen,  die  Huygens  veranlafsten,  sich 
mit  den  Epicykloiden  im  allgemeinen  zu  befassen^). 

IV.  Für  l^=s3i^,  h=^r  werden  die  Gleichungen  (3/,)  zu 
X  =  r(2  cos  90  +  cos 29p),       y  =  r(2  sing?  —  sin 2g)), 

und  stellen  (vgl.  S.  150)  die  dreispitzige  Hypocykloide  dar. 

V.  Für  H  —  Ar,  h  —  r  werden  (SJ 

X  =z  3r  cos 9?  4"  ^  cos 3g),       ^  =  3r  sing?  —  r  sin  3g?, 

oder  auch  —  =  4  cos^  g? ,       ^  =  —  4  sin^  g? , 

demnach  durch  Elimination  von  g? 

welches  eine  reguläre  Astroide  darstellt  (s.  S.  227)  '^). 

1)  Vgl.  P.  Tannery,  Becher  dies  sur  Vhistoire  de  Gastronomie  ancienne  (Paris 
1893)  S.  348—349. 

2)  Ridolfi,  a.  a.  0.   S.  25. 

3)  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geom.  der  höh.  eh.  Curven  (Leipzig  1873) 
S.  345. 

4)  Introduction  äVandlyse  des  lignes  courhes  algebriques  (ßeneye  1750)  S.431. 

5)  S.  den  Brief  an  Huygens  v.  29.  Okt.  und  19.  Nov.  1678,  sowie  31.  Juli 
1679  {Oeuvres  de  Huygens  VIII,  S.  117,  127,  189);  daselbst  werden  die  fraglichen 
Kurven  circulare  Cycloiden  genannt. 

6)  Oeuvres  de  Huygens  YIII,  S.  117,  Note  6. 

7)  Die  Bemerkung,   dafs   die  reguläre  Astroide   als   spezielle  Hypocykloide 
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Die  Epicykloiden  können  auch  zur  Teilung  eines  Winkels  in 
gleiche  Teile  benutzt  werden  ^)^  sie  finden  yielfache  Anwendung  in  der 
Kunst ^);  sowie  bei  physikalischen  Fragen^)  und  Problemen  der  Mecha- 
nik^), mit  denen  wir  uns  aber  nicht  aufhalten  wollen. 

209.  Nichts  hindert  uns  bei  der  Allgemeinheit  der  Definition  der 
Epi-  und  Hypocykloiden  anzunehmen^  dafs  der  Radius  entweder  des 
Basiskreises  oder  der  des  rollenden  Kreises  unendlich  grofs  sei^).  Im 
ersteren  Falle  kommen  wir  nämlich  auf  die  Cykloiden  zurück,  im 
zweiten  Falle  erhalten  wir  eine  neue  Kurve,  deren  Untersuchung  den 
Schlufs  dieses  Kapitels  ausmachen  wird. 

Wenn  der  erzeugende  Punkt  auf  der  bewegten  Geraden  liegt,  so 
ist  die  entstehende  Kurve  nichts  anderes  als  die  gewöhnliche  Kr  eis - 
evolvente^),  andernfalls  eine  verlängerte  oder  verkürzte  Evolvente, 
jenachdem  der  erzeugende  Punkt  auf  derselben  Seite  oder  auf  der 
entgegengesetzten  Seite  der  Geraden  liegt  wie  das  Centrum  des  Basis- 
kreises'^).  Die  Gleichungen  dieser  Evolventen  könnten  wir  durch  einen 
Grenzübergang  aus  den  früheren  Gleichungen  (3^)  erhalten^);  wir  ziehen 
es  jedoch  vor,  sie  direkt  zu  entwickeln.  Wir  werden  annehmen,  dafs 
der  erzeugende  Punkt  von  einer    solchen  Lage  P  ausgehe,    dafs  die 


angesehen  werden  kann,   scheint  zuerst  von  C.  Sturm  gemacht  zu  sein;   s.  die 
Question  39  der  Nouv.  Ann.  gelöst  1843  von  Breton  (de  Champ). 

1)  Eidolfi,  a.  a.  0.  S.  13 — 17;  van  Leeuwen,  Nieuw  Arch.  voor  Wis- 
lunde,  VII,  1881;  Proctor,  o.  a.  0.  S.  246. 

2)  Poppe,  Ausführliche  Geschichte  der  Anwendung  aller  Jcrummen  Linien  etc. 
(Nürnberg  1802)  S.  124  u.  210. 

3)  Blumenthal,  Die  Beioegung  der  Ionen  heim  Zeemann^ sehen  Phänomen 
(Zeitschr,  für  Math.  XLV,  1900). 

4)  Schon  seit  Newtons  Zeiten  (s.  Principia,  Lib.  I,  Sect.  X)  war  es  bekannt, 
dafs  die  Epicykloiden  Probleme  des  Tautochronismus  im  resistenten  Medium 
lösten;  jedoch  das  allgemeinere  Problem  dieser  Art  ist  das  von  Häton  de  la 
Goupilliere  aufgestellte  in  der  Note:  Theoreme  sur  le  tautochronisme  des  epi- 
cycloides  quand  on  a  egard  au  frottement  (Liouvilles  Journ.  2.  Ser.  XIII,  1868). 

5)  Die  entstehenden  Kurven  werden  von  Reuleaux  (Verh.  des  Ver.  zur 
Bef.  des  Gewerhefl.  LV,  1876)  Orthocykloiden  resp.  Cykloorthoiden  genannt. 

6)  Diese  Kurve  —  von  der  De  La  Hire  in  seinem  Traite  des  roulettes 
spricht  (Mem.  de  l'Ac.  des  Sciences,  1706,  S.  369)  —  wurde  methodisch  behan- 
delt von  Diderot  in  der  Abh.  Examen  de  la  developpante  du  cercle,  welcher 
den  zweiten  Teil  seiner  Memoires  sur  differents  sujets  mathematiqiies  (Paris  1748) 
bildet. 

7)  Diese  Kurven  kommen  in  der  angewandten  Mathematik  bei  Fragen  aus 
der  Mechanik  vor,  z.  B,  bei  der  Lösung  folgender  Aufgabe:  „Eine  Ebene  dreht 
sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe,  Einer 
ihrer  Punkte  bewegt  sich  infolge  eines  anfänglich  erhaltenen  Anstofses  der  Träg- 
heit gemäfs;  seine  Bahn  aufzufinden."  (Roth,  TJeher  die  Bahn  eines  freien  Teil- 
chens auf  einer  sich  gleiehmäfsig  drehenden  Scheibe^  ßepertorium  der  Physik  XXII, 
1886). 

8)  Für  die  gewöhnlichen  Kreis evolventen  s.  m.  z.  B.  Serret,  Calcul  diffe- 
rentiel,  IL  Aufl.  (Paris  1879)  S.  356. 

32* 


500  VI.  Abschnitt:  Transscendente  Kurven. 

Verbindungslinie  mit  dem  Centrum  0  des  festen  Kreises  auf  der  zu- 
gehörigen Lage  g  der  bewegten  Geraden  senkrecht  steht.  Als  An- 
fangspunkt nehmen  wir  0,  als  ^-Axe  die  Gerade  OP  (Taf.  XV^ 
Fig.  121).  Der  Radius  des  gegebenen  Kreises  sei  a;  der  Endpunkt 
des  Radius  heifse  Ä^  und  es  sei  der  Abstand  ^P  =  Ä.  Ist  nun  g' 
eine  andere  beliebige  Lage  der  bewegten  Geraden,  JB  ihr  Berührungs- 
punkt, so  wird,  wenn  BÄ'  gleich  dem  Bogen  BA  ist,  Ä'  ein  Punkt 
der  gewöhnlichen  Kreisevolvente  sein;  errichten  wir  nun  auf  g'  in  Ä' 
das  Lot  Ä'P'==h,  so  wird  P'  ein  Punkt  der  durch  P  erzeugten 
Evolvente  sein.     Wir  setzen  jetzt 

dann  haben  wir 

a((p  -{-ifj)  =yQ^ — a^,       a  =  ^cosi/^, 


oder  g  = ,  od  == ib  , 

^  cos  1})  ^  ^  a  ^  ^ 

oder  auch  o  = ,  cp  = ~  —  ib (1) 

^  cos  1p  ^  ^  a  ^  ^  ^ 

Diese  Gleichungen  können  als  eine  parametrische  Darstellung  der  ge- 
wöhnlichen Kreisevolvente  angesehen  werden;  durch  Elimination  des 
Hilf s winkeis  ip  bekommt  man  ihre  Polar gleichung: 


(p  =  -^-^ arc  cos  —  •  ^) (2) 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  |  und  t]   die  Koordinaten  des  Punktes  J.', 
nämlich  die  Produkte   ^  cos  9?   und   ^  sin  90 ,  so  ergeben  die  GL  (1) 

I  =  a  cos  (tg  ifj)  -{-  a  ig  iIj  '  sin  (tg  f)  , 
7j  =  a  ^m  (tg  ^)  ■ —  aigifj'  cos  (tg  ^) , 

und  wenn  wir  setzen  tg^  =  cd, (3) 

i,  =  a  cos  CO  -\-  aco  sincD  ^         rj  ==  a  sincD  —  acj  cos  co  . 

Weil  nun   die   Strecke  Ä'P'  parallel  zum  Radius   OB  ist,   so   haben 
wir,  wenn  x^y  die  Koordinaten  von  P'  sind 

X  =  ^  -}-  h  cos  (9  -|-  1/^) ,         y  ==  1]  -\-  h  sin  (g)  -f-  ^)  ? 

aufserdem  ist  wegen  (1)  und  (3) 

^-j-^  =  tg^  =  G3, 

daher  ist  schliefslich 
X  =  (a-{-  h)  cos  CO  -)-  (X CD  sin  ca ,       y  ==  (^a-{-h)  sin  co  —  aco  cos  co  .  (4) 

1)  Beachten  wir,  dafs  die  Gl.  (8)  S.  432  wie  folgt  geschrieben  werden  kann 

G)  =  —         ., arc  cos  —  , 

a         0  Q  ' 

so  folgt  daraus   die  Beziehung  zwischen  den  von  Clairaut  a.  0.  betrachteten 
Kurven  und  den  Kreisevolventen, 
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die  analytisclie  Darstellung  aller  Kreisevolyenten.  Wir  wollen  aus  ilir 
einige  Folgerungen  ziehen.     Zunächst  ergiebt  sicli 

|^  =  ypT^w    (5) 

und  somitj  wenn  Ä  =j=  0  ^ 

,_iyF+Ä^  +  ^log^^iJ^^^  +  C^^«^^^^        (6) 

ist  dagegen  h  =  0  und  nimmt  man  als  Anfangspunkt  des  Bogens  den- 
jenigen^ für  welchen  co  ==  0  ist,  so  bekommt  man 

s  =  —acD^ (6') 

Beachten  wir  ferner,  dafs 

dx  .  dy  , 

— —  =  a  sm.(D  —  y ,        -~-  =  —  a  cos  (o  -\-  x  ^ 

dco  ^  ^  dca  '        ^ 

d^  CO  d^  i( 

so  erhalten  wir  für  den  Krümmungsradius  i?,  wenn  /^  =j==  0 , 

und  wenn  Ä  =  0  JR=^aco (7') 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7),  indem  sie  B  und  s  in  Funktionen  des 
Parameters  (o  liefern,  genügen  zur  analytischen  Darstellung  der  Kurve 
in  natürlichen  Koordinaten;  eliminiert  man  z.  B.  aus  (6')  und  (7')  cd, 
so  erhält  man  B'  =  2as, (8) 

welches  die  natürliche  Gleichung  der  gewöhnlichen  Kreisevolvente  ist  ^), 
sie  zeigt,  dafs  die  betreffende  Kurve  zur  Klasse  der  in  Nr.  192  be- 
zeichneten Kurven  gehört,  ferner  beweist  sie:  Rollt  eine  gewöhnliclie 
Kreisevolvente  auf  einer  Geraden,  so  ist  der  Ort  der  Krümmungs- 
centren  für  die  aufeinander  folgenden  Berührungspunkte  mit  der 
Geraden  eine  ParabeP).    Beachten  wir  auch,  dafs,  wenn  s  der  Kon- 

ds 
tingenzwinkel  ist,  im  allgemeinen  Falle  ^  =  JR,  und  im  vorliegenden 

Falle   B  ==  y2a$   ist;    folglich    ist   hier   -—=  =  ')/2a-  dsi,    integriert: 

. y^ 

1)  Ampere,  Memoire  sur  les  avantages  qu'on  peut  tirer  dam  la  theorie  des 
courhes  de  la  consideration  des  paraholes  osculatrices  (Journ.  de  l'Ec.  polyt.  XIV 
Cah.  1808). 

2)  Mannheim,  Becherches  geometriques  etc.  (Liouvilles  Journ.  2.  Ser.  lY, 
1859)  S.  97.  Ein  ähnliclier  Satz  wurde  später  von  G.  Bellermann  (Ueber  Bou- 
letten,  welche  entstehen,  wenn  eine  CyJcloide  auf  einer  anderen  rollt,  Berlin  1892, 
S.  17—18)  angegeben;  er  lautet:  Rollt  die  Evolvente  eines  Kreises  auf  einer 
Geraden,  so  l)eSchreil)t  ihr  Mittelpunkt  eine  Parahel;  rollt  sie  alber  auf  einer  ilir 
kongruenten  Kurve,  so  dafs  sich  die  entsprechenden  Punkte  einander  herühren, 
so  heschreiht  der  Mittelpunkt  des  Kreises  eine  archimedische  Spirale. 
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2s  =  a8'^,  welche  Gleichung  analog  der  kanonischen  Form  der  Parabel 
ist:  daraus  erklärt  sich  der  Name  parabola  originaria  augularis^ 
der  von  Krause  zur  Bezeichnung  der  vorliegenden  Kurve  angewendet 
wurde ^).  —  Eine  ganz  ähnlich  wie  auf  S.  487 — 89  ausgeführte  Rechnung 
führt  zu  dem  Satze:  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  an 
die  gewöhnliche  Kreisevolvente  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer 
Pascarschen  Schnecke;  jede  gewöhnliche  Kreisevolvente  gehört  daher 
einem  System  mit  den  Charakteristiken  ^  =  v  =  2  an. 

Die  Quadratur  der  gewöhnlichen  Kreisevolvente  liefert  einen  ele- 
ganten von  Mannheim^)  entdeckten  Satz.  Um  diesen  darzulegen 
bezeichnen  wir  mit  S  den  Inhalt  des  Dreieckes^  welches  die  Kreis- 
tangente jTJf;  den  Kreisbogen  TÄ  und  den  Evolventenbogen  AM  zu 
Seiten  hat  (Taf.  XV^  Fig.  122);  aus  Gleichung  (1)  ergiebt  sich  nun 

Sektor  OÄM=^  Cq^-cIcp  =  ~  ß^  (-\-  —  l)=^  tg^^. 

Ist  nun  N  der  Schnittpunkt  von  OM  mit  dem  Kreise^  so  ist 

Sektor  OÄN  =  ^a\  =  ~  (tg  t  —  ijj),       Sektor  TON=~i^'^ 

Dreieck   OTM  =  i  a  •  6^(99  +  ^)  =  y  tg  ^  . 
Da  nun  Z  =  Sekt.  OAM—  Sekt.  0 J.7\^  +  Dreieck  OTJf— Sekt.  TON 


a 


ist,  so  ist  ebenfalls  Z  =  ~  tg^ilj . 


a^ 


Nun  ist  wegen  (6')  Bogen  ÄM=  y  ^g^t? 

daher  ^  =  j  Bogen  AT  •  Bogen  AM-^ 

diese  Gleichung  besagt:  Die  zwischen  dem  Kreisbogen,  dem  ent- 
sprechenden Evolventenbogen  und  der  zugehörigen  Tangente  des 
ersteren  gelegene  Fläche  ist  gleich  einem  Drittel  des  Produktes  aus 
der  Länge  jener  beiden  Bogen. 

Zwischen  der  gewöhnlichen  Kreisevolvente  und  anderen  uns  schon 
bekannten  Kurven  bestehen  Beziehungen,  die  wir  nicht  gänzlich  mit 
Stillschweigen  übergehen  können. 

a)  Da  im  allgemeinen  arc  cos  00  =  — arc  sin  x ,  so  wird,  wenn 

wir   -^  -\-  (p  =  (D  setzen,  die  Gleichung  (2)  zu 


(D  =  ^^ [-  arc  sin  — •       (2') 

Wir  wollen  diese  benutzen,  um  die  Fufspunktkurve  der  Evolvente  ab- 
zuleiten.    Es   seien  (Taf.  XV,  Fig.  122)   ^-^,  m^    die   Koordinaten    des 


1)  Novae  theoriae  Unearum  curvanim  (München  1835),  S.  79. 

2)  S.  die  in  obiger  Note  citierte  Abb.  S.  98. 
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Fufspunktes  F  des  vom  Pole  auf  die  Tangente  in  M{qj  cd)  gefällten 
Lotes;  nennen  wir  den  Winkel  OMF  ii,  so  haben  wir 

^  +  ^i  =  Y  — i^?       ^i  =  ^sin/i,       sm^  =  i^ , 

daher 


Vq' 


cos  (ca  —  03^)  =  sin  /i  =  -^-^ ,         q^  =  ]/^^  — 


a\ 


CO  —  ca.  =  arc  cos  -^-^ =  arc  sm  —  • 

1  (>  Q 

Daraus  folgt  in  Verbindung  mit  (2')^  dafs 

G9j_  =  — ^       oder     Q^=ac3^^ (9) 

welches  eine  Archimedische  Spirale  darstellt.  Also:  Die  Fufspunkt- 
kurve  der  Evolvente  eines  Kreises  in  Bezug  auf  dessen  Centrum  ist 
eine  Archimedische  Spirale^). 

h)  Man  beschreibe  einen  Kreis  um  0  mit  dem  Radius  ?,  auf  der 
Geraden  OF  nehme  man  den  Punkt  P((d\q')  derart^  dafs  OF-  OF  =  V, 
so  ist  der  Punkt  P  der  Pol  der  Tangente  MF  in  Bezug  auf  diesen 
Kreis,  und  der  Ort  von  P  ist  die  Polarreziproke  der  betrachteten 
Evolvente;  da  nun  (o  =  cd^,  Q'9i=  ^^  ^^  wird  die  Gleichung  (9)  zu 

~T  =  aco'       oder    q  (d'  =  — , 

welches  eine  hyperbolische  Spirale  darstellt  Demnach:  Die  Polar- 
reziproke  der  Evolvente  eines  Kreises  in  Bezug  auf  einen  konzen- 
trischen ist  eine  hyperbolische  Spirale^). 

c)  Wir  betrachten  schliefslich  die  durch  folgende  Gleichungen 
dargestellte  Cylinder-Schraubenlinie : 

x==rQO^(p,       y  =  r  sincp y       z^^Jicp] 
die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente  ist 

X  —  r  cos  g?         y  —  r  sin  g?  z  —  hq) 

—  r  sin  g?  r  cos  9  h 

Setzen  wie  darin  ^==0^  so  erhalten  wir 

X  =  r  (cos  cp  -\-  cp  ^in  cp)  j       y  =  r  (sin  cp  —  q)  cos  cp) . 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  (4)^  so  schliefsen  wir:  Die  Schnitt- 
linie einer  abwickelbaren  Schraubenfläche  mit  der  Orundebene  ist 
eine  gewöhnliche  Kreisevolvente  ^). 


1)  Clairaut,  Mem.  de  VAc.  des  Sciences  de  Paris,  1740.  S.  auch  La  Gour- 
nerie,  Traite  de  geometrie  descriptive,  Art.  990. 

2)  Neuberg,  Nouv.  Corr.  math.  VI,  1880.  —  Eine  andere  minder  wichtige 
Beziehung  zwischen  diesen  beiden  Kurven  ist  in  der  Abh.  von  Schiffner  dar- 
gestellt, Üeher  die  Tangenten  der  hyperbolischen  Spirale  (Archiv  der  Math.  LXVL 
1881). 

3)  Monge,  Geometrie  descriptive  (Paris,  An  VII)  S.  112. 
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Zehntes  Kapitel. 

Die  Pseudocykloiden. 

310.  Wir  nelinierL  wieder  die  Gleichungen  (3^^)  ans  Nr.  204  und 
wollen  nntersnchen,  ob  sie  auch  dann  eine  reelle  Kurve  darstellen 
können,  wenn  die  in  ihnen  auftretenden  Konstanten  B>,r^h  nicht  alle 
reell  sind^).     Wir  setzen  daher  zur  Verallgemeinerung 

B=  B^  +  iB^^      r  =  r^-\-  ir^ ,      h  ==  \  +  i\y      9  =  (^i  +  iQ^)(^y 

wo   die  J?i,  i?2; ^2  i'^^U^  Konstanten   sind.     Der  Kürze  wegen 

wollen  wir  ferner  setzen 

Die  angezogenen  Gleichungen  werden  dann 

^  =  (<^i  +  id^)  ^ös  {Qi  +  ^^2)^  +  (^1  +  ^^^2)  Gös  (<^i  +  i^^)^)  1        ... 

^  =  ((^^  -f.  id^)  sin  {q^  +  ^'^2)^  +  (^1  +  ^^2)  si^  (^'i  +  i^^^o  I 
Damit  x  und  y  für  alle  reellen  Werte  von  (o  reell  seien,  müssen  die 
eingeführten    Konstanten    gewissen    Bedingungsgleichungen    genügen, 
und  eine  nicht  schwierige  Diskussion  zeigt  uns,  dafs  dies  nur  in  fol- 
genden beiden  Fällen  eintritt: 

I     ^2  =  ^2=^2  =  ^2  =  0. 
IL    d^  =  \^     d^  =  ^2,     Q^=  —  ^^^     ^2  =  ^2  •   •     •     (2) 

Man  erkennt  alsbald,  dafs  im  ersten  Falle  rg  =  0,  JSg  ===  0  und  des- 
halb verschwindet  in  den  Gleichungen  (1)  jede  Spur  des  Imaginären, 
sie  gehen  daher  auf  die  Gleichung  (3  J  in  Nr.  304  zurück,  weshalb 
die  entsprechende  Kurve  eine  gewöhnliche  Hypocykloide  ist. 

Im  zweiten  Falle  hat  man  d-^  —  id^=  \  +  i\y  (3^  -j-  i(?2  == 
—  {.Qi  —  ^^2)^  ^^^  ^i®  Gleichungen  (1)  werden  dann  zu 

X  ==2d-^  cos  Q^ CO  •  So§  Q^G)  -{-  2d^  sin  q^ cd  •  @tn  ^2 ^  \  /o\ 

y  =  2d-^  sin  q^  co  •  föo§  ^2  ^  —  ^  ^2  ^^^  ^1  ^  *  ®^^  ^2  ^  ^ 
Da  die  so  dargestellten  reellen  Kurven  durch  Rollen  eines  komplexen 
Kreises  auf  einem  ebensolchen  Kreise  erzeugt  werden,  so  wurden  sie 
von  E.  Cesäro  und  E.  Wölffing  Pseudocykloiden  oder  Pseudo- 
trochoiden  genannt. 
Da  im  allgemeinen 
_  {d^  ^\'+  ^2  ^'2)  ^1  +  (^1  ^'2  •-  ^h  ^\)  ^2         ^  __  —  {c\  1\  —  d^  r, )  Q^  4-  {d^  7\  +  d^  r^) 

1)  Betreffs  des  Folgenden  s.  die  wichtige  Abb.  von  E.  Wölffing,  Ueher 
Fseudotrochoiden  (Zeitschrift  f.  Math.  XLIV,  1899),  woselbst  sich  auch  voll 
ständige  bibliographische  Notizen  finden. 
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und  da  wegen  (2)    ^^  =  —  q^,    ^2=  (^2?    ®^  findet  man 


^1  (n<^l  +  ^2^2  +  ^1^  +  ^2^)  +  ^2(^1^2  —  ^2^1)  =  0; 


(4) 


—  pi(^i^2  —  ^2^1)  +  Q2  iri^i  +  ^2^2  —  ^1  +  ^2^)  =  0 

demnach  durch  Elimination  yon  ^^  und  ^2 

d,'  +  rf^^  =  r,'  +  r,' (5) 

oder  auch  R^^ -\- B^^  —  2B^r^  —  2B^r^  =  0 (5^ 


Nun  stellt  yd-^  -\-  d^  dafs  Mals  für  den  Abstand  des  Mittelpunktes 
des  beweglichen  Kreises  vom  Mittelpunkte  des  festen  dar,  während 
■j/^^2  _j_  ^^2  (jg^g  M.2l%  für  den  Radius  des  ersteren  ist;  folglich:  Damit 
ein  komplexer  Kreis  durch  Rollen  auf  einem  anderen  eine  reelle 
Pseudocykloide  erzeuge,  mufs  der  absolute  Wert  seines  Radius  gleich 
dem  absoluten  Werte  des  Abstandes  seines  Mittelpunktes  von  dem 
des  Basiskreises  sein. 

Die  Gleichungen  (3)  lassen  sich  ein  wenig  anders  schreiben.    Setzt 

man  nämlich  /i=  — ,  so  geben  die  Gleichungen  (4)  und  (5) 


n 


B,-^r^  2r,-B, 


(6) 


und^  wenn  man  noch  statt  cd  den  Winkel  d'  =  q^cj  einführt^  bekommt 

^^^'  x==2(B,  —  r^)Gosd^'(io^^^-{~2(B^  —  r^)smd^'(Bin^d^]^         .^. 

^  =  2 (El  —  r^)  sin  ^ .  (Sog /i'9^  —  2 (JRg  —  ^2)  cos 'O' .  ©in /i^ ) 

wo  p  durch  die  Gleichimg  (6)  bestimmt  ist. 

Jedem  die  Gleichung  (5')  befriedigenden  Quadrupel  der  Werte 
B^,  B^^r^^r^  entspricht  demnach  eine  Pseudocykloide;  daher  giebt  es 
oü^  yerschiedene  Pseudocykloiden^  von  denen  00^  yon  verschiedener 
Gestalt  sind.  —  Ebenso  wie  unter  den  Cykloiden  diejenigen  bemerkens- 
wert sind;  bei  denen  der  erzeugende  Punkt  auf  der  Peripherie  des 
rollenden  Kreises  liegt^  so  verdienen  auch  unter  den  Pseudocykloiden 
diejenigen  eine  besondere  Beachtung,  bei  denen  /^  =  +  ^-  Nehmen 
wir  zunächst  h  =  r^  so  liefern  die  Gleichungen  (2)  B-^_=  2r^^  JJ^  =  0; 

daher  ist  B  =  B^,  ^  =  -^  +  ^^27  ^^®  Kurve  wird  erzeugt  durch 
Rollen  eines  komplexen  Kreises  auf  einem  reellen;  sie  heifsen  Para- 
cykloiden^)  und  haben  zur  Gleichung 

r^  =  2^1  cos'^  (So^/iö'  —  2^2  sin '^  ©tttiLtO'l  ^    .  r 

^  ^,  >  ,    wobei  ii=  —  ~-    (8) 

i/  =  2^1  sin'0'©og/i^ -f  2r2  cos^StttiLt'O'J  '  ^2      ^  -^ 

Setzen  wir  hingegen  A  -f-  r  ==  0,  so  ergeben  die  Gleichungen  (2)  B^  =  0; 

1)  R.  de  Sanssiire,  Sur  la  gener ation  des  courhes  par  roulement  (Diss. 
Geneve  1895)  S.  41 — 56;  Note  sur  les  lignes.  cycloidales  (Amer.  Journ.  XVIII,  1895). 
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i?2  =  2^2  5  daher  ist  B  =  iR^  und  r  =  r^  +  — ;  die  Kurven  werden 

erzeugt  durch  Rollen  eines  Kreises  mit  komplexem  Radius  auf  einem 
festen  mit  rein  imaginärem  Radius;  sie  heifsen  Hypercykloiden^) 
und  haben  zur  Gleichung 

x  =  —  2r.  cos  x^  Sog  11%"  +  2^2  sin  '0'  @in  ^ix^]  ^    .  i-         .„. 

r^  r.  ^.  r  >  wobei  it==-   .  (9) 

^  =  —  2ri  sm  '0'  (Sog  /i'O'  —  2^2  cos  0-  @m  i^'^  j  ^i 

211.  Die  Pseudocykloiden  erfreuen  sich  vieler  Eigenschaften^ 
die  ähnlich  denen  der  Epicykloiden^  z.  B.  sind  sie  vermittelst  ellip- 
tischer Integrale  rektifizierbar  ^).  Die  Paracykloiden  und  Hypercykloiden 
besitzen   jedoch   noch   weitere    der  Erwähnung   werte   Eigenschaften. 

So  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (8)  und  (9)  als  Ausdruck  für 
den  Bogen  s  und  den  Krümmungsradius  Sl 

Durch  Elimination  von  d^  ergiebt  sich 

©-©=(^=^^)' « 

es  ist  dies  die  natürliche  Gleichung  der  Paracykloiden  sowohl  wie 
der  Hypercykloiden-,  sie  sagt  aus:  Rollt  eine  Para-  oder  Hypercykloide 
auf  einer  Geraden,  so  ist  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  für 
die  aufeinander  folgenden  Berührungspunkte  eine  Hyperbel.  Ver- 
gleichen wir  die  Gleichung  (10)  mit  der  in  Nr.  206  gefundenen  natür- 
lichen Gleichung  der  Epicykloiden,  so  können  wir  sagen:  <^^  ^=  as^  + 
bs  -^  e  ist  die  natürliche  Gleichung  einer  Epicykloide,  wenn  a<(ij 
dagegen  die  einer  Para-  oder  Hypercykloide,  wenn  a>Q^). 

Noch  eine  weitere  Folgerung  verdient  hervorgehoben  zu  werden. 
Es  sei  ^2        s'  _  -j 

~^  ~'¥~~ 

die  natürliche  Gleichung  einer  Para-  oder  Hypercykloide.  Setzen  wir, 
was  ja  gestattet  ist, 

M  ==  a  sec  A ,       8  ==  &  tg  A , 

wo  X  ein  Parameter  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  c/l^  und  s^  den 
Krümmungsradius  und  Bogen  der  Evolute,   so   finden  wir  durch  An- 


1)  S.  die  vorhin  citierten  Aufsätze. 

2)  Um  dies  zu  beweisen,  kann  man  das  S.  489  dargestellte  Rechnungs- 
v erfahren  anwenden. 

3)  E.  Cesaro,  Sur  deux  classes  remarquables  des  lignes  planes  (Nouv.  Ann. 
de  Math.  3®  Ser.  VIII,  1888).  Vgl.  eine  von  demselben  im  Intermediaire  I,  1894 
(S.  153)  vorgelegte  Frage  und  die  Beantwortungen  von  C.  Juel  (II_,  S.  160), 
B.  de  Saussure  (das.  S.  356)  und  G.  Tarry  (das.  S.  390).  —  In  dem  ausge- 
schlossenen Falle  a  =  0 ,  bekommt  man  offenbar  eine  gewöhnliche  Kreisevolvente. 


©' 
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Wendung  eines  bekannten  Verfahrens  (vgl.  Nr.  351)  für  die  Dar- 
stellung der  Evolute  die  beiden  Gleichungen 

c/l^  =  -jT  tg  /l ;       s^  =  a  sec  X . 

Wenn  wir  nun  mit  c/l^  und  ^g  die  nämlichen  Elemente  der  zweiten 
Evolute  bezeichnen^  so  finden  wir  ähnlich 

^2  =|2sec>l,       52  =  y  tgyl; 

durch  Elimination  von  X  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  zweiten  Evolute 

^_  V 

Daraus  folgt:  So  wie  die  gewöhnlichen  Epicykloiden  Kurven  sind, 
die  ihrer  ersten  Evolute  ähnlich  sind,  so  sind  die  Para-  und  Hyper- 
cykloiden  Kurven,  die  ihrer  zweiten  Evolute  ähnlich  sind.  Somit 
erklärt  es  sich,  dafs  schon  Euler  auf  diese  Kurven  traf  im  Verlauf 
seiner  Untersuchungen  über  diejenigen  Kurven  beliebiger  Ordnung, 
die  ihrer  Evolute  ähnlich  sind^).  "* 

Andere  bemerkenswerte  spezielle  Pseudocykloiden  entstehen,  wenn 
man  J?2  "=  ^2  ^^^^  ^1  =  ^1  setzt.  Im  ersten  Falle  werden  die  Glei- 
chungen (7) 

x  =  2{B^—r^  cos'0''(£o§f6'9',         y  =  2(B^  — r^  sin '9'  ^d^ii^-^ 
gehen  wir  zu  Polarkoordinaten  über,  so  erhalten  wir 

welches  eine  Summenspirale  (Nr.  193)  darstellt.  Im  zweiten  Falle 
ergeben  dieselben  Gleichungen  (7) 

X  =  2(i?2  —  ^2)  si^'^  @tn/i^,        y  =  —  2(i?2  —  ^2)  ^^^^  ©ittiu.'O', 
und  gehen  wir  auch  hier  zu  Polarkoordinaten  über: 
Q  =  2{B^  —  ^2)  ©in ^x^, 

welches  eine  Differenzenspirale  (Nr.  193)  darstellt.  Somit  haben 
wir  zwei  Erzeugungsweisen  dieser  Kurven.  Bemerkt  werden  soll  noch, 
dafs  sie  sich  auch  als  Fufspunktkurve  der  Pseudocykloiden  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  des  festen  Kreises  ergeben;  dies  läfst  sich  durch 
ein  ähnliches  Verfahren  nachweisen,  wie  das,  durch  welches  wir  die- 
selbe zwischen  den  Epicykloiden  und  Rhodoneen  bestehende  Be- 
ziehung (in  Nr.  207)  nachgewiesen  haben;  ebenso  möge  nicht  un- 
erwähnt bleiben,  dafs  sie  sich  bei  gewissen  Problemen  des  Tauto- 
chronismus  vorfinden^). 


1)  Investigatio  curvarum  quae  evolutae  sui  similes  producunt  (Comm.  Petrop. 
XII,  1750,  S.  19—23)  und  Investigatio  curvarum y  quae  similes  sunt  suis  evolutis 
vel  primis  vel  secundis  vel  tertiis  vel  adeo  ordinis  cujuscumque  (Nova  Acta  Petrop. 
I,  1783,  S.  97—106). 

2)  Puiseux,  8ur  les  courbes  tautochrones  (Liouvüles  Journ.  IX,  1844), 
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Zum  Schlüsse  führen  wir  an,  dafs  die  Pseudocykloide  diejenige 
Kurve  ist,  welche  folgendes  Problem  löst:  ^,Eine  Kurve  rotiert  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe;  auf 
ihr  bewegt  sich  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  ein  Punkt  infolge 
eines  ursprünglich  erhaltenen  Antriebes;  seine  Bahn  zu  finden/^  Diese 
wird  nämlich  durch  die  beiden  Grleichungen 

x=Qe^^~~~^)\osi^('y  —  w)t  —  %]  +  Q^e     \      ^f   ^^^{(t +  '^)^— Xi]  ? 

y  =  ^e\^~'^r  sin  [{y  —w)t  —  x]  —  Q^e''^^     ^''  ^^^[{r +  ^v)t— x^]  , 

dargestellt,  wo  t  die  unabhängige  Variabele  (die  Zeit)  darstellt.  Es 
ist  leicht  nachzuweisen,  dafs  die  fragliche  Kurve  auch  erzeugt  werden 
kann  durch  einen  Punkt,  der  eine  logarithmische  Spirale  durchläuft, 
während  der  Pol  eine  andere  logarithmische  Spirale  beschreibt;  diese 
neue  Erzeugungsweise  veranlafste  Roth^),  diese  Kurve  als  Ephelix 
zu  bezeichnen,. 


Elftes  Kapitel. 

Die  Kurven  von  Delaimay  und  C.  Sturm  (Rollkurven  der  Ellipse). 

313.  Indem  wir  die  geradlinige  Basis  mit  dem  Kreise  vertauschten, 
kamen  wir  von  den  Cykloiden  zu  den  Epi-  und  Hypocykloiden;  nehmen 
wir  an  Stelle  dessen  eine  andere  Kurve  und  ersetzen  zugleich  den 
rollenden  Kreis  durch  eine  beliebige  andere  Kurve,  so  erhalten  wir 
Kurven,  die  von  den  Franzosen  und  Engländern  Rouletten  genannt 
werden,  und  die  wir  Trochoiden,  Radkurven  oder  Rollkurven 
nennen^).  Die  Betrachtung  derselben  geht  bis  in  das  17.  Jahrhundert 
zurück  (vgl.  die  von  Huygens  für  dieselben  gegebene  Konstruktion 
der  Normalen  auf  S.  484);  ihre  methodische  Untersuchung  geschah 
jedoch  erst  im  Anfange  des  folgenden  Jahrhunderts,  besonders  durch 
La  Hire'"^)  und  Nicole"^).     Man  kann  aufserdem  annehmen,   dafs  die 


1)  Ueher  die  Bahn  eines  freien  Teilchens  auf  einer  sich  gleichmäfsig  drehen- 
den Scheibe  (Repertorium  der  Physik,  XXIII,  1887). 

2)  Eine  andere  Verallgemeinerung  der  cyklischen  Kurven,  die  wir  nicht 
verfolgen  v^erden,  erhält  man,  wenn  man  mehrere  Kreise  betrachtet,  von  denen 
jeder  auf  dem  vorigen  rollt.  So  entstehen  die  höheren  Epicykel^  welche 
durch  Littrow  (JDisqiiisitiones  ad  theoriam  epicycJorum  pertinentes,  Mem.  de 
St.  Petersbourg,  5.  Ser.  VII,  1820)  und  Raabe  {Allgemeine  Theorie  der  EpicyMen, 
Grelles  Journ,  I,  1826)  erforscht  wurden.  Wenn  man  drei  Drehungen  hat,  so 
heifsen  die  entstehenden  Kurven  nach  Bellavitis  (Atti  dell'  Ist.  Veneto,  4.  Ser. 
II,  1873)  Epiepicykloide  oder  Hypoepicykloide. 

3)  Traite  des  roitlettes  (Mem.  de  l'Acad.  des  Sciences  MDCCVI,  Paris  1707). 

4)  Methode  generale  poiir  determiner  la  nature  des  courhes  formees  par  le 
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rollende  Kurve  niclit  einen  Punkt  ^  sondern  eine  andere  Kurve  mit 
sicli  führt^  und  dann  die  von  dieser  eingehüllte  Kurve  betrachten; 
letztere  gehört  einer  noch  umfangreicheren  Kategorie  von  Kurven  an^ 
die  von  Besant^)  als  Enveloppe  Roulettes  bezeichnet  wurden,  und 
die  wir  mit  dem  Namen  trochoidale  Hüllkurven  benennen  wollen^). 
Die  Theorie  der  ßollkurven  und  der  trochoidalen  Hüllkurven  ist 
weniger  das  Studium  einer  speziellen  Kurvenklasse  als  eine  besondere 
Betrachtungsweise  aller  möglichen  ebenen  Kurven,  indem  La  Hire  den 
Nachweis  geliefert  hat,  dafs  jede  Ibelielbige  el)eiie  Kurve  als  Rou- 
lette angesehen  werden  kann:  daher  können  und  dürfen  wir  in  einem 
Werke,  welches,  wie  das  vorliegende,  denjenigen  Kurven  gewidmet  ist, 
die  sich  in  irgend  einem  Sinne  von  den  allgemeinen  Kurven  unter- 
scheiden, auf  diese  Theorie  nicht  eingehen.  Wir  empfehlen  deshalb 
dem  Leser  andere  Arbeiten"^)  und  gehen  zu  der  Bemerkung  über,  dafs 
von  den  speziellen  Trochoiden  zunächst  diejenigen  betrachtet  wurden, 
die  durch  Rollen  eines  Kegelschnittes  auf  einer  festen  Geraden  er- 
zeugt werden;  unter  diesen  wieder  treten  diejenigen  hervor,  die  von 
einem  Brennpunkte  oder  dem  Mittelpunkte  der  rollenden  Kurve  be- 
schrieben werden^). 

Die  Gelegenheit  und  die  Veranlassung  zur  Untersuchung  der 
ersteren  ist  in  folgendem  Satze  von  Delaunay  zu  suchen:  ;,Um  die 
Meridiankurve  der  Rotationsfläche,  deren  mittlere  Krümmung  konstant 

und  gleich  -^  ist,  zu  finden,  genügt  es,  auf  der  Axe  der  Fläche  eine 

Ellipse  oder  Hyperbel  ohne  Gleiten  rollen  zu  lassen,  deren  Axe  gleich 
2a  ist;  jeder  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  beschreibt  die  gesuchte 
Kurve  ^)".     Wegen  dieses   Satzes   ist   die  fragliche  Linie  nach  einem 


roulement  de  toute  sorte  de  courhes  sur  une  courhe  quelconque  (Mem.  de  TAc.  des 
Sc.  MDCCVII,  Paris  1730);  Methode  generale  pour  rectifier  toiites  les  roulettes  ä 
tase  droite  et  circulaire  (Das.  MDCCYIII,  Paris  1730). 

1)  Notes  on  Boulettes  and  Glisettes  (2.  Auü.   Cambridge  1890)  S.  33. 

2)  Zu  dieser  Klasse  gehören  insbesondere  die  von  W.  Merke Ib ach  in 
seiner  Dissertation,  Über  Bollcurven,  die  von  einer  Geraden  eingehüllt  werden, 
nntersuchten  Kurven  (Marburg  1881). 

3)  Lamarle,  Expose  geometrique  du  Calcul  differentiel  et  integral,  3.  Teil, 
(Paris  1863)  S.  218—229;  Aoust,  Analyse  infinitesimale  des  courdes  planes  (Paris 
1873);  Onnen,  Note  concernant  la  theorie  des  equations  essentielles  des  courhes 
planes  (Archives  neerlandaises ,  XIV,  1879),  daselbst  wird  das  Beiwort  anti- 
cycloidal  angewendet,  um  die  beiden  durch  Rollen  derselben  Kurve  auf  den 
beiden  entgegengesetzten  Seiten  derselben  Basis  erzeugten  Kurven  zu  bezeichnen; 
E.  Cesaro,  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Napoli  1896)  S.  65 — 77;  aufserdem 
siehe  die  oben  citierte  Arbeit  von  Besant. 

4)  Bezügl.  anderer  Fälle  s.  Brocard,  Boulettes  de  coniques  (Nouv.  corr. 
math.  II,  1875,  und  III,  1876). 

5)  Sur  la  surface  de  revolution  dont  la  courbure  moyenne  est  constante  (Liou- 
villes  Journ.  VI,  1841). 
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Vorschlage  von  P.  Mansion^)  mit  dem  ISTamen  die  Kurve  von 
Delaunay  belegt  worden^  welcher  Käme  dem  von  Lindlöf^)  ange- 
wandten^ Kettenlinie  (elliptische^  hyperbolische^  parabolische, 
je  nach  der  Art  der  rollenden  Kurve)  vorgezogen  wird.  C.  Sturm^) 
fand  mit  Anwendung  der  Variationsrechnung  die  Differenzialgleichung 
der  Kurve  von  Delaunay  als 

f±2ay'^±¥^0, (1) 

oder  auch  dx  =  ^  ~ —      _  -  äy (2) 

Um  zu  beweisen,  dafs  diese  der  angegebenen  Rollkurve  angehört,  be- 
trachten wir  eine  Ellipse  mit  den  Axen  2a  und  2h,  die  ohne  Gleiten 
auf  der  i^^-Axe  rollt  (Taf.  XV,  Fig.  123).  Ihr  Brennpunkt  F  wird 
dann  eine  Kurve  beschreiben,  die  (infolge  des  Huygens'schen  Satzes, 
s.  Kr.  205)  als  Kormale  die  Verbindungslinie  von  F  mit  dem  ent- 
sprechenden Berührungspunkte  K  der  Ellipse  mit  der  Grundlinie  hat. 
Es  seien  OF  =  x,  FF  =  y  die  Koordinaten  von  i^;  wir  haben  dann 

^ff^^^^^  y  =  FK^smFKP. 

Kun  ist  FKP  das  Komplement  des  Winkels,  den  die  in  F  die 
Delaunay'sche  Kurve  berührende  Gerade  FT  mit  Ox  bildet;  demnach 

'"*  sin  FKP  =  cos  FTK  =  -^ ; 

ds  ' 

und  also  y  =  FK  •  -j-  • 

Betrachten  wir  auch  den  anderen  Brennpunkt  F'  mit  den  Koordinaten 
OP'=x\  P'F'=y\  Da  die  Winkel  FKP  und  F'KP'  gleich  sind, 
so  findet  man  ebenso  j^ 

y'=rK'^' 

Kun  beachten  wir^  dafs 

FK+FK=2a,      y.y'  =  b''^ 
man  kann  nun  FK^  F'K  und  y    eliminieren  und  findet  so 

f-2ay^^¥  =  0 

als  Differenzialgleichung  der  vom  Brennpunkte  F  beschriebenen  Kurve. 
Wechseln  wir  nun  das  Vorzeichen  des  zweiten  Gliedes,  so  bekommen 
wir  eine  Gleichung,  die  der  von  F'  beschriebenen  Kurve  angehört;  da 
die   gefundenen  Gleichungen  mit  (1)   übereinstimmen^  so   ist  die  Be- 

1)  Hab  ich,  Siir  une  guestion  de  rouleUes  (Mathesis  YI,  1880). 

2)  Theorie  des  surfaces  de  revolution  ä  courhure  moyenne  constante  (Mem. 
de  la  Soc.  des  Sciences  de  Finlande,  1863). 

3)  Note  ä  Voccasion  de  Varticle  precedent  (von  Delaunay)  (Liouvilles  Journ. 
VI,  1841). 


Elftes  Kapitel:  Die  Kurven  v.  Delaunay  u.  C.  Sturm  (Rollkurven  der  Ellipse).    511 

hanptung  bewiesen.  Ändert  man  das  Vorzeichen  Ton  V^,  so  verwandelt 
sich.  (1)  in  die  Differenzialgieichung  der  ähnlich,  durch  Rollen  einer 
Hyperbel  erzengten  Kurve.  —  Wir  überlassen  es  dem  Leser  in  ähn- 
licher Weise  zu  zeigen,  dafs  weim  die  rollende  Kurve  eine  Parabel 
ist,  ihr  Brennpunkt  eine  Kurve  beschreibt,  deren  Differenzialgleichung 

dx  =  a  — — — —  ist:   integriert  ergiebt  sie  ^  =  -^(e^ — e    *), 

die  (wie  wir  später  in  JSTr.  234  sehen  werden)  eine  Kettenlinie  darstellt. 
Bevor  wir  uns  mit  der  Grl.  (1)  näher  beschäftigen,  wollen  wir  noch 
die  vom  Centrum  G  der  rollenden  Ellipse  erzeugte  Kurve  aufsuchen. 
Wir  ziehen  deshalb  (Fig.  123)  den  Halbmesser  Gl  parallel  zur  X-Ä.-X.Q 
und  verbinden  G  mit  K.     Die  Sätze  von  Apollonius  liefern  dann: 

GI^  +  G^'  =  a^  +  l\       Gl'  GK  sin  GIK  =  al ; 

und  wenn  wir  nun  die  Koordinaten  von  G,  OH=x,  HG  =  y  ein- 
führen, so  haben  wir 

sin  IGK=  sin  GKS=^,       y=GH=  GK-  sin  IGE, 

eis 

daher  Gf  +  (^-^j  =  <^^  +  &^       Gl'  y  ==  ab] 

durch  Elimination  von  Gl  aus  diesen  beiden  ergiebt  sich 
a^h^    ,      Q  / ds 

oder  auch  dx  ==  V  '    V       ___ .     (3) 

Dies  ist  die  Differenzialgleichung  des  Ortes  des  Punktes  (x;  diesen 
könnte  man  —  dem  grofsen  Geometer  zu  Ehren,  der  ihn  zuerst  be- 
trachtet hat  —  die  Sturm'sche  Kurve  nennen. 

Wir  kehren  zu  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  zurück,  indem  wir 
sie  folgendermafsen  schreiben: 

dx  _  y^  +  h^    ds^  __  ^cty 

'dy  ""  yl^^'y^~{y^-\-hy  ^  ^^y  """  Y^a^y^  —  {y^  +  hy- 

Die  zweite  ist  leicht  zu  integrieren  und  giebt 

^2_^2^1_j_g2^2esin?^^], (4) 

Ct^  IT  52         ^  .... 

WO  Sq  die  Integrationskonstante  und  e  ==  — ~ —  die  Excentrizität  ist. 
Nehmen  wir,  was  jetzt  gestattet  ist,  SQ  =  ~7ca,  so  haben  wir  noch 
einfacher  ^.  _  ^^J"!  _  g,  eos^  +  e^]  •  i) (4') 

1)  Spitzer,  Merhiomdige  Eigenschaften  derjenigen  Ciirve,  welche  vom  Brenn- 
'punkte  einer  Ellipse  'beschrieben  wird,  tvenn  diese  auf  einer  Geraden  rollt  (Archiv 
der  Math.  XLYIII,  1868). 
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Nennen  wir  nun  B  den  Krümmungsradius  der  Delaunay 'sehen  Kurve^ 
so  finden  wir  ohne  Schwierigkeit 

*  =  ,4S      ■    ■    ■ (8) 

eine  Relation^  die  es  gestattet  y  aus  (4')  zu  eliminieren:  man  findet  so 

1  —  2e  cos \-  e^ 

^  =  «—7 \^ (6) 


ue  —  cos— j 


als  natürliche  Gleichung  der  Delaunay'schen  Kurve  ^). 

Wenn  N  die  Länge  der  Normale  der  hier  untersuchten  Kurve 
ist^  so  finden  wir  durch  Anwendung  der  bereits  aufgestellten  Glei- 
chungen ■AT_    ii.  _    :^   ^  _  ^^y'  . 


dx         ^  dy     dx         y^~\~  ^^ ' 
eliminiert  man  y  aus  dieser  und  aus  Gleichung  (5),  so  bekommt  man 

folglich:  Bei  der  Delaunay'schen  Kurve  ist  das  harmonische  Mittel 
zwischen  dem  Krümmungsradius  und  der  Normale  konstant. 

Die  Gleichung  (6)  zeigt^  dafs,  wenn  e<Cl,  also  die  rollende  Kurve 
eine  Ellipse  ist^  die  Delaunay'sche  Kurve  unendlich  viele  Wendepunkte 
hat^  nämlich  alle  diejenigen,  für  welche  s  =  a  arc  cos  e  ist,  sie  ist 
von  ähnlicher  Gestalt  wie  die  verkürzte  Cykloide.  Wenn  hingegen 
e>l,  also  die  rollende  Kurve  eine  Hyperbel,  so  hat  die  erzeugte 
Kurve  keine  Wendepunkte,  besitzt  aber  unendlich  viele  Doppelpunkte; 
sie  ist  von  ähnlicher  Gestalt  wie  die  verlängerte  Cykloide. 

Von  den  nunmehr  naturgemäfs  folgenden  Fällen,  dafs  eine  Ellipse 
auf  einem  Kreise,  einer  anderen  Ellipse,  einer  Hyperbel  oder  Parabel 
rollt,  ist  der  Fall  besonders  bemerkenswert,  dafs  eine  Ellipse  auf  einer 
ihr  kongruenten  Ellipse  rollt.  Es  ist  klar,  dafs  nach  einer  vollen 
Umwälzung  die  bewegte  Ellipse  und  jeder  mit  ihr  fest  verbundene 
Punkt  wieder  die  ursprüngliche  Lage  einnimmt,  und  daher  sind  die 
entstehenden  Rollkurven  geschlossene  Linien.  In  Bezug  auf  ihre 
Gestalt  unterscheiden  sie  sich  nicht  sonderlich  von  den  Taf.  IV, 
Fig.  28  a,  &,  c  dargestellten  Epicykloiden,  sind  aber,  wie  C.  Schwe- 
ring^)  nachgewiesen  hat,  mit  alleiniger  Ausnahme  des  Falles,  dafs  zu 
Anfang  der  Bewegung  die  Scheitelpunkte  der  grofsen  Axen  einander 
berühren,  transscendente  Kurven.  Dies  ist  um  so  mehr  bemerkens- 
wert, als  vielfach  die  Ansicht  herrscht  —  und  alle  bisherigen  Bei- 
spiele scheinen  sie  zu  bestätigen  —  dafs  die  transscendenten  Kurven 

1)  Cesäro,  die  o.  a.  Lezioni,  S.  70. 

2)  Über  eine  Gattung  transscendenter  Kurven,  ivelche  geschlossen  sind  (Zeit- 
schrift f.  Math.  XX,  1875). 
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niclitgesclilossene  Kurven  seien.  Obiges  Beispiel  zeigt  aber:  Es 
existieren  transscendente  Kurven,  die  in  sich  geschlossen  sind. 

213.  In  der  allgemeinen  Definition  der  ßoUkurven  treten  drei 
Kurven  auf:  die  Basis  ^  die  bewegte  Kurve  und  die  erzeugte  E  oll- 
kurve; nimmt  man  die  beiden  ersteren  als  gegeben  an^  so  bildet  die 
Aufsucbung  der  dritten  das  Problem  der  Trochoiden;  nimmt  man 
hingegen  die  dritte  als  gegeben  an  (und  man  kann  infolge  des  zu 
Anfang  von  Nr.  212  citierten  La  Hire'sclien  Satzes  eine  ganz  be- 
liebige Kurve  als  solche  nehmen)^  so  würden  die  beiden  ersten  auf- 
zufinden sein:  es  entsteht  dann  das  umgekehrte  Problem  der 
Trochoiden.  Bei  der  Lösung  solcher  Probleme  trifft  man  zuweilen 
auf  schon  bekannte  Kurven,  häufiger  jedoch  gelangt  man  zu  neuen 
Kurven,  wie  folgende  Sätze  zeigen:  1)  Die  Linie,  auf  der  man  eine 
Ellipse  rollen  lassen  mufs,  damit  ein  fest  mit  ihr  verbundener  Punkt 
eine  Gerade  beschreibe,  ist  eine  Delaunay'sche  Kurve  ^).  2)  Die  Kurve, 
die  man  auf  einer  Geraden  rollen  lassen  mufs,  damit  ein  mit  ihr  ver- 
bundener Punkt  einen  Kreis  beschreibe,  hat  in  Polarkoordinaten  die 

Differenzialgleichung        q  •  da) h /„^ 

dQ    ~  y(^_^)2__^2  ^ w 

deren  Integration  vollständig  ausführbar  ist^).  3)  Die  Kurve,  auf 
welcher  man  eine  Ellipse  mit  den  Axen  2a  und  2h  rollen  lassen  mufs, 
damit  ihr  Mittelpunkt  eine  Gerade  beschreibe,  wird  durch  die  Gleichung 

y  =  adn~ (8) 

dargestellt^).  4)  Das  analoge  Problem  für  die  Hyperbel  wird  gelöst 
durch  die  Kurve  ^  _  ^^  .^^ (9) 

Auf  die  ähnlichen  durch  die  Gleichungen 

y  =  })  sn—  j         QCn(D  ^=^  Const. 

dargestellten  Kurven  trifft  man  bei  Fragen  aus  der  Mechanik,  die 
vorletzte  wird  von  den  Franzosen  courbe  ä  s auter  (Seilspringer- 
kurve) genannt,  da  sie  die  Gestalt  eines  schweren,  homogenen,  bieg- 
samen, aber  nicht  dehnbaren  Fadens  wiedergiebt,  wenn  man  denselben 
um  eine  horizontale  Axe  rotieren  läfst^). 

1)  M.  s.  den  in  vor.  Nr.  citierten  Hab  ich 'sehen  Aufsatz. 

c.Wma^.-^^.(Parisl897)S.170     ^enna<5,     ^  =  "— ^^^^  (^^^^  ^- ^^^) ' 

—71.     Führt  man  die  Inte-  a  +  &  cos        - 

ejration  aus,  so  erhält  man:                          ^                   2a  /  _i    o    ^^«n 

o^  n  x.'M    m  ^^^^  a=^h,     Q  = -. 5       (vgl.  b.  446); 

3)  Greenhill,  T/^eop-  '  1  —  oo^ 

plications  of  elUptic  functions  '      ^  a^  —  b^ 

(London  1892)8.71-73.  wenna>5,     ,  =. -— ^-^^  . 

4)  Appell  etLacour,  a  +  öli.0^ 

Principes  de  Ja  tlieorie  des  fonctions  eUiptiques  (Paris  1897)  S.  188. 
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Zwölftes  Kapitel. 
Syntrepente  und  isotrepente  Kurven. 

214.  Kinematisclie  Methoden^  die  nns  zu  den  meisten  der  in 
den  vorigen  Kapiteln  untersuchten  Kurven  führten^  bilden  auch  die 
Grundlage  des  Begriffes  weiterer  Kurven:  mit  der  Betrachtung  der- 
jenigen unter  ihnen,  die  durch  einen  fest  mit  einer  Kurve  verbundenen 
Punkt  erzeugt  werden,  indem  die  Kurve  sich  parallel  zu  sich  selbst 
und  immer  eine  feste  Kurve  berührend  bewegt  (die  sog.  Reptorien 
Joh.  BernouUi's ^) ,  wollen  wir  uns  nicht  aufhalten,  da  sie  von  einer 
Allgemeinheit  sind,  die  mit  der  der  Olistoiden  (Nr.  103)  und  der  Tro- 
choiden  (Nr.  312)  vergleichbar  ist.  Wir  werden  uns  daher  mit  anderen 
spezielleren  beschäftigen,  zu  denen  uns  folgende  Betrachtungen  führen. 

Wenn  zwei  materielle,  in  einer  Ebene  liegende,  um  ihren  Mittel- 
punkt drehbare  Kreise  derart  mit  einander  verbunden  sind,  dafs  die 
Distanz  Je  ihrer  Mittelpunkte  gleich  der  Summe  r  -f-  r  ihrer  Radien 
ist,  so  können  sie  sich  drehen,  ohne  dafs  der  Umfang  des  einen  auf 
dem  des  anderen  zu  gleiten  braucht.  Diese  Idee  verallgemeinern  wir 
und  nennen  zwei  Kurven  F  und  F'  syntrepent^)  (von  6vv-tQ87tsiv^ 
zugleich  drehen),  wenn  sie  sich  um  die  beiden  in  ihrer  Ebene  liegen- 
den Punkte  0  und  0'  zugleich  drehen  können,  ohne  ihre  gegenseitige 
Berührung  aufzuheben,  und  ohne  dafs  die  eine  auf  der  anderen  gleitet. 
Daraus  ergiebt  sich,  dafs  die  in  derselben  Zeit  den  gemeinsamen  Be- 
rührungspunkt C  (der  zwar  variabel  ist,  aber  immer  auf  der  Geraden 
00'  verbleibt)  durchlaufenden  Kurvenbogen  CM  und  CM'  gleich  sind. 
Praktische  Anwendung  finden  syntrepente  Kurven  im  Maschinenbau 
bei  der  Herstellung  der  sogenannten  „unrunden^^  Räder,  z.  B.  der 
quadratischen,  polygonalen,  elliptischen  Räder,  der  excentrischen  Kreis- 
räder, Spiralrollen  u.  s.  w.,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die  gleich- 
förmige Rotation  in  eine  ungleichförmige  zu  verwandeln.  Beispiels- 
weise sind  zwei  kongruente  Ellipsen,  die  eine  solche  Anfangslage 
haben,  dafs  die  grofse  Axe  Ä  C  der  einen  die  Verlängerung  der  anderen 
bildet,  und  sie  um  die  beiden  entsprechenden  Brennpunkte  0  und  0' 
drehbar  sind  (deren  Entfernung  gleich  jener  Axe  ist)  isotrepent.  Denn 
sind  P  und  tP'  die  beiden  anderen  Brennpunkte  und  M  und  M'  zwei 


1)  S.  die  Abbandlung  Motus  reptorius,  ejusque  insignis  usus,  pro  lineis  curvis 
in  unam  omnibus  aequalem  colUgendis ,  vel  a  se  mutuo  suhtrahendis ;  atque  Jiinc 
dedueta  problematis  de  transformatione  curvarum  in  Diario  Gallieo  Paris,  12.  Febr. 
1702  propositi  genuina  solutio  (Acta  Erud.  Aug.  1705;  Job.  Berjioulli  opera  I, 
S.  408);  aufserdem  Saccbi,  Sulla  geometria  analitica  delle  curve  piane  (Pavia 
1854)  S.  106—108. 

2)  A.  Miquel,  Sur  quelques  questions  relatives  ä  la  theorie  des  courbes 
(Liouyilles  Journ.  III,  1838). 
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Punkte  derart,  dafs  die  Bogen  CM  und  CM'  gleich  sind/  so  ist 
OM  +  ffM  =  0 Jf  +  PM  ==  ÄC.  Folglich  bleiben  die  beiden 
Ellipsen  bei  der  Drehung  um  0  und  0'  immer  in  Berührung,  ohne 
dabei  zu  gleiten.  Im  allgemeinen  Falle:  wenn  F  und  JT'  zwei  syn- 
trepente Kurven  sind  (Taf.  XV,  Fig.  124)  und  M^  M'  zwei  entsprechende 
Punkte  derselben,  so  mufs  die  Summe  0M-\-  O'M'  der  beiden  Radien- 
vectoren  immer  konstant  =0O==h  sein;  aufserdem  müssen  die 
Winkel  dieser  Radienvectoren  mit  den  zugehörenden  Tangenten  gleich 
sein,  weil  bei  der  Berührung  der  Kurven  die  beiden  Radien  sowohl 
als  auch  die  Tangenten  in  eine  Gerade  zusammenfallen.  Beziehen 
wir  daher  F  und  F'  auf  zwei  Polarkoordinatensysteme  mit  0  und  0' 
als  Polen  und  0  0'  als  gemeinsamer  Polaraxe,  so  haben  wir 

Q  +  Q  -^,         9^  =  957- (1) 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  cj  =  xIj(^q)  und  cd' ==  (p{q')  die  Grieichungen 
Yon  J"  und  F'  seien,  so  wird  die  zweite  der  obigen  Gleichungen  zu 

oder  wenn  wir  sie  mit  der  ersten  kombinieren 

Q'i^\Q)  =  Q^  —  Q)'(p\k  —  Q) •      (2) 

Nehmen  wir  jetzt  die  Funktion  cp  als  gegeben  an,  so  wird  iIj  durch 
eine  Integration  zu  bestimmen  sein,  nämlich  durch 

H9)-ß'~'^'t^'~'^-äQ-^ ^3) 

es  ist  zu  bemerken,   dafs   die  Integrationskonstante  nur  Einflufs   auf 
die  Lage,  nicht  auf  die  Natur  der  Kurve  F  hat. 
Nehmen  wir  als  Beispiel  für  F'  die  Ellipse 

o  =  —^ (e  =  Va'—b') 

^         a  —  c  cos  CO  ^  ^  ^ 

T  ag  ~h^ 

oder  CO  =  arc  cos  - 


CQ 

dann  wird  die  Gleichung  (3)  zu 


Hq)  =  -  ^f- 


dg 


{a  —  ^Q  —  h^ 


arc  cos  - 


yja  —  hY  —  c^  c? 

Schreiben  wir  diese  in  folgender  Weise: 

a  —  h 


1  H Y  cos  ^^ ^ CO 

a  —  Jc  b 


(4) 


SO  sehen  wir,  dafs  die  entsprechende  Kurve,  wenn  h  =  2a,  eine  der 
gegebenen  kongruente  Ellipse  ist  (vgl.  das  oben  angewandte  Beispiel). 

33* 
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Im  übrigen  ist  sie  algebraisch  oder  transscendent^  jenachdem  der  Wert 

~ j^ rational  ist  oder  nicht;  ist  dieser  Wert  eine  ganze  Zahl 

(n)y  so  ist  sie  eine  Kurve  mit  n  Bäuchen  (s.  S.  354). 

Wir  kehren  zu  den  allgemeinen  Betrachtungen  zurück  und  fragen, 
ob  es  —  aufser  der  Ellipse  und  dem  Kreise  —  noch  weitere  Kurv^en 
giebt,  die  zu  sich  selber  syntrepent  sind,  in  welchem  Falle  wir  sie 
isotrepent  nennen  wollen.  Um  zu  untersuchen,  ob  es  deren  giebt, 
bedienen  wir  uns  der  Gleichung  (2),  indem  wir  (p  an  stelle  von  i/^ 
setzen;  sie  wird  dann 

^  .  cp\q)  =  (h  —  q)  '  (p\k  —  q)', 

daraus  ergiebt  sich,  wenn  wir  f(Q)  =  Q'(p{q)  setzen, 

wo  f  eine   symmetrische  Funktion  von  q  und  h  —  q  ist-     Bezeichnen 
wir  sie  mit  F^Q^k  —  ^),  so  haben  wir 

und  daher  ist  cp  (q)  =J  —^ üq  . 

Dies  beweist,  dafs  die  Gleichung 


=/ 


'"^^^d^, (6) 

wo  F  eine  symmetrische  Funktion  von  q  und  h  —  q  ist,  die  allge- 
meine analytische  Darstellung  der  isotrepenten  Kurven  liefert.  —  Im 
einfachsten  Falle  F=]c  wird  die  Gleichung  (5)  zu 

03  ==  Äi  — ^,     integriert   q  =  e  ^    , 

welches  die  Gleichung  der  logarithmischen  Spirale  ist;  damit  ist  zu- 
gleich ein  neuer  Fall  der  Erzeugung  dieser  interessanten  Kurve  ge- 
funden. 


Dreizehntes  Kapitel. 

Die  Delbeaune'schen  Kurven. 

215.     „Gegeben  eine  Strecke  n  sowie  zwei  Geraden  G D  xmd  FE^ 

die  miteinander  einen  Winkel  ^  =  y  bilden  (Taf  XV,  Fig.  125);  eine 

Kurve  AB  zu  bestimmen  derart,  dafs,  wenn  man  in  einem  beliebigen 
Punkte  B  die  Tangente  zieht,  die  GD  in  L  schneidet,  und  dann  auf 
GD  das  Lot  BC  fällt,  welches  FE  in  I  schneidet,  man  immer  hat 

BC  na  m 

CL  ~BI .      ,     .       y  j 
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Diese  Aufgabe  wurde  von  Debeaune^)  dem  Descartes  vorgelegt,  und 
dieser  hat  sie  in  einem  seiner  Briefe  überliefert^);  dies  ist  wobl  die 
erste  Aufgabe ,  die  dabin  zielt,  eine  Kurve  zu  finden,  die  als  Tangenten 
Geraden  bat,  die  einer  bestimmten  allgemeinen  Bedingung  genügen 
sollen;  daher  besitzt  sie  ein  nicht  gev^öhnliches  historisches  Interesse, 
indem  sie  den  Beginn  des  sogenannten  „calculus  tangentium  inversus^^ 
bezeichnet. 

Um  die  Gleichung  der  gewünschten  Linien  (die  man  mit  Recht 
Debeaune'sche  Kurven  nennen  darf^))  zu  finden,  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  kartesisches  System,  dessen  x-kxQ  die  Gerade  GD, 
und  dessen  Anfang  ihr  Schnitt  0  mit  EF  ist.  Daim  wird  —  wenn 
wir  den  Winkel  X  vorläufig  beliebig  nehmen  —  die  Gleichung  der 
Geraden  EF  lauten 

y  —  xi^X  ^=  0 , 

und  die  Gleichung  (1)  wird  dann  gleichbedeutend  mit  folgender 

y     ^^        ^^ 

dx         y  —  xtgX^ 
^dy 
die  wir  alsdann  so  schreiben: 

dx_    .     tgX  ^^  1.  . (2) 

dy  ~^     n  n 

Betrachten  wir  y  als  Funktion  von  x,  so  sehen  wir,  dafs  diese  eine 
lineare  Differenzialgieichung  ist,  deren  allgemeines  Integral  lautet 

ytg2  yigl 

die  teilweise  Integration  zeigt  uns  aber,  dafs 

yigl  igX  igX 


/■ 


X  n         1  Im  1  71 

n  •^        tgA^  tg^Z 


und  daher  _^Ü^ 


Dies  ist   die    allgemeine  Gleichung  der  Debeaune'schen  Kurven, 
in  dem  speziellen  Falle   X  =  -j  vereinfacht  sie  sich  und  wird 


X  =  y  ~  n  -^  ce    "^ ; (3') 


1)  Wir  schreiben  dem  P.  Tannery  folgend  (Bibl.  matb.  3.  Reihe,  II,  1901, 
S.  149)  Debeaune,  statt,  wie  man  gewöhnlich  thut.  De  Beaune. 

2)  Brief  an  Debeaune  vom  20.  Febr.  1639  {Oeuvres  de  Descartes,  ed.  Adam 
et  Tannery,  II,  Paris  1898,  S.  510—519. 

3)  Courbe  Beauniene  schreibt  Saverien  S.  241  des  I.  Bd.  seines  Äc^^'on- 
naire  universel  de  mathematique  et  de  lohysique  (Paris  1753). 
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in  jedem  Falle  sind  die  Debeanne'sclien  Kurven  transscendent.    Die 

61.  (2)  zeigt^   dafs   die  Tangente  im  Punkte  (x^  y)  die  Grleichung  hat 

n{X  —  x)  =  {Y—y)(y  —  xigX), 

und  hieraus  folgt,  wenn  man  X  und  Y  als  gegeben  ansieht:  Die 
Berührungspunkte  der  Tangenten,  die  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  ihrer  Ebene  an  eine  Debeaune'sche  Kurve  ziehen  kann,  liegen 
auf  einer  durch  jenen  Punkt  gehenden  Hyperbel;  dies  zeigt  somit: 
Jede  Debeaune'sche  Kurve  gehört  einem  System  mit  den  Charakte- 
ristiken fi  =  1^  =  1  an. 

An  der  Lösung  der  Debeaune'schen  Aufgabe  versuchte  sich  auch,  und 
zwar  nicht  vergebens,  Leibniz^);  die  von  ihm  gefundene  Lösung  ver- 
öffentlichte er  jedoch  nicht,  sondern  überliefs  dem  Marquis  de  THopital 
das  Vergnügen,  sie  zuerst  der  Allgemeinheit  durch  das  Journal  des 
Savants  mitzuteilen^).  Der  französische  Greometer  fand  auch  eine 
Asymptote  der  lösenden  Kurve,  die  parallel  der  Geraden  EF  läuft; 
in  der  That  hat  die  Kurve  (3)  als  Asymptote  die  Gerade,  deren  Glei- 
chung ^^ ^ 

^  ~~tgi      tgn 

ist;  für  die  Kurve  (3')  hingegen  ist  Asymptote  die  Gerade 

X  =  y  —  n, 

die  thatsächlich  parallel  zur  Geraden  EF  ist.  Derselbe  Geometer 
löste  auch  Probleme,  die  die  Quadratur  der  Kurve  und  die  Kubatur 
der  durch  ihre  Rotation  um  die  ^r-Axe  entstehenden  Volumina  be- 
treffen; er  bemerkte  ebenfalls,  dafs  ihre  Konstruktion  sich  unmittelbar 
ergiebt,  wenn   die   (logarithmische,   s.  Nr.  234)   durch  die  Gleichung 

x  =  ce  ^  dargestellte  Kurve  konstruiert  torliegt.  Über  die  Rekti- 
fikation sagt  er:  „mais  comme  on  a  besoin  d'une  adresse  particuliere 
pour  rectifier  cette  courbe,  en  supposant  la  quadrature  de  l'hyperbole, 
je  propose  ce  probleme  aux  geometres  en  leur  assurant  qu'il  merite 
leur  recherche^^;  ob  diese  Ermunterung  den  gewünschten  Erfolg  ge- 
habt, wissen  wir  nicht,  gewifs  ist  aber,  dafs  die  angegebene  Frage 
heutigen  Tages  keine  Schwierigkeit  mehr  bietet;  da  nämlich 


1)  „Hanc  curvam  —  schreibt  er  am  27.  Aug.  1676  an  Oldenburg  —  nee 
Cartesius  nee  Beaunius  nee  quisquam  alius  (quoad  sciam)  invenit.  Ego  vero 
qua  primum  die,  imo  hora,  coepi  quaerere^  statim  certa  Analysi  solvi"  (Leihniz^ 
ed.  Gerhardt,  I,  S.  121).  Die  Methode,  auf  welche  Leibniz  anspielt,  ergiebt  sich^ 
aus  dem,  was  er  an  G.  Manfredi  unterm  10.  Aug.  1708  über  die  Integration  der 
linearen  Differenzialgleichungen  schrieb  (vgl.  G.  Loria,  Ähhandl.  zur  Geschichte 
der  Math.  IX,  1899,  S.  274). 

2)  Vgl.  den  Brief  von  de  l'Hopital  an  Leibniz  vom  26.  Apr.  1693  (Leibniz, 
ed.  Gerhardt,  JI,  S.  234). 
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fU        -1/1  2r    -^^        cH^n    -^^^ 

dy         Y     sm^A  7^  '         n^ 


SO  genügt  es  e  ^  =  t^  zu  setzen^  um  für  ds  einen  Ausdruck  von 
der  Form    F^~r    ^-h^^^   ^  ^^   ^^  erhalten^  der  leicht  integrierbar  ist. 

316,  In  späterer  Zeit  hat  sich  auch  Joh.  Bernoulli  verschie- 
dentlich mit  der  Debeaune'schen  Aufgabe  befafst^).  Sein  Bruder  Jakob 
verallgemeinerte  sie  aufserordentlich^  indem  er  ihr  folgenden  Aus- 
druck gab:  ^^ Gregeben  eine  beliebige  Kurve;  eine  zweite  zu  finden 
derart;  dafs  die  Ordinate  eines  beliebigen  ihrer  Punkte  zur  Subtangente 
in  demselben  Verhältnisse  stehe ^  wie  eine  gegebene  Konstante  n  zur 
Summe  oder  Differenz  der  Ordinaten  der  gegebenen  und  der  gesuchten 
Kurve;  oder  auch^  dafs  das  erstere  Verhältnis  gleich  dem  reziproken 
des  zweiten  sei^^^).  Diese  Probleme  übertragen  sich  —  wenn  y==f(x) 
die  Gleichung  der  gegebenen  Kurve  ist  —  in  die  beiden  Gleichungen 
dy  ^^        n  dy  ^^  f{x)  ±  y  /^x 

dx         f(p)±y'         dx  n        ^ ^  ^ 

die  erste  ^)  gehört  einem  Typus  an^  den  man  nicht  in  geschlossener 
Form  integrieren  kann^  es  sei  denn^  dafs  f  eine  lineare  Funktion  von 
y  ist;  in  welchem  Falle  man  auf  die  ursprüngliche  Debeaune'sche  Auf- 
gabe zurückkommt;  die  zweite  ist;  wenn  man  x  als  Funktion  von  y 
auffafst;  eine  lineare  Differenzialgleichung;  die  integriert  ergiebt: 

xye"""  -i-f^"  ""fiocj'dx  -\-  c  ==  0 ^ 

wo  die  Integrierung  je  nach  der  Natur  der  Funktion  f(x)  ausführbar 
ist  oder  nicht ^). 

Eine  andere  Verallgemeinerung  desselben  Problems^)  führt  zu  der 
Di  ff erenzialgleichun  g        y_ 


'^ 


F{y~xtgl)' 


1)  S.  die  unter  Beihilfe  des  Marquis  de  l'Hopital  gefertigte  Abhandlung, 
Solution  du  proNeme  que  Monsieur  de  JBeaune  proposa  autrefois  ä  M.  des  Cartes 
et  que  Von  trouve  dans  la  79^  de  ses  lettres  (Journal  des  Savants,  1692;  Joh.  Ber- 
noulli Opera  I,  S.  62—63),  aufserdem  Solutio  proUematis  Cartesio  propositi  a 
Dno  De  Beaune  (Acta  erud.  Mai  1693;  Opera  I,  S.  65—66),  Demonstratio  ana- 
lytica  et  syntJietica  suae  constructionis  curvae  Beaunianae  (Acta  erud.  Febr.  1696 ; 
Opera  I,  S.  145—148)  und  die  XI.  der  Lectiones  mathematicae  (Opera  I,  S.  423). 

2)  FroUema  Beauniani  universalius  conceptum  (Acta  erud.  Juli  1696;  Jacohi 
Bernoulli  opera  ü,  S.  731—799). 

3)  Vgl.  E.  Collignon,  ProUemes  divers  sur  la  metJiode  inverse  des  tangentes 
Nouv.  Ann.,  3.  Ser.  XVIII,  1899  und  XIX,  1900). 

4)  Ausführbar  ist  sie  z.  B.,  wenn  f(x)  ein  ganzes  Polynom  in  x  ist,  oder 
gleich  e^^  u,  s.  w.  ist. 

5)  S.  Riccati  und  H.  Saladini,  Institutiones  analyticae  II.  (Bononiae 
1767)  S.  500. 
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wo  F  eine  gegebene    Funktion   ist.     Setzt  man   y  —  ^  tg  A  =  ^^    so 

wird  sie  ,     .    ,    äz  n 


igl 


und  giebt  w  ==  f  ~ , (5) 

F(z) 
womit  das  Problem  auf  eine  Integration  zurückgeführt  ist. 

Die  o.  a.  Forschungen  Johann  Bernoulli's  führten  ihn  zur  For- 
mulierung eines  anderen  Problems^  das  er  den  Mathematikern  seiner 
Zeit  vorlegte-^).  Es  ist  folgendes:  ^^Eine  Kurve  aufzufinden^  deren 
Subtangente  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  m  zur  Tangente  steht/^ 
Es  übersetzt  sich  in  folgende  Differenzialgleichung 


X'dy  —  y 'dx  ■=^  my^dx^ -\- dy'^'^ (6) 

da  diese  homogen  ist.  so  ist  ihre  Integration  auf  Quadraturen  zurück- 
führbar ^  die  auch  in  jedem  Falle  ausführbar  sind.  Die  bezügliche 
Rechnung  ist  wegen  der  auftretenden  Wurzelausdrücke  umständlich; 
um  jene  zu  vermeiden^  hat  Hermann  einen  Kunstgriff  erdacht,  der 
nicht  ohne  Interesse  ist^);  er  schlug  vor,  zu  setzen 

2/  =  |^-^%  ..(6)        -y^^2U,   .     •     .     .    (7) 

wo  I  und  ri  zwei  neue  Variabelen  bedeuten;  setzen  wir  diese  Werte 
in  (5)  ein,  so  erhalten  wir 

x^m{i'+7f)  —  2l7i (8) 

Infolge  der  Gleichungen  (6)  und  (8)  wird  Gleichung  (7) 

oder  auch  rj-d^-^-dri  _  ^'d^+jydn 

^rJor  d^-dri         d^  +  dri  _  ^^^^(^'d^  +  7]-dri) 

Die  Integration  ist  ausführbar,  und  man  findet 

fei=(^)" (») 

wo  a  die  Integrationskonstante  ist.  Die  kartesische  Gleichung  der 
Kurve  ist  nichts  anderes  als  das  Resultat  der  Elimination  von  |  und  rj 


1)  JProblema  ab  eruditis  solvendum  (Acta  erud.  Mai  1693).  Einige  Lösungen 
desselben  s.  in  dem  Artikel  Ad  prohlema  in  Actis  Fruditonim  an.  1693  mense 
Majo  propositum  {LeihniZy  ed.  Gerhardt,  Y,  S.  288—294).  M.  s.  auch  de  l'Hö- 
pital,  Sohition  d^un  pröbUme  de  geometrie  que  Von  a  propose  depuis  peu  dans  le 
Journal  de  Leipsic  (Mem.  de  Paris  X,  1866 — 1899). 

2)  Brief  an  Leibniz  yom  28.  Okt.  1705  {Leihniz,  ed.  Gerhardt,  IV,  S.  286—7). 
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aus  den  Gleichungen  (6)^  (8)^  (9).     Setzt  man  z.  B.  m=l,  so  werden 
die  Gleichungen 

aus  diesen  folgt  dann 


^'+ri' 


? 


=  p-^^ 


daher  ist  §  =  "|/^±^\      .  = /^ 

Da  nun   i,  ■ —  rj  =  Yx  ^  so  folgt ^  dafs 


Yax  +  y^  —  l/<^^  —  y^  =  y2xy 
die  Gleichung  der  gesuchten  Kurve  ist;  macht  man  rational^  so  wird  sie 

y{x^  ~\-  y^)  ==  ^ax'^, 
welches  eine  Cissoide  des  Diokles  darstellt  (Nr.  34). 

Die  hier  erhaltenen  Kurven  sind^  ebenso  wie  die  Debeaune'schen^ 
die  Integrale  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung;  von  diesem 
Gesichtspunkte  aus  stehen  sie  anderen,  die  durch  Eigenschaft  ihres 
Bogens  definiert  werden,  nahe^);  bei  diesen  werden  wir  jedoch  nicht 
verweilen,  da  sie  wichtiger  geometrischer  Eigenschaften  entbehren, 
und  wenden  uns  zu  anderen,  in  deren  Definition  das  Krümmungs- 
mafs  eintritt. 


Vierzehntes  Kapitel. 

Die  Ribaiicoiir'schen  Kurven. 

217.  Dem  Johann  Bernoulli  verdanken  wir  die  Stellung  und 
erste  Lösung  einer  anderen  wichtigen  Aufgabe,  nämlich  folgender: 
„Über  einer  gegebenen  Geraden  AG  als  Axe  und  durch  den  Punkt  A 
eine  Kurve  zu  ziehen  von  der  Beschaffenheit,  dafs  der  Krümmungs- 
radius in  einem  beliebigen  Punkte  B  von  der  Axe  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  geteilt  wird,  sowie  die  orthogonalen  Trajektorien  der 
obiger  Bedingung  entsprechenden  Kurven  zu  bestimmen^^^).  Von 
Leibniz  alsdann  den  englischen  Mathematikern  vorgelegt,  zog  sie  die 


1)  S.  unter  anderen  folgende  Abhandlungen:  N.  Fufs,  Exercitatio  ana- 
lytico-geometrica  circa  lineam  ciirvam  singidari  proprietate  praeditam  (Acta  Petrop. 
pro  anno  MDCCLXXX  Pars  II,  1784)  und  Disqiiisitio  analytico-geometrica  de  va- 
riis  speciebus  Uneanim  curvarum  singidari  proprietate  praeditarum  (Das.  pro  anno 
MDCCLXXXI,  Pars  I,  1784);  A.  Valde,  üeler  die  Curven,  deren  Bogen  der  Tan- 
gente des  Leitstrahhüinhels  proportional  ist,  und  die  damit  vencandten  Curven- 
classen  (Archiv  2.  Ser.  XIV,  1895). 

2)  S.  den  Brief  an  Leibniz  vom  11.  März  1716  (Leibniz,  ed.  Gerhardt,  III, 
S.  958). 
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Aufmerksamkeit  vieler  Gelehrten  auf  sicli;  besonders  in  Hinsicht  auf 
die  orthogonalen  Trajektorien^);  heute  ist  sie  eines  der  klassischen 
Beispiele  in  den  Lehrbüchern  über  Differenzialgleichungen  für  deren 
Anwendungen  auf  die  Geometrie.  Auf  die  das  Problem  lösenden 
Kurven  traf  Ribaucour  im  Verlauf  seiner  berühmten  Untersuchungen 
über  die  Minimalflächen  ^)^  daher  wurden  sie  Ribaucour 'sehe  Kurven 
genannt;  wir  werden  uns  dieser  Bezeichnung  bedienen^  um  keine  neuen 
Namen  einzuführen,  können  jedoch  nicht  verschweigen ,  dafs  es  rich- 
tiger und  gerechter  gewesen  wäre,  sie  Bernoulli'sche  Linien  zu 
nennen. 

Nimmt  man  die  Abscisse  als  unabhängige  Variabele,  so  lautet  die 
Differenzialrfeichunff  für  das  Bernoulli'sche  Problem: 


oder  einfacher  g  =  ^  [l  +  gj)^] . 

In  Anwendung    allgemeiner  Methoden    ersetzen  wir    diese    Gfleichung 
durch  die  beiden  folgenden 

^  =  ^/        -^  =  — ^  =  ~  (1  4-  tp\ 
Nach  Elimination  von  dx  ergiebt  sich 


1  +  2/''         y 

die  alsbald  integriert  ergiebt: 


/-yo'-i (1) 

Eine  neue  Integration  liefert  —  wenn  man  als  Anfang  den  Ausgangs- 
punkt der  Kurve  nimmt  — 

-fm^ ; '' 

welches  Resultat  im  wesentlichen  schon  der  Aufgaben  steller  erhielt. 
Aus  der  Theorie  der  binomischen  Differenziale  ergiebt  sich,  dafs  die 

angegebene  Quadratur  ausführbar  ist,  wenn  -^  =  k  oder  ~ ~z='k^ 

wo  h  eine  ganze  Zahl  ist,  d.  h.  wenn  n  die  Form     .   ,       oder  -^  hat, 
also  gleich  ^  ist,  wo  h  eine  beliebige  ganze  Zahl.     Wir  setzen  nun 

1)  Vgl.  Joh.  BernouTli  Opera  II,  S.  290—91. 

^)  Etüde  sur  les  elassoides  ou  surfaces  ä  courhure  moyenne  nulle,  §§.  123 
--129  {M.6m,  de  Belgique,  XLIV,  1880). 
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der   Bequemlichkeit    halber    n  = yij^i  ^    ^^  ^    ^^^®   ^^^®   ganze 

Zahl  und  erhalten  dann  an  Stelle  von  (2) 

1 


dx  = 


oder  auch^  wenn  man  y^+^  =  rj,     c^'+^  =  y    setzt, 

Setzen  wir  endlich  rj==ysmg),  so   sehen  wir,   dafs   zur  Darstellung 
der  gesuchten  Kurven  folgendes  Gleichungspaar  dienen  kann: 

r 
X  =  (m'^l)GjBuf^+^(p'dq)j         ^  =  csin'^+V       •     •     (4) 

und    dies    bestätigt,   dafs   die   angedeutete    Quadratur    ausführbar    ist, 
wenn  m  eine  ganze  Zahl. 

Bevor  wir  die  Untersuchung  der  Gleichung  (4)  fortsetzen,  be- 
trachten wir  einige  Spezialfälle,  die  besonderen  Werten  von  m  ent- 
sprechen : 

1)  m  ==  0,     Gleichung  (4)  werden  dann  x  =  c  QO^tp,    y  =^  c  sing) 
und  stellen  dann  den  Kreis  dar 

x^  -{-  y^  =  c^. 

2)  m  =  1.     Wir  bekommen 

X  =  2cjBm^(p'dq)^         y  =  c  sin^  (p  ^ 

0 

oder  X  ==  cf(l—  Gos2(p)d(pj      y  =  —(l — COS29), 

0 
oder  endlich 

;r  =  l  (29  —  sin  2^) ,         ^  =  1  (1  —  cos  2g)), 

die  (vgl..  Nr.  196)  eine  gemeine  Cykloide  darstellen. 

3)  m  =  —  2.     Aus  (4)  ergiebt  sich 


fj  sm  cp  ^ 


'^  =  —  'ih^>      y 


sin  OD  ^ 
0  "^  ^ 

oder  ^  =  — clogtg-9?,  y  =  ^. 

Nun  giebt  erstere 

1  --  1  ^  -^  -^  2 
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und  wenn  wir  dies  mit  der  zweiten  kombinieren 

welche   Gleichung  —  wie  wir  Nr.  234   sehen  werden  —   einer 
Kettenlinie  angehört. 
4)  m  =  =  3 .     Die  Grleichungen  (4)  gehen  über  in 

X  ■=  —  2c/  .  y    =  2c  cte^cD,  -w  =   .  .    , 

und  nach  Elimination  von  9 

/^2  =  2c(^  —  c); 
also  die  Gleichung  einer  Parabel. 

Diese  vier  speziellen  Kurven  dienen  als  Typen  für  die  vier  Kate- 
gorien, in  die  (wie  schon  Johann  Bernoulli  bemerkte)  die  fraglichen 
Kurven  zerfallen^  jenachdem  m  gerade  oder  ungerade^  positiv  oder 
negativ  ist.  Die  Glieder  jeder  dieser  Klassen  erfreuen  sich  besonderer 
Eigenschaften^  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

L  m-^-X  eine  positive  ungerade  Zahl.  Wird  die  angegebene 
Quadratur  ausgeführt^  so  werden  die  Gleichungen  (4) 


—  cos(p    sm^oD  +  >,7 — ^-TT — ^.        f Zi  I  .sSm^'-^^y 

^\  ^    '  .^^B«/ (m— l)(m— 3)  • .  • .  (m— 2i^-f  1)  ^ 


Ä  =  l 


1  =  sin^  +  V- 

Führt  man  den  Parameter  tr==tg|-9)  ein,  so  sieht  man,  dafs  diese 
Kurven  rational,  von  der  Ordnung  2(m-f~l)  und  symmetrisch  zur 
^-Axe  sind,  sowie  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  als  (m-f-l)  fache 
Punkte  haben;  für  m==0  gehen  sie  in  einen  Kreis  über;  sie  können 
daher  —  wie  es  Ribaucour  gethan  hat  —  mit  dem  Namen  Kreise 
höherer  Ordnung  belegt  werden. 

IL    m  -{-l  eine  positive  gerade  Zahl.    Die  Gleichungen  (4)  liefern 
dann  „i_i 

-  =  —  COS  Gp    sm'''w  4-    >  -. ^T-; — ^— — ^—7 —    ?,  ,  ,,  sin"^-2^a) 


Jc  =  l 


I         1-3  •  •  •  •  m  y  .    ^  ,  1 

+  274777^+1)'  f  =  sm-+>, 

und  diese  stellen  transscendente  Kurven  dar,  die  aus  unzählig  vielen 
cykloidenförmigen  Wellen  bestehen;  für  m  =  1  findet  man  wieder  die 
gewöhnliche  Cykloide. 

III.     m'{-'l  eine  negative  ungerade  Zahl.     Die  entsprechenden 
Kurven  werden  folgendermafsen  dargestellt 
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Y-' 


^        _^o^^  IsiD-^  +  ^o?  -^  y(m+3)(m  +  5).--(m  +  27c-l)    .   ^^^,     I 
(^_|_l)c  ~~m+2  1  ^    '  ^    (m  +  4)(m  +  6)....  (m+2Ä:)  ^J 

I     l-3-5---(m+3)  1        .9  l_,i^m  +  lö, 

+  2.4.6...(m  +  2)  ^^§^S  2  ^  c  "~  ^^"^         ^• 

Auch  diese  sind  transscendent  und  haben  die  typische  Form  der 
Kettenlinie. 

IV.     m  -{-l  eine  negative  gerade  Zahl.    In  diesem  Falle  werden 
die  Gleichungen  (4) 

^       =  ^^f  sin-4  3^    1    y(m  +  3)(m  +  5)...(m  +  2Z;-l)   .      ^,,^,     y 
(m+l)c       m  +  2r'^        ^       ^  (m  +  4)(m+6)v-(m  +  2Ä)  ^i' 

^  =  sin^  +  V. 
c  ^ 

Sie  stellen  rationale  Kurven  von  der  Ordnung  m  -j- 1  dar^  welche^ 
da  sie  die  Parabel  als  typische  Form  haben,  —  nach  dem  Vorschlage 
Ribaucour's  —  mit  dem  Namen  Parabeln  höherer  Ordnung  be- 
legt werden  könnten. 

218.     Wir  nehmen   die  Gleichungen  (4)  wieder  auf,  um   daraus 
folgenden  Ausdruck  für  den  Bogen  abzuleiten 

fp 
s  =  (^m-\-l)cjsm^(p  '  d(p (5) 


Es  folgt  daraus,  wenn  m  positiv  ist,  und  wir  mit  L^^  die  Länge   des 

7t 

Y 


zwischen    den  Punkten    cp  =  0  und  (p  =  -^  gelegenen  Kurvenbogens 


1-3  •  •  •  •  m — 1    7t 


bezeichnen,  dafs 

(  (m  +  l)c  ""  1  '     '"~^  -^  1    wenn  m  gerade, 

j     I  ^        '     y  2-4  ••  -m         2   ^  ^  ^        l     .    .     (6) 

^  ~    I  /        I     i\     2-4-  .■  -m  \a      I  ' 

im  +  V)G-^-z ,  wenn  m  ungerade: 

in  jedem  Falle  aber  ist 

Jj    ■  m      ' 

TO  — 2 

eine  bemerkenswerte  von  E.  Dubois^)  entdeckte  Beziehung.    Dieselben 
Gleichungen  (4)  geben,  m  immer  als  positiv  vorausgesetzt, 

daher,  wenn  wir  zwischen  9==0  und  ^  =  —  integrieren,  und  mit  A,^.^^ 
die  entsprechende  Fläche  bezeichnen 

-^m—  l^i-J-;^   2.4.6...  (2m  +  2)^ ^^^ 


1)  SujT  iine  famüle  des  courhes  cyclotdales  (Nouv.  Corr.  Math.  YI,  1880). 
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weshalb  ^m=  An~l  +  J^.^m-l 

ist,  eine  zweite  elegante  Relation,  die  man  ebenfalls  Dubois  verdankt. 
Als  Ausdruck  für   den  Krümmungsradius  B  erhält  man   im  all- 
gemeinen R  =  -(m  +  l)c^m-^(p (8) 

Eliminiert  man  (p  aus  (5)  und  (8),  so  bekommt  mau 


welches  die  natürliche  Gleichung  der  fraglichen  Kurve  ist.     Setzen  wir 
so  nimmt  sie  folgende  bequemere  Form  an 

Vergleichen  wir  diese  mit  der  natürlichen  Gleichung  der  Sinus  Spiralen 

(Nr.  172)  ^  +  1    ^         ^B 


n  —  1    I   -j  /  tn 


(IP_ 


so  sehen  wir,  dafs  diese  und  die  Ribaucour 'sehen  Kurven  zu  einer  all- 
gemeinen Kurvenklasse  gehören,  die  folgende  natürliche  Gleichung  hat 

^^  (10) 


fr-i 


Sind  nun  B^  und  s^   Krümmungsradius  und  Bogen   der   zugehörigen 
Evolute,  so  findet  man,  da  (vgl.  Nr.  245) 


^=^i/&r-i 


als  natürliche  Gleichung  der  Evolute;  nun  werden  wir  (Nr.  235)  sehen, 
dafs  dies  die  natürliche  Gleichung  einer  Kurve  ist,  bei  welcher  der 
Bogen  proportional  einer  Potenz  der  Abscisse  ist:  daher  gehören  die 
Sinusspiralen  und  die  Ribaucour'schen  Kurven  zu  einer  Klasse,  die 
gebildet  wird  von  solchen  Kurven,  bei  deren  Evolventen  die  Abscisse 
proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist^). 

1)  Cesäro,  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Napoli  1896)  S.  49. 

2)  Cesäro,  Sii7'  une  Note  de  geometrie  infinitesimale   (Nouv.  Ann.    3.  Ser. 
XIII,  1894).  —  Dieselben  Kurven  sind  auch  besondere  Fälle  der  (nach  E.  Wolf- 
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Bemerkenswert  sind  diejenigen  Ribaucour'sclien  Kurven^  bei  denen 
m  positiv  und  ganz  ist;  sie  können  nämlich  als  spezielle  trochoi- 
dale  Hüllkurven  aufgefafst  werden.  Man  betracbte  einen  Kreis  Cq; 
einen  Durchmesser  d  desselben  und  eine  feste  Gerade  r ;  wenn  Cq  ohne 
zu  gleiten  auf  r  rollt ^  so  umhüllt  der  Durchmesser  d  eine  gemeine 
Cykloide  6\:  es  ist  dies  ein  interessanter  Satz,  den  Chasles^)  1837 
entdeckte  und  den  Todhunte r  ziemlich  viel  später  wiederum  auf- 
fand^). Läfst  man  nun  die  Cykloide  G^  auf  der  Geraden  r  rollen,  so 
wird  ihre  Basisgerade  eine  neue  Kurve  Cg  umhüllen.  Aus  dieser  ent- 
steht in  ähnlicher  Weise  eine  Kurve  Cg,  u.  s.  w.  Eine  dieser  Kurven 
wird  durch  die  Gleichungen  (4)  dargestellt.  Diese  bemerkenswerte 
Thatsache  wurde  zum  ersten  Male  durch  N.  Nicolaides^)  und  dann 
von  E.  Dubois^)  veröffentlicht,  war  aber  schon  1868  von  Mannheim 
und  Ribaucour  beobachtet  worden,  die  ein  Verfahren  entdeckt  hatten, 
der  Reihe  nach  alle  fraglichen  Kurven  zu  erhalten^).  —  Die  vorhin 
betrachteten  speziellen  Ribaucour'schen  Kurven  gehören  einem  System 
an,   dessen    Charakteristiken  ft  =  2(m-|-l)    ^^id  v  =  2    sind;    daher 


fing's  YorscUag)  sogenannten  Cesäro'sclien  Kurven,  bei  denen  der  Krüm- 
mungsradius proportional  dem  vom  Incidenzpunkte  an  gereclmeten  Normal- 
absclmitte  ist,  welchen  die  in  Bezug  auf  einen  festen  Kreis  genommene  Polare 
dieses  Punktes  abgrenzt. 

1)  Äpergu  historique^  2.  Aufl.  (Paris  1875)  S.  69.  —  Dieser  schöne  Satz  läfst 
sich  leicht  mit  Benutzung  der  Fig.  115  a  unter  Beibehaltung  der  in  Nr.  196  an- 
gewandten Bezeichnungen  beweisen.  Man  erkennt  nämlich  leicht,  dafs  die  Glei- 
chung des  Durchmessers  CO'  ist 

X  —  2/*^te  9  =  ^'(9  —  ctg  cp), 
oder  X  sin  g?  —  y  cos  cp  =zr(cp  sin  cp  —  cos  g?) . 

Wird  diese  differenziert,  so  erhält  man 

X  cos  9  +  2/  sin  g)  =  r(2  sin  g?  +  9  cos  9), 
welche  Gleichung  mit  der  vorigen  kombiniert  ergiebt 


|- (2  g)  +  sin  2 9),  y  ==  -|- (3  —  cos  2  g))  . 


Wenn  man  nun  setzt 


^        x^x^,       2r  —  y=^yi,       tt  — 2g)  =  g)i, 
so  gehen  diese  über  in 

welches   die  kanonischen  Gleichungen  einer  gemeinen  Cykloide,   erzeugt  durch 

T 

einen  Kreis  mit  dem  Radius  — ,   sind. 

2)  Nouv.  Corr.Math.  Question  203  (gelöst  in  IV,  1878,  S.  65).    Vgl.  Besant, 
Notes  on  roulettes  and  gliseUes,  2.  Aufl.  (Cambridge  1890)  S.  34. 

3)  Analectes  ou  Memoires  et  Notes  sur  les  diverses  paHies  des  mathematigues, 
4^  Livraison  (Athenes  1871)  S.  103  ff. 

4)  S.  den  0.  a.  Aufsatz. 

5)  Nouv.  Corr.  Math.  VI,  1880,  S.  224—25.     S.  auch  F.  Morley,  On  adjiis- 
table  cydoidal  and  trochoidal  curves  (Amer.  Journ.  XVI,  1894). 
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liegen  die  Berührungspunkte  der  von  einem  Punkte  an  sie  gezogenen 
Tangenten  auf  einer  Kurve  von  der  Ordnung  2  (m  -{-  2) ,  von  welcher 
jener  Punkt  ein  2(m -f- l)-facher  ist. 

Ribaucour'sche  Kurven  treten  auch  bei  der  Lösung  mechanischer 
Probleme  auf^  w^ie  folgendes  Beispiel  zeigen  möge.  Joh.  BernouUi 
hat  vor  etwa  200  Jahren  folgende  Frage  aufgeworfen^):  „In  einer 
Yertikalebene  eine  Kurve  zu  finden^  von  der  Art^  dafs^  wenn  ein 
Körper  sie  infolge  seines  Eigengewichtes  frei  durchläuft,  er  in  allen 
ihren  Punkten  einen  Druck  auf  sie  ausübt,  der  gleich  seinem  abso- 
luten Gewichte  ist.^^  Es  ist  klar,  dafs  der  bewegte  Punkt  noch  einer 
anderen  Kraft  unterworfen  sein  mufs  aufser  der  Schwerkraft,  da  sonst 
die  horizontale  Gerade  die  einzige  Kurve  sein  würde,  die  der  Aufgabe 
genügt.  Wenn  nun  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck,  dem  der 
bewegte  Körper  unterworfen  ist,  für  alle  Punkte  der  Kurve  derselbe 
ist,  so  heifst  diese  —  wenn  wir  die  Namengebung  von  B.  Peirce^) 
benutzen  —  Barytrope,  wenn  aber  der  Druck  konstant  ist,  Tauto- 
baryde.  Die  Aufgabe  Bernoulli's  war  kaum  gestellt,  als  sie  auch 
schon  die  Aufmerksamkeit  hochberühmter  Geometer  auf  sich  zog,  wie 
der  Marquis  de  THopital,  Varignon's  und  Euler's;  P.  Jullien^) 
und  G.H.Müller*)  haben  die  so  erhaltenen  Resultate,  die  weniger  der 
Geometrie  als  der  Mechanik  angehören,  zusammenfassend  dargelegt. 
Letzterer  hat  dann  insbesondere  folgendes  Problem  eingehend  behandelt: 
„Es  sind  diejenigen  ebenen  Kurven  zu  bestimmen,  auf  denen  sich  ein 
materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  einer  treibenden  Kraft  derart 
bewegt,  dafs  das  Verhältnis  (n)  zwischen  dem  durch  die  Kraft- 
komponente allein  ausgeübten  Drucke  und  dem  von  der  Centrifugal- 
kraft  herrührenden  ein  bestimmtes  sei.^^  Als  DifPerenzialgleichung  der 
ö'esuchten  Kurven  findet  sich 


ö 


dx  —  "^ 


nr..     ^ 


die  Kurven  sind  also,  wie  angegeben,  Ribaucour'sche  Kurven. 

219.  Das  durch  die  Ribaucour'schen  Kurven  gelöste  Problem 
bietet  eine  unbestreitbare  Analogie  mit  folgendem,  zu  Ende  des 
18.  Jahrhunderts  von  einem  wenig  bekannten  Mitgliede  der  Petersburger 
Akademie  behandelten^):  „Eine  Kurve  von  der  Eigenschaft  zu  finden, 
dafs  das  Verhältnis  des  Krümmungsradius  i?  zur  Subnormalen  S^  ein 
konstantes  (=  m)  ist.^^     Es  läfst  sich  alsbald  leicht  lösen,  wenn  man 


1)  Acta  erud.  Suppl.  II,  S.  291;  Joh.  BernouUi  opera  I,  S.  141. 

2)  Fhysical  and  celestial  Meehanics,  S.  370. 

3)  ProbUmes  de  mecanigue  rationelle  I,  S.  405. 

4)  lieber  barytrope  "und  tautobaryde  Curven  (Diss.  Marburg,  1880). 

5)  M.  Platzmann,  Solutio  problematis  ex  methodo'tangentium  inversa  (Acta 
Acad.  Petrop.  pro  anno  MDCCLXXXI,  Pars  II,  Petropoli  1785). 
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als  unabhängige  Variabele  den  Winkel  cp  der  Normalen  mit  der 
X'Axe  wählt;  nennen  wir^  wie  gewöhnlich^  den  Kuryenbogen  s^  so 
haben  wir 

dx  =  dS' Bing)  ^       dy  ==  ds- cos  cp ,       S^=  ^  -{-  y '<^^g9^  y 

P         ds  dx 

dcp         sin  q)  '  dcp  '^ 

daher  lautet  die  Bedingung  des  Problems 

.^-^^mix  +  yctgcp), 

oder  dx  =  m{x  sin^  +  ^  cos cp)dcp (11) 

Dieser  Ausdruck  ist  integrierbar  ^  und  liefert;  wenn  mit  a  die  Inte- 
grationskonstante bezeichnet  wird, 

X  '\-  a  =  m{y  Bin  cp  —  x  cos  9p) .....     .     (12) 

Eliminieren  wir  y  aus  (11)  und  (12),  so  erhalten  wir 

dx  sin  9?  —  {x-^a)  cos  cp  -  dcp  =  mx  •  dcp 

oder  dx  —  x  — "X- dcp  =  a  ctg  cp-dcp (13) 

betzt  man  nun  —  = acp , (14) 

so  hat  man  los?  ~  =  m  loff  ~— j — ~ 1-  log  sin  cp , 

dasheifst  ^  =  (1+^2!^. (15) 

sin^  +  V 
Wegen  Gleichung  (14)  aber  wird  (13)  nun  zu 

dx  -\-  X  —  ==  a  ctg  cp'  dcpy 

daher  ist  xs  =  aj^  ctg  cp  -dcp  ; 

also  ist  wegen  (15) 

^~Bin-  +  V     -V  ^I^^H^^-;  ^9-^J      (l-cos,.)-      ^<P--W 

Unter  der  Voraussetzung^  dafs  m=[=l;  erhält  man  durch  Integrieren, 
wenn  man  die  Integrationskonstante  mit  &  bezeichnet: 

asin^  +  V      ~~2(m-l)   (t__cos9r-^         2(m  +  l)    (i-cos^r  +  i  "^ 

oder,  wenn  wir  mit  c  die  beliebige  Konstante  ah  bezeichnen ,  und 
dann  (12)  anwenden 

sin^~'~^gp       1^      1  —  m  cos  qp      \ 

^  ""  ^  (1  +  cos  cpf    +  ^         ^2  _  1  — ; ,j^r^. 

(1  -)-  m  cos  (jp)  sin*^V     1^  ö^  sin  g?     | 

y  "^^        (1  +  cos  tpf  '    m^  ~l'  f 

Loria,  Ebene  Kuryen.  34 
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Dies  ist  die  analytische  Darstellung  der  gesuchten  Kurve ^  im  Falle 
^  =1=  1 .  Offenbar  sind  diese  Kurven  algebraisch  oder  nicht ^  jenach- 
dezn  m  rational  ist  oder  nicht;  wenn  m  eine  ganze  Zahl,  so  sind  sie 
aufserdem  rational. 

In  dem  bis  jetzt  ausgeschlossenen  Falle  m  =  1  wird  Gri.  (16) 

X    1  +  cos  qp  r      cosq)-d(p  1    /^smq)'d(p  1    f*  dcp 

a       sin^  qp  J  (1  —  cos  9)  sin  qp  2  J    1  —  cos  9  2*7    sin  cp  ' 

wird   integriert  und  die  Integrationskonstante  mit  r—  bezeichnet^   so 

ergiebt  sich 

2x-\-a  =  c(l  —  cos  9)  —  6^(1  —  cos  99)  log -^  ^'"J^  ^  ;  ] 
und  bei  Anwendung  der  Gleichung  (12)  ■  •  •  v-^j 

2y=  csincp  +  a(l  —  cos  g))  —  a  sing? -log  j^^  • 

Diese  Gleichungen  stellen  die  Kurve  in  dem  jetzt  betrachteten  Falle 
dar;  sie  ist  im  allgemeinen  transscendent.  —  Setzen  wir  im  beson- 
deren a  =  Oy  so  erhalten  wir 

X  =  c(l  —  cos  9) ,         ^  =  c  sin  g? ; 
durch  Elimination  von  cp  ergiebt  sich  hieraus 

x^  -{-  y^  —  c^  =  0, 
die  Gleichung  eines   Kreises.     Dafs   dieser  sich  unter   den   gesuchten 
Kurven   befinden    mufste,    war  vorauszusehen;    daher    ist    dies   nichts 
weiter  als  eine  Bestätigung  der  Rechnung. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt:  Wenn  man  in  der  von  BernouUi 
gestellten  Aufgabe,  die  durch  die  ßibaucour'schen  Kurven  gelöst  wird, 
an  Stelle  des  Verhältnisses  das  Produkt  aus  dem  Krümmungs- 
radius und  der  entsprechenden  Normalen  setzt,  so  erhält  man  eine 
neue  Art  von  Kurven,  deren  vollständige  Bestimmung,  die  von 
G.  Scheffers^)  ausgeführt  wurde,  elliptische  Integrale  verlangt. 


Fünfzehntes  Kapitel. 

Die  Spirale  von  Norwich  oder  Sturm  und  die  Euler'sche  Kurve. 

220.  Ein  ziemlich  allgemeines  Problem,  das  zuerst  von  Jakob 
Riccati  gelöst  wurde,  ist  folgendes:  „Eine  Kurve  zu  bestimmen,  für 
welche  der  Ausdruck  des  Krümmungsradius  in  einem  beliebigen  Punkte 
als  Funktion  des  zugehörigen  Radius  vector   gegeben  ist^^^).     Dieses 

1)  Einführung  in  die  Theorie  der  Kurven  in  der  Ebene  und  im  Baume 
(Leipzig  1901)  S.  98—105. 

2)  Siehe  Soluzione  generale  del  proUema  inverso  intorno  a'  raggi  osculatori 
(Giorn.  de'  Letterati  d'Italia,  XI,  1712). 
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Problem  führt  zu  einer  DifFerenzialgleichung  zweiter  Ordnung,  die 
durch,  eine  Quadratur  bei  folgendem  Verfahren  integrierbar  ist:  Sind 
Q^cj  die  Polarkoordinaten  und  B===(p(q)  der  Krümmungsradius,  so 
haben  wir  die  öleichung 

8_ 

±Ö-.  =  E  =  9>(9) (1) 


9'  +  2e"-2ee' 

clco 


Man  setze    q'  =  -~  ==  p  ,    dann  hat  man 


d^Q  dq'   dq  ^dp 

dco^  ( 

und  daher  wird  die  Gleichung  (1) 


"  dco^  dQ    dm         ^   dg 


,„)»_J.1±ÄV       (2) 

Integriert  man  diese  Gleichung,  so  erhält  man  p  als  Funktion  von  ^, 
und  demnach  ist,  den  gemachten  Bestimmungen  gemäfs, 

-  +  «=/f- •    •    •    (3) 

Nun    setzen    wir,    um    (2)    zu    integrieren,     ^^  =  ^,    q^  -^  p^  ==  y^ 
cp(j^)  =  (p{yx)  =f{x)y  und  wir  können  dann  schreiben 

1     2  X     dy 

f^  ~  Vy      Vy^  ^^ ' 
f(x)  ~~    dx  \yy)' 

demnach  ist  —  =  tt  /  iv"t  * 

y        2J  f{x) 

Setzt  man  jetzt  für  x  und  y  wieder  ihre  Werte  ein,  so  findet  man 


setzt,  sich  ergiebt  p  ==  ^^^ — azj^ L. 

Setzen  wir  in  (3)  für  p  diesen  Wert  ein,  so  ergiebt  sich 

Dies  ist  die  Polargleichung  der  Kurve  ^);  aus  dieser  folgt  nun,  dafs 


s  = 


1)  Die  Gl.  (4)  findet  sich  ohne  Beweis  im    Uehungsbuch  zum  Studmm  der 
höheren  Analysis  von  Schlömilch,  11,  2.  Aufl.  (Leipzig  1874)  S.  340. 

34* 
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die  natürliche  Gleichung  derselben  ist.     Wenden  wir  nnn  die  Formeln 
an  (vgl.  Nr.  251),  welche  die  Elemente  B  und  s  mit  den  entsprechen- 

den  der  Evolute  verknüpfen,  nämlich     B^==  B  -j— ,    s^==  B^    so    er- 
halten wir  iti=V^'-[Hst)-W (6) 

als  natürliche  Gleichung  der  Evolute  von  (1). 

Mehr  als  ein  Jahrhundert  nach  Riccati  zog  ein  Spezialfall  dieses 
Problems  —  der  einfachste  —  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker 
auf  sich,  nämlich  der  Fall,  dafs  der  Krümmungsradius  gleich  dem 
Radius  vector  ist.  Von  ihm  spricht  C.  Sturm  in  einer  Note  zu 
seinem  Cours  d'analyse^)  1857,  daher  der  Name  Spirale  von  Sturm, 
den  man  dieser  Kurve  beigelegt  hat^);  elf  Jahre  später  beschäftigte 
sich  J.  Sylvester  mit  ihr  während  des  1868  zu  Norwich  abgehaltenen 
Kongresses  der  British  Association  for  the  Advancement  of  Science; 
daher  der  Name  Spirale  von  Norwich,  den  man  der  Kurve  ge- 
geben hat  ^) ;  ein  Jahr  darauf  lieferte  dieselbe  Kurve  Stoff  zu  einer 
Abhandlung  von  0.  Schlömilch^).  —  Die  Polargleichung  der  neuen 
Kurve  erhält  man  aus  (4),  wenn  man  (p{q)  =^  q  und  demnach  auch 
^(p)  =  ^  setzt;   sie  ist  demnach 

nach  Ausführung  der  angegebenen  Integration  ergiebt  sich  dann 

a,  +  «  =  l/i^-2arctgy^«    ....     (7) 
oder  auch,  wenn  wir  c  =  2a  setzen, 

o^  +  c.^]/^— 2arccos]/^.     .....    (7^ 

Die  natürliche  Gleichung  lautet  dagegen 

s^^y^, (8) 

oder,  wenn  man  wieder  c  =  2a  setzt. 


ö 


s=—^^ — y^—-' (80 


R+}a 


Die  natürliche   Gleichung   der  Evolute    hingegen  ergiebt  sich,    wenn 
man  in  Gl.  (6)  i^(s-,)  =  s^   setzt,  und  ist  daher 

B^^  =  2cs^  —  c^ (9) 

1)  Vgl.  6.  Aufl.  (Paris  1880)  II,  S.  106. 

2)  Nicola'ides,  Änaleetes  ou  Memoires  et  Notes  sur  les  diverses  parties  des 
mathematiques,  S.  136  (Athenes  1872). 

3)  Note  on  the  successive  evolute  to  a  circle  (Phil.  mag.  4.  Ser.  XXXVI, 
1868);  Outline  trace  of  the  Theory  of  reduciUe  Cyclodes  (Proc.  of  the  London 
raath.  Soc.  II,  1869). 

4)  Über  eine  Spirale  {ZeiUchv.  für  Math.  XIV,  1869). 
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Schreiben  wir  diese  in  der  Form 

SO  erkennt  man  (ygl.  Nr.  209),  dafs  diese  eine  gemeine  Kreis evolvente 
darstellt.  Die  Spirale  von  Sturm  ist  demnach  die  Evolvente  der  Kreis- 
evolvente, d.  h.  die  zweite  Evolvente  eines  Kreises. 

Wir  wollen  hier  zugleich  bemerken,  dafs  die  Gleichung  (6)  Ähn- 
lichkeit mit  folgender  hat 


V^{?)' 


a 


fjj  =  L-. )^ — |-  arc  sin  — , (10) 

die  eine  Kurve  darstellt,  die  in  der  angewandten  Mathematik  vor- 
kommt, und  die  von  Sylvester^),  weil  sie  durch  Rollen  eines  Kreises 
erzeugt  werden  kann,  Convolute  des  Kreises^)  genannt  wurde. 

221.  Wenn  man  die  Polarkoordinaten  ^,  co  einer  ebenen  Kurve 
als  Funktionen  einer  unabhängigen  Variabelen  t  ansieht  und  ihren 
Bogen  mit  s,  ihren  Krümmungsradius  mit  E  bezeichnet,  so  hat  man, 
wie  leicht  zu  beweisen  ist,  /<^5\3 

TD  __    \^^/ .  (U\ 

^/dco\^         /dQ\^dco  d^Q  dQ  dg  d^03        '     '      \    J 

^  \di)  +     \di)  ~dt~^'Jt^lÜ'^^'di'J^ 

Wird  im  besonderen  vorausgesetzt,  dafs  man  als  Variabele  t  den 
Radius  vector  q  nimmt,  so  hat  man 

Nennen  wir  nun  den  Winkel  zwischen  Tangente  und  Radius  vector  ^, 
und  die  Länge  des  vom  Anfang  auf  die  Tangente  gefällten  Lotes  ^, 
so  haben  wir  ^^ 

*8'^  =  ^g7'        p==psin|[/. (13) 

und  daher  ist 

^da  ^    dco    ,      ^d^G)    .      ^/dco\'^ 

^d^         dp_  'g^  +  g  d^+^  WJ 


und  infolgedessen  B  =  q  —  ^    . (14) 


1)  M.  s.  die  oben  citierten  Aufsätze. 

2)  Es  möge  noch  bemerkt  werden,  dafs  Barrow  in  seinen  Lectiones  geo- 
metricae  sich  schon  des  Ausdruckes  Convolute,  jedoch  in  einem  ganz  anderen 
Sinne  bedient  hat:  siehe  The  mathematical  Worlcs  of  J.  Barroiv  ed.  Whewell  (Cam- 
bridge 1860)  S.  295—97. 
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Dieser  eleganten  Beziehung  bediente  sicli  Eni  er  —  in  einer  der 
Petersburger  Akademie  am  20.  Aug.  1781  vorgelegten  Abhandlung^)  — 
um  die  Aufgabe  zu  lösen  (von  der  wir  die  Lösung  Riccatis  in  der 
vorigen  Nr.  dargelegt  haben),  nämlich  ,,eine  Kurve  zu  finden,  bei 
welcher  der  Krümmungsradius  in  einem  beliebigen  Punkte  eine  Funktion 
des  Abstandes  jenes  Punktes  von  einem  festen  Punkte  0  ist".  Nehmen 
wir  0  als  Pol,  so  wird  B  eine  Funktion  von  q  sein,  also 

Demnach  giebt  (14)  p  =J  ~~ . (15) 

Da  überdies  der  Winkel  ^  der  Kathete  p  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke, das  Q  zur  Hypotenuse  hat,  gegenüberliegt,  so  ist 


und  also  wegen  (13,  l'*) 

dco  p 

^  cIq     ~'    |/^2_p2 

Setzen  wir  hierin   für  p  seinen  Wert  aus  (15),  so  erhalten  wir  nach 
einer  Intee^ration  ^  . 

^  c.=  f-^=^i= (16) 

und  dies  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  gesuchten  Kurve. 

In   dem   einfachsten  Falle,  in  welchem  f{Q)  =  — ,   wird  (15)  zu 
p  =  ^Q  -^  c,   wo  c  eine   Konstante  bedeutet;   die  Gl.  (16)  wird  dem- 

eine  Quadratur,   der  elementar  ausführbar  ist^).     Wenn  insbesondere 
c  =  0,  so  hat  man  Vi^^^ 

03  =  --i^=  f^  =  -~JL^  log^       oder       Q  =  ae~~'^\ 

weshalb  die  gesuchte  Kurve  eine  logarithmische  Spirale  ist. 

Komplizierter  ist  der  Fall   f(Q)  =  — ,  mit  dem  Euler  sich  be- 
fafst  hat;  dann  werden  die  Gleichungen  (15),  (16)  zu 


1)  De  curvis,  quarum  radii  osculi  tenent  rationem  dupUcatam  distantiae  a 
puncto  fixo,  earumque  mirabüibus  proprietatihus  (Mem.  de  TAc.  de  St,  Peters- 
bourg,  IX,  1824). 

2)  Dafs  diese  Kurven  Evolventen  cyklischer  Kurven  sind,  welche  den  festen 
Kreis  ihrer  Evolute  rechtwinklig  schneiden,  wird  E.  Wolf  fing  in  einem  dem- 
nächst im  Archiv  der  Math,  erscheinenden  Aufsatze  zeigen. 
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r        alog~-äq 

Diese  Integration  ist  nicht  ausführbar.  Dennoch  hat  Euler  gezeigt^ 
wie  man  nichtsdestoweniger  die  erhaltene  Kurve  in  ihre  kleinsten 
Einzelheiten  hinein  diskutieren  kann.  Wir  wollen  ihm  darin  nicht 
folgen^  sondern  uns  darauf  beschränken,  eine  besondere  Eigenschaft, 
die  die  Euler'sche  Kurve  besitzt,  anzuführen.     Aus  der  Gl.  (17)  folgt 

,  a  log  —  -, 

dco  c  r,  .  ,     äs  Q  /ION 

=  — — ^--^^^-^^^-^--^^--^^--      lerner  ist   -^-  =  — ,    ■    '  L=:  -      ■  - ,  .  (lö) 

''   ./.-{«logg'  '\y7^(aio,^y 

daher  ds  —  a-  dco  ==  dy  q^ — (alog— j, 

und  wenn  integriert  wird, 

s  =  am  -\-  1/^^ —  (a  log— j  +  Consl 


^B-       '-    ^^ 


■{"4) 


Nun  giebt    y  9^ —  (^log~j     die  Projektion  q  des  Radius  vector  auf 

die  Tangente,  also  ist 

s  =  ao)  +  g  +  Consty 

welche  elegante  Beziehung  sich  leicht  in  einem  Satze  aussprechen  läfst. 

Beachten  wir  schliefslich,   dafs  der  Voraussetzung  genaäfs   Q==YaItj 

und  setzen  wir   h  =  ~  ,   so  wird  Grieichung  (18) 

und  dies  ist  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve. 

Die  soeben  angeführten  Formeln  (14) — (16)  sind  es,  die  man  in 
der  Regel  herbeizuziehen  hat,  wenn  es  sich  um  die  Untersuchung 
solcher  Kurven  handelt^  die  durch  eine  Beziehung  zwischen  dem 
Krümmungsradius  B  und  dem  Abstände  j9  der  entsprechenden  Tangente 
von  einem  festen  Punkte  definiert  sind.  Nehmen  wir  einmal  an,  dafs 
diese  Beziehung  folgende  sei 

jB=-Z;i)^ (19) 

wo  h  und  n  gegebene  Konstanten  sind.     Wegen  (14)  kann  man  dann 
die  integriert  ergiebt  2  Je        ,,  .^^. 
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und  zur  Darstellung  aller  fraglictien  Kurven  dienen  kann.  Ihre  Evo- 
luten erfreuen  sich,  einer  eleganten  Eigenschaft^  die  wir  jetzt  darlegen 
wollen^).  Zu  dem  Zwecke  beachten  wir^  dafs  aus  den  Beziehungen^ 
welche  die  natürlichen  Kurvenelemente  R  und  s  mit  denen  der  Evo- 
lute verknüpfen  (Nr.  35 1)^  sich  ergiebt^  dafs 

Nun  kann  man  aus  Grleichung  (16)  der  Reihe  nach  ableiten: 


ds-      '"^' 


yQ^—p"^ 


hieraus  und  aus  (19)  folgt 

Wenn  man  nun  durch  das  Krümmungscentrum  G  eines  beliebigen 
Kurvenpunktes  P  die  Parallele  zur  Tangente  zieht^  und  deren  Schnitt 
D  mit  dem  Radius  vector  OP  bestimmt^  so  hat  man 

CD  =  i? .  ctg  ^  ; 

setzt    man   für    R    seinen  Wert   kp'^^    und   für    ctgft    den    Ausdruck 

— — ,  so  kann  man  schreiben 

P 

CD  =  lcp^-^yQ^  —  pK 

Folglich  ist  B^==7Z'CD, 

welche  Beziehung  die  oben  angedeutete  elegante  Eigenschaft  aus- 
drückt und  die  Krümmungsradien  der  Evoluten  aller  durch  die  Glei- 
chung (19)  dargestellter  Kurven  zu  konstruieren  lehrt.  Unter  diesen 
befinden  sich^  wie  wir  hinzufügen  wollen^  viele  uns  schon  bekannte 
Kurven;  man  erkennt  dies,  wenn  man  die  Formeln  (15)  und  (16)  an- 
wendet^ indem  man  berücksichtigt^  dafs  nach  Elimination  von  p  aus 
(19)  und  (20)  man  erhält 

'n-\-l    2    1      1^+^ 


^=*[^  *■•+«]. 


1)  Sie  bildet  den  Gegenstand  der  Question  493  der  Nouv.  Ann.  de  Math.\ 
die  so  lautet:  „P  sei  ein  Punkt  einer  Kurve  A^,  G  das  Kriimmungscentrum  für 
P,  0  ein  fester  Punkt  als  Ausgangspunkt  der  Radienvectoren ;  CD  sei  senk- 
recht zu  OP  und  D  der  Schnittpunkt  von  CD  mit  dem  Yector  PO  bezw.  seiner 
Verlängerung.  Wenn  der  Krümmungsradius  der  Kurve  A  proportional  einer  be- 
liebigen Potenz  n  des  von  0  auf  die  Kurventangente  gefällten  Lotes  ist,  so  ist  der 
Krümmungsradius  der  Evolute  von  A,  der  dem  Punkte  C  entspricht,  gleich  n  •  CD'"'"., 
eine  Lösung  derselben,  die  von  der  im  Texte  gegebenen  verschieden  ist,  findet 
sich  im  L  Bd.  (1862)   dieser  Zeitschrift  (S.  321 — 22);   sie  rührt  von  Sacchi  her. 
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weshalb  man  im  vorliegenden  Falle  in  diesen  Formeln  zu  setzen  liat 

n 

Für  ^^  ==  0  erhält  man  ersichtlich  einen  Kreis;  für  n  =  1  erhält  man^ 
wenn  h  =^  1  der  Reihe  nach 

erinnern  wir  uns  der  Gleichung  (14)  auf  S.  488^   so  sehen  wir^  dafs^ 
wenn  wir  hierin 

/>_  _  ^  ,        .  1 


fc  =  l 


setzen^  sie  eine  Epi-  oder  Hjpocykloide  darstellen.  In  dem  aus 
geschlossenen  Falle,  h=l,  hat  man  hingegen 

y —  C'  CO  ==  I    '^     - — ^ — -  =  Yq^ —  c  -f-  ]/ —  c  arc  sin 

setzen  wir  hierin  c  =  —  a'^^  so  sieht  man,  dafs  die  dargestellte  Kurve 
eine  Kreisevolvente  ist.  —  Einige  andere  Kurven  erhält  man, 
indem  man  c==0  setzt  und  dem  n  verschiedene  Werte  erteilt,  wie 
wir  kurz  noch  vermerken  wollen: 


f{Q)  = 


P- 


Gleichung 


Kurve 


y% 


V 


1 

1 
__ 

-3 


Vi"» 


dJc' 


Q 


1        1         9 
■  l02C  — 


2  arc  tg 


y;i 


arc  sm 
1 


VI 

4:Q  —IC 


Je 
arc  sin 


9/0^ 

1  .     1c' 

-  ~  arc  sm  -^ 


9  =Qoe 


Yk—i- 


Je 


1  -f-  cos  Co 


Q^==91c^sm2co 

^^  +  T-  =  Ö 


Logarithm. 
Spirale. 


Parabel. 


Kardioide. 

Bernoulli'sche 
Lemniskate. 

gleichseitige 
Hyperbel. 


Dem  Leser  überlassen  wir  es,  zu  verifizieren,  dafs,  wenn  c  =|=  0,  f€r 
n  =  —  3  die  entsprechende  Kurve  ein  centrischer  Kegelschnitt  ist. 
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Sechzehntes  Kapitel. 
Die  trigonometrischen  und  hypertrigonometrischen  Kurven. 

222.     Wir    bezeichnen    mit    trigonometrischen    Kurven    die 
durch  folgende  Gleichungen  dargestellten 

•  -(3) 

..(6) 

WO   a  und  &  Konstanten   sind^    die    immer   als    positiv   angenommen 

werden  können^).     Da^   wenn  man  oc  =  — x    setzt^  man  von  den 

drei  ersten  der  Reihe  nach  zu  den  drei  letzten  gelangt^  so  genügt  es^ 
jene  drei  ersten  zu  untersuchen.  Im  Falle  a  =  h  =  l  dienen  sie  dazu^ 
die  gewöhnlichen  trigonometrischen  Funktionen  geometrisch  darzu- 
stellen; da  man  sie  aber  auch  in  folgender  Weise  schreiben  kann 


^  =  &  sin  -  . 

.  .(1) 

</  =  &  tg  f  •  • 

.(2) 

7                     X 

y  =  0  sec  —  . 

y  =  i  cos  —  . 

..(4) 

2/  =  &ctgJ.  . 

.(5) 

7                       X 

y  =  öcosec  — 

■■  a  arc  sm 


j-  j      ^  =  a  arc  tg  ^ ;      x  ==  a  s^xg  sec  ~ , 


x  =  a  arc  cos  —  ^      ^  =  a  arc  ctg  ~  ^      x  =  a  slyc  cosec  ~ , 

so  können  sie  auch  dazu  dienen^  die  Umkehrung  der  trigonometrischen 
Funktionen,  die  cyclometrischen  Funktionen  darzustellen,  wenn 
wieder  a  =  h==l.  Variiert  man  die  Konstanten  a  und  &,  so  erhält 
man  Kurven,  die  einander  affin  sind. 

Kurven  vom  Typus  (1)  sind  uns  schon  begegnet  (Nr.  181  u.  200): 
nämlich  die  Gefährtin  der  Cykloide  und  die  Tschirnhausen'sche  Qua- 
dratrix;  jene  entspricht  dem  Falle  a  =  h,  diese  dem  a  =  27t'b.  Die  sehr 
einfachen  geometrischen  Beziehungen,  die  zwischen  den  durch  Variation 
der  Konstanten  a  und  b  entstehenden  oo^  verschiedenen  Kurven  (1) 
bestehen,  erlauben  uns,  diese  als  im  wesentlichen  identische  Kurven 
anzusehen;  somit  erklärt  es  sich,  wie  Wallis  behaupten  konnte:  „Et 
Gallorum  socia  Cycloidis  est  ea  Curva,  quae  (mihi)  terminat  Sinuum 
rectorum"^);  es  ist  dieselbe  Linie,  die  Leibniz  die  linea  sinuum^) 
und  die  man  heute  die  Sinuskurve,  Sinuslinie,  oder  Sinusoide 
nennt,  wogegen  die  Kurve  (4)  die  Cosinusoide  heifst.     Man  kann 


1)  Ihnen  analog  sind  die  durch 

y  =zhsn—  (vgl.  Nr.  213,  Schlufs) ,      y  =  'bcn~ ,       y  =  hdn  — 

OL  dl  CL 

wiedergegebenen  Kurven,  welche  die  Jacobrschen   elliptischen  Funktionen  geo- 
metrisch darstellen;   die  erste  könnte  man  elliptische  Sinusoide  nennen. 

2)  Brief  an  Leibniz  vom  6.  Apr.  1697  (Leibniz,  ed.  Gerhardt,  IV,  S.  18). 

3)  Brief  an  Huygens  vom  4./14.  Sept.  1694  (a.  a.  Q.  II,  S.  195). 
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dieselbe  auch  erhalten^  wenn  man  einen  Kreiscylinder  mit  einer  be- 
liebigen Ebene  scbneidet  und  dann  auf  eine  Ebene  abrollt  ^)^  auch 
als  Ortho gonal-Projektion  einer  Schraubenlinie  auf  eine  zur  Cylinder- 
axe  parallele  Ebene.  Sie  tritt  ferner  auf  in  der  mathematischen 
Theorie  der  Schwingungen  speziell  in  der  Akustik^  wo  sie  die  har- 
monische Kurve  genannt  wird^);  zu  Unrecht  wurde  sie  dagegen 
mit  der  Gestalt^  die  eine  schwingende  Seite  annimmt,  identifiziert^); 
von  Ästhetikern  wurde  sie  auch  als  die  Schönheitslinie  bezeichnet. 
Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x^y)  der  Kurve  (1)  ist 

Y-y      yh^:^\ 


X- 


1 


macht  man  diese  Gleichung  rational,  so  sieht  man:  Die  Berührungs- 
punkte der  von  einem  Punkte  ihrer  Ebene  an  die  Sinuskurve  ge- 
zogenen Tangenten  gehören  einer  Kurve  vierter  Ordnung  an,  für 
welche  jener  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist;  daraus  folgt  dann:  Jede 
Sinuskurve  gehört  einem  System  an  mit  den  Charakteristiken  ^  =  2 , 
v  =  2. 

Die  durch  Gleichung  (2)  dargestellte  Kurve  heifst  die  Tangens - 
kurve  oder  Tangentoide^)^  (5)  hingegen  die  Cotangentoide.  Sie 
besteht  aus  unendlich  vielen  gleichen  Zügen^  die  im  Unendlichen  zu- 
sammenhängen-, die  Schnitte  mit  der  ;:^-Axe  sind  Wendepunkte^  wie  bei 
der  Sinuskurve.     Die  Tangente  im  Punkte  (x^  y)  hat  die  Gleichung 

Y-y  ^h'  +  y' 
X  —  X  ah      ^ 

woraus  sich  mit  Leichtigkeit  ein  einfacher  Ausdruck  für  die  Sub- 
tangente  und  somit  eine  Konstruktion  der  Tangente  herleiten  läfst^). 
Die  Gleichung  selbst  beweist:  Die  von  einem  Punkte  an  die  Tangens- 
kurve gezogenen  Tangenten  halben  ihre  Berührungspuiikte  auf  einer 
Kurve  dritter  Ordnung  liegen ,  die  durch  jenen  Punkt  geht;  jede 
Tangenskurve  gehört  daher  einem  System  mit  den  Charakteristiken 
^=:^1,  v=^2  an.  Die  Fläche,  die  zwischen  der  Kurve,  der  Abscissen- 
axe  und  der  zur  Abscisse  x  gehörenden  Ordinate  liegt,  wird  aus- 
gedrückt  durch    F  =  ah  log  sec  — ;  dagegen  das  durch  Rotation  dieser 


1)  G.  Loria,  Le  seiende  esatte  nelV  antica  Grecia,  Lib.  I  n.  67  Note  (Mo- 
dena  1893). 

2)  Lord  Raleigh,  The  Theory  of  Sound  I.  (2.  Aufl.,  London  1894)  S.  21. 

3)  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Math.  IIL  (2.  Aufl.,  Leipzig 
1901)  S.  232. 

4)  „Figure  des  tangentes"  wird  sie  genannt  in  Stone,  Analyse  des  infini- 
ment  petites  trad.  Rondet  (Paris  1735)  S.  56. 

5)  Barrow,    Lectiones   mathematicae  (Londini   1670);    s.    The  mathematical 
Worlcs  of  Is.  Barrow,  ad.  Whewell  (Cambridge  1860)  S.  250. 
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Fräche  um   Ox  erzeugte  Volumen  durcli   V=7tW\ai^ xy.    diese 

Sätze,  von  Cotes  aufgestellt,  sind  leicht  zu  beweisen^). 

Schliefslicli  heifsen  die  durcli  die  Gleichungen  (3)  und  (6)  dar- 
gestellten Kurven  bezw.  Secantoide^)  und  Cosecantoide.  Die 
Tangente  an  die  erstere  im  Punkte  (x,  y)  hat  die  Gleichung 

X  —  X  ah         ' 

daraus  folgt:  Die  von  einem  Punkte  ihrer  Ebene  an  die  Secantoide 
gezogenen  Tangenten  haben  ihre  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve 
sechster  Ordnung  liegen,  für  welche  jener  Punkt  ein  Doppelpunkt 
ist;  jede  Secantoide  gehört  daher  einem  System  mit  den  Charakte- 
ristiken |Le:^=2,  i?=s:4  an.  —  Die  von  der  Secantoide^  den  Koordinat- 
axen  und   der  zur  Abscisse  x  gehörenden  Ordinate  begrenzte  Fläche 

wird  gegeben  durch  F^al)  logisec h  ^g  ~)  =  <^^  log  ^^sIt  —  ö~~)  • 

dies  fand  Cotes^)^  und  es  kann  durch  eine  Integration  leicht  nach- 
gewiesen werden. 

323.  Wir  halten  es  für  überflüssige  noch  länger  bei  diesen 
Kurven  zu  verweilen^  da  ihre  Eigenschaften  nicht  sehr  bemerkens- 
wert sind^  und  wollen  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  einige  Kurven 
erwähnen^  die^  weil  sie  durch  Funktionen  dargestellt  werden ^  die  aus 
trigonometrischen  zusammengesetzt  sind^  als  eine  neue  Kurvenfamilie 
gelten  können^  nämlich  die  hjp ertrigonometrischen  Kurven. 

Die  älteste  derselben  hat  die  Gleichung 

2/  =  &]/cosJ; 

Fermat  lehrte  die  Tangente  an  sie  zu  finden^).  Es  folgt  dann  jene 
mit  der  Gleichung*'') 

cos  my  =  Ic  GOBmx, 

alsdann  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte^) 

a  sin  ^  •  sin  my  =  h  sin  x  -  sinnx  -^  c ; 

ferner  die^  welche  als  Gleichung  hat 


1)  Harmonia  mensurarum  (Cambridge  1722)  S.  78  ii.  81. 

2)  „Figure  des  secantes"  nach  Stone-ßondet. 

3)  Harmonia  mensurarum^  S.  78. 

4)  Brief  an  P.  Mersenne  v.  22.  Okt.  1638  (Oeuvres  de  Fermat  II,  S.  172). 

5)  Hülsen,  Über  die  Curve:  cos  my  =  Je  cos  mx  (Programm  Naumburg, 
1859). 

6)  A.  Newton  and  A.  W.  Philipps,  On  the  transcendental  curves  whose 
equation  is  sin  y  -  ^inmy  =  a  mix-  ^mnx-^-h  (Trans,  of  the  Connecticut  Aca- 
demy  III,  1875). 
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welche  die  Doppelsinuskurve  heifst^).     Einfaclier  sind  die  Kurven 

welche  P.  Mansion  gerade  oder  ungerade  Sinnsoide  nennt^  je- 
nacMem  n  gerade  oder  ungerade  ist^).  Es  lassen  sich  unzählige 
andere  ausdenken^);  jedoch  nicht  alle  bieten  Interesse  oder  besitzen 
eine  thats'achliche  Wichtigkeit.  Wir  erwähnen  schliefslich  von  ihnen 
noch  die  Lemniskatrix  von  Oekinghaus^)^  die  durch  folgende  Grlei- 
chung  definiert  ist  sin.^  =  icos^ (7) 

Dafs  in  ihr  das  Imaginäre  nur  scheinbar  eintritt^  erkennt  man^  wenn 
man  sie  folgendermafsen  schreibt: 

^  =  log(cos  ä;  +  ]/l  +  cos^^r) (?') 

Aus  dieser  folgt: 

äy  sin^        ^  d'^y  2  cos  a?         ^  rn^ 

cix  ~     yr-fc"os"2^ '      dx'~~  y(r-|-cos2^)2  ?    •   •   w 

demnach  sind  alle  Punkte  mit  den  Koordinaten  x=^lcüt,  y==  log  (1/2  +  1) 
Kulminationspunkte^  während  die  Punkte 

Wendepunkte  sind.  —  Bezeichnen  wir^  wie  gewöhnlich ^  den  Bogen 
mit  s,  den  Krümmungsradius  mit  B,   so  folgt  aus  der  Gleichung  (8) 

ds_ |/2  ^ '1/2 


folglich  nach  Elimination  von  x 

5  =  2 


'/jtI^' (») 


welches  die  natürliche  Gleichung  der  Lemniskatrix  ist.  Erinnern  wir 
uns  nun  der  Betrachtungen  in  Nr.  318,  so  schliefsen  wir  in  ähn- 
licher Weise  wie  bei  den  Sinusspiralen  und  den  Ribaucour'schen 
Kurven:  Die  Lemniskatrix  ist  die  Evolvente  einer  Kurve,  bei  welcher 
die  Äbscisse  proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist. 

1)  E.  Sang,  On  tJie  curve  of  second  sines  and  its  variations  (Edinburgh 
Proc.  YIII,  1874). 

2)  Aires  des  sinuso'ides  et  formule  de  Wallis  (Mathesis  2.  Eeihe,  X,  1900). 

3)  Z.  .B.  hat  F.  Franklin  (On  some  appUcations  of  circular  coordinates, 
Amer.  Journ.  XII,  1890)  die  Integralkurven  der  Differenzialgleichung  sinx-dx 
=  sin  y-dy  untersucht. 

4)  S.  die  Abh.  Die  LevinisTcate  (Archiv  der  Math.  Ser.  2.  VII  u.  VIII,  1889). 
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Siebzehntes  Kapitel. 

Die  logarithmisclie  Kurve  und  die  hypergeometrische  Kurve  von 

Wallis. 

224.     Die  Gleicliiiiig  ^ 

y  =  h '^log- (1) 

stellt  bei  Variation  der  Konstanten  a^b,  B  unendlich  viele  Kurven 
dar^  von  denen  jede  eine  logarithmische  Kurve  oder  Logistica 
genannt  wird.     Schreiben  wir  (1)  in  folgender  Weise 

X  =  aB^, (2) 

so  sehen  wir,  dafs  es  anderseits  berechtigt  ist,  sie  mit  dem  von 
Leibniz  und  anderen  gebrauchten  Namen  Exponentialkurve  zu 
belegen.  Da  die  Logarithmen  entdeckt  wurden,  als  die  graphische 
Darstellung  der  Funktionen  schon  bekannt  war,  so  mufste  der  Be- 
griff der  logarithmischen  Kurve  eine  zeitgemäfse  als  auch  leichte  Sache 
sein;  kein  Wunder  daher,  dafs  der  Ursprung  dieser  Kurve  nicht  genau 
bestimmt  ist.  Cantor  bemerkt  bei  dieser  Grelegenheit,  dafs  Huygens, 
der  die  sehr  schönen  Eigenschaften  dieser  Kurve  bekannt  giebt^),  von 
ihr  als  einer  schon  bekannten  Linie  spricht^),  und  in  der  That  er- 
wähnt Montucla^)  ihr  Vorkommen  in  dem  Werke  J.  Gregory 's, 
Geometriae  pars  imiversalis  (Venetiae  1667);  Torricelli  spricht  von 
ihr  in  einem  Briefe  an  Michelangelo  Ricci  vom  24.  Aug.  1644^)  — 
woselbst  die  kürzlich  veröffentlichte^)  Abhandlung  De  hemiJiyperhola 
logariihmica  citiert  wird — und  schlief slich  löst  sie  eine  von  Debeaune 
1638  dem  Descartes  vorgelegte  Aufgabe^).  Es  geht  hieraus  hervor, 
dafs  die  Vaterschaft  dieser  Kurve  eine  ungewisse  oder  mehrfache  ist; 
als  Geburtsdatum  kann  man  aber  das  Dezennium  1635 — 1645  annehmen. 
Da  B  =  e^^^,  so  kann  Gleichung  (2)  auch  geschrieben  werden 

InB 

und  man  sieht,  dafs  die  wesentlichen  Konstanten  in  (1)  und  (2)  nur 
zwei   sind,  und  man  kann  daher  immer  annehmen,   dafs  B=e  sei. 


1)  S.  die  Abb.  JDe  la  cause  de  la  pesanteiiTy  veröffentlickt  1690  in  dem  An=« 
hange  zum  Tratte  de  la  lumiere. 

2)  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  III.  (2.  Aufl.,  Leipzig  1901) 
S.  232. 

3)  Histoires  des  mathematiques,  Nouv.  ed.  IL  (Paris  1799)  S.  85. 

4)  G.  Gkinassi,  Letter e  fin  qui  inedite  di  Evangelista  Torricelli  precedute 
datta  vita  di  lui  (Faenza  1864)  S.  17. 

5)  G.  Loria,  Le  ricerche  inedite  di  Evangelista  Torricelli  sopra  la  curva  loga- 
ritmica  (Bibl.  math.,  3.  Ser.  I,  1900). 

6)  Vgl.  auch  eine  Note  y.  P.Tannery  im  Intermediaire  VII,  1900,  S.  94—95. 
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Wenn  wir  daher  zugeben^  dafs  nur  die  Neper'schen  Logaritlimen  in 
Betracht  kommen  sollen^  so  können  wir  die  (1)  schreiben 

^  =  ^^^8?' •     •     (3) 

demnach  ist  1 

x  =  ae^  .  ^) (4) 

Hieraus  folgt  weiter^  dafs 

X —  X         X ^  ^ 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  ist.  Wenn  wir  hierin 
X=0  setzen^  so  zeigt  sich:  Die  SuMangente  in  Bezug  auf  die 
2/-Axe  ist  bei  der  logarithmischen  Kurve  konstant,  nämlich  ==  —  &; 
es  ist  dies  —  wie  leicht  zu  zeigen  —  eine  für  diese  Kurve  charakte- 
ristische Eigenschaft^  die  zuerst  von  E.  Torricelli  und  dann  von 
Huygens^)  bemerkt  worden  ist.  Wenn  man  in  (5)  X  und  Y  als  ge- 
geben ansieht^  so  zeigt  sie:  Die  Berührungspunkte  der  von  einem 
beliebigen  Punkte  an  die  logarithmische  Kurve  gezogenen  Tangenten 
liegen  auf  einem  Kegelschnitte ,  der  durch  jenen  Punkt  geht;  folg- 
lich gehört  jede  derartige  Kurve  einem  System  mit  den  Charakte- 
ristiken i^i  =  1,  1^  =  1  an. 

Stellen  wir  uns  ein  räumliches  kartesisches  Koordinatensystem 
vor  mit  den  drei  zueinandsr  senkrechten  Axen  Ox,  Oy,  00^  und 
legen  durch  Ox  eine  beliebige  Ebene  6^  so  können  wir  die  Punkte 
derselben  auf  zwei  Äxen^  die  0  als  Anfangspunkt  haben^  beziehen^ 
auf  Ox  als  Abscissenaxe  und  die  Senkrechte  in  0  dazu  als  Ordinaten- 
axe.  Sind  nun  ^-^^  y-^  die  Koordinaten  eines  Punktes  P^  von  ö^  x,y 
die  des  Punktes  F,   welcher   die  Orthogonalprojektion  von  P^  auf  die 

r:^^ -Ebene  ist^  so  haben  wir 

y^ 

Cfj  X-i  *  ij  —  ~~~    ~~  * 

-•-  ^  ^  cos  a  ^ 

wenn  a  der  Winkel  der  Ebene  6  gegen  die  ^r^-Ebene  ist.  Betrachten 
wir  jetzt  in  der  Ebene  6  die  Kurven  mit  den  Grleichungen  bezw. 

SO  werden  diese  als  Projektionen  die  Kurven  haben 

^_1.^...     .,         !         ^^^y  y      r.r.^ 1^^^ 

a 


log  COS  a  +  log|,       |cosa  =  log^ 


1)  Schreibt  man  die  GL  (3)  in  der  Form 

f  =  log ^  log  ^  , 

&  a  h 

so  siekt  man,  dafs  die  Annahme  b  =  a  nur  einer  besonderen  Wahl  des  Koordi- 
natenanfanges entspricht. 

2)  Die  von  Huygens  blos  ausgesprochenen  Theoreme  wurden  zuerst  von 
G.  Grandi  1701  bev^iesen  (Geometrica  demonstratio  tJieorematum  Hiigeniorum 
circa  logisticam  seu  logarithmicam,  Florenz).  M.  s.  auch  G.  Fontana,  Sopra  il 
centro  di  gravitä  della  logistica  finita  ed  infinitamente  hmga  (^Torino  Mem.  X  u.  XI). 
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Nun  stellt  die  erste  eine  zur  ursprünglichen  gleiche  Kurve  dar^  die 
zweite  eine  der  entsprechenden  affine,  und  somit  schliefsen  wir  auf 
folgenden  Doppelsatz: 

Die  Projektion  der  logarithmischen  Kurve  auf  eine  jede  Ebene  welche 
durch  die  Asymptote  |  ^^^  .^^  ^^^  .^^  |  kongruente  |  ^^^^^ ,) 

eine  zur  Asymptote  senkr.  Axe  J  ®      ^  i  amne  i  ^ 

Die  logarithmische  Kurve  nähert  sich  unbegrenzt  dem  negativen 
Teile  der  ^-Axe^  welche  eine  Asymptote  der  Kurve  ist;  da  es  für  die 
Betrachtung  bequemer  ist^  dafs  die  asymptotische  Annäherung  in  die 
positive  Richtung  der  x-Axe  falle ^  so  wollen  wir  die  Gleichung  (4) 
durch  folgende  gleichwertige  ersetzen 

X 

y  =  he~^', (6) 

alsdann  ergiebt  sich  a  als  die  Konstante  für  die  Subtangente  in  Bezug 
auf  die  ^-Axe.     Es  ergiebt  sich  dann  weiter 

f  ^         X 

Jy  'dx  =  bj  e    "^-dx  ==  a^y^  —  Y)  . 

Es  verhalten  sich  also  die  Flächen,  gelegen  zwischen  der  Kurve, 
der  Asymptote  und  zwei  Ordinaten,  wie  die  Differenzen  dieser  Ordi- 
naten,  da  sie  durch  das  Produkt  dieser  Differenzen  und  der  Sub- 
tangente gemessen  werden^).  Setzen  wir  im  speziellen  X==oü^ 
Y=Oj  so  wird  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  a-y^,  folg- 
lich: Die  zwischen  der  Kurve,  der  Asymptote  und  einer  Ordinate 
gelegene  unibegrenzte  Fläche  ist  gleich  der  Hälfte  des  Rechtecks, 
welches  diese  Ordinate  und  die  Subtangente  zu  Seiten  hat. 

Diese  eleganten  Sätze  über  die  Quadratur  rühren  von  Torricelli 
und  Huygens  her;  auch  mit  Fragen  über  die  Kubatur  haben  diese 
sich  befafst  und  erhielten  bemerkenswerte  Resultate. 

Wenn  die  Fläche  zwischen  Kurve^  Asymptote  und  der  zu  x  gehören- 
den Abscisse  um  die  Asymptote  rotiert^   so  erzeugt  sie  das  Volumen 

X  ^ 

d.  h.  ein  Volumen  gleich  -f  desjenigen  Kegels,  der  zur  Höhe  die  Sub- 
tangente und  als  Grundkreisradius  jene  Ordinate  hat  Lassen  wir 
dieselbe  Fläche  um  jene  Ordinate  rotieren,  so  bekommen  wir  einen 
anderen  Ausdruck    für  das   erzeugte  Volumen;    nehmen  wir   nämlich 


1)  Dem  Verf.    brieflich   mitgeteilt   von    Oberlehrer   J.  Finsterbusch    in 
Zwickau. 

2)  S.  auch  Craig,  Tlie  qiiadratwe  of  logarithmic  curve  (Phil.  Trans,  n^.  242, 
1698). 
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jene  Ordinate  als  y-Axe^  so  sehen  wir^  dafs  jenes  Volnmen  ausgedrückt 
wird  durch 


1/  ==U  iV==V  ^ 

V  =  Ttjx^  .dy  -= — ■  —J  x^e    "^-dx  =  1% 


6  '  —  Tta^hi 

6  ' 


es  ist  also  sechsmal  so  grofs  als  der  Kegel,  dessen  Höhe  jene  Or- 
dinate und  dessen  Grundkreisradius  die  Suhtangente  ist.    Aus  den 

beiden  vorigen  Sätzen  ergiebt  sich  durch  eine  zweimalige  Anwendung 
der  Pappus-Guldin'schen  Regel,  dafs  der  Schwerpunkt  des  ersteren 
Flächenstücks  (begrenzt  von  der  Kurve,  Asymptote  und  der  Ordinate) 
von  der  Asymptote  einen  Abstand  gleich  ein  Viertel  der  Ordinate 
und  von  der  Ordinate  den  Abstand  gleich  der  Siibtangente  hat. 

Die  Rektifikation  der  logarithmischen  Kurve  kann  vermittelst  Loga- 
rithmen ausgeführt  werden.  Dies  hat  der  Marquis  de  THopital  in 
einem  Briefe  vom  14.  Dez.  1692,  mit  dem  er  seinen  Briefwechsel  mit 
Leibniz  begann,  bemerkt  ^) ;  die  bezügliche  Rechnung  wurde  bald  darauf 
und  unabhängig  von  dem  französischen  Geometer  durch  Huygens^) 
ausgeführt  und  von  Cot  es  in  seiner  Harmonia  mensuranim  mitgeteilt 
(zugleich  mit  der  Berechnung  des  durch  Rotation  der  Kurve  um  die 
Asymptote  erzeugten  Volumens):  das  so  erhaltene  Resultat  kann  man 
in  eine  bemerkenswert  elegante  Form  bringen  durch  Einführung  der 
hyperbolischen  Funktionen^).  Ohne  uns  jedoch  mit  den  Einzelheiten 
hierüber  aufzuhalten,  wollen  wir  einen  beachtenswerten  Satz  betreffend 
die  Rektifikation  der  logarithmischen  Kurve  beweisen^). 

Bezeichnet  s  wie  gewöhnlich  den  Bogen  der  Kurve  (6),  so  findet 
man  . —^ 

ds  =  ~V  a^  +  h'e    -  > 

daher  a(s  —  x)  =  j  dx^V  a^  -\-  i^e     ^  —  aj  .    .     .     .     (7) 

Um  die  Integration  ausführen  zu  können,  setzen  wir 


V. 


a'+b'e    -  —a  =  0 (8) 


1)  Leibniz,  ed.  Gerhardt,  II,  S.  216. 

2)  Gonstruction  d'un  prohleme  de  geometrie:  Trouver  une  ligne  droite  egale 
a  une  portion  donnee  de  ligne  logarithmique  (Hist.  des  Ouvrages  des  Savants, 
FeVrier  1693). 

3)  Barsotti,  Determinazione  del  centro  di  gravitä  di  alcune  linee  piane 
coir  uso  delle  funzioni  iperboliche  (Annali  di  Tortohni  II,  1851).  Vgl.  Günther, 
Die  Theorie  der  geivöJinlichen  und  verallgemeinerten  HyperbelfunJctionen  (Halle  a.  S. 
1881)  S.  241. 

4)  P.  Fufs,  Quantum  differat  longitudo  arcus  curvae  ab  asymptota^  utraque 
in  infinitum  usque  protensa,  inquiritur  (Mem.  de  St.  Petersb.  IX,  1824). 

Loria,  Ebene  Kurven.  35 
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und  erhalten 

Integriert  man  nun   zwischen  ^  =  0  und  x  =  c%d,  oder  was   dasselbe 
ist  wegen  Gleichung  (8)^  zwischen  0  =  Ya^  -\- h^  —  a  und  ^  =  0^   so 

erhält  man 

2a 


Um(x~s)^ya^+¥-a  +  alog  '       -■    .     .     (9) 

Demnach  streM  die  Differenz  zwischen  einem  Bogen  der  log.  Kurve 
und  seiner  Projektion  auf  die  Asymptote  einem  endlichen  Grenz- 
werte zuj  wenn  der  eine  Endpunkt  des  Bogens  sich  unbegrenzt  der 
Asymptote  nähert.     In  dem  speziellen  Falle  a  ==  &  =  1  liefert  Gl.  (9) 


lim  (^-.)  =  1/2-1  + log ;^ 


2 


'1/2  +  1^ 

wie  zuerst  P.  Fufs  gefunden  hat^). 

Die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Gestalt  der  log.  Kurve  fällt 
zum  Teil  mit  der  Frage  nach  der  Entscheidung^  ob  auch  die  negativen 
Zahlen  ihre  Logarithmen  haben,  zusammen,  und  im  Bejahungsfalle, 
welcher  Art  dieselben  seien,  und  diese  Frage  hat',  wie  bekannt,  seit 
Leibniz'  Zeiten  die  Mathematiker  beschäftigt.  Unter  den  in  dieser 
Hinsicht  gemachten  Bemerkungen  möge,  wenigstens  der  Kuriosität 
halber,  die  von  Joh.  BernouUi  gemachte  Deduktion  nicht  uner- 
wähnt bleiben,  der  aus  der  Beziehung  —  =  _  auf  die  Identität 
log;^;  =  log( — x)  schlofs;  desgleichen  möge  bemerkt  werden,  dafs  der 
erwähnte  Geometer  hinzufügte:  „unde  vides  curvam  Logarithmicam 
habere  suam  comparem  ut  ex.  gr.  Hyperbola^^^).  Die  genannte  Beweis- 
führung ist  verfehlt,  nichtsdestoweniger  wird  oft  angenommen,  dafs 
die  Kurve,  um  die  es  sich  hier  handelt,  aufser  einem  kontinuier- 
lichen Zuge  oberhalb  der  ^-Axe  einen  diskontinuierlichen  sog.  punk- 
tierten auf  der  anderen  Seite  derselben  habe^);  setzt  man  nämlich  in 

Gleichung  (6)   ^r  ==  — ,  so  wird  diese  zu 


na  . 


wenn  nun  n  ungerade  ist,  so  giebt  die  rechte  Seite  nur  einen  einzigen 
reellen  Wert,  wenn  aber  n  =  2jp,   so  hat  y  zwei   gleiche   aber  ent- 


1)  Dasselbe  Resultat  scheint  schon  früher  erhalten  zu  sein,  und  zwar  von 
Johann  Albrecht,  dem  ältesten  Sohne  Leonhard  Euler 's :  s.  die  Adversaria  mathe- 
matica,  veröffentlicht  im  I.  Bde.  von  L.  Eiüeri  Opera  posUmia  mathematica  et 
physica  (Petropoli  1862). 

2)  Brief  an  Leibniz  vom  25.  Mai  1712  {Leibniz,  ed.  Gerhardt,  III,  S.  887). 

3)  Ygl.  Salmon-Fiedler,  Mene  Kurven,  IL  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  374; 
W.  Heymann,  Die  Logarithmen  negativer  Zahlen  hei  der  Auflösung  transscen- 
denter  Gleichungen  (Hoffmann's  Zeitschr.  f.  d.  math.  ünterr.  XXXII,  1901,  Heft  3). 
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gegengesetzte  Werte;  demnacli  würde  die  Kurve  in  der  That  unter  ihren 
Punkten  unendlich,  viele  mit  negativer  Ordinate  und  mit  Abscissen  von 

der  Form  ^  =  —  besitzen.    Gegen  diese  Auffassung  mufs  aber  geltend 

gemacht  werden,  dafs  die  Exponentialfunktion,  wie  aus  der  Funktionen- 
theorie bekannt  ist,  eine  eindeutige  Funktion  ist;  der  punktierte  Zug 

m 

entsteht  daher  nur  aus  einer  Verwechselung  der  Funktion  e    ^^^  mit 

der  Funktion   V  e""^ .  ^) 

Schliefslich  wollen  wir  bemerken,  dafs  man  die  Kurve  leicht 
punktweise  konstruieren  kann.     Setzt  man  nämlich   in  Gleichung  (6) 

der  Reihe  nach   ein  x  =  x^y  2^\,  3x^^ nx^  und  bezeichnet  mit 

Vi^y^yV^  '  '  '  '  Vn  ^i®  zugehörigen  Werte  von  y,  so  erhält  man 

y^  =  le    «,     y2  =  'be     ^    ,   2/^_i  =  &e        ^     ;     Vn^^^     "  ; 

und  daraus  ere^iebt  sich 

wenn  man  also  den  Punkt  (x^,  y^)  kennt,  kann  man  die  übrigen  ver- 
mittelst ähnlicher  Dreiecke  konstruieren^). 

Ist  die  logarithmische  Kurve  konstruiert,  so  hat  man  damit  einen 
Weg,  auch  andere  Kurven  zu  zeichnen;  z.  B.  lassen  die  Glei- 
chungen ((3)  in  Nr.  215),  durch  welche  wir  die  Debeaune'schen 
Kurven  darstellten,  erkennen,  dafs  diese  konstruiert  werden  können, 
indem  man  die  entsprechenden  Ordinaten  einer  Geraden  und  einer 
Exponentialkurve  addiert.  Ähnlich  kann  man  Kurven  erhalten,  deren 
Ordinaten  die  figurierten  Zahlen  darstellen^);  halten  wir  nämlich 
daran  fest,  dafs  indem  Ausdrucke 


{m—lf-^'  ^  ^''  (m— 1)^ 


1)  Diese  scharfsinnige  Bemerkung  verdankt  der  Verf.   Prof.  E.  Wolf  fing. 

2)  Der  Leser  wird  die  Konstruktion  des  Krümm ungsmittelpunktes  der  log. 
Kurve  im  §  II  des  Aufsatzes  von  J.  Sobotka,  Zur  infinitesimalen  Geometrie 
einiger  Planhurven  finden  (Prager  Ber.,  1898). 

3)  Das  Problem,  die  Kurve  zu  finden,  deren  Ordinaten  die  Dreieckszahlen 
sind,  wurde  in  den  Memoires  de  Trevoux  vom  Sept. — Okt.  1701  gestellt  und 
alsbald  von  Carre  gelöst  (Histoire  de  VAcad.  Boyale  des  Sciences^  Annee  MDCCI) 
und  dann  von  Fontenelle  verallgemeinert  (Elements  de  la  geometrie  de  Vinftni? 
Paris  1727,  Sect.  YII,  Prop.  II)  für  alle  Polygonalzahlen.  Die  im  Texte  auf- 
geworfene allgemeine  Frage  wurde  von  Girolamo  und  Giuseppe  Kinaldis 
behandelt  in  Saggio  di  una  nuova  teoria  dei  numeri  figiirati  (Raccolta  di  opusculi 
scientific!  e  filologici,  XXXVIII,  1748;  vgl.  G.  Loria,  AbJi.  zur  Gesch.  der  Mathem. 
IX.  Heft,  1899,  S.  265). 

85* 
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a,  m,  p  Konstante   seien ^  n  aber  variiere^   so  erhalten  wir  die  Kurve 

zu  der  man  offenbar  gelangen  kann  durch  Addition  entsprechender 
Ordinaten  einer  logarithmischen  und  einer  parabolischen  Kurve. 

225.  Ebenso  wie  die  trigonometrischen  Kurven  zur  Betrachtung 
der  hypertrigonometrischen  führten^  so  wurde  man  auch  von  der  loga- 
rithmischen Kurve  zur  Betrachtung  anderer  ähnlicher  oder  kompli- 
zierterer geführt;  solche  sind  z.  B.  die  mit  den  Gleichungen 

a  2 

die  0.  Schlö milch  betrachtet  hat^  wobei  er  die  erste  die  reziproke 
logarithmische  Kurve,  die  zweite  die  logarithmische  Lemnis- 
kate  benannte^);  ferner  gehören  hierher  die  Kurven 

y  =  X'^,  y  =  Yx, 

deren  erste  Maria  Gaetana  Agnes i  vermittelst  der  log.  Kurve  zu  kon- 
struieren lehrte  ^)j  während  die  andere  wiederum  ein  Beispiel  einer  punk- 
tierten Kurve  liefert^);  dahin  gehört  ferner  die  von  Gregor  Fontana^) 
zu  analytischen  Zwecken  definierte  glockenförmige  Kurve  mit  der 

Gleichung    y  =  { — logxy ,   sowie  die  durch 

yx  ^^^  ^y 

dargestellte  Kurve,  mit  der  sich  zu  beschäftigen  selbst  Euler^)  nicht 
unter  seiner  Würde  hielt.     Ferner  wurden  die  Kurven 

xy  =  6^,       y  =  e^"",       x'^  =  e 

von  G.  Bidone^)  erforscht,  und  die  mit  der  Gleichung 

1      1  +  ^ 
^  =  log^ 


X 


1)  Uebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis^  I.  T.  8.  Aufl.  (Leipzig 
1878)  S.  101—3. 

2)  Instituzioni  analitiche  ad  uso  della  giuventü,  II.  (Milano  1748)  S.  839. 

3)  He s sei,  Ueher  das  merJcioürdige  Beispiel  einer  zum  Teil  punktiert  ge- 
bildeten Curve,  das  der  Gleichung  entspricht  y  =  i/x  (Archiv  der  Math.  XIV, 
1850);  H.  Scheffle r,  lieber  die  durch  die  Gleichung  y  =  i/x  dargestellten  Kurven 
(Das.  XYI,  1851). 

4)  Sopra  la  pretesa  distinzione  fra  il  nulla  reale  e  il  nulla  immaginario 
(Mem.  de  la  Soc.  Ital.  VIII,  1799). 

5)  S.  Kap.  21  des  2*^"  Teiles  der  Introductio  in  Analysin  infinitorum  (Lau- 
sannae  1748);  daselbst  ist  die  Kurve  vermittelst  der  folgenden,  eleganten  para- 
metrischen Darstellung  untersucht  worden: 

/dz 
Y~j  (Torino  Mem.  1805—8). 
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von  Haas  ^).  Scliliefslicli  erwähnen  wir  noch  die  Additions-  und 
Subtraktions-logarithmischen  Kurven  (logarithmique  d'addition 
et  de  subtraction  der  Franzosen)^  die  durch  die  Gleichungen 

definiert  wird  und  sich  in  Fragen  des  angewandten  Mathematik  als 
nützlich  erweist^)^  und  die  Kurve  der  logarithmischen  Sinus 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

y  =  logyi~-x\ 

von  der  auch  die  Evolute  bestimmt  worden  ist^).  Weiter  auf  diese 
Art  von  Kurven  einzugehen  verbietet  uns  die  Überfülle  des  Stoffes. 
Desgleichen  erwähnen  wir  nur  die  hypergeometrische  Kurve,  die 
durch  y  =  x\  definiert  ist,  der  Euler  eine  seiner  kleineren  Abhand- 
lungen widmete^),  und  die  nicht  zu  verwechseln  ist  mit  der  Kurve 
gleichen  Namens,  durch  welche  Multedo^)  geometrisch  die  Theorie  der 
faktoriellen  Funktionen  von  Kramp  und  Vandermonde^)  illustrierte; 
da  die  hypergeometrische  Kurve  durch  die  Gleichung  y  ==  r(x  +  1) 
definiert  werden  kann,  so  liefert  sie  eine  geometrische  Darstellung  der 
Euler'schen  Integrale  zweiter  Gattung '^).  In  dieser  Hinsicht  hat  sie  Ähn- 
lichkeit mit  einer  Kurve,  von  der  häufig  in  dem  gelehrten  Briefwechsel 
Huygens'^)  die  Rede  ist,  woselbst  sie  als  die  Wallis'sche  Kurve^) 
bezeichnet  wird.  Es  ist  eine  Kurve,  von  der  man  dazumal  nur  ein- 
zelne Punkte  gezeichnet,  und  deren  Gleichung  man  vergeblich  gesucht 
hatte.     Diese  läfst  sich  aber  in  folgender  Weise  auffinden: 

Die  Wallis'sche  Kurve  ist  durch  den  Umstand  definiert,  dafs  die 

Punkte  derselben  mit  den  Abscissen  1,  2,  3,  4, als  bezügliche 

^    T      ^          ..      ^   ..p           ^         2-3         23      2-5         2-3      2-5      2-7 
Ordmaten   die   (jrolsen    1 ,    -^ y     ~i~  '  ~2~ '     ~T~  *  ~2~  '  ~3~ ^    

haben.     Wenn  man  das   erste  Wertepaar  ausscheidet,    so  kann  man 


1)  Kleyer,  Lehrbuch  der  Differentialrechimg,  III.  T.  (Stuttgart  1894)  S.  116, 

2)  R.  Mehmke,  Neue  Methode,  heliehige  numerische  Gleichungen  mit  einer 
UnheJcannten  numerisch  aufzulösen  (Civilingenieur,  2.  Eeihe,  XXXV,  1889);  M. 
crOcagne,  Traite  de  nomographie  (Paris  1899)  S.  384. 

3)  L.  G.  Barbour,  Evolute  to  the  curve  of  logarithmic  sines  (The  Analyst 
IV,  1872). 

4)  De  curva  Ivypergeometrica  hac  aequatione  expressa  y  ==^1.2-^ ...  .x  (Novi 
Comment.  Petropolit.  XUI,  1769). 

5)  Memoria  sulle  curve  hypergeometriehe  (Mem.  dell'  Accad.  di  Genova,  III, 
1814). 

6)  S.  z.  B.  den  Artikel  „Factorielle"  im  Dictionnaire  des  Sciences  math, 
von  Montferrier. 

7)  Serret-Harnack,  Integralrechnung,  2.  Aufl.  (Leipzig  1899)  S.  189. 

8)  S.  die  unter  der  Rubrik  „courbe  de  Wallis"  angeführten  Stellen  im  L  B. 
der  Oeuvres  Completes  de  C.  Siiygens,  insbesondere  S.  210. 

9)  Berechtigt  ist  dieser  Name,  weil  die  Kurve  in  der  Prop.  CXCII  der 
Arithmetica  infinitorum-  (1655)  betrachtet  wird. 
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auch,  sagen,  dafs  die  Wallis'sche  Kurye  durch.  Punkte  mit  folgenden 
Koordinaten  geht 

_  a     !     1                     ^^     1±  2(2g  +  l)  _  2^-3-5....(2g  +  l) 

^  b  +   J-;  y  l'2**'***  I  ^!  ^ 

WO  I  ganzzahlig  und  ^  1  ist.     Beachtet  man  nun,  dafs 

(2g  +  l)!  =  3.5.7....(2|  +  l).2^.g!, 
so  kann  man  schreiben  (2  g  +  i) ! 

Führt  man  nun  die  Gammafunktion  ein,  so  erhält  man 

^=T%fTy.       oder     y  =  ^-,     .     .     .     (12) 

Dies   ist  die   gesuchte   Gleichung;    sie   gilt    für    alle   positiven   Werte 
von  X]   da  im  allgemeinen 

so  kann  man  (12)  auch  schreiben 

1 

^""  B{x,x)  ' 

folglich  kann    die  Wallis'sche  Kurve    zur   geometrischen  Darstellung 
der  Euler'schen  Integrale  erster  Gattung  benutzt  werden. 


Achtzehntes  Kapitel. 

Die  aufserordentliclien  Kurven. 

226,  Der  Gedanke,  eine  Funktion  graphisch  darzustellen,  hat 
zu  vielen  neuen  Kurven  geführt,  von  denen  die  hervorragendsten  in 
den  beiden  vorigen  Kapiteln  definiert  wurden;  Kurven,  die,  so  ver- 
schieden sie  auch  in  ihrem  Bau  waren,  dennoch  den  allgemeinen  Ideen, 
die  man  von  einer  Kurve  zu  haben  pflegt,  entsprechen.  Mit  den 
Fortschritten  der  mathematischen  Analysis  wurde  der  Begriff  der 
Funktion  stufenweise  erweitert  und  modifiziert;  man  entdeckte  so 
Funktionen,  die  ganz  unerwartete  Eigentümlichkeiten  zeigten,  und 
indem  man  zu  ihrer  geometrischen  Darstellung  überging,  gelangte 
man  zur  Betrachtung  von  Kurven,  die  Eigenheiten  zeigen,  die  in 
offenem  Widerspruch  mit  den  bisher  erhaltenen  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Kurven  stehen.  Die  Hauptbedeutung,  die  diese  sogenannten 
aufserprdentlichenKurven  (crinkly  curves  der  englischen  Mathe- 
matiker^)   für    den    Geometer    haben,    liegt    darin,    dafs    sie  die   Not- 

1)  E.  H.  Moore,  On  certain  crirMy  curves  (Trans,  of  the  Amer,  math. 
Soc.  1.  1900). 
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wendigkeit  klargelegt  haben ^  bei  dem  Wortlaut  einiger  Theorien  ge- 
wisse Einschränkungen  zu  machen.  Die  bemerkenswertesten  ujiter 
diesen  Kurven  verdienen  daher  in  einem  geometrischen  Werke  wie 
dem  vorliegenden  wenigstens  einen  Hinweis^). 

I.    Die  älteste  und  berühmteste  ist  die  durch  die  Gleichung 

n  =  co 

y  =  ^  h'^  COS  7t  (a^^x) (1) 

dargestellte  Kurve,  wo  a  eine  ganze ,  gerade  Zahl  >1,  und  i  eine 
reelle  positive  Gröfse  <  1  ist.  Es  läfst  sich  zeigen,  dafs  die  linke 
Seite  eine  immer  kontinuierliche  Punktion  von  x  ist,  dafs  jedoch, 
wenn  das  Produkt  ah  eine  gewisse  Grenze  überschreitet,  sie  in  keinem 
Punkte  eine  bestimmte  Abgeleitete  hat.  Es  ist  dies  eine  analytische 
Thatsache  von  aufserordentlicher  Wichtigkeit,  durch  deren  Mitteilung 
We ierstrafs^)  ein  altes  Vorurteil,  dafs  jede  kontinuierliche  Punktion 
eine  Abgeleitete  besitze,  beseitigte.  Die  durch  Gleichung  (1)  dar- 
gestellte Weierstrafs'sche  Kurve  läfst  daher,  obwohl  sie  kon- 
tinuierlich verläuft,  dennoch  in  allen  Punkten  keine  bestimmte  Tan- 
gente zu.  Wie  dies  möglich  sei,  wurde  von  Chr.  Wiener  aufgeklärt^), 
aus  dessen  Untersuchungen  hervorgeht,  dafs  diese  Kurve  innerhalb 
jedes  endlichen  Intervalles  unzählig  viele  Oscillationen  ausführt^). 

IL  Dieselbe  Eigenschaft,  keine  bestimmte  Tangente  zu  besitzen, 
hat  die  sogenannte  Kurve  H  von  Boltzmann^),  die,  weil  sie  em- 
pirisch definiert  wird  und  bis  jetzt  noch  keine  analytische  Darstellung 
gefunden  hat,  eigentlich  nicht  dem  Gebiete  angehört,  das  wir  hier 
durchforschen. 


1)  Die  soeben  über  diese  absonderlichen  Kurven  im  allgemeinen  gemachten 
Bemerkungen  geben  uns  Gelegenheit  zu  bemerken,  dafs  Plateau  ein  Verfahren 
angegeben  hat,  um  die  Gleichungen  von  unzählig  vielen  Kurven  anzugeben,  die 
einen  point  saillant  oder  einen  der  von  ihm  so  genannten  point  de  de- 
doublement  haben.  M.  s.  Plateau,  Quelques  exemples  curieux  de  discontinuite 
en  cmalyse  (Belgique  Bull.  2.  Ser.  XLIII,  1877);  Mansion,  Sur  les  points  de  de- 
douUeynent  ds  M.  J.  Plateau  (Darboux  Bull.  2.  Ser.  II,  1878)  und  Sur  les  nou- 
veaux  points  singuUers  des  courhes planes  (Mathesis  III,  1883);  Vogel,  Note  ill)er 
die  Discontinuitäten  hei  Curven  (Zeitschrift  f.  Math.  XXVI,  1881). 

2)  P,  du  Bois-Eaymond,  Versuch  einer  Classification  der  tüillJcürlichen 
FimJctionen  reeller  Argumente  (Grelles  Journ.  LXXIX,  1874,  S.  29). 

3)  Geometrische  und  analytische  Untersuchungen  der  Weierstrafs' sehen  FunMion 
(Das.  XC,  1881). 

4)  In  gevs^isser  Hinsicht  analog  zur  Weierstrafs'schen  Kurve  ist  diejenige, 
deren  Konstruktion  A.  Köpke  in  den  Aufsätzen  TJeher  Differentürharlceit  und 
Anschaulichkeit  der  stetigen  Funktionen  (Math.  Ann.  XXIX,  1897)  und  Ueher  eine 
durchaus  differentiiriare  stetige  Funktion  mit  Oscillationen  in  jedem  Intervalle 
(Das.  XXXIV,  1897)  anführt. 

6)  L.  Boltzmann,   Über  die  sogenannte  H-Kurve  (Math.  Ann.  L,  1898). 
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HL  Gr.  Peano^)  hat  gelehrt,  zwei  Funktionen  q)  und  ip  zu  kon- 
struieren^ die  eindeutig  und  stetig  sind^  für  eine  reelle  Variabele  t  derart, 
dafS;  wenn  t  innerhalb  des  Interyalls  (0  ....  1)  variiert,  (p  und  il^  alle 
Wertepaare  innerhalb  desselben  Interyalles  annehmen;  daher  stellen 
die  Gleichungen  x==cp{t),         y  =- i>(t) (2) 

eine  Kurve  dar,  die  durch  die  sämtlichen  Punkte  eines  Quadrates 
hindurchgeht,  und  somit  die  ganze  Fläche  desselben  ausfüllt. 

IV.  Schliefslich  hat  Grave^)  den  Namen  polygonale  Linien 
denjenigen  gegeben,  die  durch  die  Gleichung 

X 

y  ^=Jf{x)dx 

0 

dargestellt  werden,  wenn  f(x)  eine  gewisse  arithmetische  Funktion  ist, 
die  für  unzählig  viele  Werte  von  x  keine  Abgeleitete  besitzt,  während 
sie  für  gewisse  andere  Werte  gleich  Null  ist.  Solche  Kurven  bestehen 
dann  aus  unendlich  vielen  geradlinigen  Teilen;  sie  haben  in  jedem 
Punkte  eine  bestimmte,  aber  von  Punkt  zu  Punkt  wechselnde  Tangente; 
für  sie  hört  der  gewöhnliche  Begriff  der  Krümmung  auf,  da  für  un- 
endlich viele  Werte  von  x  nicht  die  Gleichung  besteht 


dx' 


=  f\x). 


Neunzehntes  Kapitel. 

Die  Kurven  W  von  Klein  und  Lle. 

337.  Kehren  wir  auf  ein  rein  geometrisches  Gebiet  zurück, 
indem  wir  dieses  Kapitel  sowie  das  folgende  gewissen  Kurven  widmen, 
die  ihre  Herkunft  der  Theorie  der  Korrespondenzen  und  Abbildungen 
verdanken. 

Wir  betrachten  eine  projektive  Transformation  Z  mit  drei  ge- 
trennten Ordnungspunkten  A^,  A^,  A^^),  Sie  kann  als  durch  folgende 
Gleichungen  definiert  aufgefafst  werden 

QX{)  =  a^x^y        QXi^=  a-^x^y         qx^  =  a^x^^  .     .     .     (1) 

1)  Bur  ime  courhe^  qui  remplit  tonte  ime  aire  plane  (Das.  XXXVI,  1890). 
Vgl.  Hubert,  üeher  die  stetige  Äbhüdimg  einer  Linie  auf  ein  Flächenstück 
(Das.  XXVIII,  1891)  und  E.  Cesäro,  Sur  Ja  representation  analytique  des  regions 
et  des  courbes  qui  les  remplissent  (Darboux  Bull.  2.  Reihe.  XXI,  1897). 

2)  Sur  les  Ugnes  composees  de  parties  rectilignes  (Comptes  rendus,  CXXVII, 
1898). 

3)  Die  Fälle,  in  denen  die  Fundamentalpunkte  nicht  getrennt  sind,  würden 
sich  in  ähnlicher  Weise  behandeln  lassen;  sie  führen  jedoch  nicht  zn  neuen, 
anderen  Kurven,  wie  im  allgemeinen  Falle, 
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WO  Q  ein  Proportionalitätsfaktor  ist.     Setzt  man 

x^  x^  ^        x[ ,        X2 /^       a^ «2  j. 

■^""^^       ■^"~^'        x'q~^'       4~~^'       %'"     '       %~~     ^ 

so  können  jene   drei  Gleickungen  durch   die  beiden  folgenden  ersetzt 

^^^^^^  x'  =  ax,        ij=^hy (2) 

Es  sei  nun  der  Punkt  T\x,y)  der  transformierte  von  F{x,y)]  wen- 
den wir  auf  ihn  Yon  neuem  die  Transformation  2^  an  ^  so  erhalten  wir 
den  Punkt  P"  (af\  y'),  dessen  Koordinaten  sind 
x"  =  o?x ,        y"  =  W'y . 

Verfahren  wir  ebenso  wieder  mit  dem  Punkte  V"  und  fahren  in  der- 
selben Weise  fort^  so  gelangen  wir  nach  n  Operationen  zu  einem 
Punkte  P(^)^  dessen  Koordinaten  sind 

X^^)  =  Ol'Xj  yi^)=:'b^%j.    ......      (3) 

Ist  nun  die   durch  S  bewirkte   Transformation  eine   unendlich  kleine^ 

so  werden  die  Punkte  F,  F,  F\ ^  P^''^ in  unendlich  kleinen 

Abständen  aufeinander  folgen,  d.  h.  sie  werden  eine  Linie  bilden.  Sie 
ist  die  Trajektorie  der  eingliedrigen  Transformationsgruppe,  die  durch 
die  unendlich  kleine  Transformation  ^  erzeugt  wird;  daher  wird  sie 
durch  alle  Transformationen  jener  Gruppe  in  sich  selbst  transformiert 
werden^).  Dem  Beispiele  von  F.  Klein  und  S.  Lie^)  folgend,  welche 
diese  Linie  von  Grund  aus  zuerst  untersucht  haben,  wollen  wir  sie 
die  Kurve  "W  (nach  dem  Anfangsbuchstaben  des  Wortes  Wurf) 
nennen  und  A^A^A^  das  Fundamentaldreieck.  Um  die  Gleichung 
derselben  zu  finden,  beachten  wir,  dafs  bei  der  vorliegenden  Annahme 
die  Konstanten  a  und  fe  sich  von  der  Einheit  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Gröfse  unterscheiden  dürfen,  daher  werden 
log  a  und  log  &  unendlich  klein  von  derselben  Ordnung  sein.     Da  nun 

a^  =  e^^^s'«  =  1  _|-  7^  loga  + , 

in  ^  ^nlogh  =1  J^nlogl)  -\- , 

so  können  wir  die  Gleichung  (3)  auch  schreiben 

^{n)  —  X  =  {nloga  -\-  '  '  '  ')x ,         y^''^  —  ^  ==  (^  log  &  +  *  *  '  0^ 
wegen  der  gemachten  Voraussetzungen  darf  man  nun  setzen 

^{n)  ^  ,^  ^^  ^       y{n)  y  ^^  ^y.^       ^  Jog  f^  ^^  f^  .  ^  ^  j       U  log  &  =  /3  •  CU, 


1)  AVir  benutzen  hier  die  Begriffe  und  Benennungen  der  Theorie  der 
Gruppen  von  Lie,  da  dieselben  heutzutage  die  allgemein  üblichen  sind. 

2)  S.  die  Abh.  üeber  diejenigen  Curven,  welche  durch  ein  geschlossenes  System 
von  unendlich  vielen  vertauschharen  Transformationen  in  sich  übergehen  (Math, 
Ann.  lY,  1871).  Die  Kurven  W  finden  sich  schon  in  der  Schrift  von  Gr.  Bat- 
taglini,  Sülle  involuzioni  dei  diver si  ordini  nei  sistemi  di  seconda  specie  (Atti 
dell  Accad.  di  Napoli,  II,  1865)  und  in  der  Arbeit  von  A.  Clebsch  und  P.  Gor- 
dan, Ueher  biternäre  Formen  mit  contragredienten  Variabelen  (Math.  Ann.  I,  1868) 
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wo  a  und  /3  endliche  Gröfsen  sind.  Vernachlässigen  wir  nun  die  un- 
endlich kleinen  Gröfsen  höherer  Ordnung^  so  haben  wir  demnach 

dx  =  x-a-dl,         dy  =  y-ß-dl, 
folglich  ist  do^^cl^ (4) 

die  Differenzialgleichung  der  Kurye  W.  Durch  Integration  derselben 
bekommt  man  log x~ logt  _  log y -log y 

cc  "^  ß  ^ 

wo  I  und  7]  die  Koordinaten  des  Ausgangspunktes  der  Kurve  sind^ 
oder  auch  (^Y__  (lY  (^) 

Schreiben  wir  nun  für  x  und  y  wieder  ihre  Werte  und  setzen  der 
gröfseren  Symmetrie  wegen 

weshalb  dann  ^o  H~  ^i  ~h  ^2  '^^  ^ 

ist^  so  wird  die  Gleichung  (4)  werden  zu 

x""^ .  x""^  •  x'^  =  Const  . (6) 

und  auch  diese  Gleichung  kann  in  gleicher  Weise  wie  (4)  als  all- 
gemeine Gleichung  der  Kurye  W  gelten. 

Wenn  die  Seite  ^2^3  ^^^  Fundamentaldreiecks  im  Unendlichen 
liegt  (auf  welchen  Fall  man  die  Kurve  immer  durch  Projektion  zurück- 
führen kann)^  so  sind  x  und  y  die  gewöhnlichen  kartesischen  Ko- 
ordinateU;  und  infolge  von  Gleichung  (4)  werden  die  Kurven  W  zu 
Parabeln;,  gewöhnlichen  oder  interscendenten^  jenachdem  die  Exponenten 
a^  ß  rational  oder  irrational  sind^  und  da  man  also  diesen  speziellen 
Fall  durch  Projektion  immer  herbeiführen  kann^  so  folgt:  Jede  Kurve 
w  ist  die  Projektion  einer  im  allgemeinen  interscendenten  Parabel. 
Wegen  GL  (4)  lautet  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Kurve  (5) 
im  Punkte  (x,  y)  y-y  _  ßy_  .^^ 

X —  X         (XX  ^  ^ 

Hieraus  können  wir  verschiedene  Folgerungen  ziehen.  Sehen  wir 
X,  Y  als  gegeben  an^  so  folgt:  Die  Berührungspunkte  der  Tangenten, 
die  man  von  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene  an  eine  interscen- 
dente  Parabel  ziehen  kann,  liegen  auf  einem  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Kegelschnitte.  Da  diese  Eigenschaft  durch  Projektion  er- 
halten bleibt^  so  können  wir  im  allgemeinen  schliefsen:  Jede  Kurve  W 
gehört  einem  Systeme  mit  den  Charakteristiken  fi  =  l,  1^  =  1  an^); 

1)  Fouret,  Stir  quelques  proprietes  des  systemes  de  courhes  {^  =  1,  v  =  l) 
und  Interpretation  geometrique  de  Vequation  L(xdy  —  y  dx)  —  M dy  -\-  Ndx^=0^ 
dans  laquelle  L,  M^  N  designent  des  fonctions  Uneaires  de  x^y  (C.  R.  LXXYIII, 

1874). 
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leicht  läfst  sich,  hieraus  folgern,  dafs  jene  die  allgemeinsten  von 
dieser  Beschaffenheit  sind^). 

Bezeichnen  wir  einen  Kurvenpunkt  (x,  y)  mit  F,  die  Schnitte 
der  zugehörigen  Tangente  mit  den  Koordinataxen  mit  Sy  T  und  den 
unendlich  fernen  Punkt  derselben  mit  TJ  und  bezeichnen  durch  Accente 
die  Projektionen  dieser  Punkte  auf  Ox  von  dem  unendlich  fernen 
Punkte  von  Oy  aus^  so  haben  wir 

{F8TÜ)  =  (P'SOÜ^)  =  [x,  ^-^x,  0,  oo)  -  ^. 

Folglich  ist  das  Doppelverhältnis  (PS TU)  konstant,  und  verallge- 
meinern wir  diese  Eigenschaft  durch  Projektion  für  alle  Kurven  W, 
so  können  wir  sagen:  Für  jede  Kurve  W  ist  das  Doppelverhältnis 
eines  Kurvenpunktes  und  der  drei  Scliiiittpniikte  der  zugehörigen 
Taugente  mit  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  konstant.  Dieser 
Satz  begründet  den  Namen,,  Kurv  enW^^  (S.  553),  sowie  den  „anharmo- 
nische Kurven",  der  von  Halphen^)  den  hier  betrachteten  Kurven 
beigelegt  wurde;  es  giebt  auch  einen  hierzu  dualen  Satz,  da  man 
leicht  erkennt,  dafs  die  Tangen tialgieichung  der  Kurve  W  dieselbe 
Form  hat,  wie  die  Punktgleichung.  \ 

238.  Unter  den  Kurven  W  giebt  es  eine  spezielle,  uns  schon 
bekannte:  Die  logarithmische  Spirale  (s.  Nr.  192,  Gl.  (7));  in  diesem 
Falle  liegen  zwei  von  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  in  den 
Kreispunkten,  und  die  betrachteten  projektiven  Transformationen  sind 
Rotationen  um  die  dritte  Ecke.  Diese  fundamentale  Bemerkung  dient 
zur  Erklärung,  wie  diese  Kurve  sich   durch  eine  so  grofse  Zahl  von 

1)  Wir  sagen  „leicht",  weil  ein  System  mit  den  Charakteristiken  ja  =  1 , 
v  =  l  durch  eine  DifFerenzialgleichung  vom  Typus  (vgl.  Nr.  171) 

L{xdy  —  y  dx)  —  Mdy -{- Ndx  =  0 
definiert  werden  kann,  wo  L,M,N  lineare  Funktionen  der  Koordinaten  sind; 
diese  ist  nach  einer  heute  als  klassisch  geltenden,  von  Jacobi  erfundenen 
Methode  integrierbar  (Grelles  Journ.  XXIV;  s.  z.  B.  Boole,  Differential  Equations 
4.  Aufl.  1877,  S,  85).  —  Die  Untersuchung  derjenigen  Systeme,  deren  Charakte- 
ristiken ft  =  1 ,  t^  =  2  sind ,  ist  ähnlicherweise  gleichbedeutend  mit  der  Inte- 
gration der  Differentialgleichung 

Ap^-\-Bpa-^Ca'^  +  Bp  +  Ea-\-F  =^0,        wo  p  = -^    und    a==y--px, 

ferner  A,  .  . .,  F  lineare  Funktionen  der  Koordinaten  x,y  sind.  Sie  wurde  von 
A.  Legoux  ausgeführt  {Etüde  analytique  et  geometrique  dhme  famille  des  courhes 
representee  par  une  equation  diff'erentielle  du  pr emier  ordre.  These,  Paris  1878) 
und  führte  zur  Entdeckung  der  durch  die  Gleichung 

^  -  p(^+^r+'    ,     {y  +  naf 
2  {y-af-^'^  ^{^'--^W 

dargestellten  Kurven;  diese  sind  offenbar  algebraisch  oder  transscendent,  je- 
nachdem  n  rational  ist  oder  nicht. 

2)  M.  s.  z.  B.  Etüde  sur  les  points  singuUers  des  courhes  älgebriques  planes 
(Paris  1883)  S.  53. 
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Transformationen  immer  wieder  selbst  erzeugt^ ),  und  kann  (und  ist 
auch,  schon)  benutzt  werden^  neue  Eigenschaften  derselben  zu  ent- 
decken. 

Unter  den  Kurven  W  findet  sich  ferner  eine  neue  Kurve^  die  der 
Untersuchung  wert  erachtet  und  mit  einem  besonderen  Namen  belegt 
wurde:  in  barycentrischen  Koordinaten  ^o;  ^i;  ^2  ^^^^  ^^^  durch  die 
Gleichung  _^  ^  ^  ^  ^  /g) 

CCf,  (a/a  C(/a 

dargestellt^  wo  A  ein  Parameter,  und  üq^ a^^a^  die  Seiten  des  Fundamental- 
dreiecks sind;  nach  einem  Vorschlage  von  Gr.  de  Longchamps^) 
heifst  sie  die  Dreieckspotentialkurve  (Potentielle  triangulaire). 
ZumBeweise,  dafs  sie  eine  Kurve  W  ist,  nehmen  wir  an,  dafs  aQ>%>%, 

und  setzen  aaa 

log^  =  Co,      log^  =  Ci,       log^  =  c,, 

weshalb  zwischen  den  Konstanten  c  noch  die  Relation  <^o  4~  ^1  +  ^2  "^  ^ 
besteht.     Aus  (8)  folgt  nun 

log(f)  =  -^c„       logg)  =  2q 

und  durch  Elimination  von  X 

0:log(5)  +  c,logg)=0 

oder  o;'^^  .^2^  ===  ^J'^^'^  . (9) 

oder,  da  c^  +  <^i  +  ^2  =  0; 

^0'  •  ^1  •  ^2'  =  1 (^0 

Da  nun  diese  vom  Typus  (6)  ist,  so  ist  der  ausgesprochene  Satz  be- 
wiesen. —  Schreibt  man  die  Gleichung  (9)  in  folgender  Weise: 

/y  <^2      /y      rp  ^i 

•^1    •  ^2  ^^0  ") 

SO  sieht  man,  dafs  die  Dreieckspotentialkurve  eine  algebraische  Kurve 
wird,  wenn  eines  der  Verhältnisse  zwischen  den  Konstanten  c  ein 
rationales  ist.  —  Im  allgemeinen  zeigen  die  Gleichungen  (8),  dafs  die 
Dreieckspotentialkurve  durch  viele  bemerkenswerte  Punkte  des  Fun- 
damentaldreiecks hindurchgeht:  für  yl  =  0  bekommen  wir  den  Schwer- 
punkt desselben,  für  2  =  1  den  Mittelpunkt  des  Inkreises,  für  2  =  2 
den  Lemoine'schen  Punkt  u.  s.  w.  Man  beachte  ferner,  dafs  aus 
a^  y^  a^^  a^^  sich  ergiebt 


1)  Zum   erstenmal  dargelegt  und  ausführlich  entwickelt   in   der   oben   an- 
geführten Abhandlung  von  Klein  und  Lie. 

2)  S.  die  Khh..  Sur  la  potentielle  triangidaire  (Math^sis  YI,  1886), 
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lim    ^3=     lim    (^y=0,  lim    ^=   lim(^y=0, 

lim    ^=    lim    (-^y=0,  lim    ^=  lim(^y=0, 

2  =  — CO   ^2  A^+OO^'^O/  A  =  — CO   ^2  X=cC^^l' 

und  dies  zeigt:  Die  Dreieckspotenzialkurve  geht  durch  die  beiden 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks,  die  der  gröfsten  und  der  kleinsten 
Seite  gegenüberliegen.  Sie  berülirt  in  diesen  Punkten  die  Seite  von 
der  mittleren  Länge ^).  —  Diese  Eigenschaften  mögen  genügen^  die 
Wichtigkeit  der  betrachteten  Kurve  für  die  moderne  Geometrie  des 
Dreiecks  klarzulegen. 

Eine  andere  bemerkenswerte  Kategorie  der  Kurven  W  wird  ge- 
bildet von  denjenigen  Linien^  die  in  rechtwinkligen  Koordinaten  durch 
die  Gleichung  x'.yf^  =  a (10) 

dargestellt  werden  unter  der  Bedingung;  dafs 

^  +  ^  =  1 (11) 

Sie  erhielten  denNamen  polytropischeKurven^  welcher  von  Zeuner 
in  seiner  klassischen  Technischen  Thermodynamik  1887—89  zunächst  den 
Kurven  x^y  =  C  gegeben  war.  Einige  interessante  Eigenschaften  der- 
selben sollen  hier  mitgeteilt  werden^).  Die  beiden  Koordinataxen  sind 
die  Asymptoten  der  Kurve.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 
lautet  5 ,, 

daher  wird  der  Winkel  r  der  Tangente  mit  der  x-Ax.q  gegeben  durch 

*g^--^- (12) 

Sind  nun  (Taf.  XVI^  Fig.  126)  die  Schnitte  der  Tangente  mit  den 
Koordinataxen  A^  und  A^j  so  findet  man  alsbald 

OA  =  f-,       Ö^2  =  f (13) 

und  da  man  wegen  (11)  setzen  kann: 

k  =  cos^  a,         ft  =  sin^  a, (14) 

so  hat  man  weiterhin 

OJ.i  =  -^,        OA^  =  -J^ (15) 

und  wenn  man  die  Strecke  A-^A^  mit  t  bezeichnet 

/2  __  ^'  !  vi ._  ^'    I    y^  .  (r^\ 

1)  Cesäro,  Lezioni  di  geomet^'ia  intrinseca  (Napoli  1896)  S.  104 — 106. 

2)  F.  Kosch,  Normale  und  Krümmungsmittelpimkt  der  polytropischen  Kurven 
(Zeitschrift  f.  Math.  XLY,  1900). 
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Ist  nun  P  der   Berührungspunkt   der   Tangente  A^A^,   so   sieht   man^ 
dafs 


PA=-:^,      PA= —,       daher 


PÄ^  _  % 


1  sin  r  '  2  cos  r  ^  PA^         /x  ' 

woraus  folgt:  PA^  =  ^t,         FA^  =  Xt (17) 

Ziehen  wir  nun  den  dem  Dreiecke  OA^A^  umbeschriebenen  Kreis  und 
zeichnen  in  ihm  die  durch  P  zu  A^A<^  senkrechte  Sehne  B^JB^,  so 
haben  wir:  _,__,_  -^  -^^  ^ 

daher  wegen  (17)      FB^  ==  PB^  =  tYx^ (18) 

Ziehen  wir  nun  die  Geraden  OB^^  und  OB^,  so  ist 

Nun  ist  -^  Pi  JgP  =  ->:  B^A^A^  =  ^B^  OA^ 

und  ^  P,  J^2^  =  ^  B,A,A^  =  ^B,  OA, ; 

folglich  ^  Pi  0^1  =  ^^  OP2  =  a, 

und  daher  sind  die  Geraden  0B^^=\,  0B^  =  \  unabhängig  von 
dem  Punkte  P  der  Kurve;  man  nennt  sie  die  Axen  der  poly- 
tropischen  Kurve. 

Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnung  kann  man  die  obigen  Aus- 
führungen in  folgende  Sätze  zusammenfassen:  1)  Das  zwischen  den 
Axen  gelegene  Stück  der  Normalen  einer  polytropischen  Kurve  wird 
von  der  Kurve  selbst  halbiert.  2)  Das  von  einer  Tangente  und  den 
beiden  Asymptoten,  sowie  das  von  der  zugehörigen  Normale  und  den 
beiden  Axen  gebildete  Dreieck  sind  beide  demselben  Kreise  ein- 
beschrieben. 

Wir  wollen  denjenigen  Punkt  S  der  Kurve^  in  welchem  sie  von 
der  Axe  l^  geschnitten  wird^   den   Scheitel   der  Kurve  nennen.     Da 

die  Gleichung  der  Axe   ~  =  iga    ist^   so  hat  man  für  den  Punkt  8 

wegen  der  Gl.  (12)  tgr  =  —  c%  ^  =  %  (y  "1~  ^'^)  5  daher  schneidet 
die  Kurve  diese  Axe  senkrecht. 

Wir  fällen  jetzt  vom  Punkte  P  die  Lote  auf  die  Asymptoten^ 
welche  die  Axen  bezw.  in  B^  und  D^  treffen  mögen.  Man  erkennt 
alsbald^  dafs  die  in  diesen  Punkten  errichteten  Senkrechten  die 
Asymptoten  in  A-^  bezw.  A<^  schneiden;  alsdann  hat  man 


OB^^-^ ^  =  OB,  —  OB. 

^         cos  cc  sm  cc  -^  ^ 


0B,^-^^^-\-  ^^-  =  OD,  +  OD, 

^         cos  a     '     cos  a  i     i  j 

Für  den  Krümmungsradius  P  findet  man  leicht  den  Wert 


(19) 


; 2, ,2/8 


xy 
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wegen  (13)  und  (17)  kann  man  diesen  nun  schreiben 

wenn  man  nun  OH  senkrecht  zu  Ä^A2  zieht^  so  erkennt  man,  dafs  die 
Fläche  der  Dreiecks  OA^A^  gegeben  wird,  sowohl  durch  ~  OA-^-OA^y 
als  auch  durch  jPHt]  infolgedessen  ist 

^—        PH       ' 
Dies  zeigt:  Der  dem  Dreiecke  HA^A^  umgeschriebene  Kreis  geht 
durch  den   zum  Kurvenpunkte  P  zugehörenden   Krümmungsmittel- 
punkt; es  ist  daher  nichts  leichter  als  diesen  Punkt  zu  konstruieren. 


Zwanzigstes  Kapitel. 

Die  Linien  von  Mercator  oder  Sumner. 

229.  Auf  einer  Kugel  vom  Radius  Eins  sei  ein  gewöhnliches 
geographisches  Koordinaten-System  festgelegt;  mit  ^  bezeichnen  wir 
die  Breite^  mit  |  die  Länge  eines  beliebigen  Punktes  P  der  Kugel- 
oberfläche (Taf.  XVI,  Fig.  127).  Wir  denken  uns  nun  um  die  Kugel 
einen  Cylinder  beschrieben ,  der  diese  längs  des  Äquators  berührt. 
Als  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes  M  desselben  können  dienen 
die  Länge  |  und  der  Abstand  t]  vom  Äquator.  Wir  stellen  jetzt 
zwischen  der  Kugel  und  dem  Cylinder  eine  eindeutige  Beziehung  her, 
indem  wir  dem  Punkte  P(|,  d^)  den  Punkt  M(^j  ri)  entsprechen  lassen 
und  zwar  so,  dafs  tg^  =  @in^ (1) 

oder  auch  — ^  =  ®0§^,         sin '0' =  S^g  t^ (V) 

Denken  wir  uns  nun  den  Cylinder  längs  einer  seiner  Erzeugenden 
aufgeschnitten  und  in  eine  Ebene  abgewickelt,  so  entsteht  eine  ein- 
deutige Correspondenz  zwischen  der  Kugel  und  der  Ebene:  es  ist  die 
(cylindrische)  Mercator-Projektion.  Wir  wollen  jetzt  unter- 
suchen, was  für  eine  Linie  in  der  Ebene  dem  Schnitte  der  Kugel  mit 
einer  beliebigen  Ebene 

a  -{-  ß0  =  yx  -\~  dy 

entspricht.     Da  für  die  Punkte  der  Kugel 

X  ==  cos  d"  •  cos  I ,       y  ==  cos  '^  •  sin  I ,       ^  =  sin  '^ , 

so  kann  jener   Schnitt  auch  aufgefafst  werden  als   dargestellt   durch 

die  Gleichung;  i    />    •    o.  o.   /  j-    i     v^    •    f-\ 

^     a  -f-  ß  sm  d-  =  cos  O'  •  (^  cos  §  -|-  o  sm  ^)  ; 
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folglicli  wird  die  entsprechende  Kurve  in  der  Ebene  zufolge  der  Glei- 
chungen (1)  und  (1')  dargestellt  durch 

a  +  ß  %Q7]^,^(f  cos§  +  *  sini), 

oder  a  Sog  'T]  -\-  ß  ©in  t^  ==  ;^  cos  §  +  (J  sin  | (2) 

Die  so  erhaltenen  Kurven  wurden  von  Holzmüller^)  Mercator'sche 
Kurven  und  von  Greenhill^)  Sumner's  Linien  (zum  Andenken 
an  den  amerikanischen  Kapitän,  der  zuerst  ihren  Nutzen  für  die  Schiff- 
fahrt dargethan  hatte)  genannt.  Die  Gleichung  (2)  kann  auf  ver- 
schiedene einfachere  Formen  reduziert  werden,  je  nach  den  relativen 
Werten  der  in  ihr  auftretenden  Konstanten  a  und  ß  ^). 

I.Fall,  a^>ß^.   Wir  können  a^r^ ßo§ ^o;  i^  =  —  ^'o  ®i^ '^o  setzen; 
daher  ist  rQ  =  ya^  —  ß^.     Wir  setzen  aufserdem  noch 


^  =  ^^  cos  lo ,       d  =  Qq  sin  l^ ;        daher  ist    Qq  =  Yy^  +  ^^  • 
Die  Gleichung  (2)  wird  alsdann  zu 

^0  ©0§  (^  —  tJq)  =  ^0  COS  (I  —  lo)  ; 
oder,  wenn  —^  =  m   gesetzt  wird, 

Sog  (t]  —  rjo)  =  m  cos  (g  —  %)  . 

Diese  Gleichung  kann  durch  eine  einfache  Verschiebung  der  Äxen 
vereinfacht  werden,  und  wird  dann 

®o§  1^  =  m  cos  I (3) 

Bezüglich  der  Konstanten  m  möge  eine  Bemerkung  nicht  unterbleiben: 

damit  die  betrachtete  Ebene   die  Kugel  thatsächlich  schneidet,  mufs 

sein  ^ 

,_, =^<1;       oder     /+(J2>,^^_^2 

wenn  nun  a^  ^ß^y  so  ist  diese  Bedingung  immer  erfüllt;  wenn  aber 
ß;^>/3^,  so  geht  sie  über  in  ^o^>^o^  ^'^'  h^|>l.  Daher  stellt 
die  Oleichung  (3)  nur  dann  eine  reelle  Mercator'sche  Linie  dar, 
wenn  der  absolute  Wert  der  Konstanten  m  gröfser  ist  als  Eins. 

2.  Fall,    a^  <i  ß^.     Wir    setzen    a  =  —  r^  ©in  ri^,    ß  =  '^o  ^^^  Vo] 

daher  ist  r^  =  Yß^  —  a^ ;  aufserdem  y  =  —  ^^  ^^^  ^o?  ^  =  ?o  ^os  lo5 
dann  wird  (2)         ^^  @ •„  (^  _  ^^)  _  ^^  ^-^  (^  _  g  _ 

1)  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  (Leipzig  1882) 
S.  242. 

2)  Sumners  Lines  on  Mercators'  chart  (The  Messenger  XVI,  1887);  Sumner 
lines  on  Mercator  and  Stereographic  chart  (Das.  XX7.  1890)  und  The  application 
of  elliptic  functions  (London  1892)  S.  89 — 92. 

3)  H.  E.  Timer  ding,  Ueher  die  Mercator^ sehe  Prqjection  (Zeitschrift  f.  Math, 
XLIII,  1898). 
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Durch  eine  Verschiebung  der  Axen  kann  sie  auf  die  Form  gebracht 
^^^•^^^1^  @tn7^  =  nsin|.  1) (4) 

3.  Fall;  a^  =  ß'^.  Bezeichnen  wir  mit  s  die  positive  oder  negative 
Einheit;  so  dürfen  wir  ß^==sa  setzen.  Setzen  wir  noch  j^  =  p^cos|(); 
d  =  Qq  sin  lo;  so  wird  Gleichung  (2) 

a  (Sog  V  +  ^  ®tn  fj)  =  ^0  ^0^  (^  —  io) 
und  hat  dann  die  Form  e^  ^^  =  p  cos  (|  —  §q)  ; 

durch  einfache  Verschiebung  der  Axen  wird  sie 

ri  ==.  s^^^  log  cos  I . (5) 

Es  giebt  somit  drei  verschiedene  Typen  der  Sumner'schen  Linien^ 
und  die  Gleichungen  (3)/(4);  (5)  können  als  kanonische  Gleichungen 
derselben  gelten.  Die  Kurven  vom  ersten  Typus  sind  periodisch  und 
bestehen  aus  unendlich  vielen  kongruenten  Teilen;  einen  derselben 
erhält  man^  wenn  man  |  von  ■ — tc  bis  -\~  it  variieren  läfst;  sie  sind 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  |-Axe  und  auf  die  oo^  Geraden 
^  ==21c7t  (/(;=  1,  2,  3  . . .) ;  sie  schneiden  die  Axen  in  unendlich  vielen 
reellen  Punkt en^  die  zugehörigen  Tangenten  sind  parallel  zur  anderen 
Axe;  sie  haben  keine  Wendepunkte  und  bestehen  daher  aus  unendlich 
vielen  kongruenten  Ovalen.  — -  Die  Kurven  vom  zweiten  Typus  sind 
auch  periodisch  und  besitzen  unzählige  Mittelpunkte  (die  Punkte 
^  =  ]c^f  7^  =  0);  die  Wendepunkte  sind.  Für  Werte  von  |  zwischen 
2 Je 7t  und  (2h-\-l)üt  bekommt  man  einen  oberhalb  der  |-Axe  ge- 
legenen Zweig;  während  für  Werte  zwischen  (2k' — 1)%  und  2k7t 
man  einen  solchen  unterhalb   der  |-Axe  erhält;   die  Punkte  mit   den 

Abscissen  (2Ä;  +  1)~  sind  Kulminationspunkte.  —  Auch  die  Kurven 
vom  dritten  Typus  sind  periodisch;  sie  besitzen  keine  Wendepunkte^ 
haben  aber    unzählig  viele  Asymptoten   (die  Geraden  |  =  /i;~j   sowie 

unendlich  viele  Symmetrieaxen^  deren  erste  die  Ordinatenaxe  ist. 

Die  Rektifikation  der  Sumner'schen  Linien  der  beiden  ersten  Typen 
erfordert  elliptische  Integrale ^  während  die  vom  dritten  Typus  ele- 
mentar  rektifizierbar    sind.     Man    findet   nämlich    aus    Gleichung  (5) 

eis  =  — — z ;  beachtet  man  ferner,  dafs  -y-^  = ^^ ,  so  ojelanö^t  man 

cos  I '  '  a  §^  cos^  I  ^        ^        ö 

zu    folö'endem    Ausdruck    für    den    Krümmune^sradius :    JB  ==  —  - — z  • 

1)  Schreibt  man  die  Gl.  (7)  Nr.  228  in  der    Form    (Biny  =  sml~ x\  ^ 

Bo  sieht  man,  dafs  die  Lemniscatrix  als  eine  spezielle  Sumiier'sclie  Linie  an- 
gesehen werden  kann.  —  Die  durch  die  Gleichung  sin  a;  •  sin  |  -|-  sin  |5  •  ©in  71  =  0 
dargestellte  Kurve,  welcher  Beltrami  (Lombardo  Rend.  2.  Ser.  XII,  1879)  be- 
gegnete, gehört  augenscheinlich  auch  zur  Kategorie  der  Kurven  (4). 

Loria,  Ebene  Kurven.  36 
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Eliminiert  man   |   aus    diesem    Ausdrucke    und  aus   dem  für  ds  ^    so 

findet  man  ^^j^ 

ds  =     ,  ,      und  daher    M  =^  ßo§  (5  +  c) 

als  natürliche  Gleichung  der  Kurve  (vgl.  Nr.  236). 

Da  die  hier  untersuchten  Kurven  durch  eine  homogene  Gleichung 
ersten  Grades  in  sing^  cos|^  ®inrjy  (£o§'>^  dargestellt  werden^  so 
könnte  man  diese  Sumner'sche  Linien  erster  Ordnung  nennen;  in 
analoger  Weise  könnte  man  die  höherer  Ordnung  betrachten; 
jedoch  scheinen,  diese  keine  besondere  Wichtigkeit  zu  haben. 


Einundzwanzigstes  Kapitel. 
Die  Traktrix-Kurven. 

230.  Die  transscendenten  Kurven,  mit  denen  wir  uns  nunmehr  zu 
beschäftigen  haben,  wurden  im  Verlaufe  mathematischer  Untersuchungen 
von  Naturerscheinungen  erdacht,  gehören  daher  zu  der  grofsen  Klasse 
der  physikalisch-mathematischen;  zu  dieser  Klasse  gehören  aber 
auch  algebraische  bezw.  nichtalgebraische  Kurven,  die  wir  schon 
kennen:  so  die  semikubische  Parabel  als  ,curva  decensus  aequabilis^ 
betrachtet  (Nr.  119),  die  Lissajous'schen  Kurven  (Nr.  173),  die  Cyk- 
loide,  betrachtet  als  Tautochrone  oder  Brachistochrone  (Nr.  198),  die 
Ribaucour'schen  Kurven  als  Lösende  eines  BernouUi'schen  Problemes 
für  einen  Spezialfall  u.  s.  w.  Bei  der  folgenden  Betrachtung  dieser 
Kurven  werden  wir  uns  nicht  auf  Einzelheiten  einlassen,  die  physi- 
kalische Fragen  betreffen,  sondern  uns  auf  die  geometrischen  Eigen- 
schaften, deren  sie  sich  erfreuen,  beschränken. 

Claudius  Perrault,  ein  gelehrter  Arzt,  der  1613 — 1688  zu  Paris 
lebte,  stellte  einigen  Mathematikern  und  zuletzt  Leibniz  die  Aufgabe, 
die  Kurve  aufzusuchen,  die  in  einer  horizontalen  Ebene  von  einem 
schweren  Punkte  beschrieben  wird,  der  an  dem  Ende  eines  gespannten 
Fadens  befestigt  ist,  dessen  anderes  Ende  eine  in  dieser  Ebene  ge- 
legene Gerade  durchläuft.  Leibniz  erkannte  alsbald,  dafs  die  ge- 
suchte Kurve  durch  die  Eigenschaft  charakterisiert  ist,  dafs  für  sie 
auf  jeder  Tangente  das  Stück  vom  Berührungspunkte  bis  zum  Schnitte 
mit  einer  festen  Geraden  konstant  ist^).  Huygens  beschäftigte  sich 
dann  auch  selber  mit  der  Aufgabe  Perrault's,  verallgemeinerte  sie  und 

1)  Supplementmn  geometriae  dimensoriae  seu  generalissima  omnium  tetra- 
gonisviorum  effectio  per  motum:  similüerque  multiplex  constnictio  Uneae  ex  data 
tangentium  conditione  (Acta  erud. ,  1693;  Leibniz ,  ed,  Gerhardt,  V,  S.  294  ff.). 
Vgl.  aucli  einen  Brief  an  Huygens  v.  l./ll.  Okt.  1693  {LeihniZy  ed.  Gerhardt,  II, 
S.  164). 
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gab  den  sie  lösenden  Kurven  den  Namen  Traktorien^);  dieser  Name 
wird  nocli  heutigen  Tages  angewandt^  aber  in  allgemeinerem  Gebrauche 
ist  der  Name  Traktrix  oder  Zuglinie^  welchem  wir  den  Vorzug 
geben;  andere  gebrauchen  den  Namen  Huygens'sche  Traktor ien 
oder  Traktrix-Spiralen,  während  ßibaucour  den  Namen  Alys- 
soide  Yorgeschlagen  hat^). 

Wenn  wir  für   die   Traktrix  und   die  logarithmische   Spirale  die 
folgenden  beiden  Definitionen  wählen: 


Die  Traktrix  ist  der  Ort  eines 
Punktes  von  der  Beschaffenheit^ 
dafs  die  Strecke  auf  der  Tangente 
desselben^  vom  Berührungspunkte 
bis  zum  Schnitt  mit  einer  festen 
Geraden  gemessen  eine  konstante 
Länge  hat. 


Die  logarithmische  Spirale  ist 
die  Enveloppe  einer  Geraden  von 
der  Beschaffenheit^  dafs  der  Winkel^ 
den  sie  mit  der  Verbindungslinie 
ihres  Berührungspunktes  mit  einem 
festen  Punkte  bildet^  eine  konstante 
Gröfse  hat^ 


so  sehen  wir^  dafs,  von  einem  gewissen  Standpunkte  betrachtet,  die 
beiden  Linien  als  korrelativ  gelten  können^). 

Werden  die  (zu  der  festen  Geraden  senkrecht  genommenen)  Ordi- 
naten  einer  Traktrix  in  einem  konstanten  Verhältnisse  vergröfsert 
oder  verkleinert,  so  erhält  man  die  Bianchi'sche  verlängerte  bezw. 
verkürzte  Traktrix^),  Kurven,  welche  in  Fragen  der  Infinitesimal- 
Geometrie  auftreten^). 

Die  Gleichung  der  Traktrix  erhält  man  leicht,  wenn  man  die 
feste  Gerade  als  ^-Axe  wählt;  in  solchem  Falle  ist  sie  „die  Kurve, 
für  welche  die  Länge  der  Tangente  konstant  ist^V;  daher  ist  ihre 
Differenzialgleichung  folgende : 

^'  +  ^'Öf)'=«'5 

diese  ist  leicht  zu  integrieren  und  giebt 

•dy 


(1) 


^CVa'-y 


Um    die    angedeutete    Quadratur    auszuführen,     ist    es    zweckmäfsig 
y  =  a  sin  a?  zu  setzen ;  dann  erhält  man 


/^cos^w  -,  /  r  cico        r .       j  \ 

J    sm  CO  \t/  sm  w        «7  / 


1)  S.  einen  Brief  an  Leibniz  vom  17.  Sept.  1693  (Leibniz,  ed.  Gerhardt,  II, 
S.  161). 

2)  Etüde  siir  les  elasso'ides  ou  siirfaces  ä  courbure  moyenne  mille  (Mem.  de 
Belgique,  XLIV,  1880). 

3)  Cesäro,  Stir  la  traetrice  (Mathesis  II,  1881). 

4)  Bianchi,  Üeher  die  Flächen  mit  Jwnstanter  negativer  Krümmung  (Math, 
Ann.  XVI,  1880). 

5)  Vgl.  Darb oux,   Legons  sur  la  theorie  generale  des  surfaces  III.   (Paris 
1894)  S.  393. 

36* 
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Nehmen  wir  nun  an^   dafs   die  Kurve  vom  Punkte  ^(0^  a)   ausgeht^ 


so 


7C 


mufs   für   C3==~ ,    x==0    werden^   und   alsdann    dienen    zur    Dar- 


2 


Stellung  der  Traktrix  die  beiden  Gleichungen 


a  log  tg  -^  -\-  a  cos  co ,         y  ==  a  sin  g?  .    .     .     .     (2) 


2 

Wenn  man  hierin  m  in  tc  —  co  verwandelt,  so  ändert  x  nur  das  Vor- 
zeichen^ während  y  unverändert  bleibt:  Die  Traktrix  ist  syminetrisch 

zur  ^-Axe  (aber  nicht  zur  ^r-Äxe^  wie  man  geglaubt  hat^)):  der  Punkt 
A  ist  eine  Spitze  mit  der  y-Axe  als  Spitzentangente.  Die  gewöhn- 
liche kartesische  Grleichung  derselben  ist  offenbar  das  Resultat  der 
Elimination  von  co  aus  (2)^  lautet  daher 


^  a  —  ]/a 


alog^izU^iLJlIl^  +  y^^Ziy^ 


-Ya-" 


(3) 

oder  ye       ^         =  a  —  ]/a^  —  y^ 

Aus  dieser  geht  hervor^  dafs  (die  x-Axe^  d.  h.)  die  feste  Gerade  eine 
Asymptote  der  Traktrix  ist.    Ferner  folgt  ^  dafs  die  Enveloppe  der 

oü^  durch  die  Gleicliung  x  -\~  y  ©in  ~  =  ^  dargestellten  Geraden,  wo 

ö  ein  Parameter  ist,  eine  Traktrix  ist^).  Dagegen  ergiebt  sich  aus 
der  Differenzialgleichung  (1)  dafs 

Xj-x_  ^  Ya'  —  y'  ... 

Y-y  y  .......      \^V 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (x^  y)  ist.  Nehmen  wir  hierin 
X  und  Y  als  gegeben  an  und  erheben  ins  Quadrat^  so  folgt:  Die  Be- 
rührungspunkte der  von  einem  festen  Punkte  an  die  Traktrix  ge- 
zogenen Tangenten  liegen  auf  einer  Kurve  vierter  Ordnung,  die 
zweimal  durch  jenen  Punkt  hindurchgeht;  liegt  der  feste  Punkt  aber 
auf  der  Asymptote  (1^=0)^  so  zerfällt  jene  Kurve  vierter  Ordnung  in 
die  doppelt  zu  zählende  Asymptote  selbst  und  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  a.  Aus  obigem  Satze  erhält  man  als  Folge:  Jede  Traktrix 
gehört  einem  System  an  mit  den  Charakteristiken  /Lt  =  2,  i^  =  2, 

Eine    einfache    Anwendung    bekannter   Formeln   zeigt  ^    dafs    die 
zwischen  der  Traktrix  und  ihrer  Asymptote  gelegene  Fläche  gegeben 

wird  durch    F=  --^— ^    während   der  durch  Rotation  um  dieselbe  er- 

zeugte  Körper  das  Volumen  V==  — ^ —  und  die  Fläche  4:7t r^  hat^ 
d.  h.:  Der  durch  Rotation  der  Traktrix  um  die  Asymptote  erzeugte 

1)  Kleyer-Haas,  Biffermticäredimmg,  III.  Th.  (Stuttgart  1894)  S.  64— 65; 
Salmon-Fiedler,  Höhere  ebene  Kurven,  IL  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  378. 

2)  E.  Beltrami^  Teorema  di  geometria  pseitdosferica  (Giorn.  di  Matern.  X, 
1872). 
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Körper  hat  dieselbe  Oberfläche  und  dasselbe  Volumen  wie  die  Kugelj 
deren  Radius  gleich  der  Länge  der  Tangente  a  ist^).  —  Wichtiger 
ist  eine  Folgerungen^  zu  der  uns  die  Rektifikation  der  Kurve  führt. 
Grl.  (1)  liefert  nämlich  ^^^        ^ 

cUj  ""  y'> 

daher  ist  s  ^=  a  log  —  •       (7) 

Lassen  wir  die  Bogen  im  Punkte  A{x  =  Oj  ^  =  <^)  beginnen^  wo  also 
die  Kurve  die  y-Axe  berührt^  so  kann  man  auch  schreiben 

5  ==  —  a  log  sin  co  ^       x==a  log  (1  —  cos  ca)  —  a  log  sin  g9  +  a  cos  co ;  (7') 

daher  ist  s  —  o;  ==  —  a  cos  o)  —  a  log  (1  —  cos  co) ; 

setzen  wir  hierin  (D  =  7t,  so  wird  x=oo^  und  wir  haben  dann 

lim  (5  — ;:^)  =  a(l  — log2);       .....     (8) 

a;=co 

da  nun  die  Kurve  symmetrisch  zur  ^-Axe^  so  drückt  diese  Beziehung 
folgenden  Satz  von  Beltrami  aus^):  Die  Differenz  zwischen  der 
(unendlichen)  Länge  der  durch  die  Konstante  a  individualisierten 
Traktrix  und  ihrer  Asymptote  ist  eine  endliche  Gröfse,  und  zwar 
gleich  2öt(l  — log2). 

Bezeichnet  B  den  Krümmungsradius  der  Traktrix,  so  findet  man 
leicht  aus  der  Gleichung  (3) 

E  =  a  ctg  09 .   .     , (9) 

wird  nun  cö   aus   den   Grleichungen  (7')  und  (9)   eliminiert,    so   erhält 

man  /-y 


B  =  a 


]//"'  —  ! (10) 


als  natürliche  Gleichung  der  Traktrix.     Bezeichnen  wir,  wie  gewöhn- 
lich, den  Bogen  und  den  Krümmungsradius  der  Evolute  mit  s^  und 

r1  7? 

JR^,  und  bedienen  uns   der  Formeln  (Nr.  245)    §^  =  Ji!,    B^  =  R~^j 
so  erhalten  wir 


a 


^1 
demnach  durch  Elimination  von  s 


-|  /   2s  25 


R,  =  ^  +  a- (11) 


dies  ist  nun  die  natürliche  Gleichung  der  ersten  im  folgenden  Kapitel 
behandelten  Kurve;  wir  sehen  also:  Die  Traktrix  ist  die  Evolvente 
einer  Kettenlinie. 

1)  Beltrami,  Intorno   ad  dlcune  proprietä  delle  super ficie   äi   rivoluzione 
(Annali  di  Matern.,  VI,  1864)  S.  275.         2)  Daselbst. 
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231.     Die  Gleicliimg  (10)   führt    uns    zur   Betrachtung   von  all- 
gemeineren Kurven^  nämlicli  der  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 


B 


=  &]//"'-!      .......     (12) 


dargestellten,  es  sind  die  Pseudotraktrices  nach  Cesäro^);  zur 
natürlichen  Gleichung  ihrer  Evoluten  gelangt  man  durch  ein  ähn- 
liches Rechnungsverfahren  v^ie  vorhin;  sie  ist 

^/=v  +  '^' (13) 

wobei  ac  =  h^]  es  sind  die  sog.  Pseudocatenarien,  denen  wir  im 
folgenden  Kapitel  begegnen  werden. 

Älteren  Datums  ist  eine  andere  Verallgemeinerung  der  Traktrix, 
auf  die  wir  hier  hinweisen  wollen.  ISTach  einem  Vorschlage  von 
G.  Salmon^)  wird  mit  dem  Namen  Syntraktrix  der  Ort  der  Punkte 
P  bezeichnet,  welche  die  Tangenten  MT  einer  gewöhnlichen  Traktrix, 
in  einem  gegebenen  Verhältnisse  teilen.  Um  die  Gleichung  derselben 
zu  finden,  bezeichnen  wir  mit  x,y  die  Koordinaten  von  M^  mit  x\  y 
die  von  P  und  setzen  Jf  P  =  Ä,  TP  =  ^,  so  dafs  also  Ä  -|-  7^;  =  a 
ist.     Dann  haben  wir 

y  h  ^         X  —  X         dx  "^ 

kombinieren  wir  diese  mit  (1),  so  finden  wir 

setzen  wir  diese  Werte  in  (3)  ein,  so  bekommen  wir 


^'_-]^^/2_^iog^-T^;^:-y'%  .  .  .  (14) 

dies  ist  die  Gleichung  der  Syntraktrix;  für  h==a  stimmt  sie  mit  (3) 
überein,  wie  vorauszusehen  war.  An  Stelle  der  Gleichung  (14)  können 
auch  folgende  beiden  treten 

X  ==  h  cos  CO  -{-  a  log  tg  —  ?         y'  ==  Ji)  sin  co  .   .     .     .     (15) 

Viel  natürlicher  und  weitergehend  ist  die  Verallgemeinerung  der 
Traktrix,  die  entsteht,  wenn  man  die  feste  Gerade  durch  eine  be- 
liebige Kurve  ersetzt;  man  gelangt  so  zu  dem  Begriffe  der  Traktrix 
einer  beliebigen  Kurve ^)  und  zu  einer  bemerkenswerten  Beziehung 
zwischen  zwei  Kurven,  die  man  in  folgender  Weise  präzisieren  kann: 


1)  Lesioni  di  geometria  intrinseca  (ISFapoli  1896)  S.  18. 

2)  Salmon-Fiedler,  Analyt.  Geom.  d.  höheren  eh.  Ciirven  (Leipzig  1873) 
S.  353. 

3)  Vgl.   auch  A.  Poulain,   Les    aires    de  tractrices  et    le  stcmg-planimetre 
(Journ.  de  math.  spec.  4®  Ser.  IV,  1895). 
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^^Trägt  man  auf  den  Tangenten  einer  gegebenen  Kurve  f  von  den 
Berührungspunkten  aus  eine  konstante  Länge  ab^  so  bildet  der  Ort 
der  Endpunkte  eine  neue  Kurve  E^  welche  man  die  Äquitangential- 
kurve  von  f  nennt  ^)^  während  f  die  Trakt  rix  von  E  heilst  (welch 
letztere  alsdann  die  Basis  der  Traktrix  genannt  wird)/^  Solche  Kurven- 
paare kommen  in  Fragen  der  angewandten  Mathematik  vor^). 

Ist  die  Kurve  r  gegeben^  so  läfst  sich  ihre  Äqnitangentialkurve 
durch  einfache  Differenziationen  hestimmen.  Sind  nämlich  x^=  x{s), 
y  ==  y{s)  die  Ausdrücke  für  die  Koordinaten  der  Punkte  von  f  in 
Funktionen  des  Bogens^  und  l  die  konstante  Länge ^  so  werden  die 
Koordinaten  des  zugehörigen  Punktes  von  E  sein 

Bezeichnen  wir  nun  den  Bogen  von  E  mit  S  und  beachten,  dafs 
der  Krümmungsradius  R  von  F  durch  die  Gleichung 

bestimmt  wird,  so  folgt 

fe)  =  1  +  S^ (16) 

eine  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen  f  und  E. 

Eine  weitere  Beziehung  kann  folgendermafsen  ausgesprochen 
werden:  Die  Normale  im  Punkte  P  von  E,  der  Äquitangeutialkurve 
von  r,  welche  dem  Punkte  M  dieser  letzteren  entsprichtj  geht  durch 
den  zu  M  gehörenden  Krümmungsmittelpunkt  von  f.  Um  diesen 
Satz  zu  beweisen,  beachten  wir,  dafs  die  Koordinaten  dieses  Krüm- 
mungscentrums sind 

während  —  wenn  |,  t^  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten  —  die  Glei- 
chung der  Normalen  in  M  zur  Kurve  E  lautet 

(l-X)f +(,-r)f  =0; 

setzen  wir  nun  in  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  für  X  und  Y  ihre 
Werte  und  alsdann  |  =  ^q,  Tj^^y^,  so  erhält  man  als  Resultat: 

Uly  d^x        dx    d^ 


L     \ds    ds^  ds     ds  J  J  ^ 


in  Übereinstimmung  mit  obigem  Satze.  —  Die  Bedeutung  dieses  Satzes 
liegt  vornehmlich  darin,  dafs  sie  uns  gestattet,  das  Krümmungscentrum 
für  einen   beliebigen  Punkt  von   f    zu  konstruieren,    wenn    man   die 

1)  ßrocard,    Notes  de  hihliographie  des  coiirhes  geometriques;  Partie  com- 
plementaire  (Bar-le-Duc  1899)  S.  58. 

2)  Bourlet,  Nonveau  traue  des  hicycles  el  des  hicydettes  (2.  Aufl.  Paris  1898). 
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Normalen  der  beiden  Kurven  f,  E  konstruieren  kann.  Im  speziellen 
ergiebt  sich  aus  ibm :  Um  das  Krümmiingsceiitrum  für  einen  Ibe- 
liebigen  Punkt  M  der  gewöhnlichen  Traktrix,  die  als  Basis  die 
Oerade  Ox  hat,  zu  konstruieren,  hat  man  den  Schnittpunkt  der 
Normalen  in  M  zur  Kurve  mit  der  zur  Basis  im  Treffpunkt  der 
Tangente  errichteten  Senkrechten  aufzusuchen.  Ähnlicli  hat  man: 
Um  das  Krümmungscentrum  für  den  Punkt  M  einer  Traktrix  zu 
finden,  die  als  Basis  einen  Kreis  hat,  hat  man  den  Schnittpunkt  der 
Normalen  in  M  mit  demjenigen  Radius  des  Kreises  aufzufinden,  der 
durch  den  dem  Punkte  M  entsprechenden  Punkt  der  Peripherie  geht. 

Umgekehrt  aber:  Ist  die  Basiskurve  E  gegeben,  so  erfordert 
die  Auffindung  der  Traktrix  V  im  allgemeinen  die  Integration  von 
Differenzialgleichungen  und  wenigstens  Quadraturen.  Die  bezüglichen 
Rechnungen  können  vollständig  ausgeführt  werden,  nicht  nur,  wenn  E 
eine  Gerade  ist  (vgl.  oben),  sondern  auch  wenn  sie  ein  Kreis  ist^); 
und  dies  soll  im  folgenden  bewiesen  werden. 

233o  Die  Basiskurve  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  0  und 
dem  Radius  a,  und  l  sei  die  konstante  Länge.  Die  Koordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  M  der  Traktrix  wollen  wir  mit  Xy  y  bezeichnen 
(Taf.  XVI,  Fig.  128)  und  mit  s  den  Bogen  der  Traktrix.  Wir  setzen 
nun  zur  Abkürzung 

0,2  —  ^2  ^^  ^^2^        ^  ,=^y' ^       -f—  ==  S]     daher  ist    1 -{-  y'^  ==  s^ . 

N  sei  der  dem  Punkte  M  entsprechende  Punkt  des  Kreises;  ziehen 
wir  nun  MP  und  NB  senkrecht  zu  Ox  und  MV  dazu  parallel,  so 
haben  wir 

0B=  OP  +  MV^x  +  ^y       BN=MP+  VN^y  +  '^r, 
und  da  N  dem  gegebenen  Kreise  angehört,  so  ist  OB  -f-  BN  =  a^, 

oder  auch  x^  -{-  y^  -\ — t  (x -\-  yy')  =  n^-^     .....     (16) 

dies  ist  die  Differenzialgleichung  der  Traktrix;  die  Integration  der- 
selben läfst  sich  in  folgender  Weise  ausführen.     Schreiben  v^ir  näm- 

ll^h   so  2x+2yy  .   d    .       .   .    .       .  ^. 

s  =  —  l    .  ,     ,  ^^  ,  =  _  ;  — -  log  fx^  4-  tf  —  n^) , 

so  finden  wir  s  =  c  —  l  log  (x^  -\-  y^  —  n^)] (17) 

1)  S.  Eiccati,  De  usu  moUis  tractorii  in  constructione  aeqii.  diff.  (Bologna 
1752).  Der  wesentliche  Inhalt  dieser  Abhandlung  ist  im  II.  Bande  der  Institu- 
tiones  analyticae  a  V.  Biccati  et  H.  Saladino  collectae  (Bononiae  1767,  S.  470 
—487)  wiedergegeben. 
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führen  Avir  jetzt  Polarkoordinaten  q^  cd  ein^  so  wird  GL  (16)  zu 
9   ,  21q  •  clo  o 


oder  auch  ^,^  ^  cl,y2(a-  + p,-      .^-^ (lg) 

und  damit  ist  die  Trennung  der  Variabelen   erreicht.     Um  die  Rech- 
nung weiter  zu  führen^  setzen  wir 

^2  _.  a^  -f  ?2  _|_  2al  cos  /i   .....     .     (19) 

und  verwandeln  dadurch  die  vorige  Gleichung  in  folgende 
ClG)  —  —-dii  ■^iz^pzf2äl  cos  ii){l  +  a  cos  ^i)  ' 

oder  dm  =  ^d^-l   ^    '^^       _  j^  ^ .    .     (20) 

-+cos^  -Y^^-+cos^ 

Setzen  wir  nun  tg|-/i  =  6^  so  wird  Gleichung  (19) 

Q^ya'+V+2al^,, (21) 

während  die  Gleichung  (20)  sich  verwandelt  in 

de  9  de  r..  clQ 

dco  =  ,   ,  ^»  —  n^ -, — ,  7X9  I  /    — 7\9n9  — ■  ^^ 


Wird  die  Integration  ausgeführt^  so  erhält  man  auf  der  rechten  Seite 
verschiedene  Resultate  je  nach  dem  Werte  von  a^  und  zwar 

'  arc  tg  0  —  ^  -\-  A  wenn  a  =  l 

wo  J.^  jB,  C  die  beliebigen^  durch  die  Integration  eingeführten  Kon- 
stanten sind^  die  man  in  jedem  Falle  auch  gleich  Null  annehmen  darf. 
Die  Gleichungen  (21)  und  (22)  geben  für  alle  Fälle  die  Polarkoordinaten 
Q^  G)  als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  0^  liefern  daher  die 
analytische  Darstellung  der  Kurve,  insbesondere  können  sie  zur  Be- 
stimmung ihrer  Gestalt  dienen.  So  zeigt  uns  z.  B.  die  Gleichung  (21)^ 
dals  die  Kurve  ganz  innerhalb  des  Kreisringes  mit  dem  Centrum  0  und 
den  Radien  a  +  l  und  \a  — 1\  liegt;  dagegen  lassen  die  Gleichungen (22) 
erkennen,  (vorausgesetzt,  dafs  die  Konstanten  Ä^  B^  C  =  0)  dafs  sie 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Polaraxe  ist,  indem  beim  Wechsel  des 
Vorzeichens    von    6,  co    gleichfalls    wechselt,    während    q    unverändert 

bleibt;  die  dritte  der  Gleichungen  (22)  zeigt,  wenn  6^=  ^  so  ist 
Q  =  Ya^  —  P  =  n  und  09  =  00;  daher  ist  der  Kreis  mit  dem  Cen- 
trum 0  und  dem  Radius  n  ein  asymptotischer  für  die  Kurve  (s,  Taf,  XVI, 


(22) 
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Fig.  1295  WO  nur  die  eine  Hälfte  der  Kurve  yoUständig  gezeichnet 
ist)  u.  s.  w.  Beachten  wir  auch  noch,  dafs  im  E'alle  l==a^  Ä==0 
man  als  Polar gleichung  der  Traktrix  findet 


CO  ==  arc  tg  -^^-— ^ 


A.  Bordoni,  dem  man  die  oben  dargelegte  elegante  Rechnung  ver- 
dankt^), ist  aufserdem  auf  einige  sehr  einfache  Betrachtungen  gestofsen, 
die  in  einer  wirklich  unerwarteten  Art  und  Weise  eine  DifFerenzial- 
gleichung  für  die  Evolvente  der  betrachteten  Traktrix  liefern,  die 
leicht  integrierbar  ist;  wir  wollen  diese  mit  möglichster  Präzision 
wiedergeben. 

Es  seien  t  und  ti  die  Koordinaten  desjenigen  Punktes  der  Evol- 
vente, welcher  dem  Punkte  (x,  y)  der  Traktrix  entspricht.  Wir  wollen 
alle  diese  Grröfsen  als  Funktionen  einer  und  derselben  unabhängigen 
Variabelen  auffassen;  alsdann  haben  wir 

#  =  ^-^,         «  =  2/  +  p-      ....    (23) 

Eliminieren  wir  x  und  y  aus  diesen  Grieichungen  und  aus  (16)  —  die 
nötigenfalls  differenziert  wird  —  so  bekommen  wir  die  Differenzial- 
gleichung  der  Evolvente.     Differenzieren  wir  nun  (16),  so  bekommen 

^^^^  {00  +  yy  +  'is)s^'  =  l  {xy  —  y)y'', 

wenn  man  nun  in  diese  und  die  erste  von  (23)  den  Wert  if  ==  — — 

^      ^  '^  ti  —  y 

setzt,  der  aus  der  zweiten  von  (23)  hervorgeht,  so  gelangt  man  zu 
den  Gleichungen 

(x  +  yy  +  Is)  s(ti  —  ^)  =  l(xy  — «/) ,  t  +  uy—x  —  yy==  0, 

T  1  ,    ,       ,  iu/  —  t  .     l    t  —  ity 

oder  auch      x  =  t  -\-  y      ,  ,  , ,  y  ==  it  -\ — ?  ,  ,  • 

'    "^   ity  -f- 1  ^  ^  '     s    t-\-ity 

Setzen  wir  diese  Werte  für  x  und  y  in  (16)  ein,  so  erhalten  wir 


'  '  t-[-uy     ^        \t  +  uyj 


Bekanntlich    ist   nun    semäfs    der   Theorie    der    Evoluten    y  == t 

daher,  wenn  der  Bogen  der  Evolute  mit  0   bezeichnet  wird. 


t  +  iiy  == -7 — ,     ty  —  ii  == -7 —  ,     s  =  ~ — 7 =  -7 , 

und  die  vorige  Gleichung  wird  nun 

^t'  +  -'+^^<^'^^.  +  ^'(ir^^'--'-    ■   ■   (24) 

1)  S.  die  Abb.  Siä  nuovo  tornio  immaginato  dal  Sign.  Carlo  Parea  (Mem. 
della  Sog.  Ital.  delle  Scienze,  XVIII,  1820). 
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Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Evolvente.  Um  sie  zu  inte- 
grieren^ wollen  wir  Polarkoordinaten  Qj  cü  einführen^  und  damit  ver- 
wandeln wir  sie  in  die  folgende 


QCO' 


/ 


oder  aber  (^  — 

Daraus  folgt^  wenn  £  =  +  1 ; 

Q 7  =  £CC  , 

^  QCO  ' 

folglich  (p  —  £a)2  =  -^,  ==  V  (l  -f-  ^) ; 

oder  auch 


V 


u 


I-cIq 


oder  schliefslicli  dco  =       ^___ ,     .... 

qY^q—  8cCf  —  r^ 

womit  auch  die  Variabelen  getrennt  sind.     Setzt  man  nun 

Q  —  sa  =  1^, 

so  wird  (25)  zu  äo3  = 


l-cU 


{£a  +  lz)-\/z^ 


oder  wenn  man  setzt         ]/<0^- 
d(B  = 


1  = 


II  ^ 


-  "^dii 


weshalb  dann 


0)  = 


■  2  e  -  ^t  +  1 

i 

—  2  du 


■  2  £  y  ^t  -f  1 


(25) 
(26) 

(27) 
(28) 


Wird  nun  ^  aus  (26)  und  (27)  eliminiert^  so  bekommt  man 

,  =  ..  +  1(^  +  1). (29) 

Die  Gleichungen  (28)  und  (29)  liefern  cö  und  q  als  Funktionen  der 
unabhängigen  Variabelen  ii^  und  bieten  daher  die  gesuchte  analytische 
Darstellung  der  Kurve;  wir  können  hinzufügen^  dafs  die  in  (28)  an- 
gegebene Integration  ausführbar  ist  und  folgendes  Resultat  ergiebt: 

2 


D 
E 


u  —  s' 

l 


wenn  a- 


■  l 


yp 


arc  tg 


sa  -\-Ut 


l     1        8a-\~lu  —  lij 
Yu      ö  sa-^lit-Yii^ 


a  <  l 


a  >  l 


(30) 


WO  D^  Ey  F  die  Integrationskonstanten  sind^  die  man  im  allgemeinen 
gleich  ISTuU  annehmen  kann.     Mit  Hilfe  der  gefundenen  analytischen 


572  ^1-  Abschnitt:  Transscendente  Kurven. 

Darstellung  würde  man  zur  Kenntnis  aller  Eigenscliaften  der  Kurve 
gelangen  können  (die  Fig.  130  stellt  grapliiscli  den  dritten  der  obigen 
Fälle  dar);  wir  überlassen  jedoch  dem  Leser  diese  Untersucliung  und 
gehen  zu  einem  anderen  Thema  über. 

233.  Wenn  wir  bei  der  gewöhnlichen  Traktrix  die  ^-Axe  als 
Basis  nehmen,  so  kann  jene^  wie  wir  in  Nr.  331  gesehen  haben, 
definiert  werden  ,,als  die  Kurve,  für  welche  die  Länge  der  Tangente 
konstant  ist^^.  Diese  Bemerkung  läfst  von  selbst  die  Frage  aufwerfen: 
,,Welche  Kurven  erfreuen  sich  der  nämlichen  Eigenschaft  bei  einem 
Polarkoordinaten-System ?^^  Es  sind  offenbar  die  Integralkurven  folgen- 
der Differenzialgieichung 

^y^+Fiä^=^ (^^) 

Schreiben  wir  diese  in  folgender  Weise 

7  cIq 

und  integrieren,  so  erhalten  wir 

s  —  SQ  =  alogj-' .     (32) 

Daraus  geht  hervor,  dafs  die  gesuchten  Kurven  von  der  Eigenschaft 
sind,  dafs  ein  beliebiger  Bogen  derselben  proportional  dem  Logarithmus 
des  Verhältnisses  der  Vectoren  in  den  beiden  Endpunkten  ist.  Wendet 
man  die  allgemeine  Gl.  (15)  S.  488  und  die  Definitionsgleichung  (31) 
an,  so  kann  man  leicht  beweisen,  dafs  die  in  ßede  stehende  Kurve 
einem    System    mit    den    Charakteristiken    /u.  =  2,    v  =  4:    angehört. 

Beachtet  man  ferner,  dafs  für  die  Wendepunkte \-  -j—2  \~)  =  0   ist, 

und  dafs  -j—j  {-]  =t'2      -yt^^  so  erkennt  man:  „Der  Kreis  Q^==-^a^ 

schneidet  die  Kurve  in  ihren  Wendepunkten."     Aus  (31)  ergiebt  sich 

dann  ^  /-^ ^ 

am  = ^ ciQ  ; 

wenn  man  nun  q  =  a  cos  ^^  setzt,  so  hat  man 

do  =  dd"  —       3  ^ ; 

daher  ist  co  =  %"  —  igO^  -\-  Cj 

oder  auch  weil    %"  =  arc  cos  —  , 


(0  =  arc  cos  ^ '-—— +  c. 

a  Q  ' 

Nehmen   wir  jetzt   als  Polar -Winkelkoordinate   die   Gröfse   c  —  ca,   so 

ermebt  sich,  dafs  -/-ö g 

cj  =  JL ^: arc  cos  -       (oo) 
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die  Polar gieicliung  der  gewünschten  Kurve  ist.  Lassen  wir  nun,  weil 
ia  arc  cos  -  =  -t: arc  sin  -- ,    die  Polaraxe    eine   Rotation   um    den 

Winkel   ~   machen,  so  kann  die  Gleichung  (33)  auch  durch  folgende 

ersetzt  werden:  l/ä^^p^  .     p  ^oo^x 

ß3  =  j: — ___5 arc  sm  ^  • (66  ) 

Q  a  ^      -^ 

Cotes,  der  die  hierdurch  bestimmte  Kurve  zuerst  betrachtet  hat, 
nannte  sie  Tractrix  complicata^);  Giard^)  und  IsTeuberg^)  nannten 
sie,  um  ihren  Zusammenhang  mit  Polarkoordinaten  anzudeuten,  polare 
Traktrix,  0.  Schlömilch^)  zog  den  ISTamen  Traktorie  des  Kreises 
vor,  obwohl  dieser  auch  auf  die  in  Nr.  333  untersuchte  Traktrix  mit 
Kreisbasis  sich  beziehen  könnte. 

Die  Gleichung  (33)  kann  durch  folgende  beiden  ersetzt  werden 
Q  ==^  a  cos  d" ,       CO  =  ig  d"  —  '0' ; 

verwandelt  man  hierin  d"  in  ■ —  ^  ^  so  wird  cd  zu  —  cd  ,  und  q  bleibt 
unverändert;    daher    ist   die    Traktrix   complicata    symmetriscli   zur 

Polaraxe.    Nimmt  man  ^  =  y;  ^^  erhält  man  ^  =  0,  ca  =  oo;  daraus 

folgt:  Der  Pol  ist  ein  asymptotischer  Punkt  der  Traktrix  complicata. 

Zwischen  der  Tractrix  complicata  und  zwei  uns  schon  be- 
kannten Kurven  bestehen  bemerkenswerte  von  Cotes  und  Neuberg 
gefundene  Beziehungen,  mit  deren  Beweis  wir  dieses  Kapitel  be- 
schliefsen  wollen. 

a)  Wenn  man    auf   die   Kurve  (33),    die    die    Formeln   o?^  ==  (o, 

^^  =  -^  definierte  Transformation  durch  reziproke  Radien  ausführt, 
so  erhält  man  die  durch  folgende  Gleichung  dargestellte  Kurve: 


(^   ===  »L^i -_  —  arc  cos  —  - 

1  a  9i 

Erinnern  wir  uns  nun  der  Gleichung  (25)  aus  Nr.  311,    so  erkennen 

wir:  Nimmt  man  den  Mittelpunkt  als  Centrum  einer  Inversion, 

so   verwandelt    sich    jede    Evolvente   eines   Kreises    in    eine 

Tractrix  complicata. 

1))  Wir  betrachten  die  hyperbolische  Spirale  Qco==a.    Vom  Pole 

fällen  wir  das  Lot  auf  die  Tangente  im  Punkte  M(q^  cö),  dessen  Pufs- 

punkt  T(^^,  (x)^)  sein  möge.     Den  Winkel  OMT  nennen  wir  ii]  dann 

haben  wir  tc 

G)-^  —  03  ==  —  —  ft ,  ^^  =  ^  sm  ft , 


1)  Harmonia  mensuramm  (Cantabrigiae  1722)  S.  84. 

2)  Courbe  dont  la  tangente  polaire  est  constante  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  I,  1862). 

3)  Nouv.  Corr.  matk.  IV,  1880,  S.  409—10. 

4)  üebungshucli  zum  Stiidmm  der  höheren  Analysis,  I.  Th.  (3.  Aufl.  1879) 
S,  108.  Brocard  (Notes  de  hihi.  etc.  S,  276)  benutzt  den  gleichbedeutenden 
Namen  j,tractrice  circulaire". 
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und  da  sin  ^  = ■  ^       cos  [i 


^  ^ 


]/l  +  0)2    ^  ]/l  +  03'^ 

SO  ist       gin((D^  —  co)=cos^(i  = -=:^~^^     und    ^^ 


oder  auch      ca.,  —  cj  =  —  arc  cos  — -— ,  o 

und  nach  Elimination  von  cd 


Va'-Q,' 


(D.  = ~ arc  cos  ~-  • 

Besehen  wir  uns  nun  die  Gleichung  (pW))  so  haben  v^ir:  Die  FuTs- 
punktkurve  einer  hyperbolischen  Spirale  in  Bezug  auf  den 
Pol  ist  eine  Tractrix  complicata. 


Zweiundzwanzigstes  Kapitel. 

Die  Kettenlinien. 

234.  In  dem  berühmten  Werke  Galileis'^,  Discorsi  e  dimostra- 
zioni  matematicJie  intorno  a  due  nuove  seiende,  dessen  Vorrede  vom 
6.  März  1638  datiert  ist^  findet  sich  in  der  zv^eiten  Giornata  (in  solche 
ist  das  Werk  eingeteilt)  die  Behauptung^);  dafs  ein  gleichm'afsig 
schweres  Seil  oder  eine  Kette ^  wenn  sie  an  zwei  Punkten  von  der- 
selben Höhe  aufgehängt  ist^  die  Gestalt  einer  Parabel  annehme.  Dafs 
diese  Behauptung  — :  die  übrigens  unbewiesen  blieb  —  falsch  sei^ 
wurde  durch  Berechnungen  und  Experimente  von  Joachim  Jungius 
1669  in  der  bekannten  Arbeit^  Geometria  empyrica  betitelt^  dargelegt; 
es  blieb  jedoch  somit  immer  noch  übrig  zu  bestimmen^  welches  denn 
die  Kurve  sei^  in  welche  sich  das  Seil  lege.  Die  Untersuchung  der- 
selben wurde  nun  im  Mai  1690  öffentlich  dargelegt  von  Jacob  Ber- 
noulli  und  zwar  in  den  Ada  eniditontm^).  Drei  Geometer  ersten 
Ranges  lösten  dann  sozusagen  gleichzeitig  diese  interessante  Frage^ 
Huygens^);  Leibniz"^)  und  Joh.  Bernoulli^);  an  dem  edlen  Wett- 


1)  Opere  di  Galileo  Galilei  YTIL  (Milano  1811)  S.  232. 

2)  S.  auch  Jac.  Bernoulli  Opera  I,  S.  246. 

3)  Acta  erudit.  1691  (die  Abk.  ist  reproduziert  in  Leihniz,  ed.  Gerhardt,  V, 
S.  248).  Vgl.  einen  Brief  von  Huygens  an  Leibniz  vom  4.  Sept.  1691  {LeibniZ; 
ed.  Gerhardt,  II,  S.  102)  und  die  Abh.  von  D.  J.  Körte  weg,  La  Solution  de 
Cliristian  Huygens  du  proUeme  de  la  chatnette  (Bibl.  math.,  3.  Ser.  1). 

4)  Acta  erud.  1691,  1692  u.  1699;  Journal  des  Savants  1692;  Giornale  dei 
Letterati,  1692;  Leibniz,  ed.  Gerhardt,  Y,  S.  243,  255,  258,  263,  366. 

5)  Acta  erud.  1691;  ferner  Joh.  Bernoulli  Opera  I,  S.  48,  und  Leihniz , 
ed.  Gerhardt,  Y,   S.  248.     Man  sehe    auch   die  XXYI  und  XXYII  der  Lectiones 
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streit  nahmen  teil  auch,  der  Aufgab enst eller  ^)  und  Hermann^); 
David  Gregory^)  befafste  sich  dann  als  erster  daniit^  eine  metho- 
dische Bearbeitung  der  Eigenschaften  der  fraglichen  Kurve  zusammen- 
zustellen*). 

Einfache  Betrachtungen  aus  der  Mechanik^)  zeigen^  dafs  die  Seil- 
kurve oder  Kettenlinie^)  geometrisch  durch  folgende  Eigenschaft 
charakterisiert  ist:  Der  von  ihrem  tiefsten  Punkte ^  dem  Scheitel, 
aus  gemessene  Bogen  ist  proportional  der  trigonometrischen  Tangente 
des  WinkelSy  den  die  Kurventangente  im  Endpunkte  des  Bogens  mit 
der  Horizontalen  bildet.  Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  die  Differenzial- 
gieichung  der  Kurve  lautet: 

0=«^. (') 

wo  c  eine  Konstante  bedeutet.  Eliminieren  wir  hieraus  dy  vermittelst 
der  bekannten  Relation     dx^  -{-  dy^  ^=  ds^^     so  erhalten  wir 

dx==^c~  ;   .     .     .     ; (2) 

daher  durch  Integration 


X  1  s  +  l/s^  +  c^ 
—  =  lOff  — '—^ — - — 
e  ^  c 


oder  auch  e^  =  ^ — '^ — 

c 

Daraus  folgt  dann,   dafs 


c 


maihematicae  (Joh.  Bernoulli  Opera,  S.  491 — 92);  die  drei  aufeinander  folgenden 
Lectiones  verallgemeinern  successive  das  Problem,  indem  sie  die  Fälle  behan- 
deln, in  welchem  das  Seil  nicht  homogen  ist. 

1)  S.  den  letzten  Teil  des  Specimen  alterum  calculus  differentiaUs  (Acta 
erud.,  Juni  1691;  Jac.  BernouTli  Opera,  S.  449 — 53). 

2)  FhoTonomia,  Lib.  I,  Cap.  III,  Append.  §  5  (Amstelod.  1716);  einige  dort 
begangene  Irrtümer  werden  von  Joh.  Bernoulli  verbessert  in  der  Abh.  SoliUio 
prohle^natis  catenarii  generaUter  concepti  (Opera  IV,  S.  234 — 241). 

3)  The  properties  of  tJie  Catenarian,  or  curve  line  formed  by  a  heaioy  and 
flexible  cJiain,  hanging  freely  from  Uvo  point  of  Suspension  (Phil.  Trans.,  No.  231, 
1697).  Vgl.  auch  Answer  to  the  animadvertions  concerning  tJie  Catenary  (Das. 
No.  259,  1699). 

4)  Bearbeitungen  jüngeren  Datums  sind:  Gretschel,  Elementare  A.blei~ 
tung  der  Haiipteigenschaften  der  Kettenlinie  (Archiv  der  Math.  XLIII,  1865); 
J.  Jung^  Synthetische  Behandlung  der  gemeinen  Kettenlinie  (Zeitschrift  f.  Math. 
XLV,  1900). 

5)  S.  z.  B.  Schell,  Theorie  der  Beioegiingen  und  Kräfte  IL  (Leipzig  1880) 
S.  94—95. 

6)  Der  Name  Catenaria  ist  von  Huygens  angegeben  in  dem  Briefe  an 
Leibniz  vom  18.  Nov.  1690  {Leibniz,  ed.  Gerhardt,  II,  S.  56). 
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Daher  ist       .^        _^        91/70172  -        ^-        9^ 

,0  +  ,      o^iUJ-^^  ,o_^,      c_^.       ...       (3) 

Anderseits  ergeben  die  Gleicliungen  (1)  und  (2) 

-,  S'Cls 

CHI  =  ~- r  . 

und  durch  Integration  y  ==  Ys^  -f~  ^^'  • 

Wegen  Gleichung  (3)  ist  nun  aber 

i/  =  |-(e^+c"^) (4) 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  Kettenlinie  ^) ;  mit  Benutzung  der 
hyperbolischen  Funktionen^)  kann  man  auch  schreiben 

,y  =  cS0g^.      . ,(40 

Führen  wir  auf  die  durch  (4)  oder  (4')  dargestellte  Kurve  eine  ima- 
ginäre homographische  Transformation  aus^  die  durch  die  Gleichungen 
X  =  i^y  y  ==:  iri  gekennzeichnet  ist^  so  gelangen  wir  zu  folgender 

71  =  c  cos  —  ; 

die  Kettenliiiie  kann  demnach  als  homographiscli  transformierte  Sinus» 
linie  aufgefafst  werden.  Dies  ermöglicht  uns  aus  den  in  Nr.  332 
bewiesenen  Sätzen  die  folgenden  abzuleiten:  Die  Berührungspunkte 
der  von  einem  l}eliel)igen  Punkte  ihrer  Ebene  an  die  Kettenlinie 
gezogenen  Tangenten  gehören  einer  Kurve  vierter  Ordnung  an,  für 
welche  jener  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist;  daher  gehört  jede  Ketten- 
linie einem  System  an  mit  den  Charakteristiken  ^  =  3 ,  i^  =  3. 

Wir  beachten  nun^  dafs  aus  der  zweiten  Gleichung  (3)  und  aus  (1) 

sich  ei^giebt  ^ 

s  =  c  ©in  ~  y (5) 

S  =  ®i«f-     ........     (6) 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  zwischen  der  Axe^  einem  Kurvenbogen  und 
der  Ordinate  gelegene  Fläche  mit  F,  so  finden  wir 

X 

F=fy-dx^c'exn'~  =  cs', (7) 

0 

4)  Daraus  kann  man  eine  elegante  punktweise  Konstruktion  der  Kurve  ab- 
leiten; vgl.  G.  Jung,  Gonstruction  de  la  chainette  par  points^  et  division  d^un 
arc  de  cette  coitrhe  en  n  parties  proportionelles  ä  des  segments  donnes  (Bull,  de  la 
Soc.  math.  de  France  IV,  1875—76). 

5)  Gudermann,  Theorie  der  Potential-  oder  cyMisch-hyperholiscJien  Fimlc- 
tionen  (Grelles  Journ,  VI,  1830)  §  75 — 81;  Laisant,  Essai  sur  les  fonctions  hyper- 
holiqiies  (Paris  1874)  S.  49;  Günther,  Die  Lehre  von  den  geiüöhnlichen  und 
verallgemeinerten  Hyperdelfunlctionen  (Halle  a.  S,  1881)  S.  249. 
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ist  ferner  B  der  Krümmungsradius^  N  die  Länge  der  Normale^  so  er- 

hält  man  J^  =  iSr=  ,  go§^|; (8) 

eliminieren  wir  dann  x  aus  (5)  und  (8)^  so  erhält  man 

R-~  +  c (9) 

und  dies  ist  die  natürliche  Gleichung  der  Kettenlinie  ^).  Diese  Glei- 
chungen (7)^  (8);  (9)  drücken  algebraisch  Eigenschaften  der  Kettenlinie 
aus,  die  man  wie  folgt  in  Worte  kleiden  kann:  1.  Bei  der  Kettenliiiie  ist 
die  Fläche  zwischen  dem  Kurvenbogen  (gerechnet  vom  Scheitel  an) 
der  Scheiteltaiigeiite  und  einer  Vertikalen  hierzu  proportional  jenem 
Bogeu^).  2.  Bei  der  Kettenlinie  ist  der  Krümmungsradius  gleich 
der  Normalen^);  daraus  ergiebt  sich  eine  einfache  Konstruktion  des 
Krümmungscentrums.  3.  Rollt  eine  Kettenlinie  auf  einer  Geraden, 
so  ist  der  Ort  der  Krümmungscentren  für  die  aufeinander  folgenden 
Berührungspunkte  eine  Parabel^). 

Dieselben  Formeln  führen  uns  leicht  zu  weiteren  Folgerungen. 
Ist  V  der  Scheitel,  -^iC^i?  2/i)  ^^^  -^2(^2;  ^2)  ^^^i  Punkte  der  Ketten- 
linie, deren  zugehörige  Tangenten  aufeinander  senkrecht  stehen,  so 
wird  zufolge  von  (6)  sein 

©inj-  ©inf  +  1  =  0 (10) 

oder,  Wenn  man  will,       -  -f —  =1 (11) 

c  c 

Bezeichnen  wir  mit  s^  und  §3  die  Bögen  VÄ^  und  VÄ^^  mit  B^  und  B^ 
die  Krümmungsradien  in  Ä^  und  J_2,  so  finden  wir  mit  Anwendung 
der  Formeln  (5)  und  (8) 

__    2  _L  _i_  i_  _  i 

^1  *  ^2  —         ^  ?  i?i  "^  i^2  c' 

Folglich:  Wenn  ein  rechter  Winkel  eine  Kettenlinie  umhüllt,  so  ist 
1.  das  Produkt  der  Bogenlängen  vom  Scheitel  bis  zu  den  Berührungs- 
punkten konstant,  2.  die  Summe  der  Krümmungen  der  Kettenlinie 
in  diesen  beiden  Punkten  eine  Konstante^). 


1)  Zuerst  aufgestellt  in  der  0.  a.  Abb.  von  G-udermann. 

2)  Bezügl.  eines  geometrisclien  Beweises  für  diesen  Satz  und  andere  ähn- 
liche sehe  man  Wasteels,  Awes  et  voUtmes  relatives  ä  la  chainette  (Mathesis 
2.  Ser.  VI,  1896). 

3)  Über  dieselbe  Frage  s,  m.  den  §  II  des  Aufsatzes  von  J.  Sobotka,  Zu7' 
infinitesimalen  Geometrie  einiger  PlanJcurven  (Prager  Ber.,  1898). 

4)  Mannheim,  Becher  dies  geometriques  relatives  au  Heu  des  positions  suc- 
cessives  des  centres  de  courhure  d'une  courbe  qui  roule  sur  une  droite  (Liouville's 
Journ.  2.  Ser.  IV,  1859,  S.  103). 

5)  S.  zwei  Noten,  die  eine  von  C.  Rabut,  die  andere  mit  dem  Pseudonym 
R.  Ch.  Weitz  im  IL  Bde.  (1895)  des  Intermediaire  S.  115  u.  358. 

Loria,  Ebene  Kurven.  37 
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Nennen  wir  den  Bogen  der  Evolute  der  Kettenlinie  s^  und  deren 
Krümmungsradius  B^^    so  bestehen  die  Relationen  8^===  B  und  B^  = 

B'  -j-  '^  eliminieren  wir  B  und  s  aus  diesen  und  aus  (9)^  so  erhalten 

""  B  =  2s:\/Y^l    . (12) 

als  natürliche  Gleichung  der  Evolute  der  Kettenlinie.  Die  vorigen 
Gleichungen  liefern  uns  aber  ebenfalls  leicht  die  kartesische  Gleichung 
derselben;  wir  geben  nur  das  Resultat  der  Rechnung^  nämlich 


X  =  ^^^ h  G  log  -^        ^-i 

Schliefslich:  Die  Evolvente  der  Kettenlinie  ist  die  Traktrix,  wie  wir 

in  Nr.  331  gesehen  haben. 

Das  Problem  der  I^ettenlinie  veranlafste  Jacob  BernouUi  auch 
andere  in  der  Natur  vorkommende  Kurven  zu  untersuchen^  so  nament- 
lich das  Profil  der  Gestalt,  die  ein  vom  Winde  geblähtes  Segel  an- 
nimmt, wenn  man  von  der  Schwere  desselben  absieht.  Es  gelang 
ihm  die  gesuchte  Kurve  —  Velaria  oder  Segelkurve  genannt  — 
durch  eine  Differenzialgleichung  darzustellen;  da  es  ihm  aber  nicht 
gelang  sie  zu  integrieren,  wandte  er  sich  an  seinen  Bruder  Johann 
um  Hilfe,  indem  er  von  ihm  sich  wenigstens  eine  Punktkonstruktion 
der  Kurve  erbat.  Später  gelang  es  ihm,  die  Differenzialgleichung  auf 
die  sehr  einfache  Form  d^x  =  dy^  zu  bringen,  die  er  dann  zur  Kenntnis 
seines  Bruders  brachte.  Letzterer  entdeckte  nicht  nur  ein  Verfahren, 
jene  Differenzialgleichung  zu  bilden,  sondern  gelangte  auch  zu  dem 
Schlüsse,  dafs  (abgesehen  von  der  Lage)  „la  courbe  de  la  voile  est  la 
meme  que  la  courbe  de  la  chaine^^;  die  Segelkurve  ist  also  identisch 
mit  der  Kettenlinie^). 

Wir  fügen  noch  hinzu,  dafs  man  dieselbe  Kurve  erhält,  wenn 
man  folgende  Aufgabe  lösen  will:  „In  einer  Ebene  sind  zwei  Punkte 
gegeben,  durch  diese  soll  eine  Kurve  gelegt  werden,  derart,  dafs  sie 
bei  der  Rotation  um  eine  in  der  Ebene  gelegene  Axe  die  kleinste 
Oberfläche  erzeugt^^  ^). 

235«  Die  natürliche  sowohl  wie  die  kartesische  Gleichung  führten 
zum  Begriff  von  allgemeineren  Kurven  als  die  Kettenlinie.  So  sind 
die  durch  die  natürliche  Gleichung 

i?  =  «  +  y (13) 

dargestellten    Kurven    die    Pseudocatenarien    (Scheinkettenlinien) 


1)  Journal  des  Savants^  28.  Apr.  1692  {Joh.  BernouUi  Opera  I,  S.  59 — 61); 
vgl.  die  XL VIII  der  Lectiones  mathe77iaticae ,  Opera  I,  S.  510 — 515;  aufserdem 
Jac.  BernouUi  Opera,  S.  481—490  und  639—663. 

2)  Kneser,  Lehrduch  der  Variationsrechnung  (Braunschweig  1900)  S.  25. 


Zweiundz wanzigstes  Kapitel:  Die  Kettenlinien.  579 

E.  Cesäros^).    Die  Gleicliiing  (4)  oder  (4')  hingegen  führten  zu  Kurven 
mit  der  kartesischen  Gleichung 

X  X 

y=:r~(e'-\-e    A       oder       y  ==  rc(io§>^ ,     .     .     (14) 

wo  r  eine  beliebige  gegebene  Zahl  ist;    es   sind  die  Grewölbelinien 
von  0.  Schlömilch^).     Aus  Grleichung  (14)  folgt 

clx  c  ^  ax-'         c  c  ^ 

demnach  ist   j^  =]=  0,    und  also   sind   die   betrachteten  Kurven   ohne 
Wendepunkte.    Ferner  ist 


yr+r^sin^-, 


dx         ^   ■*•    1    '    ^'^*''    Q 


daher  jR  === 


U  +  T^  @tn^  "^  ' 


G 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  können  wir  diejenigen  Werte  von  x  auf- 
finden^ bei  denen  i?  seine  gröfsten  oder  kleinsten  Werte  erhält;  man 

braucht  nur  den  Wert  -y-  =  0  zu  setzen.  Von  der  Lösung  abge- 
sehen^ die  man  erhält^  wenn  man  ©in  —  =  0  setzt,  bleibt  noch  die 
Gleichung  2»-^  @in^  ^  =  1  -  3r^ 

C 

Damit   diese  reelle  Wurzeln  habe ,  mufs  r  >  -— =   sein.     Ist  diese  Be- 
i/s 

dingung  erfüllt,  so  erhalten  wir  zwei  zur  y-Axe  symmetrische  Punkte, 

in  denen  die  entsprechende  Kurve  die  gröfste  Krümmung  zeigt;  diese 

Punkte   erscheinen   gleichsam   als  Nasen  der  Kurve,   daher  der  Name 

Kettenlinie  mit  zwei  Nasen,   den  die  Kurve  von  den  Entdeckern 

dieser    Eigentümlichkeit    erhielt;    Anwendung   findet    sie    bei   Fragen 

der  angewandten  Mathematik^). 

Die  Grewölbelinien  sind  spezielle  Integralkurven  der  Differenzial- 

gleichung  ^  _  1_ 

dx^         c^ ' 

deren  allgemeines  Integral  ist 

X  X 

y  ==pe<^  -\-  qe    % (15) 

wo  p  und  q  beliebige  Konstanten  sind.     Die  durch  (15)  dargestellten 


1)  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S.  17. 

2)  Uehungshuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  I.  T.   (3.  Aufl.   Leipzig 
1879)  S.  101. 

3)  T.  Alexander  und  A.  W.  Thomson,  Tivo-Nased  Catenaries  and  their 
appUcation  to  the  design  of  segmental  arches  (Irish.  Trans.  XXIX,  Part.  3,  1888). 

37* 
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Kurven  finden  praktische  Anwendung  und  wurden  von  Heinzerling^) 
Klinoiden  genannt,  der  sie  in  Katablinoiden  und  Anaklinoiden 
unterschied.  Zu  ihnen  gehören  —  aufser  der  logarithmischen  Kurve 
(für  ^=0)  —   die  mit  der  Gleichung 


y 


\[e^±e    ^), (16) 


die  als  Menoklinoide  bezw.  Trepsiklinoide  bezeichnet  wurden^); 
erstere  unterscheidet  sich  nicht  von  der  Gewölbelinie. 

236.  Ähnlich  dem  Problem,  das  durch  die  Kettenlinie  gelöst 
wird,  ist  folgendes:  ,,Die  Gestalt  aufzufinden,  die  eine  schwere  völlig 
biegsame  Kette  annimmt,  wenn  ihre  Dicke  proportional  mit  der 
Spannung  sich  verändert."  Eine  solche  Kette  hat  offenbar  in  allen 
ihren  Punkten  dieselbe  Zugfestigkeit,  bietet  also  überall  dieselbe  Wahr- 
scheinlichkeit des  Zerreifsens.  Die  von  ihr  angenommene  Gestalt  heifst 
die  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes  und  wird,  wie  Coriolis^) 
gezeigt  hat,  durch  die  Gleichung 

e^cos^  =  1 (17) 

dargestellt^).  Die  Kurve  geht  durch  den  Anfangspunkt  und  berührt 
daselbst  die  ^-Axe.  Infolge  der  Periodizität  der  Cosinus-Funktion  be- 
steht sie  aus  unendlich  vielen  einander  gleichen  Zügen,  deren  ersten 
man  erhält,  indem  man  x  von  0  bis  2;t  variieren  läfst;  die  Kurve 
ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Gerade  x  ==  2]c7taj  wo  k  eine  ganze 
Zahl  bedeutet^).  Ist  t  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  ^'-Axe,  so 
folgt  aus  Gleichung  (17)  . 

und  daher  t  =  —  • (18) 

Die  Drehung  der  Tangente  ist  also  proportional  der  Abscisse^  und 

alle  Punkte  mit  der  Abscisse  x  =  Icjca  sind  Kulminationspunkte. 


1)  Zeitschrift  für  Bauwesen,  1869  n.  1872. 

2)  G.  Emery,  Sulla  condizione  di  scamhievolezza  e  sui  casi  d'identitä  fra 
curve  rappresentanti  distrihuzione  continua  di  forze  parallele  e  curve  fimicidari  eor- 
rispondentiy  con  particolare  disquisizione  sulle  clinoidi  {Tovmo  Atti^XXll^  1886 — 87). 

3)  Note  sur  la  chainette  d' egale  resistance  (Liouville's  Journ.  I,  1836);  vgl. 
Schell  a.  a.  0.  II,  S.  102. 

4)  Sechs  Jahre  früher  als  Coriolis  hatten  ganz  andere  Betrachtungen 
Gudermann  zu  der  Kurve  geführt,  Vielehe  die  Grl.  (17)  hat,  dieser  bezeichnete 
sie  mit  dem  Namen  Longitudinale;  s.  die  §82—88  der  vorhin  citierten  Abh. 
Vgl.  auch  Bobillier,  Ann.  de  Math.  XVII,  1826. 

5)  Schreibt  man  die  Gl.  (17)  in  der  Form  y  =  —  a  log  —  ,  so  sieht  man,  dafs 

wenn  a=  1  ist,    die   Kettenlinie  gleichen  Widerstandes   eine  Sumner'sche  Linie 
vom  dritten  Typus  (s.  Nr.  229)  ist. 
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Ferner  ist  ^^  i 


Cv  OC  CG 

COS  — 

a 


demnach,  wenn  die  Bogen  vom  Koordinatenanfang  an  gerechnet  werden 

.  =  «logtg(f +  ^). (19) 

Aufserdem  findet  man  leicht  als  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius 

J?  =  -^-    . (20) 


X 
COS  ~ 

a 


Kombinieren  wir  dies  mit  (18),  so  erhalten  wir  E-cosr  =  a,  was 
besagt:  Bei  der  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes  ist  die  Projektion 
des  Krümmungsradius  auf  die  Normale  im  Anfangspunkte  konstant; 

daraus  ergiebt  sich  eine  Konstruktion  des  Krümmungscentrums.  Die 
Gleichung  (19)  liefert  ferner 

-  --  2 


X 

cos  — 
a 


daher  ist  wegen  Gleichung  (20) 

B  =  ^[^-\-e--^),  0 (21) 

oder,  wenn  man  lieber  will, 

i?  =  aeD§-, (21') 


a  ' 


welches  die  natürliche  Gleichung  der  Kettenlinie  gleichen  Wider- 
standes ist;  sie  zeigt  eine  evidente  Analogie  mit  der  kartesischen 
Gleichung  der  gewöhnlichen  Kettenlinie;  daraus  läfst  sich  dann  ab- 
leiten: Wenn  eine  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes  auf  einer  Ge- 
raden rollt,  so  ist  der  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  für  die  suc- 
cessiven  Berührungspunkte  eine  gemeine  Kettenlinie. 

Die  Betrachtung  der  Gleichung  (21)  führt  leicht  auch  zu  den  all- 
gemeineren^  durch  die  Gleichung 

^--h{r^''~')   (22) 

dargestellten  Kurven/ wo  Iv  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet^).  Sie 
erfreuen  sich  ähnlicher  geometrischen  Eigenschaften^  wie  die  Ketten- 
linien gleichen  Widerstandes.  Um  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  mit  ca 
den  Winkel  der  Tangente  mit  einer  festen  Geraden  bezeichnen;  dann 


1)  G.  M.  Minchin,  Treatise  on  Statics  (Oxford  1872). 

2)  Cifarelli,  Sopra  una  classe  di  curve  intrinsecamente  analoghe  alla  cate- 
naria  di  eguale  resistenza  (Giorn.  di  Matern.  XXXVI,  1898). 
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ds 
haben  wir  JB  =  y-^  und   dalier ^  wenn  wir  s==f{c3)   setzen^    so   wird 

B==f\(D)  und  die  Gleichung  (22)  wird  zu 
daher  ist 

ZK  IL  _Z. 

Um  diese  Intesi:ration  auszuführen,  setzen  wir  ^  ==  ix   und  erhalten 

03  .  f*  dx  -1       ,     /ti;     ,     i:c\ 

2  7c  J  cos  aj  ö    ö  \^  4     I     2  /  ' 

daher  sin  - 


CO  e""  —  ! 


h  2/ 

e^  +  1 
daher  ist  /'(cö)    oder 


s  =  alogtg(f +  -|^^). 


Zufolge  dessen  ist  jB  ^== 


l  CO    ^ 

cos  -^ 
h 

welche  Relationen  die  vorigen  (19)  und  (20)  als  Spezialfälle  umfassen.  — 
Die  kartesischen  Koordinaten  in  Funktionen  von  co  entwickelt  ergeben 
sich  (vgl.  Note  II)  als 

a     /^cos  CO  •  d  CO  a     /^sinco-dco 

und  diese  Integrale  können  in  endlichen  Ausdrücken  wiedergegeben 
werden^  wenn  Je  rational  ist. 


Dreiundzwanzigstes  Kapitel. 

Die  ebene  Elastizitätskurve  (Miüdenkiirve), 

die  paracentrische  Isochrone  nnd  die  Meridiankurve  des  Körpers 

vom  Ideinsten  Widerstände. 

337.  Wenn  ein  geradliniger^  gleichförmiger  und  elastischer  Stab 
auf  zwei  geraden^  nicht  elastischen  in  derselben  Horizontale  liegenden 
Strecken  aufliegt^  und  auf  ihn  bestimmte  Kräfte  einwirken^  so  nimmt 
er  eine  bestimmte  Gleichgewichtsform  an^  welche  man  dieElastizitäts- 
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kurve  nennt.  Aucli  diese  Kurve  wurde  von  Gralilei  mit  TJnreclit  für 
eine  Parabel  gehalten;  Jacob  Bernoulli  aber  zeigte,  daTs  diese  Identi- 
fizierung irrig  sei,  und  gelangte  zu  einer  geometrisclien  Charakte- 
risierung der  fraglichen  Kurve.  Er  fand  aufserdem,  dafs  diese  Kurve 
nur  das  Profil  der  Gestalt  sei,  die  eine  vollkommen  biegsame  Fläche, 
z.  B.  ein  Tuch  annimmt,  wenn  es,  an  zwei  Seiten  horizontal  b'efestigt, 
durch  eine  schwere  Flüssigkeit  belastet  wird,  daher  der  Name  Mulden- 
kurve (Lintearia),  den  die  .Elastizitätskurve  erhielt,  und  der  mehrfach 
noch  im  Gebrauch  ist  ^).  Später  beschäftigte  sich  auch  Johann 
Bernoulli  mit  dieser  Kurve ^),  Daniele  fand,  dafs  die  Kurve  der  Be- 

dingung  genüge,  dafs  /  -^  ein  Minimum  werde,  wenn  s  wie  gewöhn- 
lich den  Bogen,  JR  den  Krümmungsradius  bedeutet.  Diese  Beobach- 
tung veranlafste  Euler  „die  Kurven  aufzusuchen,  die  durch  zwei  ge- 
gebene Punkte  gehend  und  daselbst  zwei  gegebene  Geraden  berührend, 

/  -p2   zu  einem  Minimum   machen".     Vollständig   gelöst   findet   sich 

diese  Aufgabe  in  dem  berühmten  Werke  Methodus  inveniendi  lineas 
curvas  maxima  minimave  proprietate  gaudentes  (Lausannae  et  Genevae 
1744),  dessen  Appendix  I  der  Klassifikation  der  Elastizitätskurven  in 
neun  Typen  gewidmet  ist.  Derselbe  berühmte  Geometer  hat  ferner 
bemerkt,  dafs  von  allen  ebenen  Kurven,  die  denselben  Umfang  haben 
und  dieselbe  Fläche  einschliefsen,  die  Elastitätskurve  diejenige  ist, 
welche  durch  Rotation  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  ein 
Maximum  oder  Minimum  des  Volumens  erzeugt. 

Durch  Betrachtungen  aus  der  Mechanik^),  die  unserem  Thema 
fern  liegen,  läfst  sich  zeigen:  Bei  der  Elastizitätskurve  ist  die  Krüm- 
mung proportional  der  Differenz  zwischen  einer  Konstanten  und  der 
Albscisse;  ihre  Differenzialgleichung  ist  demnach  von  folgender  Gestalt 

'^^'  =a  —  ^.  ......     (1) 


[■+(i)j 


1)  S.  die  wichtige  Abhandlung  Curvatura  laminae  elasticae.  Ejus  identi- 
tatem  cum  curvatura  lintei  a  pondero  inclusi  fluidi  expanso  (Acta  Erud.  Juni  1694; 
Jac.  Bernoulli  Ojgera^  vS.  639);  aufserdem  die  Explicationes,  annotationes  et  ad- 
ditiones  (Acta  Erud.  Dez.  1695;  Opera,  S.  663);  sdiliefslich  die  Arbeit  Veritahle 
hypothese  de  la  resistance  des  solides  avec  la  demonstration  de  la  courhure  des 
Corps  qui  fönt  les  ressorts  (Mem.  de  Paris,  MDCCV;  Opera,  S.  976). 

2)  Solutio  proUematis  curvaturae  laminae  elasticae  a  pondere  appenso  cur- 
vatae  (Joh.  Bernoulli  Opera^  IV,  S.  242).  Vgl.:  Lacroix,  Traite  de  Calcul  diffe- 
rentiel  et  de  Calcul  integral  IL  (Paris  1798)  S.  713 — 714  und  Caluso,  De  la 
courde  elastique  (Torino  Mem.  1805 — 1808). 

3)  S.  z.  B.  Poisson,  Traite  de  mecanique  I.  (2.  Aufl.  Paris  1833)  S.  598, 
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erhält  ^y 


2c^  —  -  =  2ax  —  x^ , 


Diese  ist  zunächst  einer  ersten  Integration  fähige   durch  welche  man 

dx 

vorausscesetzt,  dafs  für  x  =  0  auch  -—  =  0   sei.     Schreiben  wir  nun 
wie  lolgt 


^y^  2a^-g^ _^^ ^2) 

-^         y4:c'  —  (2ax  —  xy  ^  ^ 

SO  sehen  wir^  dafs  die  Integration  nicht  weiter  ausführbar  ist^  es  sei 
denn^  dafs  wir  elliptische  Funktionen  anwenden,  und  diese  Thatsache 
wurde  sowohl  von  Jacob  Bernoulli  als  auch  von  Maclaurin^)  be- 
merkt. Dennoch  lassen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  verschiedene  Schlüsse 
zu:  die  (2)  zeigt  nämlich,  dafs  die  Grieichung  der  Tangente  im  Punkte 
(x,y)  lautet  y._^  2ax-x^  .... 

X~x  ""  y4:c'—{2ax  —  xy  ' ^  ^ 

woraus  hervorgeht:  Die  Berührungspunkte  der  Tangenten,  von  einem 
Ibelielbigen  Punkte  an  die  Elastizitätskurve  gezogen,  liegen  auf  einer 
Kurve  sechster  Ordnung,  die  jenen  Punkt  als  Doppelpunkt  hat;  daher 
gehört  jede  derartige  Kurve  einem  System  an  mit  den  Charakte- 
ristiken ^  =  2,  v  =  A.     Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  liefern  ferner 

2«^-^*  1?=-^;     ....      (4) 


=/v 


y4:C^  —  {ax  —  xy 
wird  X  eliminiert,  so  ist 


=/. 


2c^-dE 


welches  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve  ist.     In  dem  Spezialfälle 

a  =  0  wird  diese  zu  r»         dB 

s  =  2   / —  —  , 

B 

c 

und  stellt  daher  (vgl.  Nr.  216)  eine  Eibaucour'sche  Kurve  dar.  Einen 
anderen  bemerkenswerten  Spezialfall  erhält  man  aus  der  Annahme, 
dafs  zwischen  den  Konstanten  a  und  c  die  Beziehung  a^  =  4c^  be- 
stehe; dann  giebt  die  Gleichung  (2) 

2ax  —  x^ 
{x  —  a)|/a^  -\-2ax- 

daher  kann  y  durch  elementare  Funktionen  von  x  ausgedrückt  werden. 
In    dem    allgemeinen   Falle    aber    liefert   uns   die   Gleichung  (2)  y  in 


dy  = — -  •  dx , 


1)  Treatise  on  Fluxions  (Edinburgh  1742)  n^.  927. 
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elliptisclien  Funktionen;  da  nun  die  Resultate  ein  verscliiedenes  Aus- 
sehen erhalten^  je  nach  der  relativen  Gröfse  von  a  und  c,  so  erhält 
man  dementsprechend  auch  verschiedene  Formen  der  Elastitätskurve^). 
338,  Eine  andere  ältere  Aufgabe^  die  ebenfalls  zu  elliptischen 
Funktionen  führt,  wurde  im  Jahre  1687  von  Leibniz  gestellt:  „die 
Kurve  aufzusuchen,  längs  derer  sich  ein  aus  einer  gegebenen  Höhe 
fallender,  schwerer  Punkt  bewegt,  indem  er  sich  zugleich  einem  festen 
Punkte  nähert  oder  sich  von  ihm  entfernt,  derart,  dafs  sein  Abstand 
von  diesem  der  Zeit  proportional  sei."  Die  Kurve  wurde  von  Leibniz 
selbst  die  paracentrische  Isochrone  genannt^)  und  von  Leibniz^) 
und  den  beiden  Brüdern  Jacob ^)  und  Johann^)  BernouUi  bestimmt. 
Wenn  sie  eben  ist,  so  wird  sie  geometrisch  durch  die  Differenzial- 
gleichung  ,1^  cly  .^. 

yx  ya^y  —  y^ 

bestimmt,  woraus  sich  leicht  ableiten  läfst,  dafs  sie  einem  Systeme  mit  den 
Charakteristiken  [i  =  2,v  =  3  angehört.  Eine  methodische  Bearbeitung 
der  paracentrischen  Isochrone  steht,  wenigstens  soweit  wir  feststellen 
konnten,  noch  aus;  wir  beschränken  uns  daher  auf  die  Bemerkung, 
dafs,  wenn  man  mit  dt  den  gemeinsamen  Wert  der  beiden  Seiten  der 
Gleichung  (6)  bezeichnet  und  die  Integrationskonstanten  in  geeigneter 
Weise  wählt,  man 

und  damit  eine  elegante  parametrische  Darstellung  der  Kurve  erhält. 
Zu  einer  anderen  Kurve  führt  die  Lösung  eines  der  ältesten 
Probleme  aus  der  Variationsrechnung;  es  lautet:  Diejenige  ebene  Kurve 
zu  flndeuj  die  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht  und  durch  Rotation 
um  eine  in  ihrer  Ebene  gelegene  Axe  denjenigen  Körper  erzeugt, 
der  bei  der  Bewegung  in  einer  Flüssigkeit  in  der  Richtung  jener 
Axe  den  geringsten  Widerstand  erleidet.  Newton  behauptet  in 
seinen  Principia  (Lib.  II,  Sect.  VII,  Prop.  34),  dafs  die  Differenzial- 
gleichung  der  dies  Problem  lösenden  Kurve  folgende  sei: 

y  =  a^^pl; (8) 


1)  Schell,  Theorie  der  Beivegungen  und  der  Kräfte  IL  (2.  Aufl.  Leipzig 
1880)  S.  119—126;  Greenhill,  Applications  of  elliptic  functions  (London  1892) 
S.  87—89. 

2)  Brief  von  Leibniz  an  Huygens  vom  l./ll.  Okt.  1693  (Leihniz^  ed.  Gerhardt, 
II,  S.  164). 

3)  Constructio  propria  prohlematis  de  curva  isochrona  paracentrica  (Acta 
Erud.  1694;  Leibniz,  ed.  Gerhardt,  V,  S.  309). 

4)  Acta  Erud.  Juni  u.  Sept.  1694  (Jac.  JBernoulU  Opera  I,  S.  601-— 12). 

5)  Acta  Erud.  Oct.  1694  (Joh.  BernouUi  Opera  I,  S.  119--122).  Lectiones 
mathematicae  XXIV.  {Opera  III,  S.  486). 
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mit  Hilfe   der  Variationsrechnung  ist   es  leicht^   diese  zu  verifizieren^ 

wenn  man  beaclitet,  dafs  bei  dieser  Kurve  /  -r-^r-r—^  zu  einem  Minimum 

werden  mufs.  Die  Gleichung  (8)  zeigt  auch^  dafs  die  Kurve  einem 
System  mit  den  Charakteristiken  ^  =  4^  v  =  l  angehört^  ebenfalls 
führt  sie  zu   einer   analytischen  Darstellung  der  Kurve.     Da  nämlich 


y 


dy_ 

dx 


ist^  so  hat  man  dx  =  -4- ,  daher  durch  teilweise  Integration 


^  -  y   ^J     y-     ' 
Setzen  wir  für  %j  seinen  Wert  aus  (8)^  so  folgt 

oder  ^=  a(^  +  ^  +  log/)  +c (9) 

Diese  Gleichungen  im  Verein  mit  (8)  stellen^  da  sie  x  und  y  in  Funktionen 
von  y  liefern^  welches  man  als  Parameter  betrachten  kann^  die  Kurve 
dar^).  Sie  hat  den  Punkt^  für  welchen  ^'=]/3  ist,  als  Spitze.  — 
Nach  Newton  haben  sich  mit  dem  Probleme  des  Körpers  vom  geringsten 
Widerstände  der  Marquis  de  l'HopitaP),  Johann  Bernoulli^)  und 
neuerdings  Legendre^)  beschäftigt;  der  letztere  bemerkte,  dafs  für 
die  erhaltene  Kurve  die  beiden  durch 

y^=—ax^,         ^  — c  =  alog|      ....     (10) 

dargestellten  Kurven  asymptotische  Kurven  seien ^). 


Vieriindzwanzigstes  Kapitel. 

Die  Herpolhodie,  insbesondere  die  Poinsofsclie  Spirale. 

339»  Wie  bekannt  ist  Poinsot  in  seiner  Theorie  nouveUe  de  la 
rotation  des  corps^)  dazu  gelangt^  die  Bewegung  eines  festen  Körpers 
im  Räume  durch  das  Rollen  eines  BUipsoides  mit  festem  Centrum 
auf  einer  Ebene   darzustellen.     Bei  diesem  Rollen  beschreibt  der  Be- 


1)  Vgl.  Lacroix,  a.  0.  II,  S.  698—700. 

2)  Acta  Erud.  Aug.  1699.         3)  Das.  Nov.  1699. 

4)  Siir  la  maniere  de  distinguer  les  maxima  des  minima  dans  le  caicul  des 
variations  (Mem.  de  Paris,  1786)  §  VI. 

5)  Bezüglich  weiterer  Einzelheiten  sehe  man  F.  August,  Ueber  die  Botations- 
fläcJie  kleinsten  Widerstandes  (Crelle's  Journ.  CHI,  1888)  und  V.  Armanini,  Sulla 
super ficie  di  minima  resistenza  (Annali  di  Matern.  3.  Ser.  IV,  1900). 

6)  Liouvilles  Journ.  XVI,  1851. 
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rührungspunkt  sowohl  auf  dem  Ellipsoide  als  auch  auf  der  Ebene 
eine  gewisse  Kurve;  beiden  gab  er  den  Namen  Polhodien  (yon 
TCÖXog  Pol,  und  odbg  Weg),  die  erstere  die  ,,relative%  die  zweite  die 
„absolute^^,  indem  er  hinzufügte,  dafs,  wenn  man  an  die  Gestalt  der 
Kurve  erinnern  wollte,  man  die  ebene  Kurve  Herpolhodie  (von 
£Q7tc3  krieche)  nennen  könne,  indem  man  für  die  räumliche  Kurve 
den  Namen  Polhodie  beibehielte.  Diese  Namen  sind  auch  jetzt  noch 
im  Gebrauch. 

Wenn  a,  &,  c  die  Halbaxen   des  Ellipsoides  sind,  h  der  Abstand 
seines  Centrums  von  der  betrachteten  Ebene,  und  man  setzt 

«._J2_f_,._&!£^^  ^2_,2_|_^2_C!«!^  ^2^„._^p_^l^^ 

und  bezeiclinet  aufserdem  mit  z/'  und  z/"  die  erste  und  zweite  Ab- 
leitung von  z/  nach  h,  so  kann  die  Differenzialgleichung  der  Herpol- 
hodie geschrieben  werden  als 

^r.  =  ^ ^l^l+VZ _      .....         (1) 

oder  auch,  wenn  q^==^v  gesetzt  wird, 

dv  hv-\-yj 

Hierin  sind  allerdings  die  Variabelen  getrennt,  aber  um  das  Integral 
zu  erhalten,  müssen  im  allgemeinen  elliptische  Funktionen  zur  An- 
wendung kommen^).  Es  giebt  jedoch  einen  Fall,  in  welchem  die 
Integration  elementar  ausgeführt  werden  kann,  nämlich  wenn  h  =  h. 
In  diesem  Falle  wird  die  Gleichung  (1) 

cIgj  =  ö- 


9]/p2_   ^2   „    ^2 

Wird  zur  Abkürzung  ']/ß^ — &2  ^^  ^2  gesetzt,  und  wird  alsdann  inte- 
griert, so  hat  man  i 

CO  ==—  loöf         '  —7~  , 

^      ^n  +  yn^  —  Q^ 

unter  der  Voraussetzung,  dafs  für  Q  =  n,  cö  =  0  wird.     Schreiben  wir 
diese  Gleichung  auf  die  beiden  folgenden  Weisen: 


dm  =  —. -^         =     .....     (1 ) 


1)  Die  Singularitäten  der  Herpolhodie  (insbesondere,  dafs  sie,  entgegen- 
gesetzt der  Meinung  Poinsot's,  ohne  Wendepunkte  und  Spitzen  sei)  wurden  von 
W.  Hess  untersucht  (J)as  Mollen  einer  Fläche  zioeiten  Grades  auf  einer  invaria- 
helen  Ebene,  Diss.  München,  1880);  ferner  von  de  Sparre  (C.  R.  XCIX,  1884), 
Mannheim  (Das.  C,  1885),  Saint-Germain  (Das.),  Franke  (Das.)  und  Resal 
(Journ.  de  l'Ec.  polyt.  LY.  Heft, 
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0~ . 


SO  folgt  tiieraiis 


daher  ist 


no)  neu 

—  — —         2n 

gö        !      g        6     =   

Tita  nco 

Q ^ ~=n, (2) 


oder  Q  ßo§  ^  =  n .    . (2') 

Der  hierdurch  dargestellten  Kurve  (die  Poinsot^)  als  eine  doppelte 
Spirale  auffafst)  hat  man  den  Namen  die  Poinsot'sche  Spirale 
gegeben.     Beachten  wir^  dafs  zufolge  von  (2) 

dg         •        n^  0 


0 


SO  wird  die  Subnormale  und  die  Subtangente  wiedergegeben  durch 

^«  =  — yStn^;       -5,  =  — &:@m-y-, 
daher    besteht    die    Beziehung    8^:  8^  =  j-^j   nicht    aber    die    andere 

8^^==  8^==  —  Q  j  wie  vermutet  worden  war^).  —  Führt  man  auf  die 
Poinsot'sche  Spirale  die  Transformation  durch  reziproke  Radien  aus 
mit  dem  Pole  als  Centrum  ^  so  bekommt  man  eine  Kurve ^  deren 
Grleichung  von  folgendem  Typus  ist 


auf  welche  Joh.  Bernoulli  bei  einer  durch  König  gestellten  physi- 
kalisch-mathematischen Frage  stiefs^). 


1)  Liouvilles  Journ.  XVI,  1851,  S.  301. 

2)  A.  Cabreira,  Sur  la  geometrie  des  courles  transcendentes  ^  in^adiiit  du 
Portugals  (Lissabon  1896)  S.  32—33. 

3)  JDe  curva  quam  describit  corpus  inclusus  in  tudo  circulante  {Joh.  Bernoulli 
Opera  IV,  S.  248,  252).  Vgl.  auch  den  Anhang  eines  von  Euler  an  Johann 
Bernoulli  gerichteten  Briefes  vom  27.  Aug.  1742,  der  im  II.  Bande  der  Corre- 
spondance  mathem.  et  phys.  de  quelques  celebres  geometres  du  XVIII  Siede 
(St.  Petersbourg  1843)  S.  79—81  steht. 
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Fünfundzwanzigstes  Kapitel. 

Andere  matliematiscli-physikalisclie  Kurven. 

240,  L'afst  man  zwischen  zwei  Punkten  M^  nnd  Jlfg  einer  ebenen 
Kurve  einen  elektrischen  Strom  von  der  Stärke  1  fliefsen,  so  übt 
dieser  auf  einen  in  der  Ebene  der  Kurve  gelegenen  Punkt  0,  in 
welchem  sich  die  Einheit  der  magnetischen  Masse  befindet^  eine  Kraft, 
aus^  deren  Richtung  normal  zur  Ebene   des   Stromes  ist^  und   deren 

Gröfse  durch    /  —    ausgedrückt  wird^   wo   q^  cj    gewöhnliche    Polar- 

koordinaten  mit  0  als  Pol  sind.  Es  soll  nun  diejenige  durch  M-^ 
und  M2  gehende  Kurve  von  gegebener  Länge  L  gesucht  werden,  für 
welche  diese  Wirkung  auf  0  ihren  gröfsten  oder  kleinsten  Wert  er- 
hält. Zu  dem  Zwecke  genügt  es,  das  obige  Integral  zu  einem  Maximum 
oder  Minimum  werden  zu  lassen.  Mit  Anwendung  der  Variations- 
rechnung gelangt  man  zu  folgender  Dififerenzialgieichung  der  ge- 
wünschten Kurve: 

k   dco  \aG)J  /-jv 

2-1  2 


[•■+(£)] 


wo  ]c  eine  Konstante  ist.  Bezeichnen  wir  nun  mit  R  den  Krümmungs- 
radius, so  ist  die  linke  Seite  ==  —  -^ ,  daher  kann  man  schreiben 

^^==ÄjB; (2) 

folglich:  Die  Kurve  von  grefster  oder  kleinster  elektromagnetischer 
Wirkung  auf  einen  festen  Punkt  ist  von  der  Beschaifenlieit,  dafs  der 
Krümmungsradius  in  jedem  Punkte  proportional  dem  Kubus  des  zu- 
gehörigen Radius  vector  ist,   der  von  dem  festen  Punkte  ausgeht. 

Emil  Weyr,  der  diesen  eleganten  Satz  aufstellte,  hat  auch  die  Grl.  (1) 
integriert,  wobei  er  als  Resultat  erhielt^) 


'M 


hg  —  Je 

der  Leser  wird  dieses  verifizieren  können,  indem  er  die  Formeln  an- 
wendet, die  eine  Kurve,  die  durch  eine  Relation  zwischen  dem 
Krümmungsradius  und  dem  Radius  vector  dargestellt  wird,  bestimmen 
(vgl.  Nr.  220).     Die   so   erhaltene  Kurve  kann   die   elektromagne- 


1)  Ueber  die  Gurve  der  gröfsten  und  Ideinsten  elehtromagnetischen  WirJcung 
(Prager  Ber.,  1869). 
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tische  Kurve  Em.  Weyr's  genannt  werden.  —  Sie  hat  aber  nichts 
gemein  mit  den  sog.  magnetischen  Kurven  von  Aoust^  die  in 
bipolaren  Koordinaten  folgende  analytische  Darstellung  haben: 

Avo  m  eine  gegebene  Zahl  ist^).  —  Es  mag  zuletzt  bemerkt  werden^ 
dafs  man  in  der  Optik  man  bei  einer  speziellen  Frage  ^)  auf  eine 
Kurve  trifft^  die  in  Polarkoordinaten  durch  die  Gleichung  dargestellt 
wird :  gin  (^2) ,  sin  2  G3  =  Const (4) 

241.  Unter  den  verschiedenen  Instrumenten^  die  zur  mecha- 
nischen Ausführung  der  Quadratur  erdacht  sind^  giebt  es  eines  ^  das 
von  Reitz^)  angegeben  wurde^  und  dessen  Theorie  H.  Schubert^) 
untersucht  hat.  Hierbei  trifft  man  als  Padenkurve  eine  neue  Spirale^ 
die  analytisch  durch  folgende  beiden  Gleichungen  dargestellt  wird 
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wo  l  und  k  Konstanten  von  gewisser  Bedeutung  und  cp  ein  Para- 
meter ist.  Schubert  hat  bemerkt^  dafs  sie  in  Linienkoordinaten 
einer   einfacheren  Darstellung  fähig    ist;    sind    nämlich    |  und  r]    die 


1)  Analyse  infinitesimale  des  courhes  planes  (Paris  1873)  S.  402—5.  In  dem- 
selben Werke  (S.  405 — 7)  werden  die  Gleichgewicbtskurven  betrachtet,  die 
durch  die  Eigenschaft  charakterisiert  sind,  dafs  ein  Körper  auf  ihnen  in  jedem 
Punkte  im  Gleichgewicht  bleibt,  wenn  auf  ihn  gegebene  Kräfte  wirken.  —  Es 
möge  hier  noch  bemerkt  werden,  dafs  der  Name  magnetische  Kurve  (Kraft- 
linien) von  Tait  {Elements  de  la  theorie  des  quaternions,  übersetzt  von  Gl  an, 
II,  1884,  S.  234)  dem  Orte  eines  Punktes  P  gegeben  wird,  derart,  dafs  wenn 
Ä^,  A^  feste  Punkte  sind^  cos  OA^F^^  cos  OA^F  =  const  Diese  Kurve  ist  al- 
gebraisch, da,  wenn  man  A^A^  als  x-K-kq  und  die  Mitte  von  A^A^  als  Anfang 
nimmt,  man  die  Gleichung 

a  —  X  _,  a-\-  X 

findet.     Vgl.  auch  Holzmüller,  Ingenieurmathematih  II.  (Leipzig  1898)  S.  121. 

2)  Spurge,  On  the  mirve  of  constant  intensity  ofhomogenous  polarised  light 
seen  in  a  unaxial  crystal  out  at  right  angles  to  the  optic  axes  (Trans,  of  the  phil. 
Soc.  of  Cambridge,  XV,  1884). 

3)  Reitz,  Mitteilungen  über  seinen  verbesserten  Seewegintegrator  (Hamb. 
Mitteil.  1879). 

4)  ConstruJction  der  Fadencurve  des  verbesserten  Seewegintegrators  (Das.); 
W.  Dyck,  Katalog  mathem.  etc.  Modelle  (München  1892)  S.  224, 
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Strecken^    die    eine  beliebige  Tangente  von   den  Koordinatenaxen  ab- 
schneidet^ so  erliält  man 

j         cos  g? "}/— Ä;^ -f- sin  gp|/p — y^9         i         ^mcpy—'kcp  —  coBcp~yp  —  ~^^^ 

Sdilierslicb  bat  Galton  in  seinen  Untersuchungen  über  die  An- 
wendung der  Analysis  auf  die  Evolutionstheorie  gewisse  spezielle 
Kurven  betrachtete)^  es  sind  die  durch  Grleichungen  von  folgendem 
Typus  dargestellten: 

.=.o(i+fr^(i+fr^ (6) 

2/  =  2/o(l  +  ^7-r^ (7) 

2/ =  y„cos^»6-e"9,    a^  =  atge (8) 


y  =  yo-c  ^'\  x  = 


=  ^ß~'-ät    ...    (9) 

Ü 


Alle  Kurven  vom  Typus  (6)  sind  algebraisch  —  es  sind  spezielle 
parabolische  Kurven  (vgl.  Nr.  118)  —  alle  anderen  sind  transscendent. 
Die  Kurven  von  der  Gestalt  (9)  wurden  von  Galton  Ogive  (Spitz- 
bogen) genannt;  ihre  Wichtigkeit  vom  mathematischen  Standpunkte 
aus  ist  nicht  derart,  dafs  wir  länger  bei  ihnen  verweilen^). 

1)  Genauere  Notizen  sowie  eine  reichhaltige  Bibliographie  des  G-egenstandes 
finden  sich  in  der  neueren  Arbeit  von  Gr.  Duncker,  Die  Methode  der  Variations- 
statistih  (Leipzig  1899). 

2)  Mit  biologischen  Fragen  hängen  auch  die  Kurven  zusammen,  welche 
C.  E.  Wasteels  in  seinen  Aufsä,tzen  Over  hinomiale  curven  und  Ove7'  verzamel- 
curven  (Handeling  van  het  Vlaamisch  natur-  en  geneeskundig  congres  1899) 
untersuchte. 


VIL  Abschnitt. 

Abgeleitete  Kurven. 

Erstes  Kapitel. 

Die  Methode  der  Koordinatenverwaiidlimgo 

24-2.  Um  unser  ohnehin  schon  reichhaltiges  Verzeichnis  spe- 
zieller ebener  Kurven  noch  um  weitere  neue  Elemente  zu  yermehren^ 
giebt  es  ein  aufserordentlich  ergiebiges  Verfahren^  welches  darin  be- 
steht^ dafs  man  eine  gegebene  Kurve  einer  geometrischen  ebenen 
Transformation  unterwirft^  ein  Verfahren^  das  man  bei  seiner  häufigen 
Anwendung  und  Wichtigkeit  als  charakteristisch  für  die  moderne  Greo- 
metrie  ansehen  kann.  Die  hierdurch  erhaltenen  Resultate  haben  im  all- 
gemeinen keine  hervorragende  Bedeutung  und  treten  daher  in  unseren 
Darlegungen  nur  ausnahmsweise  auf  (s.  z.  B.  Kap.  11  dieses  Abschn.), 
und  zwar  nur^  wenn  entweder  die  angewendeten  Transformationen 
besondere  Eigenschaften  haben^  oder  die  erhaltenen  Kurven  von  un- 
bestreitbarer Wichtigkeit  sind. 

Man  kennt  aber  noch  andere  Konstruktionen^  durch  die  jedem 
Punkte  (oder  jeder  Tangente)  einer  Kurve  ein  bestimmter  Punkt  (oder 
eine  bestimmte  Gerade)  zugeordnet  wird.  Wendet  man  eine  solche 
auf  alle  Punkte  einer  Kurve  Fq  an^  so  erhält  man  eine  zweite  Kurve 
J\,  die  im  allgemeinen  von  Fq  verschieden  ist^  und  deren  Bedeutung 
sehr  häufig  ein  gewisses  Licht  auf  die  innere  Natur  der  Kurve  Fq 
wirft.  Beispiele  solcher  Ableitungen  bieten  uns  die  cissoidalen  (ISTr.  29), 
die  strophoidalen  (Nr.  41)  und  die  konchoidalen  Kurven  (Nr.  69); 
auch  die  in  Nr.  31  und  45  erwähnten  Methoden  können  hierher  ge- 
rechnet werden.  Auf  die  Kurve  I\  kann  man  alsdann  wiederum  die- 
selbe Konstruktion  anwenden;  man  gelangt  so  zu  einer  Kurve  F^,  die 
im  allgemeinen  von  Fq  und  r\  verschieden  sein  wird.  Fahren  wir 
in  dieser  Weise  fort,   so   erhalten  wir  eine  unbegrenzte^  eventuell  in 

sich    zurücklaufende    Reihe    von    Kurven    jTq^  r\^  Fg;  .  .  .  .;  F^^ 

Nicht  genug  damit:  man  kann  andererseits  auch  eine  Kurve  F_^  auf- 
suchen, derart,  dafs  wenn  man  auf  sie  jene  Konstruktion  anwendet, 
man  Fq  erhält;  dann  eine  Kurve  jr_2?  ^^^  i^^  derselben  Weise  zu  jr.^ 
führt,  u.  s.  w.  Damit  ist  eine  zweite  unbegrenzte,  eventuell  in  sich 
zurückkehrende  Reihe  von  Kurven  JT^,  jr_i;  F^^;  ....  F.^  .  .  gegeben. 
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Alle  diese  Kurven  F+«  heifsen  im  allgem einen  die  vo|i  Fq  abge- 
leiteten Kurven,  und  zwar  positive  oder  negative,  je  nach  dem 
Vorzeiclien  des  Index.  Ein  höchst  einfaches  Beispiel,  das  wir  hier 
jedoch  nur  flüchtig  erv^ähnen  wollen,  besteht  darin,  dafs  man  jedem 
Punkte  einer  Kurve  den  Endpunkt  der  zugehörigen  Polarsubnormale 
entsprechen  läfst.  Für  jede  von  diesen  Ableitungskonstruktionen 
bietet  sich  nun  die  wichtige  Frage  dar,  ob  die  entstehende  Kurven- 
reihe unbegrenzt  oder  in  sich  zurücklaufend  ist,  und  wenn  das  letztere 
nicht  im  allgemeinen  der  Fall  ist,  wie  man  die  Kurve  Fq  zu  wählen 
hat,  damit  eine  bestimmte  abgeleitete  F+n  mit  der  Ausgangskurve 
zusammenfalle.  Ein  grofser  Teil  der  Ausführungen  dieses  Abschnittes 
wird  den  wichtigen  Folgerungen  gewidmet  sein,  die  sich  aus  Be- 
trachtungen obiger  Art  ergeben^). 

Zuvor  müssen  wir  jedoch  auf  ein,  von  dem  soeben  geschilderten 
ganz  verschiedenes  Verfahren,  das  wesentlich  analytischer  Natur  ist, 
eingehen,  das  zur  Entdeckung  vieler  neuen  Kurven  geführt  hat  und 
noch  führen  kann:  es  ist  die  Methode  der  Koordinatenverwand- 
lang.  Diese  besteht  darin,  dafs  wir  die  Funktion,  durch  welche 
die  Koordinaten  des  Kurvenpunktes  oder  der  Tangente  mit  einander 
verknüpft  sind,  beibehalten,  dagegen  die  Koordinaten  selbst  durch 
die  eines  anderen,  zu  dem  ersteren  völlig  heterogenen  Koordinaten- 
systems ersetzen. 

Als  eine  Anwendung  dieser  Methode  können  wir  das  unseren 
Lesern  wohlbekannte  Verfahren  anführen,  durch  welches  man,  von 
einer  Kurve  als  Ort  von  Punkten  betrachtet,  zu  der  als  Enveloppe 
von  Geraden  betrachteten  Kurve  übergeht.  Man  wandelt  also  die 
Punktgleichung  f{x,  2/)  =  0  in  die  Liniengleichung 

f(u,v)  =  0 (1) 

um,  wo  man  die  Linienkoordinaten  ^^,  v  entweder  als  Plücker'sche 
Koordinaten,  oder,  was  anschaulicher  und  bequemer  ist,  als  Unverzagt- 
Schwer  Ingusche  Linienkoordinaten,  die  auch  zu  den  kartesischen  dual 

1)  Aus  unserer  Betrachtung  haben  wir  die  Hesse 'sehe,  St  ein  er 'sehe  Kurve 
u.  s.w.  ausgeschlossen,  da  ihre  Untersuchung  der  allgemeinen  Theorie  der  al- 
gebraischen Kurven  angehört.  Gleiches  gilt  für  den  Ort  der  Centren  der  Kegel- 
schnitte, die  mit  einer  gegebenen  Kurve  eine  Berührung  fünfter  Ordnung  haben;  es 
ist  die  sogenannte  Abweichungs-(Aberrations-) Kurve.  Wenn  die  gegebene 
Kurve  algebraisch  ist,  so  ist  es  auch  die  Abweichungskurve;  ihre  Charakte- 
ristiken wurden  von  W.  Bouwmann  in  der  Abh.  Die  Flücker sehen  Zahlen  de)' 
ÄhtveichungsJcurve  (Math.  Ann.  XLIX,  1897)  bestimmt.  Es  möge  bemerkt  werden, 
dafs  der  Name  Aberrationskurve  in  der  Astronomie  der  scheinbaren  Bahn 
eines  festen  Körpers  gegeben  wurde,  der  von  einem  nach  bestimmten  Gesetzen 
sich  bewegenden  Punkte  aus  beobachtet  wird  (Santini,  Elementi  di  astro- 
nomia  II,  S.  132;  G.  Sacchi,  Sulla  geometria  analitica  delle  linee  piane^  Pavia 
1854,  S.  103). 

Loria,  Ebene  Kurven.  38 
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sind^)^  auffassen  kann.  Im  Grunde  genommen  ist  diese  Koordinaten- 
verwandlung nichts  anderes^  als  die  Anwendung  des  Dualitätsprinzips 
in  der  Ebene,  und  es  würde  somit  ein  Leichtes  sein,  z.  B.  aus  der  be- 
kannten Theorie  der  Kurven  dritter  Ordnung  die  Theorie  der  Kurven 
dritter  Klasse  herzuleiten.  Allerdings  erhält  man  für  die  abgeleitete 
Kurve  nur  die  der  ursprünglichen  entsprechenden ,  projektiven 
Eigenschaften;  was  aber  die  metrischen  Eigenschaften  (in  der  eukli- 
dischen Mafsbestimmung)  anlangt,  so  würde  man  diese  im  allge- 
meinen ganz  von  neuem  zu  entwickeln  haben,  da  bis  jetzt  keine 
Methode  bekannt  ist  (weil  sie  auch  wahrscheinlich  nicht  existiert), 
diese  aus  denen  des  dualen  Gebildes  abzuleiten.  —  Die  Einteilung 
der  Kurven  n^^^  Klasse  könnte  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  der  Kurven 
n^^^  Ordnung  nach  ihren  Plücker'schen  Charakteren  erfolgen.  Es  möge 
jedoch  hier  noch  ein  anderes  Einteilungsprinzip  erwähnt  werden, 
welches  von  H.  M.  Jeffery  erdacht  und  ausführlich  entwickelt  ist: 
es  beruht  auf  der  Betrachtung  der  Zahl,  Vielfachheit  und  Lage  der 
(reellen)  Brennpunkte  —  bekanntlich  hat  jede  Kurve  ^^^"^  Klasse  auch 
n  Brennpunkte!  —  So  kann  eine  Kurve  dritter  Klasse  einen  drei- 
fachen Brennpunkt  haben,  oder  einen  doppelten  und  einen  einfachen, 
oder,  was  der  allgemeinste  Fall  ist,  drei  einfache  Brennpunkte^). 
Ähnlich  sind  unter  den  Kurven  vierter  Klasse  diejenigen  ausge- 
zeichnet, die  einen  vierfachen  Brennpunkt  haben  ^);  alsdann  folgen 
die  mit  einem  dreifachen  und  einem  einfachen^).  In  ähnlicher  Weise 
könnte  man  die  Untersuchung  der  Kurven  vierter  Klasse  mit  zwei 
Doppelbrennpunkten,  mit  einem  Doppel-  und  zwei  einfachen,  und 
schliefslich  der  mit  vier  einfachen  Brennpunkten  unternehmen;  jedoch 
dürfte  die  Zahl  der  zu  untersuchenden  Fälle  mehr  als  einen  von  der 
Untersuchung  abschrecken,  um  so  mehr,  als  nach  den  von  Jeffery 
erhaltenen  Resultaten  zu  urteilen,  sie  nicht  sehr  lohnend  zu  werden 
verspricht.  —  Kicht  blofs  auf  die  algebraischen,  sondern  auch  auf  die 
transscendenten  Kurven  kann  man  die  dualistische  Verwandlung  an- 


1)  Vgl.:  F.  Rudio,  Die  Unverzagt' sehen  LinienJcoordinaten.  Ein  Beitrag 
zur  Geschichte  der  analytischen  Geometrie  (Abb.  zur  Gescb.  der  Matb.  IX,  1899); 
K.  Scbwering,    Theorie  und  Anwendung  der  Linienkoordinaten  (Leipzig  1884). 

2)  Jeffery,  On  cuhics  of  the  third  class  toith  triple  foci  (Quart.  Journ. 
XIV,  1876);  On  plane  cubics  tvith  a  double  and  a  Single  focus  (Das.);  On  plane 
cuhics  of  the  third  class  with  three  single  foci  (Das.  XVI,  1879  und  XVII,  1880); 
On  plane  class  cuhics  toith  three  Single  foci  (Rep.  Brit.  Assoc.  1879). 

3)  Jeffery,  On  plane  and  spherical  curves  of  the  fourth  classe  with  qua- 
druple foci  (Rep.  Brit.  Assoc.  1880);  On  plane  curves  of  the  fourth  class  with 
quadruple  foci  (Quart.  Journ.  XVIII,  1882;  daselbst  ist  der  Name  Stapes  (Bügel) 
zur  Bezeichnung  eines  Kurvenzweiges  mit  zwei  Spitzen  und  einem  Doppelpunkte 
eingeführt);  On  the  stapete-points  of  class- quartics  with  quadruple  foci  (Das.). 

4)  Jeffery,  On  curves  of  the  fourth  class  tvith  a  triple  and  a  single  focus 
(Rep.  Brit.  Assoc.  1883;  Quart.  Journ.  XX,  1884). 
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wenden  und  mit  dem  Studinm  der  so  erhaltenen  neuen  Kurven  ein  — 
soweit  uns  bekannt  —  noch  völlig  unerforschtes  Gebiet  betreten. 

243.  Eine  zweite  derartige  Koordinatenwandlung,  deren  Grund- 
gedanke von  Varignon^)  herrührt,  liefert  gleichfalls  zahllose  neue 
Kurven.  Diesem  Geometer  folgend  betrachten  wir  eine  beliebige 
Kurve  F,  die  erzeugende  Kurve  (courbe  generatrice),  die  in  kar- 
tesischen  Koordinaten  durch  die  Gleichung  f(^x,  y)  =  0  dargestellt 
wird,  sowie  einen  Kreis  K  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem  Radius  a, 
den  Yerwandlungskreis  (cercle  de  revolution).  Es  sei  PM  (Taf. 
XVI,  Fig.  131)  die  Ordinate  eines  beliebigen  Punktes  P  von  F  und 
sei  MP'  der  Bogen  eines  Kreises  um  0  mit  dem  Radius  OM  derart, 
dafs,  wenn  Ä  und  L  die  Endpunkte  der  durch  M  und  P'  gezogenen 
Radien  des  Verwandlungskreises  K  sind,  die  Proportion  besteht 

2a7t  :  SiYGÄL==27cl  :  PM, 

.wo  27tl  eine  gegebene  Länge  bedeutet.  Sind  nun  x  und  y  die  kar- 
tesischen  Koordinaten  für  P,  q  und  cd  die  Polarkoordinaten  von  P', 
so  wird  die  obige  Proportion  zu 

27ta  :  aco  =  27cl  :  y . 
Daher  bestehen  zwischen  den  Koordinaten  der  beiden  Punkte  P  und 
P'  die  Beziehungen  ^  _  ^ ^         y^lco, 

in  denen  der  Radius  des  Verwandlungskreises  überhaupt  nicht  mehr 
auftritt.  Infolgedessen  wird,  wenn  der  Punkt  P  die  Kurve  J",  f(Xj  y)  =  0 
durchläuft,  der  Punkt  P'  die  Kurve  durchlaufen,  deren  Polar gleichung 

^^^^^^  f{Q,lcD)  =  0. (2) 

Damit  ist  eine  einfache  Methode  gegeben  jeder,  durch  eine  kartesische 
Gleichung  dargestellten  Kurve  eine  andere  in  Polarkoordinaten  nach- 
zubilden. Da  man  auch  l  =  1  setzen  kann,  so  besteht  das  Verfahren 
in  seiner  einfachsten  Form  darin,  in  der  Knrvengleichung  die  Ko- 
ordinaten der  einen  Art  mit  denen  der  anderen  zu  vertauschen. 
Bei  diesem  Verfahren  kann  man  auch  aus  Eigenschaften  der  Original- 
kurve solche  der  abgeleiteten  erhalten:  Geht  z.  B.  erstere  durch  den 
Koordinatenanfang,  so  wird  letztere  durch  den  Pol  gehen;  hat  jene 
die  y-Axe  zur  Asymptote,  so  hat  diese  den  Pol  als  asymptotischen 
Punkt;  u.  s.  w.  Wenn  die  ursprüngliche  Kurve  dagegen,  statt  durch  eine 
Gleichung  in  endlichen  Ausdrücken,  durch  eine  Differenzialgleichung 
bestimmt  ist,        p^^^  y^  ^^^  ^y^  ^2^^  ^2^^  ....)  =  0, 


1)  S.  die  ausführliche  Abh.  Nouvelle  formation  de  spirales,  beaucoitp  phis 
differentes  entre  elles  de  ce  qu'on  peut  imaginer  d'autres  courhes  quelconques  ä 
Vinfini;  avec  les  touchantes^  les  quad/ratures ,  les  deroulements ,  et  la  longueur  de 
quelques  arcs  de  ces  spirales,  qu'on  donne  seulement  ici  pour  exemple  de  cette  for- 
mation generale  (Mem.  de  Paris,  Annee  MDCCIV,  Paris  1722). 

.38^ 
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SO  ist  die  transformierte  Kurve  eine  Integralkurve  mit  der  Differenzial- 
gleichung  p^^^  ^^^  ^^^  i^^^  ^2^^  1^2^^  ....)  =  0 . 

Was  nun  die  Bezeichnung  der  neuen  Kurven  anbetrifft,  so  bemerkt 
Varignon:  „Cette  spirale  s'appellera  parabolique,  hyperbolique, 
logarithniique,  circulaire  etc.  selon  que  la  courbe  generatrice 
sera  une  parabole,  une  hyperbole,  une  logarithmique,  une 
cercle  etc."  —  Durch  das  obige  Verfahren  hat  er  nun  folgende  Re- 
sultate abgeleitet: 

1)  Aus  den  Parabeln  x^  =  aP^~^'y  (Nr.  116)  die  Fermat'schen  Spi- 
ralen (Nr.  185). 

2)  Aus   den  Hyperbeln  x^'^-y^a^'^^  (Nr.  130)  die  hyperbolischen 

Spiralen  q'^'(o  =  —. — ,    deren    einfachste    (die    dem   Falle    m  =  l 

entspricht)  die  gemeine  hyperbolische  Spirale  (s.  Nr.  189)  ist,  die 
kurz  darauf  (1710)  von  Johann  Bernoulli  unabhängig  von  Va- 
rignon entdeckt  wurde. 

3)  Aus  den  Parabeln  (a '\- xj^  =  p^^'^y  entstehen  die  Spiralen 
{a -\-  qJ'^  ==  lf^~HG) ,  die  für  m=l  zu  Archimedischen  (Nr.  182) 
und  für  m  ==  2  zu  den  parabolischen  Spiralen  von  Bernoulli 
(Nr.  186)  werden. 

4)  Aus  dem  Kreise  x^  -^  y^  =^  2rx  die  Spirale  ^^+  l^co^  ==  2rQ. 


i 
—  (ij 


5)  Aus  der  log.  Kurve  x~^  =  ey  (Nr.  224)  die  log.  Spirale  Q  =  e    ^' 
(Nr.  191);  von  der  Varignon  als   einer  zu   seiner  Zeit  sehr  be- 
kannten Kurve  spricht. 

6)  Hingegen  ergiebt  sich  aus  der  logarithmischen  Kurve  y^^  =  e^ 
die  Varignon'sche  logarithmische  Spirale  mit  der  Gleichung 


Wir  können  hier  noch  hinzufügen:  Aus  der  Ellipse  -^  -|-  71  =  1 


wird  die  Spirale  —^  -j — ^  =  1 ;  die  je  nach  dem  Werte  von  l  ganz 

verschiedene   Gestalt  hat:    für  ?  >  —  ist  sie    lemniskatenähnlich ,  für 

1  =  —     ähnelt    sie    der    auf    Taf.  XI,  Fis;.   76    dargestellten    Rho- 

donee  u.  s.  w.  ^)  —  Aus  den  trigonometrischen  Kurven  y  =  atgx  und 
^  ==  6^  sin  vers ^  entstehen  die  sog.  trigonometrischen  Spiralen 

Q  ==  atgco       und       ^  ==  a  sin  vers  co  j 

die  algebraische  Kurven  vierter  Ordnung  sind  (vgl.  S.  182);  auf  diese 
bei  den  sowie  auf  fünf  andere^  weniger  interessante,  stiefs  T.  Oli  vier ^).  — 


1)  Vgl.  T.  Olivier,  Cours  de  geometrie  descriptive  (2.  Aufl.  Paris  1854)  S.  307. 

2)  Eine  Bemerkung  des  Übersetzers  F.  Sckütte. 

3)  0.  a.  Cours  de  geom.  S.  293. 
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Scliliefslich  aus  der  Gewölbelinie  x==h(^ü^—  (Nr.  236)  entsteht  die 

7  ^ 

BernouUi'sclie   Kurve    q  ==  h  Ko§ —  Diese  Beispiele   liefsen   sich 

noch  ins  Unendliche  vermehren;  die  angeführten  dürften  jedoch  hin- 
reichen^ die  Varignon'sche  Methode  vollständig  klar  zu  legen  ^). 

244.  Mit  den  im  Laufe  der  Zeit  erfolgten  Fortschritten  der 
Wissenschaft  wurde  die  Idee  des  Koordinatenwechsels  auch  auf  andere 
Koordinatensysteme  angewandt.  Man  geht  von  einer  der  Gleichungen 
f(x,  1/)  =  0   oder  /(^,  a>)  =  0  z.  B.  über  zu 

/(^,^)  =  0, .    (3) 

wo  Ä  den  von  einem  festen  Punkte  aus  gemessenen  Bogen,  e  den 
Kontingeuzwinkel  im  Endpunkte  desselben  bedeutet.  Anwendungen 
hiervon  finden  sich  an  vielen  Stellen  der  schon  citierten  Werke  von 
Ä.  Peters  und  C.  C.  F.  Krause;  so  gelangte  der  letztere  Geometer 
zu  zwei  Parabolae  originariae  genannten  Kurven;  die  eine  ist  die 
Klothoide^  die,  wie  wir  (Nr.  194)  gesehen  haben,  durch  s^=2ae 
dargestellt  wird,  die  andere  unterscheidet  sich  nicht  von  der  gewöhn- 
lichen Kreisevolvente  (Nr.  208);  desgleichen  gelangte  er  von  der  Hy- 
perbel bezw.  hyperbolischen  Spirale  zu  der  durch  die  Eigenschaft 

SS  =  a 
charakterisierten  Kurve:  da  bei  dieser  €  umgekehrt  proportional  zu  s 
ist,  so  schlug  Krause  vor,  sie  curva  reciproca  oder  besser  curva 

antiloga^)  zu  nennen.     Da  nun  £=  -,   so  ist  7-  = 2;  nennen 

wir  den  Krümmungsradius  i?,  so  haben  wir  ^3-  =  y- ;  folglich  lautet 
die  natürliche  Gleichung  der  Antiloga 

Wir   wollen    hinzufügen:    wenn  s_.^  und  s^^    die  Bogen  der  Evolute 

cl  £ 

und  Evolvente  der  Antiloga  sind,  so  ist,  da  im  allgemeinen  s__^  =  -^ 
und  5^1  =j£'ds^   hier 

1)  Am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  hat  Varignon  noch  eine  andere  Methode 
der  Kurvenverwandlung  angegeben.  Nachdem  die  obige  Konstruktion  (s.  Taf. 
XVI,  Fig.  131)  ausgeführt  ist,  errichte  man  auf  OP'  die  Senkrechte  P'P"  gleich 
der  Ordinate  7]  der  Kurve  F{x^  ^)==0;  der  Ort  der  Punkte  P"  vi^ird  die  Trans- 
formierte r"  von  r  sein.  Um  deren  Gleichung  zu  erhalten  bezeichnen  wir  die 
Polarkoordinaten  von   P"  mit   ^',  co'   und  mit  i/>  den  Winkel  P"OP';   dann  ist 

co'  =  CO  -{-  ip  =  (0  -\-  'dvc  ig  —  =  y  +  arc  tg  —  ,         und     q' ^  =  x^  -\- ri^ ; 

demnach  ist  die  Gleichung  von  P"  nichts  anderes  als  das  Resultat  der  Elimi- 
nation von  x^  y,  7]  aus  den  vier  Gleichungen 

f{x,y)  =  0,        ■F{x,7i)=0,         a3'  =  |  +  arctg-|,         ^'2_^2_|_^2^ 

die  sich  nur  für  besondere  Funktionen  f  und  F  ausführen  läfst. 

2)  Novae  theoriae  Uneanmi  curvanmi  etc.  (Monachii  1835)  S.  88, 
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a 


da  nun  für  alle  drei  Kurven  der  Kontingenzwinkel  derselbe  ist;  so 
können  jene  Evolute  und  jene  Evolvente  dargestellt  werden  durch 

s_^B^ -\-a  =  0^         Sj^^=  a  log£, 

v^eshalb  die  letztere  von  Krause  als  spiralis  logarithmica  (seu 
logistica)  angularis^)  bezeichnet  wird. 

Schliefslich:  Durchblättern  wir  die  Ledoni  di  geometria  intrinseca 
von  E.  Cesäro^  so  läfst  sich  nicht  verkennen,  dafs  man  zu  vielen,  sehr 
interessanten  Kurven  gelangt,  indem  man  eine  natürliche  Gleichung 

f{R,s)^0 (4) 

aufstellt,  in  welcher  die  Funktion  f  der  kartesischen  Gleichung  einer 
bekannten  Kurve  nachgebildet  ist.  Die  neue  Kurve  (4)  ist,  wie 
Mannheim^)  bemerkt  hat,  der  Ort  des  Krümmungscentrums  für  den 
jeweiligen  Berührungspunkt,  wenn  die  Kurve  f(oCj  y)  ==  0  auf  einer 
Geraden  rollt;  daher  hat  E.  Wölffing^)  sie  die  Mannheim'sche 
Kurve  der  letzteren  genannt. 

245.  Eine  weitere  Anwendung  der  „Methode  der  Koordinaten- 
verwandlung^^  wurde  von  B.  Tortolini^)  und  kurz  darauf  von  M. 
Cantor^)  gemacht;  sie  benutzten  zur  Bestimmung  eines  Kurven- 
punktes die  Abscisse  x  und  den  von  einem  festen  Punkte  an  gerech- 
neten Bogen  s  und  leiteten  somit  aus  der  Kurve 

f(x,  ^)  =  0       oder       y  =  f(x) 

in  kartesischen  Koordinaten  die  neue,  der  Relation 

f(^a),s)  =  0     .     .     (5)       oder       s  =  (fx)      ...     (5') 

genügende  Kurve  ab.  Es  ist  leicht  aus  (5')  die  k artesische  Glei- 
chung der  entsprechenden  neuen  Kurve  zu  gewinnen;  differenzieren 
wir  (5'),  so  erhalten  wir 

ds  =  f{x)'dx\ 

für  ds  setzen  wir  den  Wert 

dx^  +  dy^  =  f^^ix)  'dx , 

daher  ist  y  =J-]/f\x) —  l- dx (6) 


1)  Novae  theoriae  linearum  curvarmn  etc.  (Monachii  1835)  S.  96. 

2)  Liouvilles  Journ.  2.  Ser.  IV,  1859. 

3)  Zeitschrift  für  Math.  XLIV,  1899,  s.  S.  140. 

4)  Memoire  sur  quelques  appUcations  de  la   methode  inverse  des  tangentes 
(Grelles  Journ.  XXVI,  1843). 

5)  Ueber  ein  loeniger  gebräuchliches  Koordinatensystem  (Diss.  Frankfurt  a.  M., 
1851). 
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Die  Bestimmung  der  kartesisclieii  Gleichung  der  neuen  Kurve  er- 
fordert also  eine  Integration.  Aus  (6)  folgt^  dafs  die  Gleichung  der 
Tangente  Y—y 


X- 


VrW- 


sein  wird^  weshalb  die  neue  Kurve  allemal  dann  einem  algebraischen 
System  angehören  wird^  wenn  f(x)  eine  Funktion  ist^  deren  Ab- 
geleitete algebraisch  ist. 

Die  Bestimmung  des  Krümmungsradius  E  der  neuen  Kurve  er- 
fordert nur  Differenziationen:  wird  zunächst  die  Identität  dx^ -\- dy^ 
=  ds^  nach  x  differenziert^  so  bekommt  man 

dy      cVy         eis      d^s 
dx     dx^         dx     dx^^ 


und  dann  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (5')  und  (6) 

(dsy 

\dx] 


yp(x)-i^,  =  r{x)-f"{xy, 


'd8\^ 
da  nun  B  = 


dx^ 
so  folgt  schliefslich,  dafs 


^'~  '    r{x)       ' •  •  10 

Durch  Elimination  von  x  aus  (5')  und  (7)  würde  man  die  natür- 
liche Gleichung  der  Kurve  erhalten. 

Wenden   wir  diese  Methode   auf   den   Kegelschnitt  —^-^h  4^  =  1 

an,  so  erhalten  wir  die  Kurve  —^-\--yz  =  l,    in    deren    kartesischer 

Gleichung  im  allgemeinen  elliptische  Integrale,  auftreten.  Aber  auch 
ohne  diese  zu  benutzen^  kann  man  leicht^  wenn  das  —Zeichen  genommen 
wird^  Eigenschaften  der  Kurve  nachweisen.     Da  in  diesem  Falle 

s^  x^        ^ 

"P  ~~  "ä"^  ~~  ^ 

so  wachsen  s  und  x  gleichzeitig  ins  Unendliche,  daher  erstreckt  sich 
die  Kurve  bis  zum  unendlich  fernen  Punkte  von  Ox]  aus  obiger 
Gleichung  folgt  ferner 

s  —  X  ===  —  Yx^  —  a^  ^ —  X , 
daher  ist  ,,  ,  ,       -u 


lim  (—  Vx^  —  a^  —  ^)  ==  lim  ( — ,  —  1 )  = 


il/x^ 

die  Differenz  zwischen  der  Kurvenlänge  und  der  Asymptote  ist  also 
eine  endliche  Gröfse.  —  Im  Falle  b==a  läfst  sich  die  Kurvengleichung 
in  endlichen  Ausdrücken  erhalten.     Setzt  man  nämlich 
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dx  .  äy 

-r~  ==  sm  a  ,         -7^  ==  cos  c^ , 

ds  ^         ds  ^ 

1    ..11  '10  9  9  1       (^  SC  o  1/  Ob  Qi  •      I 

SO  erhalt  mau,  weil  x^  —  s^  =  a,  und  -—-  =  —  = -i ist, 

^  ^  ds         X  X  ^ 

a                            ,                  T                  da  1        i     /^     \     ci\ 

X  = ,      s  =-  ama,      dy  ==  a ,       y  =  a  losj  te  —  +  —   : 

cos  0^  ^  ^     ^  ^  cos  a  ^        -^  ^    ^\4     '     2/' 

die  erste  und  letzte  dieser  Gleichungen  liefern  die  parametrische  Dar- 
stellung der  transformierten  Kurve;  aus  dieser  leitet  man  ab^  dafs 

a  .  Vx^  —  a^  --         1  +  sin  a 

cosa  =  -",       sma  =  -'^ —  ,         e^  =  — ' : 

x^  x  ^  cos  a      ' 

durch  Elimination  von  a  bekommt  man 


folglich  ist  _1        ^_i/^Tzr 

o         et    L 


a  ' 


a 


} 


demnach  a  /  ~  —~\ 

daher  ist  die  transformierte  Kurve   eine  Kettenlinie.     Zu  derselben 
Kurve    gelangt    man^    wenn    man    in    derselben    Weise    die    Kurve 

s  =  a  @tn  —  transformiert. 
a 

Um  zu  sehen ^  in  was  sich  die  logarithmische  Kurve,   dargestellt 

durch  ,       a 

5  =  a.log~ 

verwandelt^),  benutzen  wir  die  Gleichung  (7)  und  erhalten 


-«i/i 


B  =  a  /  — T>  —  1 , 


welche,  mit  der  vorigen  Gleichung  kombiniert,    die  natürliche   Glei- 
chung der  transformierten  Kurve  liefert 


iJ^aVe«  — 1, 

die  also  (s.  Nr.  331)  eine  Traktrix  ist. 

24-(>.     Zu  allgemeineren  and  wichtigeren  Resultaten  gelangt  man 
durch  Anwendung  des  obigen  Verwandlungsverfahrens  auf  die  Parabeln 

aMI  +  71    __   |^7H  /V.W 

WO   m  und  n  als  positiv  und  ganz   angenommen  werden   sollen.     Es 
führt  zu  Kurven,  die  sich  der  durch 

=  p''x'' .     (8) 


qm  4-  71 


1)  Der  allgemeinste  Fall,  in  welchem  s  ==  a  log  —  ,    reduziert  sich  auf  den 

obigen,    wenn   man   den  Anfangspunkt   verlegt   und    die  positive  Richtung  des 
Bogens  ändert  (vgl.  die  Note  1,  S.  543). 
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ausgedrückten  Eigenschaft  erfreuen.     Schreiben  wir  folgendermafsen 

7n       m-\-n 
X  =  p      ^  •  5     "*      , 

SO  sehen  wir^  dafs  die  neuen  Kurven  dadurch  charakterisiert  sind^  dafs 
die  Abscisse  proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist.  Sie 
wurden  zuerst  von  C.  R.  Fleischer^);  dann  von  B.  Tortolini  und 
M.  Cantor  in  den  vorhin  erwähnten  Arbeiten  und  neuerdings  von 
C.  Nies^)  und  R.  Müller^)  untersucht.  Zunächst  wollen  Avir  ihre 
natürliche  Gleichung  aufsuchen;  da  hier 

m  n 

so  setzen  wir  der  Kürze  wegen 

m 
P>n-\-n  ,^  ^  ^ ,^  „  ^ 

^  ^  m  -j-  n        ^ 

Indem  wir  Gleichung  (7)  benutzen^  erhalten  wir  nun 

B  =  -^  ax^'  y(rV^2(^.-i)„ri . 
II  —  1         '^  '  ^ 

und  da    s  ==  a-  x^' ,  so  wird 


^^"(/«•■«'O 


2(/C^~l) 


i?  =  ^.|/..v(y  ''  -1,    ....  (9) 

welches  die  natürliche  Gleichung  der  transformierten  Kurve  ist^).  — 
Die  Gleichung  (6)  liefert  im  vorliegenden  Falle 

^=    /   ^te|/(-^-^-)i9-  +  -.^~-+-_l,     .       .       .       (10) 

daher    hängt    die    Bestimmung    der    Kurvengleichung    von    der   Inte- 
gration eines  binomischen  DiflPerenzials  ab.    Nun  ist  dieses  integrierbar^ 

wenn    die    eine    oder    andere    der    beiden   Zahlen     ~- — -  =  q     oder 

-- —  =T  eine  stanze  Zahl  ist.    Wir  können  alsdann  die  Gl.  (8)  schreiben 

s^i  =  px'^^~'^  y     oder     s^'^'^'^  =  px'^'^  y 
welche  beiden  man  in  die  eine  zusammenfassen  kann 

s^  =  px^~^j (11) 

1)  Von  den  Curven,  hei  iv eichen  s^^^ '^ ^  =  p^  -  x^  ist  (Progr.  Grimma,  1849). 

2)  Untersuchungen  über  Curven,  deren  Bogen  einer  Potenz  der  Abscisse  pro- 
portional  ist  (Progr.  Darmstadt,  1887). 

3)  lieber  die  Kurven,  deren  Bogen  einer  Potenz  der  Abscisse  proportional 
ist  (Progr.  Berlin,  1889);  daselbst  wird  eine  bemerkenswerte  Anwendung  der  spe- 
ziellen Funktion  p  von  Weierstrafs  gemacht. 

4)  Daraus  könnte  man  ableiten ,  dafs  die  in  Rede  stehenden  Kurven  die 
Evoluten  von  Ribaucour' sehen  Kurven  sind,  welch  schönen  Satz  man  E.  Cesäro 
{Sur  une  note  de  geometrie  infinitesimale ,  Nouv.  Ann.  3.  Ser.  XIII,  1894)  verdankt. 
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wo  l  eine  ganze,  positive  Zahl  ist.     Die  entsprechenden  Kurven  ge- 
hören einem  System  mit  den  Charakteristiken  |[i  =  2A-,  i^  =  2  an; 

-,_    )  a  setzt,  indem 
dann 

• (10') 


(  1         11: 
^2/  U*  —  a;*^  J 


dx  1 

Bemerken  wir  auch,  dafs  man  infolge  dieser  Beziehung  hat 


jS  =  Äa^;2;"^  K(^'^  — ^'^  .   ......     (9') 

Beispiele:  Für  den  kleinsten  Wert  von  h,  nämlich  ä;  =  2,   er- 
hält man  ^ 

s^=px,      p  =  4taj       R  =  2a^ya  —  X] 

eliminiert  man  jo  und  Xj  so  wird 

welches  eine  Cykloide  darstellt  (s.  Nr.  200). 
Für  den  folgenden  Wert,  ]c  =  S,  hat  man 


27  ~    ~l/'~  ^       - 

und  nach  Elimination  von  J9  und  x 


welche  Gleichung  einer  regulären  Astroide  zukommt  (s.  Nr.  103). 

Welchen  Wert  auch  die  ganze  Zahl  h  haben  möge,  man  gelangt 

immer  zu  einer  bequemen  analytischen  Darstellung  der  Kurve,  wenn 

^^^  ^^^^^  x  =  amn^ip (12) 

Die  Gleichung  (10')  giebt  nämlich  dann 

dy  =  ha  sin^~  ^  cos^  (p-d(p , 
daher  ij  =  ka  (J'sin^-  ^cp-dq)  — Jsin^  cp  •  dcp)  ; 

die  beiden  angedeuteten  Integrationen  lassen  sich  durch  ein  bekanntes 
Verfahren^)  ausführen  und  liefern 


1)  S.   z.  B.  die  von   Serret   in    seinem  Cours  de  calcul  integral  (2.  Aufl. 
Paris  1880)  S.  78  angegebenen  Formeln. 
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k  —  i 

1-        -S^(fc-3)(7t-5)....(/<;-2r+l), 


(  '•=-1 


r  =  l 

,     (fc  — 3)(fc  — 5)....3-l  ,  ,     .. 

+  ;;;;_2)(il-4)....4.^y'     wenn  Ä;  gerade  .st, 

^(7e_3)(Ä_5)...(/.-2r+l)    .    ,_2,. 


(13) 


ffl  cos  o) !  sin*-  ^  o)  -  y(/^-3)(^-5)...(/.-2r+i)   .  4_  2,_  ,     I 
fflC0S9)|Sin        9       ^    (j(;_2)(S_4).,..(*-2r)    ®™  ^J' 

r  =  l 

wenn  h  ungerade. 

Die  Gleicliungen  (12)  und  (13)  liefern  die  gewünschte  Darstellung  der 
Kurve  ^  die  für  ein  gerades  h  transscendent^  für  ein  ungerades  al- 
gebraisch ist. 

Ähnlich   der  Gleichung  (8)^  von  der  wir  ausgingen^  ist  folgende 
die  durch  Umkehrung  des  Vorzeichens  von  m  entsteht: 

gw-m^^-m^^ (14) 

Aus  ihr  folgt 


die  Integration  wird  ausführbar^    wenn  die    Zahlen  m  und  n   derart 

— ,    oder   r  ==  ~ — 

2771     ^  2  m 


sind,    dafs    eine    der   beiden  Gröfsen    Q  =  —^ ,    oder   r==~ —    eine 


ganze  Zahl  wird;  infolgedessen  hat  man 

n  =  {2c[-\- l)m,       oder    n  =  2mrj 
und  die  Gleichung  (14)  nimmt  folgende  Gestalten  an 

§22=^-1^22+1^  oder       s2r- l_,^-1^2r^ 

die  man  in  die  eine  zusammenfassen  kann 

s^^p-i.x^c+i (-15^) 

Aus  der  Bemerkung^  dafs  diese  aus  (11)  hervorgeht^  wenn  man  das 
Vorzeichen  von  h  wechselt^  ergiebt  sich^  dafs  für  die  neuen  Kurven 
offenbar  die  Formeln  bestehen,  die  aus  (9'),  (10)  durch  denselben 
Zeichenwechsel  hervorgehen.  Es  besteht  demnach  auch  eine  analoge 
analytische  Darstellung,  wie  sie  aus  (12)  und  (13)  hervorgeht,  was 
der  Leser  leidit  verifizieren  kann.  Auch  gehört  jede  Kurve  dieser 
neuen  Art  im  allgemeinen  einem  System  mit  den  Charakteristiken 
li  =  2h^  ^  =  2  an.  —  Vom  Werte  Jv  =  0  abgesehen  (welcher  eine 
Gerade  liefert)  ist  der  kleinste  Wert,  den  man  nehmen  kann,  k=l  . 

Dann  wird  (15)  , 

x^  =  ps  y      und  (7)  liefert     B  =  ^^-^-^ — ■^~  -^ 
durch  Elimination  von  x  erhält  man 


jR 


=<t)-^ 
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als  natürliche  Gleichung  der  fraglichen  Kurve;  rufen  wir  uns  die 
Gleichung  (12)  aus  Nr.  234  ins  Gedächtnis  zurück^  so  gelangen  wir 
zu  dem  Schlüsse^  dafs  diese  Kurve  hier  eine  Evolute  der  Ketten- 
linie ist^).  —  Bei  dem  folgenden  Werte  ^  =  2  erhält  man  x^  =  ps^] 
die  Gleichung  (6)  liefert  dann 

und  nach  vollzogener  Integration 

/27  y  +  cy^  /9x      .y 

welche  Gleichung  eine  semikubische  Parabel  darstellt. 

Fassen  wir  zusammen^  so  sehen  wir^  dafs  unter  den  Kurven^  bei 
denen  die  Abscisse  proportional  einer  Potenz  des  Bogens  ist^  sich 
(abgesehen  von  der  Geraden)  vier  uns  schon  bekannte  Linien  finden; 
zwei  davon  sind  algebraisch,  die  semikubische  Parabel  und  die  reguläre 
Astroide,  zwei  sind  transscendent,  die  Cykloide  und  die  Evolute  der 
Kettenlinie.  Als  Grenzfall  [a  ==  oo)  findet  sich  dann  noch  eine  fünfte, 
die  erwähnt  werden  möge;   um  zu  finden,  welche  Kurve   alsdann  der 

Gleichung  s  =  ax^'-   entspreche,    machen  wir  a  =  —  ,  wo  a  eine  neue 

Konstante  ist;  wir  werden  dann  schreiben  können 

^1^1               pf(  log  X 
S  =  CCj  =  cc-~j~  ==  «  log^  —  ^  (log^)2  + ; 

wenn  nun  ^  sich  der  Grenze  0  nähert,  so  wird 

s  =  a  log;r, 
wodurch  (vgl.  Nr.  230,  Gl.  (7))  eine  Traktrix  dargestellt  wird. 

247.  Die  Kurven,  mit  denen  wir  uns  augenblicklich  befassen, 
erfreuen  sich  besonderer  Eigenschaften,  die  ihr  Vorkommen  bei  Auf- 
gaben aus  der  Mechanik  und  Geometrie  bewirken,  wie  wir  jetzt  dar- 
legen wollen: 

Aufgabe  I.  Eine  Linie  von  der  Beschaffenheit  zu  finden,  dafs 
die  Ordinate  des  Schwerpunkts  eines  ihrer  Bogen  proportional  einer 
beliebigen  positiven  Potenz  dieses  Bogens  sei. 

Auflösung.  Sind  x^^  y^  die  Koordinaten  des  Bogenschwerpunktes, 
so  hat  man  bekanntlich 

sxg=fx'ds,         sy^==fy'ds', (16) 

daher  wegen  der  Bedingungen  des  Problems 


1)  Diese  Evolute  gehört  zur  Klasse  derjenigen  Kurven,  von  denen  jede 
durch  Bewegung  eine  Fläche  erzeugen  kann,  die  als  Krümmungslinien  die  cx)^ 
Lagen  der  Erzeugenden  hat;  vgl.  die  Arbeit  von  Hazzidakis,  FläcJienerzeugimg 
durch  Krümmungslinien  (Grelles  Journ.  XCVIII,  1885). 
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oder  Jy.ds  =  ks'''  +  ^ , 

und  wenn  wir  differenzieren, 

welche  Gleichung  nicht  wesentlich  von  denjenigen  verschieden  ist^ 
durch  welche  die  vorhergehenden  Kurven  charakterisiert  waren. 

Aufgabe  IL  Eine  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  die  Ordinate 
des  Bogenschwerpunkts  proportional  der  Ordinate  des  Bogenend- 
punktes  ist. 

Auflösung.     Schreiben  wir  die  zweite  Gl.  (16)  folgenderweise 

s 

so  haben  wir,   weil  y^=  ]cy^ 

s 

1^sy=Sy'ds, 

0 

und  durch  Differenzieren 

]c(S'dy  -\-y'ds)  =  y-ds , 

T  1  — h  ds        dy 

oder  —i =  -^  : 

fc       s  y  ^ 


l  —  Jc 

Je       . 


und  nach  Integration  y  ^=  as 

dies  zeigt,  dafs  die  gesuchte  Kurve  sich  nicht  von  derjenigen  unter- 
scheidet, bei  welcher  der  Bogen  proportional  der  Potenz  einer  der 
beiden  kartesischen  Koordinaten  des  Endpunktes  ist.  —  Häton  de 
la  Goupilliere^),  der  diese  beiden  Aufgaben  gelöst  hat,  schlug  vor, 
die  so  erhaltenen  Kurven  barocentrische  Kurven  zu  nennen. 

Aufgabe  III.  Eine  Kurve  zu  finden,  bei  welcher  jeder  Bogen 
an  Länge  gleich  dem  n^^""  Teile  der  Differenz  zwischen  den  Längen 
der  Tangenten  in  den  beiden  Endpunkten  ist^). 

Auflösung.  Die  der  Aufgabe  entsprechende  Gleichung  ist  offenbar 
folgende 


nJYdx^  +  ^y^ 


'V'+es' 


äy 
dx 


setzen  wir  zur  Abkürzung  -p  ==  i>  nnd  differenzieren,  so  erhalten  wir 

dp 

y-d^ 


nl/l  +  p2  _  yi  ^  ^2 . 


p2l/l_|-p2 


1)  BecJierches  sur  les  centres  de  gravite  (Journ.  de  l'Ec.  polyt.  Heft  XLIII, 
1870). 

2)  0.  Werth,  Über  eine  Klasse  von  Curven,  ivelehe  die  Eigenschaft  haben ^ 
dafs  ein  Vielfaches  der  Bogenlänge  gleich  ist  der  Differenz  der  Tangenten  (Progr. 
Celle,  1874). 
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oder 

(i-«Mi+/)  =  ^|f 

da  aber 

dp         P'dp 
dx           dy    ^ 

so  ist 

(1    n)''y  ^''p     f_f\ 

^              ^    y             p            1+lJ' 

Durch  Integrieren  ergiebt  sich 

yx-p^' 

WO  a  die  Integ] 

•ationskonstante.     Es  ist  aber 

dy 

p                          dx                     t 

y.+,.     y,^(Ä)- 

daher 

ds  ==  ay'^~'^'dy , 

und 

s^^y^. 
n  ^ 

ds 


Die  gesuchten  Kurven  sind  also  dieselben^  von  denen  in  voriger  Nr. 
die  Rede  war. 

24:8.  Eine  andere  Modifikation  der  Idee  Varignons  ist  neueren 
Ursprungs  und  möge  gleichfalls  hier  erwähnt  Averden.  Zahlreiche  Geo- 
meter  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  gebrauchten  den  Koordinatenbegriff 
häufig  nicht  in  dem  engeren  Sinne/ wie  er  sich  bei  Descartes  findet^ 
sondern  in  einem  viel  weiteren^  wie  man  aus  den  Werken  Leibniz'  ersieht. 
Dies  zeigt  uns  unter  anderen  auch  eine  Arbeit  von  G.  Manfredi^)^ 
wo  als  Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene  der  senkrechte  Abstand  ti 
von  einer  festen  Kurve  K  und  der  von  einem  festen  Punkte  0  dieser 
Kurve  bis  zum  Fufspunkte  jener  Senkrechten  gerechnete  Bogen  s  ge- 
nommen werden.  Um  diesem  Systeme  die  wünschenswerte  Präzision 
zu  geben,  hat  man  noch  auf  der  Kurve  K  eine  positive  Richtung  an- 
zunehmen; ist  diese  bestimmt,  so  ist  damit  auch  der  positive  Sinn 
auf  jeder  Tangente  festgelegt  und  damit  auch  zugleich  auf  jeder  Nor- 
malen, wenn  man  die  Bestimmung  trifft,  dafs  der  positive  Teil  der 
Normale  in  derselben  Weise  zum  positiven  Teile  der  Tangente  liegen 
soll,  wie  die  positive  Richtung  der  y-Axe  zur  positiven  ^-Axe;  als- 
dann haben  nur  alle  die  auf  diesem  Teile  der  Normalen  gelegene 
Punkte  die  positive  Koordinate  u  ^).  Wir  betrachten  nun  einen  Punkt  P 
einer  beliebigen  Kurve  F  und  bezeichnen  seine  Koordinaten  in  Bezug 
auf  die  Kurve  K  mit  s,ii,  und  nehmen  dann  ein  rechtwinkliges  kar- 
tesisches  System  und  betrachten  in  diesem  den  Punkt  P^  mit  den 
Koordinaten  x  =  s,         «/  =  ^^ ; 


1)  De  constructione  aequationum  differentialium  primi  gradus  (Bononiae  1707). 

2)  Anwendungen  dieses  Systemes  finden  sich  in  dem  Aufsatze  von  E.  Ma- 
thieu,  Sur  les  coordonnees  curvüignes  (Liouville's  Journ.  3*^  Ser.  VIII,  1882). 
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der  Ort  der  Punkte  P^  ist  dann  eine  Kurve  F^^  die  man  die  Bild- 
kurve  von  F  in  Bezug  auf  K  nennt ^).  Somit  läfst  sich  jede 
Kurve  F  in  eine  andere  F^  verwandeln.  So  ist  z.  B.  die  Bildkurve 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r,  von 
dessen  Mittelpunkt  sie  den  Abstand  a  hat^  die  (trigonometrische)  Kurve 

y  = 

Die  neue  Kurve  F^  kann  nur  dann  algebraisch  sein^  wenn  die  Grund- 
kurve K  algebraisch  rektiiizierbar  ist;  G.  de  Longchamps^)  hat  ein 
Verfahren  angegeben^  um  die  Tangente  an  r\  zu  konstruieren,  wenn 
die  Konstruktion  der  Tangente  von  F  bekannt  ist. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt^),  dafs  man  die  Koordinaten  Verwand- 
lung auch  in  der  Weise  vornehmen  kann^  dafs  man  umgekehrt  von 
einer  Kurven gieichung  in  beliebigen  Koordinaten  zu  kartesischen  über- 
geht. Als  Beispiel  diene  folgendes:  Die  Polargleichung  eines  Kreises 
lautet,  wenn  der  Pol  die  Entfernung  a  vom  Mittelpunkte  hat, 

ql^  —  2^9  coso  =  r^  —  a^ , 

Trägt  man  nun  im  kartesischen  System  die  Winkel  als  Abscissen, 
die  Vectoren  als  Ordinaten  ab,  so  erhält  man  die  Kurve 

y'^  —  2ay  cos^  =  r^  —  a^. 

Sie  besteht  aus  einem  fortlaufenden  Wellenzuge  (ähnlich  wie  die 
Sinuslinie),  wenn  a^r^  dagegen  aus  unendlich  vielen  getrennten, 
geschlossenen  Ovalen  oberhalb  der  :r-Axe,  und  symmetrisch  zu 
beiden  Seiten  der  y-Axe  verteilt,  so  dafs  das  erste  von  dieser  selbst 
halbiert  wird,  wenn  a>r  (Taf.  XVI,  Fig.  132). 


Zweites  Kapitel. 
Die  Verfolgungskiirven. 

249.     ;;Ein  Punkt  J.  (^z;',  ^')  beschreibe   die   durch   die  Gleichung 

f{^',y')==o (1) 

dargestellte  Kurve  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit:  es  soll  der  Ort 
eines  Punktes  B(x^y)  gefunden  werden,  der,  mit  konstanter  Geschwin- 
digkeit sich  bewegend,  immer  auf  den  Punkt  Ä  zueilt.^^     Die  gesuchte 

1)  M.  Petrovicli,  Sur  un  Systeme  de  coordonnees  semi-curviUgnes  (Prager 
Ber.,  1898). 

2)  Les  coiirhes  images  et  les  coiir'bes  symetriques  (Nouv.  Ann.,  3*"  Ser.  XVIII, 
1899). 

3)  Bemerkung  des  Übersetzers. 
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Kurve  heilst  gewöhnlich  Verfolgung s kurve ^)  oder,  von  dem  Beispiele 
des  auf  seinen  Herrn  zueilenden  Hundes ,  auch  die  Hundekurve, 
bei  französischen  Greometern  courbe  du  chien.  Da  man  diese  Kurve 
auch  erhalten  würde,  wenn  B  sich  so  bewegt,  dafs  er  immer  in  der 
Richtung  von  A  nach  B  entflieht,  so  ist  auch  mit  gleicher  Berech- 
tigung der  Name  Fluchtkurve  oder  Fliehkurve  in  Gebrauch^). 

Das  oben  ausgesprochene  Problem  wurde  auf  Lionardo  da 
Vinci  zurückgeführt,  indem  S.  Günther^)  eine  Stelle  in  dem  Werke 
des  grofsen  italienischen  Malers  in  dieser  Weise  auslegte;  unabhängig 
von  ihm  begegnete  diesen  Kurven  Bouguer^),  von  welchem  die  erste 
Lösung  herrührt''^);  aber  von  denen,  die  der  Ansicht  von  0.  Terquem^) 
sich  anschliefsen,  wird  dieses  Verdienst  dem  Dubois-Ayme,  welcher 
im  Anfange  des  19.  Jahrhunderts  Zolldirektor  in  Foligno  (Pro v.  Perugia) 
war,  zugewiesen"^).  Jedenfalls  steht  fest,  dafs  das  Problem  erst  in  dem 
Jahrzehnt  von  1800 — 1810  untersucht  und  in  seinen  Hauptzügen  gelöst 
worden  ist.  —  Wie  es  gelöst  werden  kann,  ersieht  man,  wenn  man 
beachtet,  dafs  in  jedem  Punkte  der  Bahnlinie  von  B  die  zugehörige 
Tangente  durch  den  Punkt  A  in  der  zugehörigen  Lage  hindurchgehen 
mufs;  infolgedessen  haben  wir  zunächst  die  Relation 

{y'-y)  =  {x'~x)%. (2) 

Ist  anderseits  n  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  der  beiden  be- 
trachteten gleichförmigen  Bewegungen,  so  hat  man 


ydx^  +  dy^  =  n'Ydx:'  +  dy\ 

Aus  (1)  und  (2)  sowie  ihren  Ableitungen  ergeben  sich  x,  y,  -^ ,  -^ 
als  Funktionen  von  x,y,  -^,  -^\  werden  diese  Werte  in  (3)  ein- 
gesetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

1)  Im  18.  Jahrh.  war  der  Name  courbe  de  poursuite  synonym  mit 
Tractorie;  s.  M.  Cantor,  Vorlesungen  üb.  Gesch.  d.  Math.  III,  2.  Aufl.  (Leipzig 
1891)  S.  786.      . 

2)  Da  die  Operation,  durch  welche  man  von  einer  Kurve  zu  ihrer  Ver- 
folgungskurve kommt,  als  ein  Ableitungsgesetz  betrachtet  werden  kann,  so  haben 
wir  die  fraglichen  Kurven  an  dieser  Stelle  behandelt. 

3)  Studien  zur  Geschichte  der  math.  und  phys.  Geographie  (Halle  1878);  vgl. 
eine  Note  von  Brocard  in  Nouv.  Corresp.  Math.  VI,  1880,  S.  211—13. 

4)  Sur  de  nouvelles  courhes,  auxquelles  on  peut  donner  le  nom  de  lignes  de 
p)0ursuite  (Mem.  de  Paris  1732). 

5)  M.  s.  auch  Maupertuis,  Solution  d'un  proUeme  de  geometrie  (D^^). 

6)  Nouv.  Ann.  de  Math.  VIII,  1849,  S.  91—93. 

7)  Vgl.  eine  Bemerkung  in  Corresp.  sur  VJEcole  polyt.  (II,  S.  275)  und  die 
daraus  entstandenen  Arbeiten  von  St.  Laurent,  C.  Sturm,  Quer r et  und 
Tedenat  in  Gergonnes  Ann.,  XIII,  1822—28. 
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^(-.!'.s.ä-j)=« (*) 

und  damit  ist  die  Untersuchung  der  Verfolgungskurve  der  Kurve  (1) 
auf  die  Integration  dieser  Grleicliung  zurückgeführt. 

Die  Integration  ist  vollständig  ausführbar^  wenn  die  Bahn  des 
Punktes  Ä  eine  Gerade  ist.  Nehmen  wir  diese  als  y-Axe^  so  werden 
die  Gleichungen  (1)  und  (2) 


x' 

=  0, 

y 

=  y 

^    dx' 

und  liefern 

dx' 
dx 

=  0, 

dy 
dx 

=  - 

d^y 
^dx'  ■ 

Die  Gleichung 

iß) 

wird  alsdann 

^dx' 

=. 

^]/i 

+ m- 

Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  giebt  es  keinen  besseren  Weg,  als 
zu  dem  klassischen  Verfahren  seine  Zuflucht  zu  nehmen,  indem  man 

-/-  =  p  setzt.     Dann  hat  man 

dx        ^ 

dp  t/3 — , 9  T  dx  dp 

—  x^-  =  nVl'-f-  p^       oder     n — = , 

dx  ^       ^  -^  X  t/i  _j_^2 

Durch  Integrieren  bekommt  man,  wenn  c  die  Integrationskonstante  ist^ 

ex"" 


Daraus  folgt: 

p  +1/1  +  P^  =  C^'X""^^         p  —  ]/l  +i^^  =  —  Cä 
und  2  p  ==  c~^'  x~^  —  cx'^. 

Setzt  man  nun  für  p  seinen  Wert  ein,  so  erhält  man 

2dy  =  c~'^'X~~^'dx  —  cx^-dXj 
und,  wenn  integriert  wird, 

^-i^  +  i  c 

-ir^  +  ^,    wenn  n^l 


2(2/_2,„)  =  P(-'*  +  ^)       ^  +  ^         '  .    .     (5) 

1  CX^ 

—  los:  ^ ZT-  »  wenn  ^  ==  1  1 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Verfolgungskurve  der  Geraden,  jenach- 
dem  die  Punkte  A  und  B  sich  mit  ungleicher  oder  gleicher  Ge- 
schwindigkeit bewegen;  im  letzteren  Falle  ist  die  Kurve  transscendent, 
im  ersteren  algebraisch  oder  interscendent,  jenachdem  n  rational  oder 
nicht;  ist  insbesondere  n  eine  ganze  Zahl,  so  haben  wir  (vgl.  N"r.  118) 
eine  parabolische  Kurve  vor  uns^). 


1)  Die  Behauptung  in  Salmon-Fiedler,  Änalyt.  Geom.  der  höh.  ebenen 
Curven,  IL  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  379,  „Die  Kurve  ist  daher  algebraisch,  den  Fall 
n  =  1  ausgenommen"  ist  also  nicht  ganz  genau. 

L  o  r  i  a ,  Ebene  Kurven.  39 
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Wenn  die  Bahn  des  Punktes  Ä  ein  Kreis  wäre^  so  würde  die  des 
Punktes  B  eine  Integralkurve  der  Gleichung 

03     L  \dxj    J  ^     -"   dX .nr. 

sein^  wo  09  die  Winkelgeschwindigkeit  von  A,  6  die  Geschwindigkeit 
von  ß^  und  a  der  Radius  des  gegebenen  Kreises  ist^);  diese  Differenzial- 
gleichung  ist  jedoch  noch  nicht  integriert  worden. 

250.  Mit  den  verschiedenen  Verallgemeinerungen^  welche  der 
Begriff  der  Verfolgungskurven,  insbesondere  durch  0.  Sturm^)  und 
E.  Cesäro^)  erfahren  hat,  wollen  wir  uns  nicht  aufhalten;  dagegen 
erscheint  es  uns  angebrächt,  hier  ein  geometrisches  Problem  mitzu- 
teilen, welches  von  der  Verfolgungskurve  der  Geraden  gelöst  wird, 
zumal  es  uns  mit  einer  neuen  analytischen  Darstellung,  sowie  mit  ver- 
schiedenen Eigenschaften  dieser  Kurve  bekannt  macht.  Das  Problem, 
um  das  es  sich  handelt,  ist  folgendes:  „Eine  Kurve  T  zu  finden,  von 
der  Art,  dafs  zwei  beliebige  Tangenten  derselben  auf  einer  gegebenen 
Geraden  eine  Strecke  ausschneiden,  die  in  einem  bestimmten  Ver- 
hältnisse zu  dem  von  den  Berührungspunkten  begrenzten  Bogen 
stehen"^). 

Es  seien  (Taf.  XVI,  Fig.  133)  t  und  t'  zwei  beliebige  Tangenten 
von  F,  P  und  P'  die  Berührungspunkte,  I  und  T  die  Schnitte  mit 
der  gegebenen  Geraden  r.  Nach  der  Annahme  ist  dann,  wenn  das 
bestimmte  Verhältnis  mit  n  bezeichnet  wird,  arc  FP^ :  IT  =  n ; 
wenn  nun  der  Punkt  I  gleichförmig  die  Gerade  r  durchläuft,  so  mufs 
dieses  ebenso  der  Punkt  P  auf  F  thun,  während  immer  die  Tangente 
auf  den  Punkt  /  gerichtet  ist;  damit  ist  hinlänglich  bewiesen,  dafs  F 
die  Verfolgungskurve  der  Geraden  r  ist. 

Die  so  erhaltene  neue  Definition  unserer  Kurve  führt  auch  leicht 
zu  ihrer  analytischen  Darstellung.  Wir  bezeichnen  mit  P^  einen  festen 
Punkt  von  F  und  mit  t^  die  zugehörige  Tangente  und  mit  I^  den 
Schnitt  von  t^  mit  r;  wir  setzen  ferner  FqF  =  s ,    1^1=^6   und  be- 


1)  S.  eine  von  Brocard  1877  in  der  Nouv.  Corresp.  Math,  und  von  neuem 
1883  in  Mathesis  vorgelegte  Frage,  die  1886  von  Keelhoff  (Mathesis  YT)  ge- 
löst wurde. 

2)  Extension  du  proNeme  des  courhes  des  poursuite  (Ann.  de  Math.  XIII, 
1822--23). 

3)  Proprietes  d\me  courbe  de  poursuite  (Nouv.  Ann.  de  Math. ,  3®  Ser.  II, 
1883);  Sur  les  lignes  de  poursuite  (Das.  V,  1886);  Les  lignes  hary centriques  (Ehendtis.). 

4)  Für  das  Folgende  s.  F.  Gaufs,  lieber  Gurven,  welche  die  Eigenschaft 
haben,  dafs  je  zivei  Tangenten  aus  einer  gegebenen  Geraden  eine  Strecke  aus- 
schneiden, tvelche  zu  dem  von  den  jßerührungspunhten  begrenzten  Bogen  in  einem 
gegebenen  Verhältnisse  stehen  (Progr.  Bunzlau,  1890). 
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zeichnen  mit  n  den  konstanten  Wert  des  Verhältnisses  — j^, — ;  als- 
dann ist  s  ==  ne.  Betrachten  wir  in  ähnlicher  Weise  einen  anderen 
Pnnkt  P'  Yon  F,  so  haben  wir  s==ne,  daher  s  —  s  =  n(e  —  e'). 
Dies  zeigt,  dafs  man  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  an- 
nehmen darf,  dafs  bei  dem  oben  ausgesprochenen  Problem  eine  der 
beiden  Tangenten  fest  sei,  und  es  bleibt  infolgedessen  die  entsprechende 
Eigenschaft  der  Kurve  im  allgemeinen  bestehen.  Jene  feste  Tangente 
soll  als  Anfangstangente  und  ihr  Berührungspunkt  als  Bogen- 
anfangspunkt  bezeichnet  werden.  Die  Gerade  r  nehmen  wir  als 
if/-Axe  und  bezeichnen  mit  r  den  Winkel,  den  die  positiven  Richtungen 
der  Tangenten  mit  der  x-Axe  bilden.     Dann  haben  wir 

^=.4^  =  ds,   . (7) 

COST  smT  ^  ^  ^ 

und  X=i  =  ^g^ 

ist  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  {x,  y).     Setzen  wir  darin 

X  =  0,  so  hat  man  OI^y  —  xi%x, 

und  wenn  wir    01^=^(1   setzen, 

IIq  ==  y  —  X  igt  —  d. 
Es  ist  aber    PPq  =  n  •  IIq  ,    und  daher    y  —  ri?tgr  —  d  =  -—s. 

Differenzieren  wir  und  benutzen  dann  die  Gl.  (7),  so  erhalten  wir 

dt  1     dx 

COS^T  n     COST^ 

oder  auch  ^^  ^  ^^ 

X  cos  T 

Durch  Integration  erhält  man 

log^  =  —  ^  log  tg  (^  -f  I)  +  C. 

Setzt  man  hierin  — —  =  cp (8) 

und  nimmt  an,  dafs  für  ä?  =  0,    cp  =  ß  werde,  so  ergiebt  sich 

was  man  auch  schreiben  kann  als 

X  =  aig^(Pf (9) 

wenn  man  c  ==  a  ctg^  ß  setzt.     Nun  liefert  die  Gl.  (7)  infolge  von  (8) 

dy  ==  dX'tgr  =  dX'  ctg2 cp  =  —  ^  ^  -dx] 

aus  (9)  aber  folgt  dx  =  na  tg^~^g) -d  ig q) , 

folglich  äy  ==^^  {tg''~^9>  —  tg^  9}  -dtgcp. 

39* 
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Integriert  man  nun  unter  der  Voraussetzung,  dafs  n=^lj  so  ergiebt  sich. 

22/  =  af^^^tg''  +  ig,-,-^tg''  +  Vl,    •     •     •     (10) 

wobei  angenommen  wird,  dafs  dem  y  =  Oy  (p  =  0  entspreche.  Für 
n=l  hingegen  liefert  die  vorige  Gleichung  ähnlich 

22/  =  a{logtg9P  — |tg2g)j (11) 

Die  Gleichung  (10)  bezw.  (11)  im  Verein  mit  (9)  liefern  die  ana- 
lytische Darstellung  der  Kurve  jenachdem  n=^l  oder  n=l.  Durch 
Elimination  von  q)  erhält  man  nun  folgende  beiden  Gleichungen 

n  —  1  n-\-l. 

[n — 1  \a/  n-\-l\a/ 

.■N©-0"] 

deren  wesentliche  Identität  mit  den  Gleichungen  (5)  der  Leser  so- 
gleich bemerken  wird. 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  S^  und  8^'  die  Subtangente  und  Sub- 
normale in  Bezug  auf  die  y-Axe^  mit  T^  und  JV^  die  Längen  der 
entsprechenden  Tangente  und  Normale,  so   erhalten  wir,   da  zufolge 

von  (8)  -— -  ==  tgr  =  ctg 2g),  folgende  sehr  einfachen  Ausdrücke: 


■  2y. 


(12) 


Ä„  =  —  x~-  =  —  T-V-  j         Ä/  ==  ^ ^  =  ;r  tg  2cD " 

y  dx  tg2cp^  y  dy  ö-r 

m  ds  X  -«r  ds 


(13) 


dx  ' 

dx 


'  dx         sin2(3p'  v  dy         cos  2  9 

Man  hat  ferner 

1 + {^\'=  _i-     [i  4-  i'^\'i 

^^\dx)         sin229'  l    ^  \dx)  ] 

^^d  daher  /^^^f  _       1        - 

l    ~^  \dxl  ]  sin2  2(p 

Aufserdem  ist         ^  _  ^ctg2y  _  _      2       d^  ^ 
djx^  dx  sin^2qp   dx  ' 

wenn  man  also  mit  R  den  Krümmungsradius  bezeichnet,  so  ist 

jj         1    ds 
2   dcp 
Jedoch  aus 

dx  =  na  tg^~'^(p'dig(p y         dy  =  -^-fe^^"^^  —  tg'^^(p)d  tg(p 

ergiebt  sich,  dafs     ^g~- ==  ^(tg"""  V  +  tg» (14) 

Somit  ist  R^'^^ (15) 

oder  auch  Ji  =  ^tg«- V(l +%V)^ (15') 
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Durch  Integration  von  (15)  erhält  man 

¥A.r=ri  tg"^"  V  +  ^-qri  ^g"^"^  Vj  +  ^onsi,,  wenn  n^\, 

■j  (log  tg^go  4"  ^g^^)  ;  wenn  n  ==  1; 

diese   Gleichungen  liefern   die  Rektifikation    der  Kurve.     Durch  Eli- 
mination Yon  tg9?  aus   diesen  und  aus   (15')  würde  man  die  natür- 
liche Gleichung  der  Kurve  erhalten. 
Man  hat  ferner 

fx-dy  =  '-^/(tgä''-^  -  ig'-,p)d  tgy 

2     \  2  n  —  1  2  n  +  1  /     '  ' 

diese  Quadraturformeln  setzen  natürlich  voraus^  dafs  ^=Hivi  ^^^ 
für  diesen  Fall  nötigen  Modifikationen  ergeben  sich  sehr  leicht^  wes- 
halb wir  sie  dem  Leser  überlassen.  Dasselbe  gilt  für  das  durch 
Rotation  um  die  ^-Ase  erzeugte  Volumen. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  eine  einfache  Eigenschaft  der 
durch  die  erste  der  Gleichungen  (12)  dargestellten  Kurve  für  den 
Fall  n^=2  mitteilen.     Diese  Gleichung  wird  alsdann 


y-<^-i)Va-') 


Sie  stellt  eine  in  Bezug  auf  Ox  symmetrische  Kurve  dritter  Ordnung 
dar,  die  durch  den  Anfangspunkt  geht,  den  Punkt  a)==3a,  ^==0 
zum  Doppelpunkte  hat,  in  welchem  die  Tangenten  mit  der  ^-Axe  die 

Winkel  —  bilden.     Die  Punkte  x==a,  v=-\--ir  sind  Kulminations- 

6  —    o 

punkte  und  der  unendlich  ferne  von  y  ist  ein  Wendepunkt  mit  der 
unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger  Tangente.    Nehmen  wir  eine 

Koordinatenverschiebung  vor  |  =  |^  —  ^?  V^yy  wobei  ^  =  -^,  so 
ergeben  die  Gleichungen  (9)  und  (10) 

^  p   cos  3  qp  jP    sin  3  9 

^  2    cos^gj  ^  '  2    cos^qp  ^ 

daher  ist  ^  , .,       t 

f  =  tg39>,     V^'+V'-I-^- 

Führen  wir  nun  Polarkoordinaten  ein,  so  haben  wir 

|  =  tg<B,     yf+7*  =  p, 

daher  ist  05  ==  3  op ,  9  =  ^  — ^ — ; 


1)  Siehe  Schlömilcli,  Uehungshuch  zmn  Studium  d.  höh.  Anal.  II.  (2.  Aufl., 
Leipzig  1874:)  S.  338,  Übungsbeispiel  18. 
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und  nach  Elimination 

von 

9 

Q  = 

p        1 

2         „  CO 
cos« -3^ 

oder  auch 

9 

3__ 

('.' 

1 
CO 

Die  fragliche  Kurve  ist  demnach  eine  Sinusspirale  mit  dem  Index  ~j 
(s.  Nr.  169);  erinnern  wir  uns  des  zu  Ende  von  Nr.  172  gelieferten 
Beweises^  so  sehen  wir,  dafs  sie  eine  Trisektrix  ist;  wir  werden  ihr 
binnen  kurzem  (in  Nr.  263)  wiederum  von  einem  ganz  anderen  Ge- 
sichtspunkte aus  begegnen. 


Drittes  Kapitel. 

Evoluten  und  Evolventen. 

251.  Die  sämtlichen  Normalen  einer  Kurve  J"  bilden  zugleich 
die  Tangenten  einer  anderen  Kurve  JT^,  welche  der  Ort  der  Krümmungs- 
centren der  Kurve  F  ist;  es  ist  dies  die  Kurve,  die  Huygens  zuerst 
im  III.  Teile  seines  berühmten  Werkes  Horologium  osciüatorium  be- 
trachtet hat,  dessen  erste  Bearbeitung  am  5.  Febr.  1665  vollendet 
wurde;  die  betreffende  Kurve  heifst  die  Evolute  oder  auch  Mittel- 
punktskurve ^)  von  Fj  während  umgekehrt  F  die  Evolvente  (oder 
Involute)  von  F^  heifst.  Jede  Kurve  hat  eine  bestimmte  Evolute, 
aber  unzählig  viele  Evolventen.  Denkt  man  sich  um  die  Kurve  F^ 
einen  Faden  geschlungen  und  wickelt  diesen  ab,  so  beschreibt  jeder 
mit  dem  abgewickelten  Faden  starr  verbundene  Punkt  eine  der  un- 
zählig vielen  Evolventen  von  F^;  aus  dieser  Erzeugungsweise  resul- 
tieren die  obigen  Bezeichnungen.  —  Die  Schnittpunkte  einer  Kurve 
mit  ihrer  Evolute  sind  Spitzen  der  ersteren. 

Wenn  die  gegebene  Kurve  algebraisch  und  n^^^  Ordnung,  und  ihre 
(rationale)  Gleichung  fUy\^() ^      n\ 

ist,  so  erhält  man  die  der  Evolute  r^,  indem  man  die  Enveloppe  der 
Geraden  t      ^r        y     ^t 

-r-  r^  •  •  • ^'^ 

dx  dy 

bestimmt.     Zu  diesem  Zwecke  hat  man  die  Ableitungen  nach  x  und  y 
von  folgender  Gröfse 


1)  Haas-Kleyer^s  Lehrbuch  der  Differentialrechnung,  III.  Teil  (Stuttgart 
1894)  S.  192. 
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{x-x)¥ 


{Y- 


oy 


+  lf 


gleich  Null  zu  setzen. 


(X  —  x) 


dxdy 


Somit  entstehen  die  Gleichungen 


dy    "^      dx  ' 


^  ^^  cxcy        ex    '        öy 


Eliminiert  man  hieraus  X,  so  bestimmt  man 

av  df      d'f  dfi      ,^     ^^^Yd'f  df 

dx\ 


\X-x)[^ 


dxdy  dy 


{y-y)\}, 


=  0. 


&Y  cf 


£/1 

dxj 


x  =  ^  +  ,g,     r= 

-y  +  ^Ty 

alsdann  liefert  uns  die  Gleichung  (3) 

d''f      8'f 

df 

\dx)     '    \dy)                     * 

dx^    dxdy 
dxdy    dy^ 

dx 
df 
dy 

df     df 

0 

dx       dy 

dy^  dx]         ^"^  '^''[_dx'^  dy        dxdy 

=(sr+(i-0' ■••(») 

Die  Gleichung  der  Evolute  entsteht  nun  durch  Elimination  von  x,  y 
aus  (1)  (2)  (3).  Nun  kann  man  die  Gleichung  (2)  durch  folgende 
beiden  ersetzen: 

(4) 


(5) 


Die  Gleichungen  (4)  liefern  die  analytische  Darstellung  der  Evolute^ 
vorausgesetzt  dafs  (1)  erfüllt  wird^  und  dals  q  den  durch  (5)  definierten 
Wert  hat. 

Um  nun  die  Ordnung  n^  der  Evolute  aufzusuchen^  kombinieren 
wir  die  Gleichungen  (4)  (5)  mit  der  einer  beliebigen  Geraden^  nämlich 

AX-\-BY+  C  =  0   ......     .    (6) 

und  erhalten 

u.  +  B,  +  0)  A  +  (4f  +  i^g) [(|-9'+  (|f)']  =  0. .  (,) 

Hieraus  ersieht  man^  dafs  die  gesuchte  Ordnung  n^  gleich  der  Zahl 
der  variabelen  Schnitte  der  Kurven  (1)  und  (7)  ist.  Da  nun  die  Kurven 
(1)  und  (7)  von  den  Ordnungen  n  bezw.  ö{n — 1)  sind^  so  hat  man 
im   allgemeinen   n^=?»n{n — 1).     Wenn  aber    der   Anfangspunkt  0 

1)  ein  Doppelpunkt  ist,  so  hat  auch  die  Kurve  (7)  daselbst  einen 
Doppelpunkt  mit  denselben  Tangenten  wie  die  ursprüngliche  Kurve^ 
daher   fallen  6  Schnittpunkte  der  beiden  Kurven    in  0;    ist  er  aber 

2)  eine  Spitze^  so  hat  die  Kurve  (7)  in  0  einen  dreifachen  Punkt 
mit  zwei  in  die  Spitzentangente  fallenden  Tangenten;  somit  fallen 
8  Schnitte  der  beiden  Kurven  in  0,    Hat  daher  die  Kurve  F  d  Doppel- 
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punkte  und  h  Spitzen^  so  erleidet  die  Ordnung  ihrer  Evolute  F^  eine 
Verminderung  um  6^^  -f-  8y^  Einheiten;  also  ist 

%  ==  ?>n{n  —  1)  —  Qd — 8Z:. 

Ist  nun  w  die  Zahl  der  Wendepunkte  von  (1)^  so  hat  man  bekanntlich 

%v  ==  3n{n  —  2)  —  6d  —  8ä^ 

daher  ist  %  —  w  =  3?^,      oder      n^  =  3ii  -j~  w , 

Folglich:  Die  Ordnung  der  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  F  ist 
im  allgemeinen  gleich  der  dreifachen  Ordnung  vermehrt  um  die 
Zahl  der  Wendepunkte  von  r.  Um  die  Klasse  v-^  der  Evolute  zu 
bestimmen^  suchen  wir  auf^  wie  viele  Normalen  der  Kurve  (1)  durch 
einen  beliebigen  Punkt  (X,  Y)  der  Ebene  gehen,  mit  anderen  Worten, 
wie  viele  (mit  diesem  Punkte  variabele)  Lösungen  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  haben.  Beachten  wir  nun,  dafs  die  Grleichung  (2)  einer  Kurve 
angehört,  die  durch  jeden  Doppelpunkt  von  (1)  geht  und  bei  jeder 
Spitze  die  entsprechende  Spitzentangente  berührt,  so  schliefsen  wir 
alsbald,  dafs  ^^^  =  n'  —  2d  —  U', 

nun  ist  bekanntlich  v  ==  n(n  —  1)  —  2d  —  5h ^ 

und  daraus  folgt  r^^  =  r  -f-  ^  ? 

folglich:  Die  Klasse  der  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  r  ist  im 
allgemeinen  gleich  der  Summe  der  Ordnung  und  Klasse  von  P.  — 

Wenn  man  schliefslich  noch  beachtet,  dafs  F  und  seine  Evolute  F^ 
Kurven  vom  selben  Geschlechte  sind,  so  sieht  man,  dafs  man  ge- 
nügend viel  Elemente  hat,  um  alle  Charakteristiken  der  Evolute  zu 
bestimmen. 

Modifikationen  treten  ein,  wenn  F  metrische  Besonderheiten  oder 
höhere  Singularitäten  besitzt^).  Da  wir  keinen  Raum  haben,  uns  mit 
diesen  Einzelheiten  zu  befassen,  so  verweisen  wir  auf  die  bezüglichen 
Arbeiten  von  Clebsch^),  Cayley^)  und  Halphen^);  es  sei  bemerkt, 
dafs  letzterer  die  Entdeckung  machte,  dafs,  wenigstens  von  einem  ge- 
wissen Range  an,  die  Ordnungen  und  die  Klassen  der  successiven 
Evoluten  einer  algebraischen  Kurve  zwei  arithmetische  Progressionen 
bilden,  welche  dieselbe  Differenz  haben. 

Das  Verfahren,  welches  von  der  Kurve  F  zu  J\  führt,  ist  von 
der  Art,  wie  wir  es  zu  Anfang  dieses  Abschnittes  besprochen  haben; 

1)  Salmon-Fiedler,  Höhere  ebene  Curven,  IL  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  119  ff. 

2)  lieber  die  Singularitäten  algebraischer  Kurven  (Crelle's  Journ.  LXIV,  1864), 

3)  On  the  theory  of  the  evolute  (PML  Mag.  XXIX,  1865;  Mathem.  Papers 
V,  S.  473). 

4)  S.  die  letzten  beiden  Artikel  der  Memoire  sur  les  points  singuUers  des 
courbes  algebriques  planes  dein  Institut  de  France  vorgelegt  im  April  1874,  und 
veröffentlicht  in  den  Mem.  pres.  par  divers  savants  etc.  (XXVI,  1879). 
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somit  kann  man  eine  ganze  Reihe  von  Kurven  betrachten^  unendlich 
nach  zwei  Richtungen  hin,  und  so  beschaffen,  dafs  jede  die  Evolute 
der  vorhergehenden  und  die  Evolvente  der  folgenden  ist.  Die  analy- 
tische Darstellung  einer  derartigen  Kurvenreihe  macht  sich  äufserst 
elegant,  wenn  man  natürliche  Koordinaten  anwendet.  Sind  nämlich 
R  und  s  Krümmimgsradius  und  Bogen  von  F,  B^  und  s^  die  von  F^^ 
£  und  £^  die  bezüglichen  Kontingenzwinkel,  so  erhält  man: 

ds  1  ds^  1    ^ 

ds  ~E'  ~dsl~~  B'/'> 

offenbar  ist  aber  ds^  ===  clE,       de^  =  ds  ^ 

T    T  T  ds        dB 

und  daher  -^  =  -^ ; 

daraus  folgt,  dafs  p         p<^^^         ^         p_|/,  rQ\ 

wo  c  eine  Konstante  bedeutet,  die  man  zwecbmäfsig  als  Null  an- 
nehmen kann,  wenn  der  Anfangspunkt  des  Bogens  auf  der  Evolute  in 
geeigneter  Weise  gewählt  wird.  Eliminiert  man  vermittelst  der  GL  (1) 
B  und  s  aus  der  natürlichen  Gleichung  von  P,  f(B^  5)  ===  0,  so  be- 
kommt man  die  natürliche  Gleichung  von  F^,  Umgekehrt  ergiebt 
sich  aus  (8)  —  in  welcher  Gleichung  wir  c  =  0  annehmen  wollen  — 

^  =  '^'        '-f^'    •    ^    •    •    •    •    (9) 

und  man  kann  alsdann  durch  eine  Elimination  die  allgemeine  Glei- 
chung der  Evolventen  einer  gegebenen  Kurve  ableiten. 

Machen  wir  sogleich  eine  Anwendung  von  diesen  Formeln.  Die 

Kurve  F^  sei  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a;  da  hier  B^===  a,  so  folgt 

aus  (9)  s  =  ~-,  es  ist  aber  s^=  B,  daher  ist  die  natürliche  Glei- 
chung der  Evolvente  eines  Kreises 

welches  Resultat  mit  dem  schon  (in  Nr.  209)  gefundenen  überein- 
stimmt. Um  die  natürliche  Gleichung  der  zweiten  Evolvente  des- 
selben Kreises  zu  finden,  haben  wir  also  zu  setzen  B^^==  2as^]  die 
Gleichuns:  liefert  dann 


-^ö 


1/2«  J 


s^ '  ds^ 


oder  da   s.  ==  B  ai 

und  dies  ist  die  natürliche  Gleichung  einer  Spirale  von  Sturm  oder 
Norwich  (s.  Nr.  320).  In  ähnlicher  Weise  würde  man  die  natürliche 
Gleichung  der  dritten,  vierten  Evolvente  u.  s.  w.  erhalten  können;  eine 
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Vergleichung  der  Resultate  führt  durch  Induktion  zu  dem  Schlüsse^ 
dafs  die  Gleichung  der  (n — 1)*®"^  Evolvente  sein  wird 

-ßn_    n^a    ,,_,^     . (10) 

(^  —  1) !  V     / 

Wir  wollen  dies  aber  durch  eine  vollständige  Induktion  beweisen, 
indem  wir  die  Gl.  (8)  benutzen.     Nehmen  wir  also  einmal  an,  dafs 

J{^  =  ft5^^-i     /wo  der  Kürze  wegen    ■,   __  .,  =  Je  gesetzt  wurde] 
die  Gleichung  der  (n  —  iy^"^  Evolvente  sei,  so  folgt  aus  (9) 

1         r  ~  S^ 

S  =     Y   I  h^^ '  ^h  ^^  1   ? 

n 
oder,  da  s^  =  B^  p^n  +  i^^  (l+jVj^gn^ 

Setzen  wir  nun  an  Stelle  von  k  wieder  seinen  Wert,  so  erhalten  wir 

nl 

Da  letztere  aus  (10)  hervorgeht,  wenn  man  für  n,  n  +  1  setzt,  so 
ist  die  allgemeine  Gültigkeit  von  Gleichung  (10)  bewiesen.  —  Es  möge 
noch  bemerkt  werden:  Da  alle  Normalen  des  Kreises  durch  einen 
Punkt  (den  Mittelpunkt)  gehen,  so  kann  man  sagen,  dafs  der  Kreis 
die  Evolvente  eines  Punktes  sei;  infolgedessen  stellt  die  Grleichnng  (10) 
die  n^^  Evolvente  eines  Piiiiktes  dar. 

Die  durch  Gleichung  (3)  dargestellte  merkwürdige  Kurvenfamilie 
wurde  wohl  zuerst  von  du  Bois-Ayme^),  dann  von  Whewell  schon 
bei  seinen  ersten  Untersuchungen  über  natürliche  Koordinaten-Geo- 
metrie^)  betrachtet,  sowie  viel  später  von  Sylvester^),  der  hernach 
auf  den  Rat  Cayleys  sie  mit  dem  Namen  Cycloden  belegte;  unab- 
hängig von  diesen  englischen  Geometern  beschäftigten  sichH.  Onnen^) 
und    E.  Cesäro^)    mit    ihnen.     Diese    Kurvenfamilie    ist   noch    einer 


1)  De  quelques  proprietes  des  rayons  de  courhure  et  des  developpees  planes 
des  courhes  planes  (Torino  Mem.  1809—1810;  Turin  1811). 

2)  On  the  intrinsic  equation  of  a  curve  and  üs  application  (Trans,  of  the 
Cambr.  pbil.  Sog.  VIII,  1879,  und  IX,  1851. 

3)  Note  on  the  successive  involute  to  a  circle  (Phil.  Mag.  4.  Ser.  XXXVI, 
1868)  und  Outline  on  the  theory  of  reduciUe  cyelodes  (Proc.  of  the  London  math, 
Soc.  II,  1869). 

4)  JDiscmsion  d'un  Systeme  de  spirales  d' apres  leurs  equations  essentielles 
(Arch.  neerlandaises,  X,  1875). 

5)  Lezioni  di  geometria  intrinseca  (Neapel  1896)  S.  33 ;  daselbst  ist  statt  (10) 

n^        _  H 
unrichtiger  Weise    E^  =  -r^as         geschrieben. 
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anderen  analytischen  Darstellung  fähig,  die  man  auf  folgende  Weise 
erhält^):  Da_^  wie  wir  gesehen  haben,  im  allgemeinen 

J?  =  T- ,       ds^  =  dB ,       d8^  =  ds,       JJ;^  =  — , 

,    ,  -r»         dB        d^s 

so  hat  man  M^  =  -y-  =  ~j^^ ; 

ähnlich  findet  man  für  die  zweite  Evolute 

d^B  d^'^^s 

•^2  =  Jis  ^1-  s.  w.     und  für  die  n'^    B^  =  -^-^^-  .     .      (11) 

Wenn  nun  diese  n^^  Evolute  ein  Punkt  ist,  so  hat  man  B^  =  Oj  und 
daher  durch  Integration 

5  =  ao£**  +  %£*^-lH \-Ctn-l^  +  %P     •       •       •       (12) 

wo  die  a  beliebige  Konstanten  sind.  Diese  Grleichung  stellt  also  die 
n^^  Evolvente  des  Punktes  oder  die  (n  —  1)*^  des  Kreises  dar,  und  es 
folgt  daraus,  dafs  dieselbe  rektifizierbar  ist,  wie  Sylvester  zuerst 
bemerkt  hat. 

Wir  bemerken  noch,  wenn  B^  =  f(e)  wäre,  so  hätte  man  zur 
Bestimmung  der  ursprünglichen  Kurve  die  lineare  Differenzialgleichung 

£f'=«') <") 

Bezeichnen  wir  mit  S  die  allgemeine,  und  mit  Sq  eine  spezielle  Lösung 
derselben,  so  haben  wir 

wo  die  ä  Integrationskonstanten  sind,  oder  wegen  Gleichung  (12) 

dies  beweist,  „dafs  die  Differenz  zwischen  den  Bogen  zweier  spezieller 
^^ten  Evolventen  einer  Kurve  gleich  dem  Bogen  einer  (n — ■  1)*®"^  Evol- 
venten des  Kreises  ist^V 

Die  Betrachtung  der  successiven  Evolventen-Krümmungsradien 
hat  Timmermans^)  zu  der  Entdeckung  eines  merkwürdigen  Punktes 
geführt,  die  unter  einer  gewissen  Bedingung  für  alle  ebenen  Kurven  gilt. 
Um  sie  darzulegen,  gehen  wir  von  den  bekannten  Relationen  aus 

dx  =  eosT'dSj        dy  =  ^mr-dSj     ...     .     (14) 

welche  die  gewöhnlichen  Koordinaten   eines  Kurvenpunktes  mit  dem 


1)  W.  J.  Cur  ran  Sharp,  On  the  successive  evohites  of  a  curve  (The  Mes- 
senger, IX,  1880). 

2)  Essai  sur  ime  nouvelle  theorie  des  coiirbes  dediiües  de  la  consideration 
de  leur  rayons  de  courhure  (Mem.  de  la  Soc.  de  Lille,  YI,  1828—29).  Ygl.  auch 
Note  sur  une  propriete  des  courhes  planes  d^ apres  M.  Timmermans,  par  un 
dbonne  (Nouv.  Ann.  2.  Ser,  II,  1863). 
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Bogen  s  und  dem  Winkel  t  verknüpfen,  den  die  Tangente  mit  der 
x-Axe  bildet.     Ist  nun  s  der  Winkel  der  Normalen  mit  dieser  Axe, 

so  ist  t-{-s  =  Yy  weshalb  ds  =  —  dt  ^  und  die  Formel  iJ^  = --  ist 
offenbar  äquivalent  mit  ds  ==  —  B^- dt  und  infolgedessen  werden  die 
Gleichungen  (14)  zu 

dx  =  —  -Rj  cos r  'dt ,         dy  =  —  Pi^  sin t -  dt ,    .     .     (15) 

ds 
Beachten    wir,    dafs    die    Formeln    i^^^^  = -^^    dB^  =  ds,^   im  all- 
gemeinen ergeben  -u         i      ^ 

Nachdem  dies  festgelegt,  wenden  wir  auf  die  erste  Gleichung  (15)  die 
teilweise  Integration  an,  benutzen  die  obigen  Beziehungen,  und  erhalten 

X  =  Const  ■ —  Ti?!  cos  t'dt  =  Const.  —  B^  sin  t  —  fiig  sin  t  •  dt 

=  Const  —  B-^  sin t  -\-  B^  cos t  +  fB^  cos t -dt 

oder 

X  =  Const.  +  (i?2  -—B,^-\-B^ )  cos t  —  (B^  —  B^-{-  B^ )  sin r. 

Nimmt  man  als  untere  Grenze  der  Integration  den  Punkt,  für  welchen 
X  =  ~  und  bezeichnet  im  allgemeinen  mit  r.  den  Wert  von  B-  für 
diesen  Punkt,  so  folgt 

^  =  (JRg  —  i?4  +  i?6  —  •••)  cos  r  —  (J?i  —  i?3  +  -??5 )  sin  t 

+  (^1  —  ^3  +  ^5 )  • 

Die  in  den  Klammern  stehenden  Reihen  enthalten  unendlich  viele 
Glieder;  wenn  man  nun  annimmt,  dafs  sie  unbedingt  kon- 
vergieren, so  kann  man  ihre  Summen  betrachten:  setzen  wir  also 

J?2-i?,  +  i?e-i?8+--  —  >5,;      B,~B,  +  B,-B,+  '''=S„ 

^2  —  r^  +r^—^8+"-=^^        ^1  —  ^3  +  ^5  —  ^7  +  •  •  •  =  ^^; 

so  erhalten  wir         x  =  S^-cost  —  ä^  •  sin  r  +  s^ ,  |  ..^. 


S^  •  sin  r  +  >S^  •  c<^s  t 


■  s, 


p ' 


Nun  sind  aber  die  Gleichungen  der  Tangente  und  der  Normale  in 
dem  betrachteten  Punkte  (^,  y) 

X  sin  r  —  F  cos  t  —  (x  sin  r  —  y  cos  r)  =  0 , 

X  cos  r  +  i^  sin  T  —  (x  cos  r  —  y  sin  r)  =  0 . 

Zufolge  der  Werte  aus  Gleichung  (16)  kann  man  schreiben: 

(X  —  s^)  sin  t  —  {Y+  8^)  cosr  +  Ä^  =  0, 

(X  —  s^)coso3  +  (y+  s^)goh(o  —  8^  =  0. 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dafs  der  Punkt  P(s^,  —  5^)  von  der  be- 
trachteten Tangente  und  der  Normale  die  Abstände  8^  bezw.  —8^ 
hat,  und  damit  ist  folgender  Satz  erwiesen :  Sind  für  einen  beliebigen 
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Punkt  M  einer  ebenen  Kurve  die  successiven  Evolventen-Krümmungs- 
radien B^,  II2J  Hgj » '  *j  so  gieM  es  in  ihrer  Ebene  einen  aus- 
gezeichneten Punkt,  für  vrelchen  die  von  ihm  auf  die  zu  M  ge- 
hörende Tangente  und  Normale  gefällten  Lote  die  Längen  B^  —  Hg 

+  1?5  -—    •  •  hezw.  B^—B^-^-Bq— haben,  vorausgesetzt,  dafs 

diese  beiden  Reihen  unbedingt  konvergieren.  Ist  dieser  Punkt  ein 
bestimmter  im  Endlichen  gelegener,  so  trägt  er  den  Namen  Kurvenpol 
in  Bezug  auf  den  Punkt  M. 

252,  Die  Untersuchung  der  successiven  Evoluten  und  Evolventen 
kann  auch  in  bequemer  Weise  nach  einer  anderen  Methode  ausgeführt 
werden,  deren  erste  Entdeckung  W.  P.  Hiern^)  gebührt,  die  jedoch 
erst  seit  1869  weiteren  Kreisen  bekannt  wurde  durch  J.  A.  Serret 's 
Cours  de  calcul  differentiel  et  integral^)  und  darauf  auch  von  anderen 
angewendet  wurde ^);  sie  beruht  auf  Folgendem: 

Es  sei  T  der  Winkel  der  Tangente  der  Kurve  F  mit  der  ;r-Axe, 
dann  wird  der  Abstand  dieser  Tangente  vom  Anfangspunkte  eine  ge- 
wisse Funktion  f{r)  von  r  sein,  und  die  Tangente  selbst  kann  dar- 
gestellt werden  durch  folgende,  sogenannte  magische  Gleichung 
der  Geraden 

U^ycosr  —  xsmr  —  /"W  =  0 (17) 

Ist  nun  die  Funktion  f  gegeben,  oder  beliebig  festgelegt,  und  man 
läfst  T  von  —  00  bis  -f-  cx)  variieren,  so  stellt  Gleichung  (6)  die  un- 
endlich vielen  Tangenten  der  entsprechenden  Kurve  F  dar.  Man  kann 
nun  annehmen,  dafs  J^  selbst  durch  die  Gleichung  (17)  dargestellt 
werde;  variiert  man  f^  so  werden  damit  sämtliche  Kurven  der  Ebene 
dargestellt.  Um  nun  die  Punktgleichung  von  F  zu  erhalten,  genügt 
es  (17)  mit  ihrer  Ableitung  nach  r  zu  kombinieren,  also  (indem  wir 
mit  2)  die  Differentiation  nach  t  bezeichnen)  mit  folgender  Gleichung 

2)i7=  — 2/sinT~;rcosr~/"(T)  =  0.     .     .     .     (18) 

Die  Gleichung  ^U=  0  stellt  eine  Gerade  dar,  die  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  Geraden  ü=  0  mit  ihrer  eigenen  Enveloppe  geht 
und  ist  zu  dieser  Geraden  senkrecht,  folglich  ist  sie  eine  Normale 
der  Kurve  F.  Damit  ist  gezeigt,  dafs  in  derselben  Weise,  wie  U=0 
die  Kurve  F  darstellt,  die  Gleichung  ^U=0  die  Evolute  r\  von  F 
darstellt.  Die  übliche  Darstellung  von  F^  würde  man  also  erhalten, 
wenn  man  Gleichung  (18)  mit  ihrer  Abgeleiteten  nach  r  kombiniert, 
also  mit  der  Gleichung: 

2)2 Z7=  —  yG08r  +  x  sinr  —  f\t)  =  0 .    .     .     .     (19) 

1)  On  the  magieal  equation  to  the  tangent  of  a  ciirve  (Quart.  Journ.  VI,  1864). 

2)  S.  Band  I,  S.  310  ff.  der  2.  Aufl.  (Paris  1879). 

3)  Nicolai  des,  Änalectes^  ou  Memoires  et  Notes  sur  les  diverses  parties 
des  mathematiques ^  VII  Livraison  (Athenes  1872);  Mansion,  Noiw.  Gorr.  math. 
I,  1874—75. 
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Um  aber  eine  Kurve  jT^,  die  Evolvente  von  F  darzustellen,  hat  man 
die  Grleichung  (17)  mit  dt  zu  multiplizieren  und  dann  zu  integrieren. 
Bezeiclinen  wir  diese  Operation  mit  S>~^;  weil  sie  der  Operation  2> 
entgegengesetzt  ist,  so  kann  das  Ergebnis  in  folgender  Weise  ge- 
schrieben werden, 

^-^U^y  sint  +  XQost  —ff  {r)'dr  =  0]     .     .     (20) 

mit  Variation  der  Integrationskonstanten  stellt  diese  Gleichung  die 
oü^  Evolventen  von  F  dar;  es  sind  Kurven,  welche  alle  dieselben 
Normalen  haben,  und  von  denen  wir  im  folgenden  Kap.  sprechen 
werden.  Yerallgemeinern  wir  indessen  die  Methode  sowie  die  vorigen 
Resultate,  so  sehen  wir,  wenn  wir  noch  3)^U  anstatt  U  schreiben, 
dafs  die  Kurve  T,^,  die  m*^  Evolute  von  F  durch  die  beiden  Glei- 
chungen g)m  [7=0,  2)"^ + 1  [/•  =  0  (m  =  0,  1,  2  . . .)  .  .  (21) 
bestimmt  wird,  die  Kurve  F_^  hingegen,  die  m^^  Evolvente  von  F, 
durch       2)-m+i[7=o,         2>-'''U=0      (m==  1,2,3 ... .)     .     .    (22) 

Aus  den  Gleichungen  (17)  und  (19)  geht  hervor,  dafs  die  Abstände 
des  Anfangspunktes  von  den  beiden  entsprechenden  Tangenten  von 
F  und  Fg  bezw.  /'(t)  und  — fX^^)  sind;  diese  beiden  Tangenten  sind 
parallel  und  ihr  gegenseitiger  Abstand  beträgt  f(r)-\rf\'^)'')  dieser 
Abstand  ist  aber  der  Krümmungsradius  von  F,  folglich  ist 

i?=/w+rw, (23) 

oder,  wenn  man  will,  symbolisch 

i2  =  (2)0_^2)2)^(^y. (23') 

hieraus  läfst  sich  ableiten,  dafs  die  Kurve  konkav  oder  konvex  gegen 
den  Anfangspunkt  ist,  jenachdem  das  Produkt  jB-/*(r)  negativ  oder 
positiv  ist^).  Machen  wir  die  Schlüsse  in  ähnlicher  Weise  für  die 
Gleichungen  (21)  und  (22),  so  erkennen  wir,  dafs  der  Krümmungs- 
radius B^n^  der  Kurve  F+m  symbolisch  ausgedrückt  wird  durch 

ü+,,  =  (^±-  +  2)+-+^)/^(r), (24) 

welches  auch  der  Wert  der  ganzen  Zahl  m  sein  möge. 

253.  Von  ähnlicher  Art  wie  die  soeben  gemachten  Überlegungen 
sind  die  folgenden,  die  uns  zur  Bestimmung  der  Kurven,  die  ihren 
eigenen  Evoluten  ähnlich  sind,  führen 2).  —  Wir  nennen  wieder  B 

1)  Grane,  Ueher  Gurven  mit  gleichartigen  siiccessiven  Developpoiden  (Diss. 
Lund,  1894). 

2)  Diese  Aufgabe  wurde  zuerst  von  Euler  gelöst  {Investigatio  curvarum 
quae  evolutas  sui  similes  producunt,  Comment.  Petrop.  XII,  1750;  Investigatio 
curvarum  quae  similes  sint  suis  evolutis  vel  primis,  vel  secundis,  vel  tertiis^  vel 
adeo  ordinis  cujiiscunque,  Nova  Acta  Petrop.  I,  1787)  nach  Prinzipien,  die  im 
vf  es  entliehen  mit  den  im  Texte  verwendeten  identisch  sind;  die  hier  benutzte 
Form  wurde  jedoch  der  Abhandlung  von  Puiseux  entlehnt,  Prohlemes  su/r  les 
developpees  et  les  developpantes  des  courhes  planes  (Liouvilles  Journ.  IX,  1844), 
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den  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  Kurve  F^  t  den  Winkel, 
den  die  entsprecliende  Normale  mit  einer  festen  Geraden  bildet,  als 
welche  wir  die  x-Axe  annehmen  können,  dt  wird  dann  der  Kontingenz- 
winkel  sein,  und  daher  ^  ^ 

R-Tr- (25) 

Ist  nun  der  Ausdruck  für  E  als  Funktion  von  r  bekannt  —  B=^f{x) 
—  so  ist  damit,   abgesehen  von  der  Lage,  die  Kurve  T  bestimmt; 

nämlich  aus  den  Grleichungen 

U  =  f(x)  y         dx  =  cos  t'dSy         dy  =  —-  sin  t  •  ds 
ergiebt  sich 

dx  =  fix)  GO^r  'dr  j  dy  =  — f(r)  sinr  -  dt  j 

daher  ist 

X  =  a  -\-Jf{t)  cos  r  •  rfr ,       y  "=  ß  — ffi'^)  sin  r  •  ^r ,  .    (26) 

(wo  a  und  ß  beliebige  Konstanten  sind),  wodurch  die  Behauptung 
bewiesen  ist. 

Zugleich  mit  F  betrachten  wir  auch  die  Kurve  F\  die  durch  die 
Beziehung  R==lf(t  +  k) 

definiert  ist,  wo  l  und  X  beliebige  Konstanten  sind;  für  sie  bestehen 
dann  folgende  der  Gleichungen  (26)  analoge  Beziehungen 

x'  =  a  -\-  iff(t  +  A)  cos  TT  'dt  y         y  =  ß'  —  ^ffi'^  +  ^)  sin  t-dt, 

oder 

x'  =a'  +  lff{t)  cos  (t  —  l)dt,       y'  =  ß'  —  lff(t)  sin  (r'  —  X)dt, 

indem  man  r  -(-  A  =  t'  setzt;  werden  nun  noch  die  Gleichungen  (26) 
herbeigezogen,  so  bekommt  man 

— -~^-  =  (x  —  a)  cos  A  —  (y  — ß)  sin  X , 
^  T^  =  (x  —  a)  sin A  -\-  {y  —  ß)  cos X . 

Aus  diesen  Beziehungen  erkennt  man,  dafs  F  und  F^  aus  einander 
hervorgehen  durch  Ähnlichkeit,  verbunden  mit  einer  Verschiebung 
der  Ebene;  von  der  letzteren  abgesehen  kann  man  sagen:  Die  Grlei- 
chungen B=f{T)  und  B  =  lf{t-^X)  gehören  zwei  Kurven  an, 
die  einander  direkt  ähnlich  sind,  insbesondere  zwei  direkt  kon- 
gruenten, wenn  ^  =  1.  In  ähnlicher  Weise  läfst  sich  zeigen,  dafs 
die  Gleichungen  B  =/(r)  und  B  =  lf{r  —  X)  zwei  Kurven  be- 
stimmen, die  invers  ähnlich  sind,  insbesondere  invers  kongruent, 
wenn  Z==  1. 

Nachdem  diese  Bemerkungen  vorausgeschickt  sind,  wollen  wir 
mit  R^ySj^ytj,  die  für  die  Kurve  T^,,  der  ^^"^  Evolute  von  F,  den 
R^  .9,  t  entsprechenden  Gröfsen  bezeichnen.     Dann  haben  wir 
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1    ^ 

daher 

dt  =  dt^  =  dt^ 

T, 

1    * 

Aufserdem  ist 

ds-^  =  dB , 

ds^  =  (^-Ri ,    . 

.  .,    ds„  =  dB„_,; 

folglich                 ^_B 

^1  =  dT  ' 

j.         dB, 
■^^—    dx  '      ' 

•  •'        "  ~       dir      ' 

und  daher 

Somit  ist  gezeigt:  Wenn  B  =  f(r)  die  Gleichung  ist,  durch  welche 
die  Kurve  F  dargestellt  wird,  die  für  ihre  n^^  Evolute  F^^  sein  wird 

oder  auch  B^  =  /"^^^  U^  —  ^^  y)  ' 

Daraus  geht  dann  hervor,  dafs  wenn  F  und  F^^  einander  direkt  oder 
invers  ähnlich  sind,  die  Funktion  /'  der  Gleichung  genügen  mufs 

oder  mit  Einführung  neuer  Konstanten 

Damit  haben  wir  die  Differenzialgleichung  des  Problems.  Um  sie  zu 
integrieren,  sind  die  beiden  Fälle  +  r  und  —  t  auseinander  zu  halten. 
Im  letzteren  Falle,  wenn  also 

f''K^)  =  hfiK-r), •    (27) 

erhält  man  nach  7^-maliger  Differenziation 

f{2n)i^^^  =  (_  lyif^iK  —  r); 
die  vorige  Gleichung  liefert  aber 

/'(-)(;c-r)  =  Ä/'(r); 
folglich  ist  f(2^^)(r)  =  (—  iy¥f{t)  . 

Die  Funktion  /*  genügt  daher  einer  linearen  Differenzialgleichung  von 
der  Ordnung  2n  mit  konstanten  Koeffizienten;  /mufs  also  die  Summe 
von  2n  Gliedern  sein,  jedes  von  der  Form  Ae^^'^,  wo  m  eine  Wurzel 
der  charakteristischen  Gleichung  m^'^  =  ( — VfW'  ist,  und  A  eine 
Konstante;  von  diesen  2n  Konstanten  sind  aber  nur  n  beliebig,  die 
anderen  ergeben  sich,  indem  man  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  (16) 
zurückgeht.  —  In  dem  anderen  Falle,  in  welchem 

^(«)(^)  =  Ä/-(x  +  r), (28) 

sieht  man,  wenn Y(t)  =  SAe"''''  gesetzt  wird,  dafs  jedes  Glied  dieser 
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Summe  der  Grleichung  (28)  genügen  mufs;  die  Ä  sind  beliebige  während 
m  eine  Wurzel  der  Gleichung  m"  =  he'"'^  sein  mufs.  Da  nun  diese 
Gleichung  0^  1,  2^  3  reelle  Wurzeln  und  unzählig  viele  komplexe 
haben  kann^  so  wird  eine  Funktion^  die  der  Gleichung  (17)  genügt^ 
aus  einer  endlichen  Zahl  (0^  1^  2  oder  3)  Gliedern  von  der  Form 
Äe'''''  bestehen^  und  unzähligen  von  der  Form  Bd"^"^  sin  {yt  -\- d)-^  in 
dem  Falle  ferner^  dafs  jene  Gleichung  für  m  zwei  gleiche  Wurzeln 
hat;  werden  auch  die  Glieder  e'^^'^ {Äq -{- Ä^r)  gleich  sein. 

Damit  kann  das  Problem  als  in  seinen  Hauptzügen  gelöst  er- 
achtet werden,  und  wollen  wir  jetzt  die  erhaltenen  Resultate  auf  einige 
Spezialfälle  anwenden. 

L  Es  sei  R  =  ae""^ .  Da  /'(r)  =  ae''^  so  ist  f^''^{x)  =  a''ae''\ 
Wählen  wir  also  eine  Zahl  n  derart,  dafs  a^  =  e*^^,  so  können  wir 
schreiben  f^'^'^^z)  =  ae''^"''^^^  =  f(7i-{-z)j  daher  ist  die  Kurve  ihren 
sämtlichen  Evoluten  gleich;  wählt  man  hingegen  n  in  der  Art,  dafs 
a""  =  ae^"^,  so  hat  man  /'('^^)(r)  =  a^e^(^^+^)  =  af{n-}-T)]  daher  ist  die 

betreffende  Kurve  auch  ihren  sämtlichen  Evolventen  ähnlich.     Um  zu 

.  ,  ds 

sehen,   welches   diese  Kurve   sei,  beachten  wir,  dafs  B==:^  =  ae^'^, 

also  s-j-c  =  -e'^'^j  somit  Tt  =  a{s-{-G),  welches  eine  logarithmische 

Spirale  darstellt  (s.  Nr.  192). 

IL  Es  sei  B  =  J5(sin  ßt  -{-  ß').  ß'  kann  offenbar  gleich  Null  an- 
genommen werden;  dann  ist 

/■•(t)  =  B  sin  /3r,     /«(r)  =  ß»B  sin  (ßr  +  n -f )  =  ß"f{t  +  |J) , 

folglich  ist  diese  Kurve  ihren   sämtlichen  Evoluten  gleich.     Man  hat 

-j~  =  B  sinßt  j    also    s  = ^  cos /3t.     Da  infolge  dessen 

.    ^  B  ^  ßs 

sm  pr  =  -^ ,         cos  ßt  =  —  ~ , 

so  schliefst  man,  dafs  die  natürliche  Gleichung  der  Kurve  B^  ~\-  ß'^s^==  B^ 
sein  wird;  die  Kurve  selbst  ist  demnach  im  allgemeinen  eine  Epi- 
cykloide  (vgl.  Nr.  206),  dagegen  eine  gemeine  Cycloide,  wenn  /3  ==  1 

(s.  Nr.  200). 

IlL    Es  sei  Bi  =  A\ß''^  +  e'''^''-'^)'].     Da  in  diesem  Falle 

|^  =  J.(e^^-j-e^(^~^))^ 

so  hat  man  s  =  A 

Aus  den  beiden  Gleichungen 


+ 


ergiebt  sich  dann  B^  —  m^s^  =  A^e^^^y 

welches  die  natürliche  Gleichung  einer  Pseudocykloide  ist  (vgl.  Nr.  211). 

L  o  r  i  a ,  Ebene  Kurven.  4:0 
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IV.  Allgemeiner  noch  als  die  logaritlimisclie  Spirale  und  die 
Epicykloiden  ist  endlich  die  Kurve^  deren  Grleiehung  R  =  Äe'^^^  sin^^r 
ist^  und  die  mit  diesen  die  Eigenschaft  gemeinsam  hat^  allen  ihren 
Evoluten  ähnlich  zu  sein. 

254.  Auf  Kurven^  die  ihren  Evoluten  gerader  Ordnung  gleich 
sind^  trifft  man  auch  bei  der  Lösung  folgender  Aufgabe^):  „Eine  Kurve 
r  zu  finden^  dafs  für  alle  ihre  Punkte  C  die  entsprechenden  Punkte  Cg 
und  C^  ihrer  zweiten  und  vierten  Evolute  auf  einer  durch  den  Punkt  C 
gehenden  Geraden  liegen/^  Wenn  dies  eintrifft,  liegen  auch  die  ent- 
sprechenden Punkte  Cqj  Cg  ...  auf  dieser  Greraden,  während  die 
Punkte  C-^^y  Cg,  C'g  .  .  .  auf  einer  zweiten  durch  C  gehenden  Geraden 
liegen,  die  mit  der  obigen  einen  konstanten  Winkel  bildet.  Alle 
Evoluten  gerader  Ordnung  werden  dann  einander  ähnlich  sein,  und 
dasselbe  wird  von  denen  ungerader  Ordnung  gelten.  Die  natürliche 
Gleichung  von  F  hat  eine  der  beiden  Formen 

B'  =-  Aab  +  (ms  +  'kf ,         B'  ==  a'  —  (ms  +  hf . 

Die  Betrachtung  der  Krümmungscentren  führt  noch  zu  anderen 
neuen  Kurven  aufser  den  successiven  Evoluten.  Häton  de  la  Gou- 
pilliere  nämlich  hat  Formeln  aufgestellt,  welche  die  Koordinaten 
eines  Punktes  C^  liefern,  der  dem  Punkte  C  von  F  in  der  /fc*®"^  Evolute 
entspricht,  in  Bezug  auf  die  Tangente  und  Normale  in  C  als  kar- 
tesische  Axen  genommen;  wenn  man  aus  diesen  beiden  Formeln  k 
eliminiert,  so  erhält  man  eine  Kurve,  auf  welcher  die  unzählig  vielen 
Punkte  Cif  C2,  ...  C^,  ...  liegen;  es  ist  diese  eine  der  angedeuteten 
neuen  Kurven^);  eine  zweite  ist  der  Ort  des  Schwerpunktes  der 
Gruppe  Cj^  Cg  .  .  .  C^  bei  Variation  des  entsprechenden  Punktes  CJ) 
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Yerallgememerimgen  der  Evolnten  und  Evolventen. 

255.  Die  zwischen  zwei  Kurven  bestehende  Beziehung,  die  man 
dadurch  ausdrückt,  dafs  man  sagt,  dafs  die  eine  die  Evolute  der 
anderen  sei  oder  diese  die  Evolvente  der  ersteren,  kann  von  mehreren 
verschiedenen    Gesichtspunkten    aus    betrachtet    und    verallgemeinert 


1)  Pironclini,   Note  geometrique  (Nouv.  Ann.  3.  Ser.  V,  1886)  und  Älcune 
qiiestioni  sitUe  evolute  successive  di  una  Unea  piana  (^aipoliReudic.  2.  Ser.  Y,  1891). 

2)  Häton  de  la  Goupilliere,    Des  centres  de  courhure  successifs  (Lioii- 
villes  Journ.  2.  Ser.  lY,  1859). 

^)  S.  die  Note  Häton  de  laGoupillieres,  Centres  des  moyennes  distances 
des^centres  de  courhure  siiccessifs  (C.  R.  21.  Nov.  1892). 
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werden  und  ist  aucli  thatsäcUich  in  verschiedener  Weise  verallge- 
meinert worden.  Wir  wollen  hier  einen  Überblick  über  die  wich- 
tigsten Verallgemeinerungen  geben. 

L  Indem  man  die  Evolute  einer  Kurve  F  als  die  Enveloppe 
aller  ihrer  Normalen  auffafst^  so  wird  man  ganz  natürlich  dazu  ge- 
führt^ die  Enveloppe  F^  aller  derjenigen  Geraden  zu  betrachten^  welche 
F  unter  den  konstanten  Winkel  a  schneiden^).  Dafs  eine  derartige 
Verallgemeinerung  der  Evolute  sich  von  selbst  aufdrängen  mufste^ 
wird  durch  die  Geschichte  bestätigt/  indem  dieser  Begriff  kurz  nach 
der  Veröffentlichung  des  Ilorologium  osciUatorium  aufgestellt  wurde: 
die  beiden  Abhandlungen,  in  denen  der  berühmte  Physiker  Reaumur 
die  Fundamente  der  Theorie  jener  Enveloppen  legte,  tragen  nämlich 
das  Datum  1709;  er  stellte  darin  einen  Satz  auf,  der  noch  heute  als 
der  Angelpunkt  ihrer  Theorie  gelten  kann^).  Die  Enveloppen  selbst 
erhielten  bei  ihrem  ersten  Auftreten  den  Namen  „developpees  impar- 
faites^^^),  andere  benutzen  den  Namen  „developpees  obliques^^^);  am 
meisten  gebräuchlich  ist  der  Name  Developpoiden  oder  Evolutoi- 
den,  der  von  Laueret  in  einer  seiner  trefflichen  Abhandlungen  an- 
gegeben wurde  ^). 

Der  erwähnte  Keaumur  sehe  Satz  kann  leicht  in  folgender  Weise 
bewiesen  werden:  Es  sei  f(^,rj)  =  0  die  Gleichung  der  Kurve  JT, 
eine   Gerade,    welche    sie    unter  einem  Winkel  a  schneidet,    hat  zur 

Gleichung  /  7  \  /  7  \ 

(^-|)(l-|tg«)  +  (2/-^)(tg«  +  ^)  =  0;   ..    (1) 

die  Evolutoide  JT^  ist  nun  die  Enveloppe  dieser  Geraden.  Differenzieren 
wir  nun  (1)  nach  |,  so  erhalten  wir 

-(x-^)tga  +  y-ri  =  ~^^-    ....     (2) 


1)  Beispiele:  1.  Die  sämtlichen  Geraden,  welche  einen  Kreis  unter  konstantem 
Winkel  schneiden,  umhüllen  einen  kleineren  konzentrischen  Kreis;  2.  die,  welche 
eine  logarithmische  Spirale  unter  konstantem  Winkel  schneiden,  umhüllen  eine 
zweite  logarithmische  Spirale,  da  ja  diese  Kurve  die  schräge  Trajektorie  eines 
Strahlenbüschels  ist. 

2)  Methode  generale  pour  determiner  le  point  dHntersection  de  deux  lignes 
infiniment  proches,  qui  rencontrent  une  courhe  donnee  vers  Je  meme  cöte  sous  des 
angles  egaux  moindres  ou  plus  grandes  qu'un  droit  (Mem.  de  l'Ac.  des  Sciences, 
MDCCIX).  Formules  generales  pour  determiner  le  point  d'intersection  de  deux 
lignes  droites  infiniment  proches,  qui  rencontrent  une  courhe  quelconque  vers  le 
meme  cöte  sous  des  angles  egaux  (Das.). 

3)  Fontenelle,  Histoire  de  VAcad.  des  Sciences,  Annee  MDCCIX,  S.  65. 

4)  Aoust,  Analyse  infinitesimale  des  courbes  planes  (Paris  1873)  S.  77. 

5)  Memoire  sur  les  developpoides  des  courdes  planes  (Mem.  des  Savants  Etr. 
II,  1811). 

40* 
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Combinieren  wir  (1)  und  (2)^  so  bekommen  wir 

1  +  (^y 


dh 


1  .  f^v 


(3) 


Diese  Gleichungen  liefern  die  Koordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
F{x,  y)  der  Evolutoide  F^  ausgedrückt  durch  die  Koordinaten  des 
entsprechenden  Punktes  M(^,  tj)  der  Kurve  F.  Aus  ihnen  ergiebt 
sich  nun  A 

ist  nun  R  der  Krümmungsradius  von  F  im  Punkte  iff ,  so  folgt 
hieraus^  wenn  man  sich  eines  bekannten  Ausdrucks  für  B  erinnert^  dafs 

und  dies  besagt:  Ist  C  das  Krümmungscentrum  für  den  Punkt  M 
der  Kurve  JT,  und  fällt  man  von  diesem  auf  die  Gerade,  welche  die 
Kurve  r  in  M  unter  dem  Winkel  a  schneidet,  das  Lot,  so  ist  der 
Fufspunkt  desselben,  der  Berührungspunkt  jener  Geraden  mit  ihrer 
eigenen  Enveloppe  r^.  Dieser  Reaumur'sche  Satz  führt  zu  einer 
einfachen  Punktkonstruktion  beliebiger  Evolutoiden. 

256.  In  der  Theorie  der  Developpoiden  findet  auch  die,  von  uns 
schon  bei  den  Evoluten  (Nr.  252)  benutzte  ,,magische  Gleichung  der 
Geraden^^  eine  elegante  Anwendung^).  Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs 
die  Kurve  F  die  Enveloppe  der  oo^  Geraden  sei,  welche  bei  Variation 
von  r  durch  die  Gleichung 

T^y  cos t  —  ;2;  sin r  —  f(r)  =  0 

dargestellt  werden,  so  würde  die  Punktgleichung  von  F  entstehen, 
wenn  man  diese  Gleichung  mit  ihrer  Ableitung  nach  r  kombinierte, 
also  mit  r  =  —  y8mt  —  XG0St  —  f{r)  =  0. 

Betrachtet  man  nun  die  Gleichung 

ü=Tcosa-\-  r  sina  =  0, 

so  hat  man  damit  die  analytische  Darstellung  der  Geraden,  die  durch 
den  Berührungspunkt  von  T  =  0  geht,  und  mit  dieser  den  Winkel  a 


1)  Mansion,  Principes  de  la  theorie  des  developpoides  des  courhes  planes 

(Nouv.  CoiT.  rnatli.  Y,  1879). 
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bildet;  die  Enveloppe  der  Geraden  ?7=  0  ist  also  die  Eyolutoide  F^ 
mit  dem  Winkel  a  der  Kurve  F.     In   ähnlicher  Weise  umhüllt  die 

^^^^^^  V=  UcoBß  +  U'  sin/3  =  0 

die  Evolutoide  der  Kurve  F^  mit  dem  Winkel  /3;  der  Analogie  fol- 
gend können  wir  sie  mit  P«,/?  bezeichnen.  Setzen  wir  nun  in  diese 
letzte  Gleichung  für   U  seinen  Wert^  so  wird  diese  zu 

F=Tcosc^.cos/3  +  r  Bm{a  +  ß)  +  r' sin^- sin/3  =  0. 

Die  Punktion  V  ist  also  symmetrisch  in  et  und  ß,  woraus  folgt^  dafs 
man  zu  der  Kurve  Fa,i^  auch  gelangt  sein  würde^  wenn  man  die  Evo- 
lutoide des  Winkeis  a  von  der  Kurve  F,^  aufgesucht  hätte.  Diese 
wichtige  Thatsache^  die  man  als  den  Lancret'schen  Satz  zu  be- 
zeichnen pflegt,  kann  man  in  die  Worte  kleiden:  Die  Evolutoide  P«,^- 
ist  identisch  mit  der  Evolutoide  /)^,aO-  Wenn  man  daher  sym- 
bolisch mit  Fa,ß,y,s...  die  Kurve  bezeichnet,  die  entsteht,  wenn  man 
die  Evolutoide  des  Winkels  a  von  F,  nämlich  F^  konstruiert,  hierauf 
die  des  Winkels  ß  von  F^^,  nämlich  Fa^ß,  und  so  weiter,  so  kann 
man  die  Winkel  a^  ß^y  ,  .  .  permutieren,  ohne  dafs  die  entstehende 
Kurve  geändert  wird. 

Die  Gleichung   JJ  =  0  lautet  ausführlich  geschrieben 

y  cos  (r  -{-  cc)  —  x  sin  (r  -{-  a)  =  coBaf(r)  +  sin  c^/''(t)  , 
oder  auch,  wenn  man 

T  +  «  =  e ,  cos  a  -/'(O  -~  c^)  +  sin  c^/"(0  —  c^)  =  -F(O) 
^^^^^^  ^  cos  e  —  ;:^  sin  0  =  F(e)  . 

Wenn  man  nun  mit  B^^  den  Krümmungsradius  von  F^  bezeichnet  (so- 
wie mit  R  den  von  F)  und  einige  der  Nr.  253  gewonnenen  Resultate 
benutzt,  so  erhält  man 

B^  =  F(d)  +  i^"(e)  =  Gosafiß  —  a)+  sin  af\Q  -  a) 
-)-  cos c^/'"(0  —  c^)  +  sin a/"''(0  —  a) 
=  cos  a  [f{T)  +  rir)]  +  sin  a  |^  [f{r)  +  TW]  - 
Nun  ist  /'(r)  +rW  =  H,  folglich  ist 

B^^  =  B  cos  a  -^  -j-  sina] (4) 

diese  elegante  Beziehung  ist  unter  dem  Namen  der  Hab  ich 'sehen 
Formel  bekannt^).  Will  man  sie  mit  dem  Winkel  in  Beziehung 
bringen,   den  die  Tangente   der  Evolutoide  (nicht  mit  der  Tangente, 


1)  Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  in  der  Note  von 
Häton  de  la  Goupilliere,  sur  la  theorie  des  developpo'ides  (Bull,  de  la  Soc. 
niath.  de  France,  V,  1896—97). 

2)  Les  Mondes,  XIX,  1869,  S.  33. 
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sondern)  mit  der  Normalen  der  gegebenen  Kurve  bildet^  so  ist  nur 

notwendig,  an  Stelle  des  obigen  a  den  Winkel a  zu  setzen;  sie 

wird  alsdann                 ^         ^^    .         ,    dB  /.,x 

li^  =  E  sm  a  -) — j-  cos  a (4 ) 

Die  Habich'sclie  Formel  ermöglicht  es,,  die  natürliche  Gleichung 
von  r^  zu  finden,  wenn  man  die  von  F  kennt;  man  beachte,  dafs  für 
r  und  r^  die  Kontingenzwinkel  gleich  sind,  daher  ist 

dt  =  är^ . 
Da  ferner  im  allgemeinen 

'^  —  cU^        ^-  —  dt  ' 

a 

SO  hat  man   drei  Relationen,   die  zugleich  mit  (4)  und  der  Kurven - 
gleichung  von  F  ein  System  bilden,  aus  welchem  jR,  s,  r,  r^  eliminiert 
werden  können  und  damit  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  i?^  und  s^ 
erhalten  wird. 

Wenden  wir  dieses  Verfahren  auf  die  Epicykloide  mit  der  natür- 
lichen Gleichung  B^  -\-  ii^s^  =  c^  .....     .  .     (5) 

an.     Wir  schreiben  diese  in  folgender  Weise 


und  erhalten  daraus  ^i^ 


und  durch  Integrieren 

oder  auch,  da  t^  =  x  -\-  Const., 


1  .      IIS 

trt  =  —  arc  sm  ^—  , 

"  fl  c  ■ 


^^T  ^i^^^(^«  — ^o);    .....      (6) 

wo  t'q  eine  neue  Konstante  ist.     Nun  kann  Gleichung  (4)  geschrieben 

werden  als  ,^^  ^2,    . 

M^  =  7  -  cos  c^  +  -^-E  sm  a , 
dr^  d^l  ' 

oder  mit  Anwendung  von  Gleichung  (6) 

Da  ferner  äs^  =  B^-dr^  so  liefert  eine  neue  Integration  bei  passend 
gewählten  Konstanten 

lis^  ==  c  [cos  a '  sin  ^a  (t^  —  '^0)  +  i^  sin  a  •  cos  ^(r^  —  Tq)]  . 
Werden  die  beiden  letzten  Gleichungen  quadriert  und  addiert,   so  er- 
hält man  Bl  +  ^'sl^c'ioos'a  +  ^'sin'a) (7) 

Dies  ist  die  natürliche  Gleichung   der  Evolutoide  des  Winkels  cc  der 
betrachteten   Epicykloide;    eine   Vergleichung    mit    (6)    belehrt   uns: 
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Alle   Evolutoideii    einer    Epicykloide    sind    ihr    ähnliche   Kurven^). 

Wenn  ft==l,  so  stellt  (5)  eine  gemeine  Cykloide  dar;  dann  wird 
Gleichung  (7)  Pil-{-sl  =  c^;  daher:  Alle  Evoliitoiden  einer  gemeinen 
Cykloide  sind  ihr  gleiche  Kurven.  —  In  gleicher  Weise  läfst  sich 
zeigen:  Alle  Psendocykloiden  sind  ihren  Evolntoiden  gerader  Ord- 
nung ähnlich. 

Wenn  in  der  Gleichung  (4')  B  als  Funktion  von  r  (==  r^  -\-  Const) 
gegeben  ist^  so  ist  sie  eine  Gleichung  zwischen  jR^  und  x^^  also  die 
natürliche  Gleichung  von  F^.  Wenn  man  dagegen  voraussetzt^)^  dafs 
in  ihr  M^  als  Funktion  von  t^  gegeben  sei,  so  stellt  sie  sich  als 
eine  Differenzialgleichung  zwischen  R  und  r  dar,  durch  deren  Inte- 
gration man  eine  Kurve  F  erhält,  zu  welcher  F^^  die  Evolutoide  des 
Winkels  a  ist,  und  die  man  die  inverse  Evolutoide  des  Winkels 
a  in  Bezug  auf  F  als  Ausgangskurve  nennt  ^);  wir  woUen  diese  durch 
das  Symbol  F^  bezeichnen.  Die  Gleichung  (1)  ist  nun  eine  lineare 
Gleichung  in  II  mit  konstanten  Koeffizienten,  kann  daher  integriert 
werden,  und  ergiebt:  ,. 

—  TTtga       /* 

cos  £>;      ^  '^  ^  ^    ^ 

A 

WO  X  eine  durch  die  Integration  eingeführte  Konstante  ist;  durch 
Variation  derselben  erhalten  wir  die  unendlich  vielen  inversen  Evo- 
lntoiden. Aus  leicht  begreiflichen  Gründen  ist  es  vorteilhaft  (8)  in 
etwas  anderer  Weise  zu  schreiben,  indem  man  i?,  a^  A,  B^  ersetzt 
bezw.  durch  i?^,  cc^j  A^,  iJ;  dann  hat  man 


Ba,  = /  Be' '^'^^  •  dt . 


Analog  wird  die  allgemeine  natürliche  Gleichung  der  Evolutoide  Fa^  a^ 

des  Winkels  c^g  ^^^^  ^«i  ^^i^ 

t 

—  ^— ^tga-i    /» 

Ba, ,  a.    = /  -Ra.e^^g«'^  •  dt, 

^1'     -  COS  0^2   J 

oder  wegen  der  vorigen  Gleichung 

_  .-^tg«2        /'  f* 

Ba,  a  =  — ^ /  jR«  e^(*^^^~*8'^^^) .  dt  /  Be^'so^^ .  dt . 

"i''^'^  cos  0^1  •  cos  «2  ^         ^=^  J 

Fahren  wir  in  dieser  Weise  fort,   so   gelangen  wir   zu  dem  Schlüsse, 

1)  S.   die   Questions  799  u.  800,   gestellt  von  Fouret  in   den   Nouv.  Ann. 
de  Math,  und  gelöst  von  Rouquet  1867  und  von  Fouret  1880. 

2)  S.   die  Abh.  von  Ha  ton   de  la  G-oupilliere,   Becher  dies  sur  les  deve- 
loppo'ides  des  diverses  ordres  (Ann.  de  la  Soc.  Sc.  de  Bruxelles  II,  1877). 

3)  Man  könnte  sie  auch  Evolventoide  nennen. 
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dafs    die    inversen    Evolutoiden    ra^a^..,a^^    die    allgemeine    natürliche 
Gleichung  haben 


«ij  «2j  •  •  •)  %  cQg  c^,^  .  cos  <Yg  .  . .  .  cos  OJ^^ 

t 

.  ^^r  r/(*g«-i-*s^^-2)  ^^ Ti^e^tg., .  ^^  ^      .     .     (9) 

Wenn  im  speziellen  a^  =  c^g  =  ^3  =  * ' '  ^ni  kann  man  schreiben 

^'^^  =  '^ßlP^' ./iZe^'««-fZ^,    .     .     .    (9') 

und  wenn  aufserdem  a  =  0 

welches  Resultat  im  wesentlichen  schon  im  vorigen  Kapitel  gefunden 

wurde. 

Die  allgemeine  Formel  (9)   ist  analog  zu   einer  andern^    welche 

die   (direkten)  Evolutoiden  betrifft  und  die  man  auf  folgende  Weise 

erhält:  Wir  nehmen   die  Gleichung  (4')  und  schreiben  sie  in  folgen-" 

der  Weise:  ^j^ 

Rß^  =  Rsmß^  +  — cos/3i, 

oder  %  =  e-^ tg^, .  ^os  ß^  ^  (i?e^ ^sß. )  . 

dieö   ist  die   natürliche   Gleichung   der  Evolutoide  F^^  von  F.     Dem- 
nach wird  .7 

%,ft  =  e-^*8^^ .  cos  ^,  ^^  (E^, 6^*8^0 

die  Evolutoide  F^,,^^  des  Winkels  ß^  von  F^^  darstellen;  kombinieren 
wir  diese  Gleichung  mit  der  vorigen,  so  erhalten  wir 

B^s,,is',  =  cos  ß^ '  cos  ß,  ■  e~^'sß.  ±^  ^e'itsß.-tsß.)  A^  (Ee'tgß,^^ , 

Fahren   wir   so    fort,    so    erhalten   wir    als    natürliche    Gleichung  von 

F^„^„...,/^,^  folgende 

%/?.,...,/?„  =  cos /3i.  cos /32  ....  cos /3^e~^*^^^'^ 
dr  |_  dr\  dx  \ 

...^(/<*«''=-*«''>'-^^(i?e**«ft))))], (10) 


Viertes  Kapitel:  Verallgemeinerungen  der  Evoluten  u.  Evolventen.       633 

welches   die  angekündigte  Formel  ist.     Wenn  ß^==  ß^=  ß,^  =  —  ß^^ 

so  wird  sie  ,  ,  jn 

jj^^)  =  cos^|5.e-^wA.(ij^.tg^) (10') 

und  wenn  überdies  ß  =  0,  ^.       ß^n-^ 

welchem  Resultate  wir  schon  im  vorigen  Kapitel  begegnet  sind. 

Die  Gleichung  (10)  ist  zwar  von  eleganter  Form^  hat  aber  ge- 
ringen praktischen  Nutzen;  besser  ist  es^  bei  Anwendung  auf  eine 
Formel  zurückzugreifen  ^  die  man  durch  folgenden  Kunstgriff  erhält. 
Aus  den  beiden  Relationen 

dB  dUß 

Bß^  =  Esmß^-\--^  cos  /3i ,        iy^,ß.,  =  %  sin  ß^  +  ^  cos  ft 

erhält  man  durch  Elimination  von  Eß^  die  dritte 

Rß.ß.  =  cos ß,  ■  cos ß,  [ ^  +  (tg ß,  +  tg /3,)  ^  +  E  tg ßrtgß,}- 
Setzen  wir  diesen  Wert  in 

^i.^.ß,  =  -R/J.,ft  siiift  +  ~jf^  cos  ^3 
ein  und  fahren  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangen  wir  schlief slioh  zu 

■ß^,  /J„ /«„  =  cos  ß^  ■  cos  ß^...  cos  ß„  I  ~^ff  +  /S\  ^^^-^3Y- 

+  ---  +  S„_,'^+S„B}, (11) 

WO  S^y  Ä2; S^  bezw.  die  Summe  der  Gröfsen  tgß^^  ^gi^2;  •  •  •;  ^Sß^i^ 

die  Summe  ihrer  binären  Produkte  u.  s.  w.^  schliefslich  das  Produkt 
aller  bedeuten.  Wenn  insbesondere  /^i  =  /^g  =  •  •  =  /5^  ==  /3j  so  wird 
Gleichung  (11) 

4" = «»'V  m + G)  ^fS^ + 0  '^^''i^- + ■■■ 

•■  +  (J)tg— /i"  +  tgr--K) (»■) 

Um  die  Anwendung  von  (11)  zu  zeigen^  wollen  wir  die  Auf- 
gabe lösen:  „Die  n^^  inverse  Evolutoide  eines  Punktes  aufzufinden^ 
wenn  ßt^ß^-'-ßn  ^^^  gegebenen  Winkel  sind.^^  Da  in  diesem  Falle 
-R/^i,^^o,...,/?„  =  0^  so  giebt  uns  Gleichung  (11)  zur  Bestimmung  von  B 
als  Funktion  von  r  folgende  lineare  Differenzialgleichung  mit  kon- 
stanten Koeffizienten 

~  +  S,^^^^^ \-S,    ,^  +  S,ii  =  0; 

dt^  d't^~  dr     '       ^  ' 
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da  die  entsprechende  charakteristische  Gleichnng  die  Wurzehi  —-  tg  ß-^  ^ 

—  tg/S^, ^  — tg/3^  hat,  so  haben,  wenn  die  ß  alle  verschieden  sind, 

die  entsprechenden  Kurven  die  natürliche  Gleichung 

^  =  2^^^""'"%  •••■•••    (12) 

WO  die  G  beliebige  Konstanten  sind.  Wenn  hingegen  ß:^  =■.  ß^  ==  . . . 
=  ß^==  ß,  so  erhält  man  die  Kurve 

k  =  7i  —  1 

B^^C^r^e-''^^' (12') 

Als  zweite  Anwendung  wollen  wir  eine  Kurve  F  von  der  Art 
aufsuchen,  dafs  ihre  n^^  Evolutoide  eine  ihr  ähnliche  Kurve  sei  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  ßi=  ß^^  ß^==  "  -  ="  ß^^^"  ß 7  ^^^  ^lafs  bei 
der  vorausgesetzten  Ähnlichkeit  einem  beliebigen  Punkte  von  T  auch 
gerade  der  Punkt  entspricht,  den  man  durch  '/^-malige  Anwendung  des 
Reaumur'schen  Satzes  erhält.  Da  in  einem  solchen  Falle  K^^  =  ^B 
ist,  so  wird  die  Gleichung  (10)  zu 

da  dies  eine  lineare  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten  in  Be^^^^ 
ist,  und  da  m^  =  — ^  ihre  charakteristische  Gleichung^  ist,  so  erhält 
man  die  allgemeine  natürliche  Gleichung  der  gesuchten  Kurven  als 

'ikiTt 


Jc  = 


k=i 

wo  y^i  die  n^^  arithmetische  Wurzel  der  Zahl  ^  darstellt.  —  In  ähn- 
licher Weise  läfst  sich  das  allgemeine  Problem  lösen,  bei  welchem 
die  Winkel  ß  alle  verschieden  sind,  wie  der  Leser  aus  der  oben 
citierten  Abhandlung  von  Häton  de  la  Goupilliere  ersehen  kann. 
257.  Eine  andere  Art,  die  hier  besprochene  Theorie  zu  be- 
handeln, ist  folgende^):  Es  sei  eine  beliebige  Kurve  C  gegeben;  in 
einem  beliebigen  Punkte  C  derselben  ziehe  man  die  Tangente  t  und 
bestimme  eine  Kurve  f,  welche  die  Trajektorie  des  Winkels  X  aller 
Geraden  t  ist.  Alsdann  ist  C  die  Enveloppe  aller  zur  Kurve  f  unter 
einem  Winkel  von  X  schiefen  Geraden,  mit  anderen  Worten  die  Evo- 
lutoide des  Winkels  l  von  f,  daher  ist  umgekehrt  f  die  inverse 
Evolutoide  in  Bezug  auf  denselben  Winkel  X.  Wenn  X  gegeben 
ist,  giebt  es  noch  unendlich  viele   inverse  Evolutoiden  von  C;   durch 


1)  Vorgeschlagen  vom  Verfasser  H.  Herwig  in  seiner  Dissertation,  Über 

Trajectorien  m  den  Tangenten  ebener  Gurven  (Göttingen  1867). 
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jeden  Punkt  M  der  Ebene  gehen  ihrer  so  viele,  als  es  Tangenten  von 
ihm  aus  an  die  Kurve  C  giebt.  —  Um  analytisch  die  Beziehung 
zwischen  C  und  f  auszudrücken,  bezeichnen  wir  mit  x^  y  die  Koor- 
dinaten eines  beliebigen  Punktes  C  von  C,  und  mit  |,  t^  die  des  ent- 
sprechenden Punktes  F  von  f-,  x  und  y  wollen  wir  als  in  Funktionen 
des  Bogens  s  der  Kurve  C  ausgedrückt  annehmen,  und  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  für  |,  ri  aufsuchen;  ist  nun  B  der  Krümmungs- 
radius der  Kurve  C,  so  haben  wir 


cPx 

dHi 

ds^ 

ds^ 

dx 
ds 

dy 

ds 

(13) 


aufserdem  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung  tg  A  =  r  setzen, 


dx  d^        dy  drj 


ds  ds 


+ 


d^ 

dri 

ds 

ds 

dx 

dy 

ds 

ds 

(14) 


Ist  nun  Q  die  Länge  der  Strecke  zwischen  den  beiden  entsprechenden 
Punkten  C  und  F  von  C  und  f,  so  wird  auch  q  eine  Funktion  von  s 
sein,  und  wir  können  schreiben 


,        dx 


,         dy 


(15) 


Die  Bestimmung  der  Kurve  f  ist  somit  auf  die  Aufsuchung  der 
Funktion  von  q  zurückgeführt.  Durch  Differenzieren  der  Gl.  (15) 
erhalten  wir 

dl 

ds 


dx  ^^dq  dx  _,       d^x 
r  Zc"  :^  "T  ^  ^  ^ 


ds 


ds  ds 


dri  dy  j^  dg  dy  j^     d^^y 

ds  ''^-*  rl.arl.s       '      >   / 


ds 


ds  ds 


(16) 


Setzen  wir  diese  Werte  in  (14)  ein,   und   berücksichtigen  (13)  sowie 
die  Identitäten 


©'+(!)'- 1, 


dx  d^x  j^  dy  d^y ^ 


so  finden  wir 


ds  ds^ 
Q 


ds  ds^ 


1  + 


ds 


ds 


(17) 


oder  auch  q 

Dies  ist  eine  lineare  Differenzialgleichung  in  ^,  und  liefert 

Q  =  e^J  ^  U  —J  e~^J '^'  ds) , (18) 

wo  a  die  Integrationskonstante  ist.     Setzen  wir   diesen  Wert  in  (15) 
ein,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  analytische  Darstellung  aller  inverseu 
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Evolutoiden  des  Winkels  X  von  G.  Die  Konstante  a  bestimmt  sich^ 
wenn  man  den  Punkt  der  Kurve  C  kennt^  von  welchem  die  Kurve  f 
ausgeht,  es  ist  also  der  Wert  von  Sj  welcher  ^  =  0  macht. 

Nehmen  wir  z.  B.  als  Kurve  C  den  Kreis  x^  -^y^=l,  so  ist 
11=  Ij  und  die  Gleichungen  (15)  und  (18)  ergeben 

g==coss  —  sinsyt  -\-  ae^  ) ,       tj  =  sins -\- (^oss\t -\- ae'^ ) 

und  stellen  dann  alle  inversen  Evolutoiden  des  Winkels  X  von  dem 
betrachteten  Kreise  dar. 

Es  möge  bemerkt  werden,  dafs  die  vorigen  Formeln  keine  Gül- 
tigkeit haben  für  r  =  —'^    in  diesem  Falle    ist  (14)   durch    folgende 

Relation  zu  ersetzen 

dx  d^  _\    äy  dri  r. 

ds   ds  ~'~  ds    ds  ' 

setzen  wir  diesen  Wert  in  (16)  ein,  erhalten  wir   1  -j-  V=  0,   daher 

Q  =  a  —  s  (wo  a  die  Integrationskonstante  ist),  und  somit 

I  =  ^  +  (a  —  s)^  ,        ri  =  y  +  {a  —  s)  £  • 

Im  speziellen  erhalten  wir  für  den  Kreis  x^  -{-y^  =1 

I  =  cos  5  —  (a  —  s)  sin  5 ,         ^  =  sin  s  +  (^  —  ^)  ^^^  ^ ; 
welches    die    bekannten    Gleichungen    der    Kreisevolvente    sind    (vgl. 
Nr.  209). 

Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  noch  bemerken,  dafs  E.  Bel- 
trami  das  Wort  Evolutoiden  in  einem  anderen,  noch  weiteren  Sinne 
gebraucht^).  Er  nennt  Evolutoiden  (Sviluppoide)  einer  Linie  eine 
andere  Kurve  von  der  Art,  dafs  jede  ihrer  Tangenten  von  der  ersteren 
Linie  unter  einem  Winkel  geschnitten  wird,  der  eine  gegebene 
Funktion  der  Koordinaten  des  Schnittpunktes  ist.  Ist  jener  Winkel 
konstant,  so  haben  wir  wieder  die  gewöhnlichen  Evolutoiden. 

258.  II.  T.  Olivier  hat  gewisse  spezielle  ebene  Linien  be- 
trachtet^), die  er  unvollkommene  Evolventen  des  Kreises  nannte, 
and  für  welche  er  eine  stereometrische  Konstruktion  der  Tangente 
angegeben  hat.  Die  von  ihm  vorgeschlagene  Definition  läfst  sich  auf 
beliebige  ebene  Kurven  ausdehnen  und  führt  zu  einer  neuen  Verall- 
gemeinerung der  Evolventen^).  Es  sei  F  eine  gegebene  Kurve,  auf 
der  ein  positiver  Sinn  festgelegt  ist,  0  ein  fester  Punkt  derselben 
und  II  eine  reelle,  positive   oder  negative,   ebenfalls   gegebene  Zahl; 


1)  Sulla  teoria  delle  sviluppoidi  e  delle  svüuppanti  (Annali  di  Matern.  IV, 
1861). 

2)  Developpements  de  geometrie  descriptive  (Paris  1843). 

3)  D.  Levi,  Sülle  evolventi  allimgate  ed  accorciate  delle  linee  piane  (Atti 
deir  Acc.  di  Torino,  IV,  1868—69). 
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man  nelinie  einen  beliebigen  Punkt  M  von  F,  ziehe  die  zugehörige 
Tangente    t   und    bestimme   auf    derselben    den   Punkt    Mq    so^    dafs 

MM 
—j--  =  ^  wird.     Jenachdem  nun  ^  positiv  oder  negativ^  wird  Mq 

auf  den  positiven  oder  negativen  Teil  von  t  zu  liegen  kommen.  Der 
Ort  Fq  der  Punkte  Mq  ist  dann  eine  gewöhnliche  (oder  vollkommene) 
Evolvente^  wenn  ^=1,  jedoch  eine  unvollkommene  Evolvente, 
wenn  ft=j=l,  genauer  eine  verlängerte,  wenn  |^|>1,  eine  ver- 
kürzte, wenn  |ft|<l. 

Nehmen  wir,  wie  vorhin,  die  Koordinaten  ^,  y  des  Punktes  M 
als  Funktionen  des  Bogens  s  gegeben  an,  so  werden  die*von  Mq,  ;^o;^o 
offenbar  durch  folgende  Formeln  bestimmt  werden 

ocq^x-}-  ^s~£  ,      yo  =  y  +  M-£  •  .    .    .    .    (19) 

Wir  können  nun  eine  elegante  Konstruktion  der  Normalen  in  Mq  zu 
Fq  herleiten;  beachten  wir  nämlich,  dafs  die  Normalen  n  und  Uq  in 
M  und  Mq  von  F  und  Fq  bezw.  die  Gleichungen  haben 

(x-^)S  +  (r-,)f  =  0.  ....  (20) 

/■^r  dx\  (-Z — i dx    ,  d^x\ 

F  -  *  -  f»  37)  (' +  f*  B  +  C"  5?) 

+  (^-»~'"Ä)(n-i;g+.4iO=»-  ■  w 

und  kombinieren  diese  miteinander,  so  erhalten  wir  die  Koordinaten 
X,  Y  des  Punktes  N,  in  welchem  die  Normalen  sich  schneiden.  Nun 
ergiebt  sich  aus  (20)  und  (21) 

(x-^)£f  +  (r-,)g  =  n-^ 

und  diese  Gleichung  im  Verein  mit  (19)  und  (20)  führt  zu 

(Z  -  ^)  =  (1  +  ^)B%,        (F-  y)  =  _  (1  +  ^)i?g  ; 


folglich  ist    y{X  —  xf  +  {Y"-~  yf  =  MN=  (1+  ii)E, 

Demnach:    Ist   das    Krümmungscentrum    C    für    den    Punkt    M   der 

Kurve  F  gezeichnet,   so   hat  man  ^^=  1  —  ^  und  also  ijjp  =  f^- 

Vermittelst  dieser  Relation  kann,  wenn  man  für  die  Kurve  F  alle 
Konstruktionen  auszuführen  weifs,  der  Punkt  N  bestimmt  werden, 
und   somit  auch   die  Normale  Uq  für  Fq.  —  Beispiels    halber  sei  F 

der  Kreis  x^  -]- y^  ==^ r^ j  da  ^  =  rcos-7,    y==r  sin-  ,  so  ergeben  die 

Gleichungen  (19) 

Xq  =  r  cos  ~  —  ^s  sin  ^ ,         ^^  =  r  sin  ^  +  ^s  cos|- ; 
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oder,  wenn  wir  —  ==  co   setzen, 


==  r  sin  (0  -j-  /^^'^  c<^s  CO  , 


Durch  Differenzieren  bekommen  wir 

-y-^  =  —  y  —  ftr  sm  CO  ^  -j—  =  X  -f-  ^r  cos  co , 

-j~-j  ==  —  X  —  2^r  cos  ca,      y-f  =  — ^  ^  —  2^r  sin  co  . 

Sind  daher  Bq  und  s^  Krümmungsradius  und  Bogen  der  neuen  Kurve^ 
so  findet  man  3 

oder  setzen  wir  iir  =  a,  (1  -\-  ii)r^=h, 

f?cö  '^         '  ^  "         a^co^  -\-h^  -^  ah 

Vergleichen  wir  diese  mit  den  Gleichungen  (5)  und  (7)  in  Nr.  209^ 
so  sehen  wir^  dafs  diese  Kurven  yon  den  früher  erhaltenen  nicht  ver- 
schieden sind;  demuacli  sind  die  verlängerten  Kreisevolventen  Oliviers 
dieselben   wie  die  früher  mit  diesem  Namen  Ibezeichneten  Kurven, 

für  sie  haben  wir  hier  nur  eine  andere  Erzeugungs weise. 

259.  III.  Denken  wir  uns  einen  biegsamen  und  undehnbaren 
Faden  um  eine  Kurve  geschlungen^  dessen  eines  Ende  in  einem  Punkte 
derselben  befestigt  ist^  während  das  andere  Ende  in  der  Richtung  der 
Tangente  gespannt  wird^  und  wickeln  diesen  Faden  ab,  so  beschreibt 
das  andere  Ende  eine  der  gewöhnlichen  Evolventen  der  Kurve.  Eine 
ganz  andere  Kurve  aber  entsteht,  wenn  beide  Enden  des  Fadens  auf 
zwei  verschiedenen  Kurven  befestigt  sind  und  der  Faden  durch  einen 
Schreibstift  so  gespannt  wird,  dafs  immer  beide  Teile  desselben  die 
beiden  Kurven  berühren.  An  Stelle  der  zweiten  Kurve  kann  auch 
ein  Punkt  treten;  dann  entsteht  folgende  Aufgabe:  „Ein  Faden  von 
der  Länge  l  sei  mit  dem  einen  Ende  F  auf  einer  Kurve  A^  mit  dem 
anderen  in  einem  Punkte  0  ihrer  Ebene  befestigt;  die  Kurve  F  auf- 
zufinden, die  ein  Schreibstift  M  beschreibt,  wenn  er  sich  so  bewegt, 
dafs  er  immer  beide  Teile  des  Fadens  gespannt  erhält^^^). 

Auflösung:  Für  eine  beliebige  Lage  von  M  seien  OM  und  PM 
(Tai.  XVI,  Fig.  134)  die  beiden  geradlinigen  Teile  des  Fadens;  sie 
geben  zugleich  mit  dem  Bogen  FP  =  s  die  Gresamtlänge  des  Fadens, 
folglich  ist  (m-{-MP  +  s  =  l; 


1)  Diese  Frage  und  ihre  Lösimg  finden  sich  in  der  Abh.  von  Pietro  Maggi, 
Intorno  una  maniera  piü  generale  d'evohite  ed  evolventi,  ed  intorno  un  sistema 
di  rette  nello  spazio  (Annali  delle  Scienze  del  Regno  Lombardo  -Yeneto ,  VIII 
1838,  IX  1839). 
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nehmen  wir  nun  0  als  Anfangspunkt^  nennen  x^  y  die  Koordinaten 
von  P^  und  X^  Y  die  von  M,  so  haben  wir 


yX^+Y^  +  y{X~xY  +  {Y—yy^l  —  s,    .     .     (22) 
Da  aber  die  Gerade  FM  Tangente  an  A  im  Punkte  P  ist,  so  ist 

fcl  =  ^''- (23) 

WO  y  die  Ableitung  von  y  nach  x  sich  aus  der  bekannten  Gleichung 
von  Ä  berechnen  läfst.  Nun  kann  man  aus  (22)  und  (23)  X  und  Y 
in  Funktionen  von  x^  y  ableiten;  setzt  man  noch  zur  Abkürzung 
(l  —  sy  —  (^'^  +  2/^)  =  it^?    so  erhält  man 

X^x-^,,         Y^y-^y      ....     (24) 

welche  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Kurve  T  dienen  können, 
wenn  Ä  und  0  gegeben  sind.  —  Bevor  wir  hieraus  einige  Pol- 
gerungen ziehen,  wollen  wir  bemerken,  dafs,  wenn  man,  auf  der  Ver- 
längerung von  Ml^,  MN=MO  nimmt,  PN=  PM-\- MN==  PM 
-\-M0  =  l  —  s  wird;  daher  sind  die  Koordinaten  von  N 

-  +  (^-^)|f'     y-^(^-^)% 

oder  ^+'-^,  1/  +  ^^; 

infolgedessen  lautet  die  Gleichung  der  Geraden  ON: 


Y        2/  +  (^-«)|- 


x-\-  {l  —  s)  -7- 


(25) 


Nachdem  dies  festgesetzt,  wollen  wir  die  Tangente  in  M  an  die 
Kurve  F  aufsuchen;  es  genügt  hierzu  ihren  Neigungsko effizienten  zu 
bestimmen.     Nun  ergeben  die  Gleichungen  (24) 


daher  ist  y        /'/-^>" 


x'  =  ij^5      r=^(^Y~-^YO; 


X'  11'  ' 

oder,  wenn  für  ^i  sein  Wert  gesetzt  wird: 


^'  y  +  ii-4 


Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  reziprok  und  entgegengesetzt  dem 
Neigungskoeffizienten  der  durch  Gleichung  (25)  dargestellten  Geraden 
ON  ist,  so  folgt,  dafs  die  Gerade  m,  Tangente  der  Kurve  F  in  M 
nichts  anderes  ist,  als  das  von  Jf  auf  ON  gefällte  Lot;  diese  Tangente 
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ist  also  Höhe  im  Dreiecke  NMO,  und  da  dieses  gleichschenklig^ 
halbiert  sie  auch  den  Winkel  NMO.  Die  Tangente  an  r  bildet  also 
mit  den  beiden  geradlinigen  Teilen   des  Fadens  gleiche  WinkeP). 

Infolgedessen  bildet  auch  die  Normale  n  mit  FM  und  MO  gleiche 
Winkel;  erstere  Gerade  ist  nun  Tangente  der  Kurve  A-^  denken  wir 
uns  also  0  als  leuchtenden  Punkt ^  die  Kurve  F  als  spiegelnd^  so 
wird  A  die  Enveloppe  der  reflektierten  Strahlen  sein^  oder  anders 
ausgedrückt^  A  ist  die  Brennlinie  durch  Reflexion  oder  Katakaustika 
von  A,  oder  umgekehrt  F  ist  also  die  Antikaustika  von  A  in  Bezug 
auf  O  als  leuchtenden  Punkt.  Konstruiert  man  die  Ellipse  E  mit 
den  Brennpunkten  0  und  P^  die  durch  M  geht^  so  ist  auch  für  sie 
m  die  Tangente  in  M,  folglich  berühren  sich  die  beiden  Kurven  I 
und  E  im  Punkte  N,  Man  kann  daher  die  Kurve  F  als  Enveloppe 
der  Ellipse  betrachten^  deren  einer  Brennpunkt  0,  deren  anderer 
ein  Punkt  P  von  A  ist,  und  deren  grofse  Axe  gleich  der  Differenz 
zwischen  der  Gesamtlänge  l  des  Fadens  und  der  Länge  des  Bogens 
der  Kurve  A,  gemessen  vom  festen  Punkte  F  bis  zum  variabeln 
Punkte  P.  Diese  Betrachtungsweise  hat  Veranlassung  gegeben,  die 
Kurve  F  als  die  elliptische  Evolvente  von  A,  diese  dagegen  als 
elliptische  Evolute  von  F  zu  bezeichnen. 

Durch  Anwendung  der  obigen  Sätze  läfst  sich  zeigen,  dafs  auch 
die  elliptische  Evolute  einer  logarithmischen  Spirale  in  Bezug  auf 
das  Auge  als  Punkt  0  wieder  eine  logarithmische  Spirale  ist;  es  ge- 
nügt hierfür,  sie  als  schräge  Trajektorie  eines  Strahlenbüschels  auf- 
zufassen. 

260.  IV.  Statt  die  Evolute  als  Enveloppe  aller  Normalen 
einer  Kurve  zu  betrachten,  kann  man  auch  die  Enveloppe  des  vom 
Berührungspunkte  ausgehenden  und  in  Bezug  auf  zwei  feste  Punkte 
zur  Tangente  konjugiert  harmonischen  Strahles  betrachten;  man  er- 
hält dann  eine  Kurve,  die  Salmon  Quasi-Evolute  genannt  hat^).  — 
Von  noch  gröfserer  Allgemeinheit  ist  folgende  Konstruktion:  In  der 
Ebene  der  Kurve  V  sei  ein  Kegelschnitt  K  gegeben;  man  lasse  jedem 
Punkte  M  von  V  den  Punkt  M'  entsprechen,  in  welchem  die  Tangente  t 
in  Jf  an  r  die  Polare  von  M  in  Bezug  auf  K  schneidet;  der  Ort 
r'  der  Punkte  M'  heifst  dann  die  Halphen'sche  Evolute  nach 
dem  Geometer,  der  sie  zuerst  betrachtet  hat^).  Verfährt  man  mit  f 
gerade  so  wie  mit  f,  so  erhält  man  eine  zweite  Kurve  f",  dann  eine 
dritte  f'  u.  s.  f.     Auch  für   diese    Reihe   von  Kurven    gilt    dasselbe 


1)  Dies  ergiebt  sich  auch  daraus,  dafs  man  ein  unendlich  kleines  Teilchen 
der  Kurve  als  Ellipsenbogen  ansehen  darf. 

2)  Analytische  Geom.  der  höh,  ebenen  Ctirven.     Deutsch  v.  Fiedler^  II.  Aufl. 
(Leipzig  1882)  S.  114. 

3)  S.  die  Abh.   Sur  une  serie  de  cottrhes  analogues  mix  developpees  (JAow- 
villes  Journ,   3.  Ser.  II,  1876). 
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wie  für  die  Evoluten  (Nr.  352),  dafs  von  einem  gewissen  Elemente 
an  die  Ordnungen  und  Klassen  zwei  arithmetische  Progressionen  mit 
derselben  Differenz  bilden. 

Wenn  wir,  um  es  einfach  zu  machen,  mit  P=0,  K==0  die 
Gleichungen  von  f  und  IC  in  homogenen  Koordinaten  x^^x^^  x^  be- 
zeichnen, so  haben  die  beiden  Geraden,  deren  Schnitt  der  Punkt  M' 
ist,  die  Gleichungen 

r,x,  +  r,x,  +  nXg  =  0,      k,x,  +  k,x,  +  k,x,  =  o, 

WO  X-^,  Xg,  Xg  die  laufenden  Koordinaten,  F^ K^ die  Werte  der 

Abgeleiteten  von  F  und  JI"  im  Punkte  M(X-^,  x^^  x.^  bedeuten.  Die 
Koordinaten  von  M'  werden  dann  gegeben  durch  die  Relationen 


Man  beachte  auch,  dafs,  weil 

XiJ-i  -f-  X2I  2   '1X2^1^  =  0^ 

aucn  in     y     7^    ^ 

und  da 

X-j^K^  +  •'^2-^2  +  x^E^  ==  0, 
so  besteht  die  Beziehuns; 


1        2        3 
K,    K,    K, 


CvU/^     *    J.   H      ■"]         G/Xn    '    -i-   O     "H         ClXn    '    J.    o 


(25) 


Xi), 


Xo 


j  tViX/H       et  JUn       (XJuo 


äx-^  •  K^  -j-  dx^ '  K^  +  dxo^  -  K^  =  0 , 


r,    r,\      ^\2K  dK\ 


und  noch  zwei   analoge.     Zufolgedessen  können  die  Gleichungen  (25) 
durch  folgende  ersetzt  werden,  die  in  der  Praxis  meistens  bequemer  sind 


x^äK —  2 dx^  K        x^ clK —  ^dx^  K        x^  dK—  2dx^  K 

Derselbe  Geometer  hat  noch  einen  Spezialfall  der  obigen  Kon- 
struktion betrachtet^):  Wenn  nämlich  der  K  genannte  Kegelschnitt 
sich  auf  einen  Kreis  reduziert  mit  dem  Mittelpunkte  0  und  dem 
Radius  Null,  so  ist  der  Punkt  M'  nichts  anderes  als  der  Schnitt  der 
Tangente  t  mit  der  in  0  zum  Vector  OM  errichteten  Senkrechten. 
Die  Kurve  V  heifst  in  diesem  Falle  die  Tangentielle  von  f  in 
Bezug  auf  den  Punkt  0.  Nehmen  wir  0  als  Pol,  nennen  ^,  cd  die 
Polarkoordinaten  von  M,  q\  (o  die  von  M'  und  ft  den  Winkel  der 
Tangente  t  mit  dem  Vector  OM,  so  haben  wir 

dcü  ^ 


es  ist  aber      tg^  ==  ^  :  ■ 


und  daher     ^1  =  ^^ 


1)  Halphen,  Etüde  sur  les  points  singuUers  de  courhes  algehriques  planes. 
Äppendice  cm  Traue  de  courbes  planes  de  G.  Salmon  (Paris  1883)  S.  29. 

Loria,  Ebene  Kurven.  41 
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©1 


oder  auch  —  ,^ ^ 

Q  dco\Q 

aufserdem  ist  co^  =  cö  -|-  — 

Diese  beiden  Grleichungen  können  zur  Auffindung  der  Gleidaung  von 
r'  dienen,  wenn  man  die  von  f  kennt.     Ist  z.  B.   f  die  Ahrenkurve 

(Nr.  137)  mit  der  Gleichung 

a 

—  ==  COS  ItO, 

so  erhält  man  als  Gleichung  ihrer  Tangentielle 

a           .                    .        /             n\ 
—  =  sm  fica  =  sm  ft  ico^ ^j , 

daher  ist  diese  Tangentielle  eine  der  ursprünglichen  gleiche  Kurve. 

Wenn  V  eine  algebraische  Kurve  n^^"^  Ordnung  ist,  definiert  durch 
die  Gleichung  f{x,y)==Q, (26) 

so  ist  es  leicht  die  Ordnung  von  V  zu  finden.  Sind  nämlich  a,  ß  die 
Koordinaten  von  0,  so  entsteht  die  Gleichung  von  V  durch  Eli- 
mination von  X,  y  aus  (26)  und  den  beiden  folgenden 

(X-^)|§  +  (r-,)f  =0,  ....    (27) 

{X—a){x  —  a)  +  {Y—a){y  —  a)  =  0,   ....     (28) 

Die  auf  einer  gegebenen  Geraden  Ax  -\-  By  -(-  C=  0  gelegenen  Punkte 
von  r'  erhält  man.  wenn  man  diejenigen  Wertepaare  X,  Y  aufsucht, 
die  den  obigen  Gleichungen  und 

Ax-\-By^C  =  0 (29) 

genügen.  Um  ihre  Anzahl  zu  bestimmen,  beachte  man  zunächst,  dafs. 
wenn  man  X.  Y  aus   den  Gleichungen  (27)  (28)  (29)   eliminiert,  man 

^^■^^^*  {Ax  +  %  +  C)  [{y  -  /3)  g  -  (^  -  «)  g] 

+  [(^-«)^+(2/-i?)^](^|-J-i?g)=0.   .    .    (30) 

Die  Anzahl  der  gesuchten  Wertepaare  X.  Y  ist  also  gleich  der  An- 
zahl der  (variabelen)  Schnitte  der  Kurven  (26)  und  (30).  ist  daher 
im  allgemeinen  gleich  n{n-{-l).  Wenn  aber  z.  B.  der  Anfang  ein 
vielfacher  Punkt  von  der  Ordnung  r  für  V  ist.  so  ist  er  für  die 
Kurve  (30)  im  allgemeinen  ein  (r  —  l)-facher.  ruft  daher  in  der  Ord- 
nung n  von  V  eine  Verminderung  von  r(r  —  1)  hervor,  ausgenommen 
wenn  dieser  vielfache  Punkt  sich  in  0  befindet,  wo  er  für  die  Kurve  (30) 
von  derselben  Vielfachheit  ist.  also  eine  Verminderung  um  r^  bewirkt. 
So  wird  z.  B.  ein  Doppelpunkt  von  V  im  allgemeinen  eine  Vermin- 
derung von  2  Einheiten  hervorrufen,  wenn  die  Doppelpunktstangenten 
getrennt    sind,   jedoch    von    3   Einheiten,    wenn    sie    zusammenfallen. 
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Dies  alles  zeigt^  wenn  T'  aufser  dem  r-fachen  Punkte  0^  d  Doppel- 
punkte und  Iv  Spitzen  hat, 

n  =  n(n  +  1)  —  ^'^  —  2(i  —  3ä  . 

Um   dieser    Relation    eine    einfachere  Form  zu   geben,    beachten  wir, 
dafs  die  Klasse  v  gegeben  wird  durch 

V  ==  n(n  -\-  1)  —  r(r  —  1)  —  2d  —  3k ; 

zieht  man  die  beiden  Grleichungen  voneinander  ab,  so  bekommt  man 

n  —  V  ==  2n  —  r ,       oder     n  =  v  ~\-  2n  —  r, 

und  dies  ist  die  gesuchte  Formel. 


Fünftes  Kapitel. 

Die  Parallelkurven. 

361,  Behalten  wir  die  in  Nr.  253  eingeführten  Bezeichnungen 
bei  und  erinnern  uns  der  daselbst  gemachten  Betrachtungen,  so  werden 
wir  leicht  erkennen,  dafs  die  Gleichung 

^cosr  —  ;:i;sin'r  —  f(r)  =  c (1) 

bei  Variation  der  Konstanten  c,  oo^  Kurven  darstellt,  die  mit  der 
^^^^cli  ^  cos  T  —  ^  sin  r  —  f(r)  =  0 

dargestellten  Kurve  ihre  Normalen  gemeinsam  haben;  in  entsprechen- 
den Punkten  sind  daher  ihre  Tangenten  parallel  ^).  Wir  wollen 
sie,  indem  wir  die  von  Leibniz^)  vorgeschlagene  Benennung  adop- 
tieren, die  Parallelkurven  der  Kurve  F  nennen^).  Es  ist  ein- 
leuchtend, dafs  jede  Parallelkurve  von  F  auch  als  die  Enveloppe  eines 
Kreises  von  konstantem  Radius  c,  dessen  Mittelpunkt  die  Kurve  F 
durchläuft,  aufgefafst  werden  kann^);  die  Untersuchung  der  Parallel- 
kurve ist  also  ein  Spezialfall  des  Problems  der  Enveloppen,  und  kann 

1)  Vgl.  Bertrand,  Calcul  differentiel  (Paris  1864)  S.  12  und  83. 

2)  Gener alia  de  natura  linearimi,  anguloque  contactus  et  osciüi  provocationihus 
aliisque  cognatis  et  eormn  iisibus  nonmdlis  (Acta  erudit.  1692;  Leihniz,  ecl.  Ger- 
hardt, V,  S.  280). 

3)  Andere  ziehen  den  Namen  äquidistante  Kurven  vor. 

4)  Daraus  kann  man  folgenden  Satz  ableiten :  „Unterwirft  man  die  Kurve  P 
einer  Translation,  indem  man  einen  ihrer  Punkte  einen  Kreis  durchlaufen  läfst, 
so  ist  die  Enveloppe  von  T  eine  zu  dieser  parallele  Kurve"  (S.  ßoberts,  On 
the  Order  and  singularities  of  the  parallel  of  an  algehraic  curve,  Proc.  of  the  Lon^ 
don  math.  Soc.  III,  1869—71).  —  Ebenfalls  kann  die  Parallelkurve  durch  den 
Mittelpunkt  eines  auf  P  rollenden  Kreises  beschrieben  werden,  somit  als  spezielle 
ß ollkurve  aufgefafst  werden. 

41* 
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daher  durch  Differenziation  und  Elimination  gelöst  werden.  Wenn 
man  jeder  Kurve  einer  Ebene  die  zu  ihr  in  einem  gegebenen  Ab- 
stände parallele  Kurve  entsprechen  läfst^  so  erhält  man  eine  be- 
sondere Art  von  Berührungstransformation ^  die  S.  Lie  Dilatation 
genannt  hat^);  in  ihr  entsprechen  den  Punkten  Kreise^  den  Geraden 
wiederum  Gerade.  Die  Originalkurve  und  ihre  Parallelkurven  haben 
dieselben  Brennpunkte  gemeinsam,  Ist  F  algebraisch,  so  sind  es 
auch  alle  ihre  Parallelkurven.  Sind  n  und  v  Ordnung  und  Klasse 
von  r^  d  und  d  die  Zahl  ihrer  Doppelpunkte  bezw.  Doppeltangenten, 
h  und  %  die  ihrer  Spitzen  und  Wendepunkte,  und  sind  n,  v\  cV,  d\ 
Ic,  %  die  entsprechenden  Zahlen  für  die  Parallelkurve  r\  so  sieht 
man  leicht  ein,  dafs  im  allgemeinen 

y  =:2vj       (^'  =  2(5,       %  =2%. 

Durch  Anwendung  der  Plücker'schen  Formeln  ergeben  sich  daraus 
die  Werte  für  die  anderen  Charakteristiken,  z.  B.  n  =  2{n-\-v).  Diese 
Zahlen  erfahren  jedoch  Modifikationen,  wenn  T  durch  die  Kreis- 
punkte —  sagen  wir  /"-mal  —  hindurchgeht  und  die  unendlich  ferne 
Gerade  —  ^-mal  —  berühren^);  in  diesem  Falle  findet  man  nämlich 

n'  =.2n  +  2v  —  2f—2g:^       v=2v',  n=2n', 

■k'=.Qv-\-2h  —  &f—  Qg-,       f=2v  —  2g',      g=2g. 

Bemerkenswert  ist  der  Fall  v  ^==  f  -^  g,   dann  werden  diese  Formeln 

n'==2n,     v==2v,     h'=2h,     %=2x,     f'=2f,     g=2g, 

bei  deren  Untersuchung  Cayley  zu  der  Vermutung  gelangte,  dafs  die 
Kurve  jT'  (wie  es  eintritt,  wenn  F  ein  Kreis  ist)  in  zwei  zerfiele, 
welche  dieselben  Charakteristiken  hätten  wie  JT 

Zwischen  den  Längen  entsprechender  Bogen  zweier  Parallelkurven 
besteht  eine  sehr  einfache  Beziehung,  die  A.  L.  Cr  eile  durch  Rechnung 
nachgewiesen  hat^),  die  man  aber  auch  durch  eine  sehr  einfache 
geometrische  Überlegung  nachweisen  kann,  die  zugleich  zu  einer 
Quadraturformel  führt,  die  man  demselben  Gelehrten  verdankt. 

Betrachten  wir  nämlich  (Taf.  XVI,  Fig.  135)  zwei  aufeinander 
folgende  Punkte  M  u^nd  N  der  Kurve  F  und  die  ihnen  entsprechen- 
den M',N'  der  parallelen  Kurve  r.  Die  Geraden  MM'  und  NN' 
sind    dann  sowohl  zu   P,    als   auch  zu   F'  normal.     Setzen  wir  nun 


1)  Geometrie  der  Berührungstransformationen  I.  (Leipzig  1896)  S.  14. 

2)  S.  die  schon  citierte  Abb.  On  evolutes  and  parallel  Ciirves  (Quart.  Jonrn. 
XI,  1871;  Math.  Papers  VIII,  S.  31),  daselbst  sind  die  Parallelkurven  auch  in 
einer  beliebigen  projektiven  Mafsbestimmung  betrachtet. 

3)  Memoire  sur  le  parallelisme  des  courhes  et  surfaces  courhes  (Ann.  de  Ger- 
gonne,  XII,  1821);  vgl.  Magnus,  Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus 
der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  (Berlin  1833)  S.  539. 
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MN=  ds,  M'N'  =  ds\  die  Fläche  MNN'M'==  dA  und  den  Winkel, 
den  MM'  mit  einer  festen  Geraden  bildet,  =  v,  so  dürfen  wir  den 
entsprechenden  der  Geraden  NN'  mit  v  -\-  dv  bezeichnen.  Ziehen 
wir  nun  die  Parallele  NT  zu  MM',  so  ist  <^  FNN'  =  dv ;  das  Vier- 
eck MNPM'  kann  nun  als  Rechteck  angesehen  werden,  und  der 
Bogen  PN'  als  Kreisbogen  mit  dem  Mittelpunkte  N  Ist  nun  der 
Abstand  der  beiden  Parallelkurven  c,  so  haben  wir 
PN'=  M'N'  —  MN  =  ds'  --ds  =  cdv,      dÄ  =  Fläche  MNN'M' 

=  Rechteck  MNPM'  +  Sektor  PNN'  =cds-{-^  chlv ; 
durch  Integrieren  erhält  man  nun 

s'  =.  s  ~{-  cv  -\-  Gonst ;      A==-  es  -\-  ~  c^v  -)-  Const    .     .     (2) 

Dies  sind  die  gesuchten  Beziehungen;  die  erste  giebt  uns  den  Bogen 
der  Parallelkurve  T'  als  Summe  des  entsprechenden  Bogens  von  F 
und  eines  Kreisbogens,  die  zweite  dient  zur  Bestimmung  der  Fläche 
des  krummlinigen  Vierecks,  das  von  zwei  entsprechenden  Bogen  von 
F  und  F',  sowie  den  gemeinsamen  Normalen  in  den  Endpunkten  be- 
grenzt ist. 

Wenn  man  die  natürliche  Gleichung  einer  Kurve  F  kennt,  ist  es 
leicht,  die  ihrer  Paraüelkurve  F'  zu  finden;  da  nämlich  F  und  F' 
die  nämliche  Evolute  haben,  so  ergeben  sich  bei  Anwendung  von 
Formel  (1)  in  Nr.  251  folgende  Beziehungen 

B^=R'^,         B  +  c  =  B'+c^, 
ds  ds   ^  '  '        ' 

setzt  man  zur  Abkürzung  c  —  e  =  a,  so  ist  K  =  B  ~\-  a  und  die 
erste  Gleichung  wird 

y)    dM  /  -ry         I  \     (*Xl  ds 

■^-d7  =  ^-^  +  *^1F  W 

-.  QjS  ^       1        GL 

0*^«^  ^  =  1+^5 

hieraus  geht  hervor,  dafs  man  als  natürliche  Darstellung  der  Kurve  F' 
folgendes  Gleichungspaar  ansehen  kann 

iJ'=jR  +  a,        s'=s  +  a/-J^.      ....     (2) 

263.  Die  Parallelkurve  einer  Geraden  besteht  aus  einem  Geraden- 
paar parallel  zur  gegebenen  Geraden  in  gleichem  Abstände;  die  eines 
Kreises  aus  einem  Paar  konzentrischer  Kreise.  Neue  Kurven  er- 
halten wir  dagegen  in  den  Parallelkurven  der  Kegelschnitte. 
Betrachten  wir  zunächst  die  Ellipse 

i+i;=i (8) 

Da  man  jede  Parallelkurve  derselben  als  ümrifs  der  Projektion  einer 
Ringfläche   (torus)   ansehen  kann,    wenn    diese   von  einem   unendlich 
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fernen  Punkte  auf  eine  beliebige  Ebene  projiziert  wird,  so  ist  sie 
Toroide  genannt  worden^).  Um  ihre  Gleichung  zu  finden,  betrachten 
wir  einen  der  sie  umhüllenden  Kreise,  der  durch  die  Grleichung 

ix-a)'  +  (y-ßy  =  c' (4) 

dargestellt  sein  möge,  wo  die  a  und  ß  der  Gleichung  genügen  müssen 

s+i-:=i (6) 

Die  Gleichung  der  Toroide  wird  man  erhalten,  wenn  man  diese  Glei- 
chungen mit  den  Ableitungen  nach  a  und  ß  von  folgender  kombiniert 

(x-ay  +  (y-ßy-c'^  +  A[^,  +  I  -  l]  =  0 . 
Da  nun  diese  Ableitungen  sind 

_Xa  R  —  ^ 

X      a  —  -^,         y      p  —  -^, 
so  hat  man  ^^2^  ^2^ 


.         /5  = 


Setzt  man  diese  Werte  in  (4)  und  (5)  ein,  so  erhält  man 


nun  ist  die  Aufsuchung  der  Toroidengleichung  auf  die  Elimination 
von  l  aus  diesen  beiden  Gleichungen  zurückgeführt^);  ausgeführt  ist 
diese  Rechnung  von  Catalan  und  Cayley^)  und  ergiebt  folgendes 
Resultat : 

{x^  Ar  y^  —  ^^  —  &^  —  c^yia^y'^  +  ^^^^  —  ^^^^  ~~  ^^^^  —  a^¥y 
+  4a'b'c\x^  J^if  —  a^  -  &2  _  ^2)  „  21a^¥c^ 

+  4(a2^2  _|_  ^2^2  _  ^2^2  _  ^2^2  _  ^2j2)3  _  0 .      .     (6) 

Die  Toroide  ist  demnach  eine  Kurve  achter  Ordnung,  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  beide  Axen  der  Ellipse.  Sie  besteht  aus  zwei 
völlig  getrennten  in  sich  geschlossenen  Zügen,  einem  äufseren  und 
einem  inneren.  Der  äufsere  Zug  verläuft  immer  stetig,  bei  kleinem 
c  nähert  sich  seine  Gestalt  der  Ellipse,  bei  gröfser  werdendem  e  einem 


1)  E.  Catalan,  Sur  la  toroide  (Nouv.  Ann.  III,  1844);  dort  wird  die  Ent- 
deckung des  Zusammenhanges  zwischen  dem  Kreisringe  und  der  Parallelkurve 
der  Ellipse  dem  Fleur  St.  Denis  zugeschrieben,  und  die  Wahl  des  Namens 
der  betr.  Kurve  auf  diesen  Zusammenhang  zurückgeführt.  — Der  Beweis  ist  leicht; 
man  betrachte  den  Kreisring  als  die  Parallelfläche  eines  Kreises  K^  also  als  die 
Enveloppe  der  Kugeln  von  gleichem  Radius,  die  ihren  Mittelpunkt  auf  jfiT  haben; 
K  projiziert  sich  als  Ellipse,  die  Kugeln  als  Kreise.     (Anm.  d.  Übers.) 

2)  Vgl.  Cauchy,  Notes  sur  divers  theoremes  relatifs  ä  la  rectification  des 
cou7'hes  et  ä  la  rectification  des  surfaces  (C.  R.  XVIII,  1841). 

o)  Sur  la  courde  parallele  ä  Vellijpse  (Ann.  di  Matem,  XIII,  1860). 
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Kreise.  Der  innere  hat  je  nach  der  Gröfse  von  c  ganz  verschiedene 
Gestalt:  wenn  1)  c<  — ^  so  ist  er  ellipsenähnlich.  2)  c== — ,  ellipsen- 
ähnlich mit  zwei  dreifachen  Punkten  auf  der  grofsen  Axe^  die  aber 
äufserlich  nicht  erkennbar^  sich  nur  durch  eine  scharfe  Biegung  ver- 

raten.     3)  6>c>  — ^  mit  zwei  Doppelpunkten   auf  der  grofsen  Axe 

und  vier  reellen  Spitzen.  4)  c  =  h,  vier  Spitzen  und  ein  Berührungs- 
knoten im  Mittelpunkte.  5)  a>c>h,  vier  reelle  Spitzen.  6)  G  =  a, 
vier  Spitzen   und   ein  Berührungsknoten ^  aber  mit    der  kleinen  Axe 

als  Doppeltangente.  7)  a<ic<i~jr,  vier  Spitzen  und  zwei  Doppel- 
punkte  auf  der  kleinen  Axe.     8)  c==-^,  zwei  dreifache  Punkte  wie 

im  Falle  2)   aber  auf   der  kleinen  Axe.      9)   c  =  -t-,    die  Kurve  hat 

wieder  ellipsenähnliche  Gestalt^  die  bei  wachsendem  c  in  Kreisform 
übergeht.  In  den  letzten  Fällen^  wenn  2a>c>2&^  wird  der  Zweig 
sogar  die  Ellipse  schneiden^);  wenn  c  =  2a  berührt  er  sie,  und  wenn 
c>2a  liegt  der  innere  Zweig  ganz  aufserhalb  der  Ellipse. 

Die  Gleichung  (6)  ist  so  kompliziert,  dafs  sie  wenig  geeignet  ist, 
für  die  Untersuchung  der  Toroide  benutzt  zu  werden.  Besser  ist  es 
schon  die  Gleichungen  (5')  nach  x  und  y  aufzulösen,  wobei  man 
folgende  beiden  Ausdrücke  erhält 


■y-^.i:w^    y  =  -ir-  y-ar-=:w^  '  '  '  (') 

also  eine  parametrische  Darstellung.  Auch  folgende  analytische  Dar- 
stellung kann  man  anwenden.  Es  sei  Pi(^ij  y^  ein  Punkt  der  Ellipse, 
F{x,y)  der  entsprechende  der  Toroide;  da  die  Strecke  P^P  ==  c  und 
normal  zur  Ellipse  ist,  so  bestehen  folgende  Gleichungen: 

und  daher  ist 

X  ==  X,  ~] ^     -  ,        y  =  IL  +  ^^  — -:. :  .  .  .  (8) 

Nehmen  wir  das  -f  Zeichen,  so  erhalten  wir  den  äufseren  Kurventeil, 
das   —Zeichen,   den  inneren.     Zu  beachten  ist  noch,  dafs   die  x^^y.^ 

durch  die  Gleichung  \-  -\-  %-==l  miteinander  verknüpft  sind;  daher 
kann  man  setzen  x^=  a  cos  ca ,   y^=h  sinco  ^  und  dann  schreiben 

1)  Dafs  sich  zwei  parallele  Kurven  schneiden,  und  dafs  die  eine  Spitzen 
hat,  während  die  andere  kontinuierlich  verläuft,  erscheint  geradezu  paradox. 
Dieser  Widerspruch  klärt  sich  dadurch  auf,  dafs  die  Parallelkurven  ihrer  innern 
Natur  nach  Tangentengebilde  sind;  für  eine  Kurve  als  Tangentengebilde  aber 
ist  eine  Spitze  keine  Singularität,  weil  ja  in  einem  solchen  Punkte  die 
Tangente  sich  kontinuiei-lich  weiter  bewegt.     (Anm.  d.  Übers.) 
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,  1)  c  cos  CO  .  ,  ac  sin  co 

x==a  cos  w  +  -, z=         — = ,    y  =  a  sm  g9 

— —  t/^2  ^,',^2   -       t      7,2^^^2„''  »^ 


Ya^  sin^  CO  4"  ^^  cos^  ca  ]/a^  sin^  oo  +  5^  cos^  0) 

Aus  dieser  parametrisclien  Darstellung  kann  man  ebenfalls  entnehmen^ 
dafs  die  Toroide  8  Doppelpunkte  hat:  vier  liegen  im  Endliclien;  zwei 
auf  der  ^-Axe^  zwei  auf  der  ^-Axe^  von  diesen  beiden  Paaren  ist 
höchstens  eins  reell;  die  anderen  vier  liegen  im  Unendlichen,  zwei 
fallen  mit  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Ellipse,  zwei  mit  den 
Kreispunkten  zusammen.  Sie  hat  ferner  12  Spitzen:  acht  von  diesen 
sind  immer  imaginär,  vier  können  reell  sein;  sie  liegen  an  den  Stellen, 
wo  der  Krümmungsradius  der  Ellipse  gleich  c  ist.  Sie  hat  keine 
Wendepunkte  aber  zwei  Doppeltangenten,  die  nur  dann  reell  sind, 
wenn  die  Doppelpunkte  imaginär,  und  zugleich  die  Spitzen  reell  sind. 
Aus  dem  Obigen  folgt  dann:  Die  Toroide  ist  von  der  vierten  Klasse 
und  vom  Gesclileclite  Eins.  Dasselbe  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
Tangentialgleichung  der  Kurve  bestimmt.  Hierzu  benutzen  wir  die 
Gleichungen,  die  entstehen,  wenn  man  die  (5')  nach  x,  y  auflöst;  diese 
liefern  dann  als  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  {X) 

daher  sind  die  Koordinaten  %i  und  v  der  Tangente 


Durch  Elimination  von  X  ergiebt  sich  dann 

[(^2  -  c^)v'  4-  (&2  —  c')u^  —  1]^  =  4:c\u'  -\-v')    .     ,     (iO) 

als  Tangentialgleichung  der  Toroide;  sie  ist  bedeutend  einfacher  als 
die  Punktgleichung  ^).  überhaupt  lassen  sich  die  Parallelkurven  be- 
quemer vermittelst  Linienkoordinaten  untersuchen;  insbesondere  eignen 
sich  für  die  der  Kegelschnitte  die  bekannten  Unverzagt-Schwering'- 
schen  Linienkoordinaten  ^). 

Wenden  wir  auf  die  Toroide  die  Crelle'schen  Sätze  über  die 
Rektifikation  und  Quadratur  der  Parallelkurven  an,  so  erkennt  man: 
Die  Differenz  zwischen  der  Länge  des  äufseren  und  des  inneren 
Zweiges  der  Toroide  ist  gleich  Ajtc^  wenn  2  c  ihr  gegenseitiger  Ab- 
stand ist;  die  von  ihnen  umschlossene  Fläche  ist  gleich  einem  Recht- 
eck, dessen  Länge  gleich  dem  Umfange  der  gegehenen  Ellipse,  dessen 
Breite  gleich  2e  ist^). 

1)  Weitere  Eigenschaften  der  bezügliclien  Kurven  findet  man  in  einer 
Abb.  von  F.  Gomes  Teixeira,  Su7'  les  coiwhes  paralleles  ä  Vellipse  (Belgique 
Mem.  LVIII,  1898). 

2)  K.  Schwering,  Die  ParallelJcurve  der  Ellipse  als  Curve  vom  Bange 
JEinSy  unter  Amvendimg  eines  neuen  Linieneoordinatensystems  (Progr.  Brilon,  1878) 
und  Theorie  und  Ämuendung  der  Linienlwordinaten  (Leipzig  1884)  S.  69. 

3)  Dienger,  üel)er  die  BeMification  und  Quadratur  der  Toroide  (ArcMv 
Math,  IX,  1847). 
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Wechseln  wir  in  den  Formeln  (7)  und  (8)  das  Vorzeichen^  so 
bekommen  wir  die  analytische  Darstellung  der  Parallelkurve  der  Hy- 
perbel; die  früheren  Doppeltangenten  werden  dann  zu  Asymptoten 
der  Kurve.  Eine  ähnliche  analytische  Darstellung  hat  die  Parallel- 
kurve der  Parabel^  welche  von  der  sechsten  Ordnung  und  vierten 
Klasse  ist.  Die  bezüglichen  Rechnungen  auszuführen,  wollen  wir  dem 
Leser  überlassen. 

263.  Eine  Kurvenfamilie,  bei  welcher  die  Untersuchung  der 
Parallelkurven  leicht  wird,  ist  die  der  Epi-  bezw.  Hypocykloiden^). 
Benutzen  wir  nämlich  die  Gleichungen  (4J  aus  Nr.  304,  so  sehen 
wir,  dafs  die  Parallelkurve  zu  der  durch  diese  Gleichungen  für  den 
Fall  li  =  r  dargestellten  Epicykloide,  die  Enveloppe  des  Kreises: 

X ~^—  r  COS  nijj  +  ^^  ^o®  0^  +  1)  ^ 

_j_  r^  —  ^^  '"    r  sin  nf-\-r  sin  (^  -j-  1)  i/^    =  c^ 

ist;  kombiniert  man  diese  mit  ihrer  Ableitung  nach  t/j,  so  erhält  man 

X  ==  — —  r  cos  n^ijj  —  r  cos  (n-f-ljil^  -\-  c  sm  — ~~  ip , 

n-]- 1      .        ,  •    /      (    i\  ,    f  2^  +  1  , 

y  =  — ' —  r  sm  nijj  —  r  mn(n  -f-ljilj  +  c  cos  ■ — - —  f , 

wodurch  die  fragliche  Kurve  dargestellt  wird.     Führen  wir  komplexe 
Variabelen  ein,  so  erhalten  wir 


■.re''''^—r&''^^^''^—le   ^ 


n 

Erinnern  wir  uns  nun  der  in  JSTote  2)  S.  487  erwähnten  Gleichung, 
so  ergiebt  sich:  Die  Parallelkurven  der  gemeinen  Epi-  oder  Hypo- 
cykloiden  sind  Cykloiden  zweiter  Ordnung^). 

Ein  besonderes  Interesse  bietet  der  Fall  der  vierspitzigen  Hypo- 
cykloide  oder  regulären  Astroide,  der  zu  einer  wichtigen  Folgerung 
führt,  zu  deren  Nachweis  wir  folgende  Bemerkungen  vorausschicken. 

Zwei  beliebige  sich  schneidende  Geraden  können  immer  durch 
Gleichungen  von  der  Form 

y  =  ■:hxtga 

dargestellt  werden.     Es  sei  ferner 

X  cos  (p  -\-  y  sin  (p  —  p  ==  0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Geraden,  aus  welcher  die  beiden  obigen 
eine  Strecke  von  der  Länge  l  ausschneiden.  Es  ergiebt  sich  dann 
leicht,  dafs  i  ^^g  (^  _j_  ^)  c^s  (cp  —  cc)  ^ 


sin  2cc 


5 


1)  S.  einen  Artikel  von  Audibert  im  Intermediaire  III,  1896,   S,  72 — 73, 
wo  die  Rektifikation  dieser  Kurven  behandelt  wird. 

2)  Ygl.  Note  4  auf  S.  643,  Scblufs. 
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daher  kann   die  von  diesen   Geraden  eingehüllte  schiefe  Astroide  an- 
gesehen werden  als  definiert  durch  die  Gleichung  (vgl.  Nr.  251) 

l  cos  (qp  -f-  <^)  cos  (qp  —  cc) 


X  cos  ^)  -\-  y  %\xicp 


sin  2« 


(13) 


oder  die  äquiyalente 

rrcos^ +  ^sin9)  =  -^-^r^^^[cos29 +  cos2a].  .  .  (11) 
Differenzieren  wir  diese^  so  bekommen  wir 

^sing)  — ycosg)=--^v^^sin29Q,  .  ,  ,  .  .  (12) 
und  kombinieren  wir  sie  mit  der  vorigen 

^  =  c  '    c.      17  cös  CD  —  —  COS  3  cp  +  cos  2  a  •  cos  qp 

2  sm  2 «  L  2  ^  2  ^     '  ^  J 

^/  =  TT-^-TT-   — TT  sin  OD  —  —  sinSqp  +  cos2c^-sin(p 

^  2  sm  2  c^  L        2  ^2  ^     '  ^  J 

Aus  dieser  parametrischen  Darstellung  der  schiefen  Astroide  erhält 
man  folgenden  Wert  für  den  Differenzialquotienten  des  Bogens 

:^-  =  o  •    o    (cos2c^  —  3cos2cd), 
d(p  2  sm  2  c*;  ^  ^^  ^ 

und  nach  Integration 

^  ^  2  sin  2c.  (g)  COS  2(^  —  -^  sin  2^)  +  Cö^s?5.  .     .     .     (14) 

Differenzieren  wir  Gleichung  (12)  von  neuem,  so  erhalten  wir 

r^  COS  9  +  ^  sm  9  ==  -^sm^cc  ^^^  ^9^  5 

daher  wird  der  Krümmungsradius  der  schiefen  Astroide  gegeben  durch 

R=  ^  }       (cos  2a  — 3  cos  2y) (15) 

2sin2K^  ^^  ^     ^ 

Setzen  wir  nun    2  g)  ==  m  -{-  ~    und    wählen    den    Anfang    und    den 

positiven  Sinn  in  geeigneter  Weise,  so  können  die  Gleichungen  (14) 
und  (15)  ersetzt  werden  durch 

^  ==  »  .   »    (3 sin 03  +  cos2a),    s  =  j—;— ^r- (3 cos o?  —  coGOB2a)  .  (16) 
2  sm  2  a  ^  '  ^^  4  sm  2  o:  ^  /      v     y 

Da  nun  diese  R  und  s  in  Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  cj 
gebeuj  so  ist  das  System  derselben  äquivalent  mit  der  natürlichen 
Gleichung  der  schiefen  Astroide  (welche  man  eben  durch  Elimination 
von  m  aus  (16)  erhalten  würde).  Beachten  wir  nun,  dafs  die  Glei- 
chungen (16)  von  folgender  Form  sind: 

R  =  h  sin  CO -\- a^         s==~(Jccosc3  —  aco),      .     .     (17) 

so  entsteht  die  Frage,  ob  diese  Gleichungen  vom  Typus  (17)  immer 
eine  Astroide  darstellen.  Um  diese  zu  beantworten,  beachten  wir, 
dafs  die  Gleichungen  (17)  sich  mit  (16)  identifizieren,  wenn  man  setzt 
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7  _        ^^  _    __1__. 

'"  ~~   2sin2ßj'       ^~"   2tg2o^  ' 

hieraus  ergiebt  sich 

und  diese   Gleichungen   liefern   für    a  und  ?    nur  dann  reelle  Werte, 

^^^^  ■    |/c|>3|a|.      .     ..,.-...     (18) 

Wir  können  daher  schliefsen:  Die  öleichungen  (17)  stellen  nur  dann 
eine  Astroide  dar,  wenn  die  Konstanten  a  und  k  der  Bedingung  (18) 
genügen.  Wenn  dies  nicht  zutrifft,  so  stellen  die  Gleichungen  (17) 
eine  Kurve  dar,  die  nicht  mehr  in  reeller  Weise  ebenso  wie  die 
Astroide  m  ISTr.  103  erzeugt  werden  kann;  sie  soll  als  Parastroide 
bezeichnet  werden^),  und  kann  auf  reelle  Weise  durch  ein  Verfahren 
konstruiert  werden,  das  wir  jetzt  darlegen  wollen.  —  Betrachten  wir 
die  reguläre  durch  folgende  Gleichungen  dargestellte  Astroide  (s.  die 
Gl.  (16),  in  welchen  2a=='jt  zu  setzen  ist) 

B  ==  —  ^mG} ,  s  =  —  cos  03 , 

und  benutzen  die  Formel  (2),  so  erhalten  wir  für  die  Parallelkurve 
derselben  r,       3?    .  ,  3Z  a  ..^. 

jR  =  --  Sm  03  +  ^ ;        5  =  -^  cos  03  ^ —  -  •        .       .       (lU) 

Folglich:  Die  Parallelkurve  einer  regulären  Astroide  ist  im  all- 
gemeinen eine  Parastroide.  Aus  der  Gleichung  (18)  ersieht  man, 
dafs  sie  nur  dann  eine  Astroide  ist,  wenn 

l^l<2- 

Somit  ergiebt  sich  die  Notwendigkeit,  die  Tragweite  eines  von 
Salmon  dargelegten  Satzes^)  einzuschränken,  wie  aus  der  aufmerk- 
samen Prüfung  der  angewandten  Begründung  hervorgeht.  Überdies 
verlangen  die  auf  S.  645  aufgestellten  Formeln,  dafs  die  fragliche 
Kurve  von  der  12*®''  Ordnung  sei;  nun  zeigt  uns  die  geometrische 
Überlegung  oder  eine  Zeichnung  leicht,  dafs  die  Parallelkurve  der  regu- 
lären Astroide  aus  zwei  kongruenten  Kurven  besteht;  jede  von  diesen 
gehört  teils  dem  äufseren,  teils  dem  inneren  Zweige  an,  wie  es 
Taf.  XVI,  Fig.  136  zeigt. 


1)  G.  Loria,  Les  coiirbes  paralleles  aux  astero'ides  sont  elles  toujours  des 
asteroules?  (Mathesis,  2®  Ser.  X,  1900);  vgl.  die  darauf  folgende  Note  siir  V astroide 
et  ses  coiirhes  paralleles  von  J.  Neuberg^  wo  auf  ältere  Arbeiten  von  Mannheim 
und  d'Ocagne  über  dasselbe  Thema  hingewiesen  wird. 

2)  Salmon-Fiedler,  Höhere  ebene  Curven,  II.  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  129. 
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Sechstes  Kapitel. 

Die  Radialen^). 

364:,  JSTacli  dem  VorscMage  von  R.  Tucker^)  bezeichnet  man  mit 
dem  Namen  Radiale  einer  ebenen  Kurve  F  den  Ort  Fq  der  End- 
punkte der  von  einem  festen  Punkte  0  ausgehenden  und  mit  den 
Krümmungsradien  der  Kurve  F  äquipoUenten  (d.  h.  gleichen  und 
gleichgerichteten)  Strecken.  Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  1)  dafs 
die  Radiale  für  eine  Kurve  eine  ähnliche  Bedeutung  hat  wie  der 
Hodograph  für  eine  Bewegung^);  so  wie  dieser  eine  graphische  Dar- 
stellung der  Änderungen  der  Geschwindigkeit  liefert^  so  giebt  diese 
ein  Bild  davon^  wie  sich  die  Krümmung  der  Kurve  ändert;  2)  dafs^ 
wenn  man  den  festen  Punkt  0  verlegt^  die  Radiale  ihre  Gröfse  und 
Lage  beibehält^  also  nur  eine  Verschiebung  in  der  Ebene  erleidet. 

^^^^^^^"^  f{x,y)^0 (1) 

die  auf  ein  gewöhnliches  kartesisches  System  bezogene  Gleichung  der 
beliebigen  Kurve  F.  Wir  nehmen  an^  dafs  die  Funktion  f  partielle 
Ableitungen  erster  und  zweiter  Ordnung  besitze^  und  bezeichnen 
diese  bezw.  mit  /i; /'2; /ii; /12  = /21  ^^^  h^-  ^^^  bekannten  Formeln 
(s.  Nr.  251)  ergiebt  sich  dann^  dafs  die  Projektionen  der  Strecke 
zwischen  dem  Punkte  F(x,y)  von  F  und  dem  entsprechenden  Krüm- 
mungscentrum C{x^,y^,  also  die  Gröfsen  x^  — x  und  y^  —  y  die  Pro- 
dukte sind  aus  f^  bezw.  f^  und  dem  Quotienten 


(fi' +  (.')■■ 


tu     /12     /i 

/2I       /22       72 


(2) 


Sind  nun  a^  ß  die  Koordinaten  des  festen  Punktes  0^  und  Xq^  y^  die 
des  Punktes  Pq  auf  F^,  welcher  dem  Punkte  F(x,y)  auf  F  entspricht, 
so  ist  offenbar 

x^  —  a  =  x^  —  x,      yo  —  ß  =  yi~y, 

und  daher  zufolge  der  vorigen  Gleichung: 

xo  =  <^  +  if,'-\-m-^,      yo-ß  +  ift'+f/)---^,    ■   (3) 

wenn  wir  die  in  (2)  vorkommende  Determinante  der  Einfachheit  halber 


1)  G.  Loria,  Intorno  alle  radiali  delle  curve  piane  (Rendic.  del  Circ.  matem. 
di  Palermo,  XYI,  1902);  La  radiale  di  una  curva  algehrica  (Perodico  di  matem, 
XYII,  1901). 

2)  On  radial  curves  (Proc.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  I,  1865). 

3)  Hamilton,  Elements  of  Quaternions  (London  1866)  S.  100. 
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mit  z/  bezeichnen.  Für  jedes  Wertepaar  x^  y,  welches  der  Gl.  (1) 
genügt;  liefern  nns  diese  Gleichungen  die  Koordinaten  des  entsprechen- 
den Punktes  der  Radialen^  man  würde  also  durch.  Elimination  von 
X  und  y  aus  den  drei  Gleichungen  (1)  und  (3)  zur  Gleichungen  der 
Radialen  gelangen.  Diese  Elimination  ist  nicht  im  allgemeinen  aus- 
führbar,  aber  auch,  ohne  sie  auszuführen  kann  man  den  Grad  der 
resultierenden  Gleichung,  d.  i.  die  Ordnung  der  Radiale  bestimmen  für 
den  Fall;  dafs  f  eine  rationale  algebraische  Funktion  yom  n^^'^  Grade  ist. 
Betracbten  wir  nämlich  eine  beliebige  Gerade  g  in  der  Ebene ,  deren 
Gleichung  Ax-^By+C=0 

sein  möge.  Wenn  g  den  Punkt  Pq  enthält,  dessen  Koordinaten  durch 
(3)  gegeben  sind,  so  hat  man 

{Aa  -\-Bß  +  C)zl  +  {Af,  +  BQ{f,'  +f^^)  =  0.  .    .    (4) 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Kurve,  im  allgemeinen  von  der 
Ordnung  ?){n  —  1),  die  die  gegebene  also  in  'dn{n  —  1)  Punkten 
schneidet,  in  der  Weise,  dafs  die  entsprecbenden  Punkte  der  Radiale 
zugleich  auf  die  Gerade  g  fallen.  Dies  berechtigt  uns  zu  dem  Schlüsse: 
Die  Radiale  einer  algebraischen  Kurve  n^^""  Ordnung  ist  im  all- 
gemeinen von  der  Ordnung  %n{n~  1).  Beispiele:  Die  Radiale  eines 
Kegelschnittes  ist  im  allgemeinen  eine  Kurve  sechster  Ordnung, 
welches  Resultat  schon  von  Tucker  gefunden  wurde  (vgl.  Nr.  102); 
die  einer  Kurve  dritter  Ordnung  ist  von  der  Ordnung  18. 

Die  gefundene  Ordnungszahl  3^(^  —  1)  erfährt  jedoch  beträcht- 
liche Änderungen,  wenn  die  Originalkurve  vielfache  Punkte  enthält. 
Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  diese  im  Anfange  einen  ^-fachen  Punkt 
habe,  so  kann  man  schreiben 

WO  _p  >  1  und  /"(^^  (k  =  p,  p  +  l^  ...,  n)  eine  binäre  Form  vom 
Grade  p  m  x,y  ist;  f(p)  =  0  stellt  dann  die  Gruppe  der  p  Tangenten 
im  Anfangspunkte  dar.  Setzen  wir  nun  diesen  Wert  von  f  in  die 
Gleichungen  (3)  ein  und  ordnen  nach  fallenden  Potenzen  von  x,y^  so 
erkennen  wir,  dafs  die  Gruppe  der  Glieder  niedrigsten  Grades  gegeben 
wird  durch 

(Äa  +  jB^  +  (7) 


In 

Ap) 

112 

fr 

Av) 

/l2 

122 

Ap) 

12 

/r 

fiP) 

0 

Wenden  wir  jetzt  den  Euler^schen  Satz  über  die  homogenen  Funktionen 
an  und  führen  an  der  obigen  Determinante  einige  übliche  Trans- 
formationen aus,  so  kann  dieser  Ausdruck  nach  und  nach  in  folgenden 
umgewandelt  werden 
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Acc  +  Bß+G 
p-1 


Aa  +  Bß+C 
p  —  1 


Ap) 
111 


Ap) 

112 


HP) 
cip) 


Ap)       />! 
/21        /^ 


11         h 


iP) 

22 

ip) 


Ap) 
'11 

Ap) 
hl 


Ap) 
112 


f 


ip) 


0 

0 
0 


f[''    fi''-ixf^'+yf^') 


-r^{Aa  +  Bß  +  C)f^^ 


Ap) 
111 


Ap) 
112 


Ap)      Ap) 

'21  '22 


Aus  diesem  Ausdrucke  geht  hervor^  dafs  der  Anfangspunkt  für  die 
durcli  Gleichung  (4)  dargestellte  Hilfskurve  ein  Punkt  von  der  Viel- 
fachheit p  +  2(p  —  2)  =  3j9  —  4  ist^  und  dafs  die  Tangenten  dort 
an  diese  Kurve  insgesamt  bilden  1)  die  p  Tangenten  an  die  gegebene 
Kurve  F;  2)  die  Hesse'sche  der  von  diesen  gebildeten  Gruppe.  In 
dem  allgemeinen  Falle  ^  dafs  alle  Tangenten  an  F  im  Anfangspunkte 
getrennt  sind^  sind  in  diesem  Punkte  p(?>p  —  4)  -\~  p  =  '^p{p  • —  1) 
Schnitte  der  Hilfskurve  mit  F  vereint,  daher:  Jeder  jp-fache  Punkt 
der  Originalkurve  mit  lauter  getrennten  Tangenten  verursacht  Ibei 
der  Ordnung  der  Radiale  eine  Verminderung  von  ip  {p  —  1)  Ein- 
heiten. Um  auch  in  dem  Falle,  dafs  von  den  Tangenten  mehrere 
zusammenfallen,  den  Einflufs  zu  bestimmen,  ist  dieselbe  Methode  an- 
zuwenden, die  das  Verhalten  der  Hesse'schen  in  einem  vielfachen 
Punkte  der  Fundamentalkurve  aufdeckt,  und  es  ist  zu  beachten:  1)  dafs 
ein  5-faches  Element  (s  <  p)  einer  Gruppe  von  p)  Elementen  einer 
Form  I.  Species  ein  2{p  —  l)-faches  für  die  Hesse'sche  der  Gruppe  ist; 
2)  dafs  die  Hesse'sche  einer  Gruppe  von  ^  zusammenfallenden  Ele- 
menten unbestimmt  ist. 

Wenden  wir  das  Vorige  auf  den  Fall  p  ==  2  an,  so  bekommen 
wir:  Jeder  Doppelpunkt  mit  getrennten  Tangenten  bewirkt  bei  der 
Ordnung  der  Radiale  eine  Verminderung  um  sechs  Einheiten^).    Hat 


1)  Eine  Bestätigung  dieses  Resultats  ist  folgende:  Man  denke  sich  eine 
Kurve  r,  die  aus  v  Kurven  F^^  F^,  . .  .  F^  besteht,  deren  Ordnungen  bezw.  %, 
n,^  j  . .  .  n^  seien  und  keine  vielfachen  Punkte  haben.  F  ist  dann  als  Kurve  von 
der  Ordnung  n  ^=  n^  -\-  n^  -\-  •-•-{-  n^  mit  2Jn^  •  n^  Doppelpunkten  (i^  Jc  =  1^2, 
..  .,  ^^);  zufolge  des  obigen  Satzes  mufs  dann  die  Radiale  von  F  von  der  Ord- 
nung sein 

^(^1  +  ^^2  H h  ^^)K  +  ^2  H —  +  %  —  1)  —  6^^-^^^ 
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aber  die  Originalkurve  im  Anfangspunkte  eine  Spitze^  mit  der  rr-Axe 
als  Spitzen tangente^  so  sieht  man  leicht  ein,  dafs  die  Hilfskurve  (4) 
ebendaselbst  einen  dreifachen  Punkt  hat,  in  welchem  zwei  Tangenten 
mit  der  Spitzentangente  zusammenfallen;  daraus  ergiebt  sich  eine  Ver- 
minderung der  Ordnung  um  8  Einheiten.  Hat  nun  die  Original- 
kurve d  Doppelpunkte  und  Ä  Spitzen,  so  erhält  man  für  die  Ord- 
nung n^  der  Radiale 

n^  =  3n(n  —  1)  —  Qd —  8fc 

Nun  ist  bekanntlich  die  Zahl  der  Wendepunkte  w  einer  Kurve  n^^'^ 
Ordnung  ^  =  ^n{n  —  2)  —  6d  —  81c, 

folglich  ist       %.  —  ^v  ==  5n,       oder     n^  =  5n  -\-  ^v  . 

Das  heifst:  Die  Ordnung  der  Radiale  einer  algebraischen  Kurve  ist 
im  allgemeinen  gleich  der  dreifachen  Ordnung,  vermehrt  um  die 
Zahl  der  Wendepunkte  dieser  Kurve.  Erinnern  wir  uns  noch  des 
in  Nr.  251  gefundenen  Satzes,  so  können  wir  auch  sagen:  Die  Radiale 
einer  algebraischen  Kurve  ist  von  derselben  Ordnung  wie  die  Evolute. 
Ist  die  Kurve  F  rational  und  hat  die  gewöhnlichen  singulären 
Punkte  von  der  Vielfachheit  jPj,P2;i>3  •  •  •;  so  ist 

^2  2 

i 

Die  Ordnung  der  Radiale  Fq  wird  also  sein 

2n{n—l)  —  ^3p.(i9.— 1)  =  3n{n—l)  —  3{n—l)(n--2) 
'  =6(;^— 1); 

folglich:  Die  Radiale  einer  rationalen  Kurve  n^^''  Ordnung  ist  im 
allgemeinen  von  der  Ordnung  6(^  —  1)^).  Diese  Zahl  erfährt  aber 
Abänderungen,  wenn  die  Kurve  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  beson- 
dere Beziehungen  hat;  um  dies  an  einem  Beispiele  zu  zeigen,  betrachten 

wir  die  durch  ^  =  |(^)^         2/  =  ^W (5) 

dargestellte  Kurve,  wo  |  und  t]  ganze  Polynome  n^^"^  Grades  sind; 
diese  Kurve  hat  ihre  sämtlichen  Schnitte  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden  in  einem  Punkte  vereinigt,  und  ist  allgemeiner  als  die  Pa- 
rabeln höherer  Ordnung.  Als  parametrische  Darstellung  der  ent- 
sprechenden Radiale  findet  man  leicht 

die  Radiale  ist  also  eine  rationale  Kurve  von  der  Ordnung  3(7^  —  1); 
für  n  =  2  erhalten  wir:  Die  Radiale  einer  gewöhnlichen  Parabel  ist 
eine  Kurve  dritter  Ordnung. 

und  dies  ßesultat  mufste  eintreten,  da  die  Radiale  von  F  niclits  anderes  ist  als 
die  Gesamtheit  der  Radialen  von  P^^,  Pg,  .  .  .,r^. 
1)  Vgl.  das  Beispiel  der  Kegelschnitte  S.  221. 
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Schliefslicli  möge  nocli  hervor  gehoben  werden^  was  sicli  aus  der 
Definition  der  Radiale  leiclit  ergiebt:  Den  Wendepunkten  und  den 
unendlich  fernen  Punkten  der  Originalkurve  entsprechen  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Radiale;  auch  analytisch  läfst  sich  dies  mit 
Hilfe  der  Gl.  (3)  nachweisen. 

365.  Aus  den  obigen  Entwicklungen  ersieht  man  schon ^  dafs 
die  Untersuchung  der  Radiale  einer  durch  eine  kartesische  Gleichung 
gegebenen  Kurve  —  selbst  wenn  man  sich  auf  algebraische  Kurven 
beschränken  wollte  —  mühsame  Forschungen  erheischt^  und  dafs  die 
Bestimmung  ihrer  Gleichung  im  allgemeinen  unausführbare  Elimi- 
nationen erfordert^  oder  in  den  günstigeren  Fällen  sehr  mühevolle. 
Es  dürfte  sich  daher  folgende  Bemerkung  als  nützlich  erweisen:  Im 
allgemeinen  ist  es  möglich,  durch  eine  lbegren,zte  Anzahl  wohl  be- 
stimmter Operationen  die  Gleichung  der  Radialen  einer  Kurve  in 
Polarkoordinaten  zu  finden,  wenn  man  deren  natürliche  Gleichung 
kennt.  Es  sei  diese ^  wenn  wie  sonst  s  den  Bogen ^  B  den  Krüm- 
mungsradius bedeutet^  ^^  w(K)  (&) 

Ist  nun  G  der  Winkel  der  Normalen  im  Punkte  P  der  gegebenen 
Kurve  (also  die  Gerade,  auf  welcher  der  Krümmungsradius  in  P  liegt) 
mit  einer  festen  Geraden^  z.  B.  der  x-Axe^  so  hat  man 

P  ==  ^jTT  ,       oder     ds  =  R'dß  . 

Aus  der  Gleichung  (6)  folgt  nun 

ds  =  (p'{B)'dR, 

daher  R-dQ  ==  cp  (P)  •  dB  ^ 

bezw.  ^^p'iByäR^ 

Bezeichnen  wir  nun  mit  q,  co  die  Polarkoordinaten  des  dem  Punkte  P 
entsprechenden  Punktes  Pq  der  Radialen^  und  kommen  überein,  als 
Pol  immer  den  gemeinsamen  Ausgangspunkt  der  die  Radiale  er- 
zeugenden Strecken  zu  nehmen^  so  wird  offenbar  q  =  B  sein  und 
cö  =  0  5  deswegen  ist  die  Polargleichung  dieser 


=/* 


(') 


wobei  zu  beachten  ist,  dafs  die  Integrationskonstante  nur  Einflufs  auf 
die  Lage  der  dargestellten  Kurve  hat. 

Für  den  Krümmungsradius  Pq   der  Radiale    ergiebt    sich   leicht 
eine  Formel  aus  dem  Ausdrucke  desselben  in  Polarkoordinaten 


Po 


'      \dcul  di 
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Da  nämlicli  für   die  Radiale  q  =  B^  (d  ===  9^   so  hat  man,  wenn  wie 

gewöhnlich  B^  und  R^  die  Krümmungsradien  der  ersten  und  zweiten 

Evolute  sind,    ,  ,  ^  ,«  ,2  -d 

^   dQ  dB  p  -j      d'^Q  d^B ^ 

daraus  folgt  (B^  +  B,4         i) 

^0        B^+2B^^-~^BB^     ^' 

Wenden  wir  obiges  Eechnungsverfahren  auf  spezielle  ebene  Kurven 
an,  so  erhalten  wir  Sätze,  die  uns  Beziehungen  zwischen  Kurven  ganz 
verschiedener  Natur  enthüllen:  die  hervorstechendsten  Resultate,  zu 
denen  man  auf  diese  Weise  gelangt,  mögen  hier  Platz  finden. 

!•  Wir  betrachten  eine  beliebige  Epicykloide,  etwa  die  durch 
die  Gleichung  s^    ^    B'       ,  ,q. 

-.  +  -^  =  1 w 

dargestellte.     Dann  ist  / ^ 

Differenzieren  wir   und    setzen    dann    an   Stelle  von    ds    seinen  Wert 
R'ddy  so  haben  wir 


4 


i/rr 

folglich  ist  die  Polargieichung  der  Radialen 


—  =  arc  cos  ^^ , 

oder  ^  =  &  •  cos (9) 

Da  nun  diese  (vgl.  Nr.  133)  immer  eine  Rhodonee  darstellt,  so  ge- 
winnen wir  als  Resultat:  Die  Radiale  einer  beliebigen  Epicykloide 

ist  eine  Rhodonee.     Ist  das  Verhältnis  —  rational,  so  sind  die  beiden 

Kurven  algebraisch;  die  zweite  ist  von  der  Ordnung  a-\-b,  wenn 
a  und  h  beide  ungerade  sind,  andernfalls  von  der  Ordnung  2{a-\-h) 
(s.  S.  302).  Z.  B.  die  Radialen  einer  Kardioide,  einer  dreispitzigen 
Hypocykloide  und  einer  regulären  Astroide  (Kurven  von  der  Ordnung 
4,  4,  6)  haben  bezw.  Polargleichungen  von  folgendem  Typus 

^==&cos  — ,       ^=&cos3g9,       ^==&cos2£a 

und  sind  von  der  Ordnung  bezw.  4,  4,  6. 


1)  Dem  Verf.  briefl.  mitgeteilt  von  Prof.  E.  Cesaro.  Vgl.  auch  Sucharda, 
Constmction  de  la  normale  et  du  centre  de  cour'bure  de  la  radiale  d'une  courhe 
plane  quelconque  (Bull,  international  de  l'Ac.  des  Sciences,  IV,  Prag  1897). 

Loria,  Ebene  Kurven,  42 
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!!•     Wir  betrachten  mit  E.  Cesäro^)  die  Kurven  mit  folgender 
natürlichen  Gleichung  1^7? 

8=  r  x--=^ .......  (10) 

Bei  Anwendung  des  dargelegten  Verfahrens  erhält  man 
dQ  = 


B\/  -Y~l 


^y©'' 


Nun  ist  die  linke  Seite  ein  binomisches  Differenzial^  das  immer  inte- 
grierbar ist;  setzt  man  nämlich 


(I)' 


so  findet  man  21       dy 


ii      2/^  +  1' 
daher  22 

Ö  =  — arctg^, 

wenn  man  die  Integrationskonstante  gleich  Null  setzt.  Setzt  man 
für  y  seinen  Wert  wieder  ein^  so  ergiebt  sich,  dafs 

?  =  — f-  •  • (11) 

cos"  ^ 

die  Polargleichung  der  gesuchten  Radiale  ist.  —  Die  durch  diese 
Gleichung  dargestellten  Kurven  sind  (so  weit  uns  bekannt)  in  ihrer 
Allgemeinheit  noch  nicht  untersucht  worden;  wenn  man  jedoch  den 
Konstanten  A  und  /i  spezielle  Werte  zuerteilt,  so  können  sowohl  die 
Gleichungen  (10)  als  auch  (11)  schon  bekannte  Kurven  darstellen, 
von  denen  wir  die  hauptsächlichsten  anführen  wollen. 

^)  /^  =  —  2,  A  =  l;  Gleichung  (10)  stellt  dann  eine  Cykloide 
dar,  (11)  wird  zu  ^  =  a  cos  ca ;  folglich:  Die  Radiale  einer  Cykloide 
ist  ein  Kreis,  bei  welchem  der  feste  Punkt,  von  dem  die  den  Krüm- 
mungsradien äquipoUenten  Strecken  ausgehen,  auf  der  Peripherie  liegt. 

b)  /i  ==  1 ,    A  ==  — ;    alsdann    gehört   (10)    einer  Kettenlinie    an, 

und  (11)  wird  zu    ^  =  — g—  ;  vergleichen  wir  dies  mit  Gleichung  (8) 

auf  S.  319,  so  schliefsen  wir:  Die  Radiale  einer  Kettenlinie  ist  die 
Kampyla  des  Endoxus. 

C)  /i  ==  2,    X  =  1]    (10)   stellt    dann   eine   Kettenlinie    gleichen 

Widerstandes  dar  (vgl.  Nr.  335),  während  (11)  übergeht  in  ^  == , 

d.  h.  X  =  a.  Die  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes  hat  als  Radiale 
die  Gerade. 


1)  Sur  une  classe  de  courdes  planes  remarquables  (Nouv.  Ann.  3^  Ser.  XIX,  1900). 
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d)  ^  =  -,   A  =  — ;    dann    stellt   (10)    eine  Parabel^    (11)   die 
Kurve  o  =  — ^-  dar,  welches  eine  Multiplikatrix  ist  (vsl.  S.  318). 

e)  |u,  ==  — ^    X  =  ~'^    (10)  giebt  eine  gleichseitige  Hyperbel^ 
(11)  giebt  mit  einer  leichten  Veränderung 

Q^  cos^2co  =  a^; 
beim  Übergang  zu  kartesischen  Koordinaten  wird  diese 

sie  gehört  offenbar  dem  Typus  der  in  Nr.  103  betrachteten  Kurven  an. 

III.     Die  Originalkurve   sei  die  durch  folgende  natürliche  Grlei- 

chung  definierte  Traktrix 


ly  e""  —  1 


B  =  aVe^  —  l (12) 

Schreiben  wir  diese,  wie  folgt 

-  =  log(l  +  -^), 

so  erhalten  wir  daraus  ^ji 

d  — 


7?2   ? 


Hieraus  ergiebt  sich  dann,  dafs 

Q  =  a-igcD (13) 

die  Gleichung  der  zugehörigen  Radiale  sein  mufs;  diese  stellt  nun, 
wie  uns  Nr.  85  lehrt,  eine  Kappa-Kurve  dar,  wir  erhalten  also  als 
Resultat:  Die  Radiale  einer  Traktrix  ist  die  Kappa-Kurve^). 

IV.     Die  Gleichung      ym-\-n  ^  ^m^n ^4) 

stellt,  wenn  das  Verhältnis  der  beiden  positiven  Zahlen  m,  n  rational 
ist,  eine  Parabel  höherer  Ordnung  dar  (Nr.  115),  wenn  es  aber  irrational 
ist,  eine  Kurve  W  von  Klein  und  Lie  (Nr.  235).  Im  ersteren  Falle 
kann  man  m  und  n  immer  als  ganz  und  relativ  prim  annehmen;  in 
jedem  Falle   aber  kann   (14)   durch   folgende    beiden    ersetzt  werden, 

WO  A  ein  beliebiger  Parameter  ist;  daraus  folgt  nun 


B  =  ^ 


mn{m  -\-  n) 


1)  Die  Rechnung  kann  mit  geringen  Abänderungen   auch  für  die  Pseudo- 
Traktrix  angewendet  werden. 

42* 
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zufolge   der  allgemeinen  Delation    ds  =  R-äd    wird  'diese  Grleichung 
nach  einigen  Reduktionen  zu 

Setzen  wir  hierin  m  +  n 

SO  ergiebt  sich 

und  daher 

oder  :ilJ—x^^tgQ, 

Eliminieren  wir  mit  Hilfe  dieser  Beziehung  den  Parameter  A  aus  dem 
Werte  für  B^  ersetzen  R  durch  q^  G  durch  co^  so  folgt 

n  —  m 

"         7n{m-\-n)  cos^G 

als   Polargleichung    der    Radiale   der    betrachteten  Kurven.     Die   ent- 
sprechende kartesische  Grleichung  ist 


Lm(m  +  n)j    \m  +  n) 


{x'  +  yr 

Wenn  das  Verhältnis  m  :  n  rational  ist,  so  stellt  diese  Grleichung  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  2m  -\-  n  dar,  wenn  n'>  m-^  wenn  hingegen 
n  <^m,  so  läfst  sich  die  ganze  Gleichung  durch  x^~'^  dividieren,  und 
wird  nach  Abscheidung  dieses  Paktors  vom  Grade  3m;  folglich:  Die 
Radiale  der  Parabel  y^'^^^zp^x'^  ist  eine  Kurve,  deren  Ordnung 
gleich  der  gröfseren  der  beiden  Zahlen  2m -{-n  und  3m^  ist. 
Z.  B.  für  die  gewöhnliche  Parabel  ist  die  Radiale  von  der  dritten  (s.  o.), 
für  die  semikubische  {y^  =  px^)  von  der  vierten,  für  die  kubische 
(^s  =  p^x)  von  der  sechsten  Ordnung. 

V,     Führen  wir  eine  ähnliche  Rechnung  wie  die  obige  für  die 

K^^"^^  x^y'^' =  a'"-^'' (16) 

aus,  so  bekommen  wir  die  Polargleichung  der  Radialen  als 

p  = " ^^ (17) 


(f  tg«) 


•  COS"*  G) 


Aus  dieser  ergiebt  sich,  dafs,  wenn  m^n  ganze,  relativ  prime  Zahlen 
sind,  diese  Kurve  algebraisch  und  von  der  Ordnung  3(m-\-n)  ist. 
Die  Radiale  der  durch  x^^i/*^  =  a'''+^  dargestellten  Hyperbel  ist  eine 
Kurve  von  der  Ordnung  8{m'{-n). 
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VI.  Ähnliclie  andere  Sätze  würde  man  erhalten^  wenn  man 
die  dargelegten  allgemeinen  Betrachtungen  auf  die  Kurven  anwendet^ 
bei  denen  der  Bogen  proportional  einer  Potenz  des  Krümmungs- 
radius ist;  es  ist  leicht  einzusehen^  dafs  ihre  Radialen  Spiralen  höheren 
Grrades  sind^). 

266.  Das  obige  Verfahren  zur  Auffindung  der  Radiale  einer 
Kurve ^  deren  natürliche  Gleichung  man  kennt,  läfst  sich  umkehren 
und  führt  zu  dem  umgekehrten  Probleme  der  Radialen,  näm- 
lich die  Aufsuchung  derjenigen  Kurven  —  Antiradialen  wollen  wir 
sie  nennen  —  die  eine  vorher  bestimmte  Kurve  als  Radiale  haben. 
Ist  nämlich  eine  Kurve  gegeben,  die  in  Polarkoordinaten  dargestellt 
wird  durch 


03 


=m, (18) 

so   erhält  man,  wenn  man  c?  =  9,   q  =  B  setzt  und  differenziert 

dQ  =  f{B)-dB, 
Multipliziert  man  mit  B  und  beachtet,  dafs  B-dd  ==  ds,   so  ergiebt 
sich  schliefslich  s=jBi\B)-dB, (19) 

und  dies  ist  die  natürliche  Gleichung  der  Antiradialen  der  Kurve  (18). 
Suchen  wir  z.  B.  die  Antiradiale  einer  beliebigen  Geraden 

X  cos a  -\-  y  ^ma  —  _p  =  0; 

wir  transformieren  diese  Gleichung,  führen  Polarkoordinaten  ein,  und 

bekommen  ,  p 

CO  =  a  +  arc  cos  -  • 

Da  nun  hier   /'(^)  =  c^  ~f-  ^^^  cos  —  ,  so  liefert  uns  die  Gleichung  (19) 

pclB 


-J. 


daher  ist  s        1  .      B-^yW 


—  =  —  locf  

p       2     öj^__yjR2_^2 


oder  auch  B  =  — ^~- 


vergleichen  wir  das  Resultat  mit  der  Gleichung  (21)  in  Nr.  236,  so 
ergiebt  sich:  Die  Antiradiale  einer  Ibelielbigen  Geraden  ist  eine  Ketten- 
linie gleichen  Widerstandes. 


1)  Eine  Bemerkung  von  G.  Pirondini.  —  Andere  Beispiele  von  Radialen 
findet  man  in  dem  neuen  Aufsatze  von  F.  P.  Ruffini,  Intorno  alle  radiale  della 
linea  generata  dal  fuoco  di  wna  conica  la  quäle  rotoli  sopra  una  retta  (Bologna 
Rend.  1901—1902). 
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Siebentes  Kapitel. 
Die  Breimlinien  0. 

267.  In  einer  Ebene  sei  ein  einfach  unendliches  System  5  von 
leuchtenden  Strahlen  gegeben ,  die  ein  bestimmtes  Gesetz  befolgen: 
wir  können  sie  entweder  als  parallel^  oder  in  einen  Punkt  zusammen- 
laufend^ oder  allgemeiner  als  eine  gegebene  Linie  A  berührend^  oder 
als  zu  einer  anderen  A'  (der  Evolvente  von  A)  senkrecht  stehend  an- 
nehmen. Es  sei  dann  in  derselben  Ebene  eine  Kurve  F  gegeben^  die 
entweder  als  spiegelnd  oder  Grenze  eines  lichtbrechenden  Mediums 
angesehen  werde.  Dann  verwandeln  sich  die  Strahlen  des  Systems  5 
in  die  eines  anderen  S',  die  dann  ihrerseits  eine  andere  Kurve  B 
tangieren  bezw.  zu  einer  anderen  B'  (der  Evolvente  von  B)  normal 
sind.  B  heifst  dann  die  Brennlinie  (Kaustika)  von  F  und  ge- 
nauer —  um  eine  übliche,  von  Johann  Bernoulli^)  vorgeschlagene 
Benennung  zu  benutzen  —  die  Katakaustika,  wenn  F  spiegelnd, 
Diakau stika,  wenn  F  als   brechende   Kurve    gedacht  wird^).     Der 


1)  Ausführliche  bibliographische  Notizen  über  diese  Kurven  finden  sich  in 
der  Dissertatio  mathematica  de  invenienda  aequatione  causticarum  (Lugd.  Batav. 
1837)  von  C.  J.  Matthes;  aufserdem  in  einigen  Artikeln  als  Beantwortung  einer 
von  A.  Cornu  im  Intermediaire  gestellten  Frage  (II,  1895,  S.  208  u.  321;  YI^ 
1899,  S.  101). 

2)  S.  die  Abh.  Lineae  cycloidales,  evohitae,  antevohttae,  causticae^  anticcmsti- 
cae,  pericausticae  (Acta  erud.  Mai  1692;  Joh.  BernoulU  Opera  I,  S.  491 — 802). 

3)  Aufser  diesen  Kurven  hat  Bernoulli  noch  zwei  andere  Kurven  betrachtet, 
deren  Definition  folgende  ist:  ,,Wenn  alle  Strahlen  eines  Systems  5  durch  einen 
Punkt  F  gehen,  und  es  ist  FM  einer  derselben,  MP  der  von  der  Kurve  F 
reflektierte  Strahl,  wobei  M  der  Einfallspunkt  und  P  der  Berührungspunkt  mit 
der  Kaustika  ist;  ist  ferner  Pj  der  zu  P  symmetrische  Punkt  auf  dem  aus- 
tretenden Strahle,  und  P^  der  Punkt  der  Einfallsstrahles,  der  von  M  denselben 
Abstand  hat,  wie  P,  so  heifst  der  Ort  der  Punkte  Pj  die  An ti  kaustika,  der 
von  Pg  die  Perikaustika  von  P."  Heutzutage  giebt  man  jedoch  den  Namen 
Antikaustika  einer  Kurve,  deren  die  Kaustika  die  gegebene  Kurve  ist  in  Bezug 
auf  ein  gegebenes  Strahlensystem  (s.  z.  B.  Laguerre,  Sur  les  anticaicstiques 
par  reflexion  de  la  parahole  les  rayons  incidents  etant  paralleles^  Nouv.  Ann.  3®  Ser. 
II,  1883).  Diese  Bemerkung  steht  in  Zusammenhang  mit  der  anderen,  dafs  man 
jede  beliebige  Kurve  (ausgenommen  die  Gerade)  ansehen  kann  als  durch  Re- 
flexion oder  Refraktion  aus  einer  anderen  geeignet  gewählten  entstanden;  die 
Aufsuchung  der  letzteren  bildet  das  „inverse  Problem  der  Kaustiken'':  diesem 
ist  eine  Abhandlung  gewidmet  von  Gr.  W.  Strauch,  Das  umgekehrte  Problem  der 
Brennlinien  (Wiener  Denkschriften,  XX^  1859).  —  Die  oben  definierten  Kurven 
sind  nicht  die  einzigen,  die  ihre  Entstehung  der  geometrischen  Optik  verdanken; 
wir  führen  noch  die  von  Leibniz  als  Acampte,  Aclaste  und  Synacampte 
bezeichneten  an  (vgl.  den  Anhang  zu  einem  Briefe  an  Joh.  Bernoulli  vom  7.  Jan. 
1764,  Leibniz,  ed.  Gerhardt,  HI,  S.  734)  sowie  die  von  Mairan  betrachteten 
(Quatrieme  partie  des  PecJierches  physico-mathematiques  sur  la  reflexion  des  corps, 
Mem.  de  Paris,   1740)  und  von  Fontenelle   angegebenen  {Histoire  de  VAcad. 
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gewöhnliclie  Fall  ist  der^  dafs  5  ein  Strahlenbüschel  mit  endlichem 
oder  auch,  unendlich  fernem  Scheitel  ist^  und  diesen  Fall  hatte  auch 
Tschirn  hausen  im  Auge^  der  —  wenn  man  von  einigen  unbestimmten 
Aufserungen  von  Maurolico^)  absieht  oder  von  solchen  in  der  Optik 
Barrow's^)  —  als  der  erste  bezeichnet  werden  müfste,  der  die  Idee 
der  berühmten  Kurven,  denen  dies  Kapitel  gewidmet  ist,  gefafst 
hat^),  „wenn  er  sie  nicht  1678  in  Paris  durch  Huygens  kennen  ge- 
lernt hat^^^). 

Die  älteste  bestimmte  Spur  derselben  findet  sich  in  einem  Briefe 
Tschirnhausens  an  Leibniz  vom  7.  April  1681,  in  welchem  er 
diesen  fragt,  ob  er  sich  schon  mit  der  Kurve  beschäftigt  habe,  die 
durch  die  Schnitte  (paralleler)  Lichtstrahlen  entstehe,  nachdem  diese 
eine  Reflexion  an  einer  Kurve  erlitten  haben,  wobei  er  hinzufügte, 
dafs  jene  geometrisch  sei,  wenn  diese  es  ist^).  Leibniz  antwortete 
unterm  13.  Mai  desselben  Jahres^),  indem  er  erklärte,  dafs  er  die  ihm 
vorgelegte  Frage  wohl  nicht  richtig  verstanden  habe,  da  es  ihm 
schiene,  dafs  die  Schnitte  der  reflektierten  Strahlen  keine  Kurve  bildeten, 
sondern  die  ganze  Ebene  bedeckten.  In  der  Erwiederung,  geschrieben 
von  Paris  unterm  27.  Mai  1682'^),  wurden  dann  die  Gesetze  über  die 
Brennlinien  dargelegt,  die  Tschirnhausen  in  den  Acta  eniditonim 
vom  Kov.  1682  unter  dem  Titel  Inventa  nova,  exliihita  Parisiis  So- 
cietati  regiae  Scientiantm  veröffentlichte;  die  hauptsächlichsten  von 
ihnen  finden  sich  auch  in  einem  Briefe  von  Leibniz  an  denselben 
Tschirnhausen ^).  Nächst  Leibniz  ist  Johann  Bernoulli  derjenige, 
der  die   Theorie  mit  gröfserem  Erfolge    bearbeitete^);    ihm  verdankt 


des  Sciences^  1740,  S.  89—102);  eine  derselben  nannte  er  courbe  refractoire 
ou  anaclastique,  eine  andere  courbe  reflexoire  ou  anacamptique.  Die 
Anaklastika  Mairans  ist  eine  Kurve  4*^""  Ordnung,  ähnlich  der  Konchoide  des 
Nikomedes;  ihre  Gleichung  ist 

n"^       ^   ~  x^ 

Bei  der  Untersuchung  dieser  Kurven  bediente  sich  Mairan  gewisser  erzeugender 
Kurven,  die  von  ihm  ^courbes  des  secantes  ouvertes  en  eventaiP  bezw. 
,courbes  secantes  fermees  en  eventaiP  genannt  wurden,  und  die  nichts 
anderes  als  centrische  Kegelschnitte  sind. 

1)  Macri,  Commemorazione  del  IV  Centenario  äi  Francesco  Maurölico^ 
Messina  MDCCCXCIV,  S.  111. 

2)  Montucla,  Histoire  des  Mathematiques  IL  Nouv.  ed.  (Paris  1799)  S.  389. 

3)  Vgl.  den  §  9  des  Werkes  von  Weisse nborn,  Lehenshesclireihimg  von 
E.  W.  von  Tschirnhausen  (Eisenach  1866). 

4)  So  M.  Cantor,   Vorlesungen  III.  (2«  Aufl.,  Leipzig  1901)  S.  148. 

5)  Leihniz,  ed.  Gerhardt,  IV,  (Halle  a.  S.  1859)  S.  484.         6)  Das. 
7)  Das.  S.  487.  8)  Das.  S.  491. 

9)  Die  bezügl.  Arbeiten  finden  sich  in  Joh.  Bernoulli  Opera,  in  Abschnitten, 
die  man  leicht  vermittelst  des  Index  rerum  bei  dem  Artikel  Caustica  auffinden 
kann.     An  diese  knüpfen  sich  einige  Schriften  Jakob  Bernoullis,  die  in  Jacobi 
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man  die  Betrachtung  solcher  Strahlen,  die  in  einem  besonderen  Punkte 
zusammenlaufen,  den  Begriff  der  Diakaustika,  sowie  die  Bestimmug 
der  Brennlinien  spezieller  Kurven;  durch  ihn  erlangte  die  Theorie  der 
bezüglichen  Kurven  schon  einen  solchen  Grad  der  Vollkommenheit, 
dafs  die  Greometer  längere  Zeit  hindurch  dieses  Thema  fallen  liefsen, 
da  es  keine  Früchte  zu  bringen  versprach,  die  der  Mühe  lohnten. 

Der  von  Tschirnhausen  und  später  von  anderen  angewendete 
Kunstgriff  bei  der  Bestimmung  der  Brennlinien  durch  Reflexion  be- 
steht in  der  Betrachtung  der  „Länge  des  reflektierten  Strahles"; 
darunter  versteht  man  die  Länge  l  der  Strecke  zwischen  dem  Einfalls- 
punkte und  demjenigen  Punkte,  in  welchem  der  Strahl  die  von  ihm 
umhüllte  Brennlinie  berührt.  Für  diese  Länge  erhält  man  nämlich 
einen  sehr  einfachen  Ausdruck  in  dem  Falle,  dafs  die  Lichtstrahlen 
parallel  sind.     Diese  kann  durch  folgende  Rechnung  erhalten  werden. 

Es  sei  /•(!,  ^)  =  0       (1) 

die  Gleichung  der  spiegelnden  Kurve  F  in  rechtwinkligen  kartesischen 
Koordinaten.  Nehmen  wir  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Ordinat- 
axe   als  leuchtenden  Punkt,   so  wird  x  — 1  =  0   die   Gleichung  eines 

beliebigen  Lichtstrahles,  (x  —  I)  +  (^  —  ^)-jt"^^i  ^^^  ^^^'  ^^^' 
sprechenden  Normalen  sein,  und  demnach 

die  des  reflektierten  Strahles.  Die  Katakaustika,  die  ja  die  Enve- 
loppe  dieser  Strahlen  ist,  hat  zur  Gleichung  das  Resultat  der  Elimi- 
nation von  §  und  ?^,  aus  (1),  (2)  und  der*  Abgeleiteten  von  (2),  also 
der  Gleichung  /^x  2 

-(*-^)t  +  (^-^)  =  -^^-  •  •  •  (3) 

werden  nun  die  Gleichungen  (2),  (3)  nach  x  —  i,,  y  —  ri  aufgelöst,  so 
erhält  man  ^  .^v  2 

j,  di  \dl)  /.x 

^-^  =  -^,      y-ri-=      ^^     ,  ...    (4) 

d^'  ^  dl^ 

wodurch  die  Koordinaten  x^  y  eines  beliebigen  Punktes  der  Kata- 
kaustika in  Funktionen  der  Koordinaten  |,  ri  des  Einfallspunktes  ge- 
geben sind.     Aus  ihnen  ergiebt  sich  ,  /<^^\^ 

dh,^ 

BernoulU  Opera  S*  473,  549  u,  1077  stehen.  Vgl.  auch  de  l'Höpital,  Methode 
facüe  pour  determiner  les  points  des  caustiqties  par  refraction  etc.  (Mem.  de  Paris, 
X,  1666—1699). 
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Ist  nun  J?  der  Krümmungsradius  und  x  der  Reflexionswinkel,  so  hat 


man 


['+ii)T 


a  =  ^ ,  cos  T 


und  daher 


l  ==  ^  E  cos  r (5) 


Dies  ist  die  angekündigte  Beziehung;  sie  sagt  aus:  Ist  M{S,jifi)  ein 
Punkt  der  spiegelnden  Kurve  und  C  das  zugehörige  Krüuimuugs- 
centrum,  so  findet  man  den  entsprechenden  Punkt  JP{x,  y)  der 
Brennlinie  für  parallele  Strahlen,  indem  man  dem  Mittelpunkt  der 
Strecke  MC  auf  den  reflektierten  Strahl  projiziert. 

Wenden  wir  die  erhaltenen  Resultate  auf  spezielle  Kurven  an^ 
so  erhalten  wir  interessante  Resultate^  wie  folgende  Beispiele  zeigen. 

a)  Die  spiegelnde  Kurve  sei  ein  Kreis  1^  +  ?^^  =  ^^.  Betrachten 
wir  (Taf.  XVI,  Fig.  137)  einen  beliebigen  in  M  parallel  mit  der  y-Axe 
einfallenden  Strahl  s^  der  die  x-Axe  in  N  schneidet  und  den  ent- 
sprechenden reflektierten  r.  Projizieren  wir  nun  die  Mitte  Q  des 
Radius  OM  auf  r  als  P,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Katakaustika,  ist 
nun  H  die  Mitte  der  Strecke  MN,  so  ist  offenbar  MH^MP, 
folglich  läfst  sich  die  Katakaustika  des  Kreises  punktweise  kon- 
struieren,  wenn  man  auf  jedem  reflektierten  Strahl  vom  Einfallspunkte 
aus  ein  Viertel  der  auf  dem  einfallenden  Strahle  abgeschnittenen  Kreis- 
sehne abträgt.  —  Die  analytische  Darstellung  der  fraglichen  Kurve 
erhält  man  leicht,  indem  man  entweder  obige  Konstruktion  in  Formeln 
kleidet,  oder  die  Gleichung  (4)  benutzt^).  Setzt  man  |  =  acos9, 
7^  =  a  ^incp  j    so  findet  man  auf  die  eine  oder  andere  Weise 

X  =^  j (3  C08  q)  -{-  Qosdcp)  j        ^  =  —  (3  sin 9  -f-  sin 395) , 

und  diese  Gleichungen  zeigen:  Die  Katakaustika  für  parallele  Strahlen 
eines  Kreises  mit  dem  Radius  a  ist  eine  gemeine  Epicykloide,  die 

entsteht,  wenn  ein  Kreis  mit  dem  Radius  -^  auf  einem  andern  mit 

dem  Radius  ^  rollt  ^). 

1)  Die  Tangentialgleichung  der  fraglichen  Brennlinie  findet  sich  bei  J.  B  0  0  tli , 
Ä  treatise  on  sonie  neio  geometrical  methods  I.  (London  1873)  Cap.  XIII. 

2)  Diese  elegante  Folgerung,  sowie  die  vorige  Punktkonstruktion  der  Kau- 
stika  wurde  von  de  La  Hire  entdeckt  und  in  der  Abh.  Examen  de  la  coitrhe 
formee  par  les  rayons  reflechis  dans  un  quart  de  cercle  (Mem.  de  TAcad.  des 
Sciences,  depuis  1666  jusqu'ä  1699,  Paris  1730,  S.  294—310)  dargelegt.  Daselbst 
ist  übrigens  irrtümlich  folgende,  von  Tschirnhausen  angegebene  Konstruktion 
bewiesen:  Man  beschreibe  einen  Kreis,  der  den  zu  den  Lichtstrahlen  senkrechten 
Radius  OA  des  gegebenen  Kreises  zum  Durchmesser  hat,  nehme  auf  jeder  Ordi- 
nate die  Mittelpunkte  D  des  Segmentes  BC^  das  von  beiden  Kreisen  begrenzt 
wird;  diese  bilden  die  Katakaustika  des  gegebenen  Kreises, 
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b)  Eine  neue  bemerkenswerte  Kurve  erhält  man^  wenn  man  von 
der  Parabel  ^2  ^^^  2^£ 

ausgeht.     Dann  liefern  uns  die  Grleichungen  (4) 

.  =  31,      .  =  ^^?%^; 

eliminiert  man  ^^t],  so  gelangt  man  zu 

54py^  =  x(2x  —  ^py, 

als  Grleichung  der  gesuchten  Katakaustika.  Diese  läfst  sich  jedoch 
noch  auf  eine  andere  Weise  darstellen^  die  ihre  interne  Natur  klar- 
legt. Aus  der  letzten  Gleichung  erhalten  wir  nämlich  für  das  Bogen- 
differenzial  und  den  Krümmungsradius 

ds  _  2x  +  3p  j.  ^  (2^H-3jP)\ 


dx  2yiopx    ^  12^ 

durch  Elimination  von  x  erhält  man  dann 


als  natürliche  Gleichung  der  Brennlinie  der  Parabel.  Nun  stellt  diese 
Gleichung  den  Entwickelungen  in  Nr.  172  zufolge  (s.  S.  400)  eine 
Sinusspirale  mit  dem  Index  — |  dar;  infolgedessen  kann  die  fragliche 
Kurve  in  Polarkoordinaten  durch 


^  cos  ( —  —  cd)     oder     a  =  q  cos^ 


dargestellt  werden.  Diese  Kurve  erhielt  den  Namen  Orthogenide^)^ 
der  von  Allegret  ersonnen  war,  zunächst  um  eine  beliebige  Sinus- 
spirale zu  bezeichnen. 

C)  Nehmen  wir  als  spiegelnde  Kurve  die  Cykloide 

I  =  (X  arc  cos  ~ — -  —  y2arj  —  rj^, 

so  findet  man  als  Gleichung  der  Brennlinie: 


71  =  a  —  Ya^  —  ay ,         l  =  x  —  ]/ä^  +  Yari  —  ri^, 

und  nach  Elimination  von  |,  ri 

^  =  _  arc  cos —  yay  —  y^ . 

Die    Brennlinie    einer    Cykloide    ist    also    eine    andere    Cykloide,    bei 
welcher  der  Durchmesser  des    rollenden  Kreises   gleich  dem  Radius 


1)  S.  Question  1266  der  Nouv.  Ann.,  gelöst  von  Fauquenberg  (2.  Ser.  XIV, 
1894,  S.  5*);  dieselbe  Kurve  war  schon  vorher  von  Barbier  und  Lucas  unter- 
sucht worden  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.,  V.  S.  27  jff.). 
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des  die  ursprüngliche  Cykloide  erzeugenden  Kreises  ist.  Dieses  Resultat 
verdanken  wir  JoL  Bernoulli. 

d)  Wir  betrachten  die  logarithmische  Kurve^  dargestellt  durch 

^  ==  W- 

a  ^  a 

und  ein  System  von  Lichtstrahlen,  die  parallel  zur  x-k.-xQ  einfallen. 
Der  Strahl  y  =  Je  wird  alsdann  reflektiert  in  die  Gerade  mit  der 
Gleichung  k_  7.  /  A        _  A\ 

x  —  ae^—'^^^ye^'  —  e    «j  =  0. 

Differenzieren  wir  nach  k,  so  erhalten  wir  k  =  y  -\-  a.  Durch  Eli- 
minieren von  Ä  findet  man  dann  die  Gleichung 


X 


die  eine  Kettenlinie  darstellt.  Folglich:  Die  logarithmisclie  Kurve 
y  =  a  log "  hat   für  parallel   der  ^-Axe   einfallende   Strahlen  zur 

Katakaustika  die  Kettenlinie  x  =  ~ye  ^   -{-  e     ^  j  )' 

268.  Wir  kehren  zu  allgemeinen  Betrachtungen  zurück  und  be- 
merken zunächst,  dafs  die  Gleichung  (6)  nur  ein  Spezialfall  der  Be- 
ziehung ist,  welche  die  Länge  l  des  einfallenden  Strahles  mit  der 
Länge  V  des  reflektierten  oder  gebrochenen  Strahles  verknüpft,  in 
dem  allgemeinen  Falle,  dafs  der  leuchtende  Punkt  in  endlicher  Ent- 
fernung liegt.  Bezeichnen  wir  den  Einfalls-  und  den  Brechungswinkel 
bezw.   mit  ^  und  ^'  und  das  konstante  Verhältnis  ihrer   Sinus   (den 

sog.  Brechungskoeffizienten)  mit  -7,  so  lautet  die  allgemeine  Be- 
ziehung ,  rcosit     ,    cos^it^  rcosfi'     ,     cos^/a')  fa\ 

WOZU  bemerkt  werden  möge,  dafs  im  Falle  der  Reflexion  n-{-n  =  0 
und  ft-}-ft'=  0.  Der  Hauptsache  nach  findet  sie  sich  in  dem  Werke 
Joh.  BernouUi's,  in  dieser  Form  jedoch  in  der  Sammlung  von  Auf- 
gaben und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  (Berlin  1833, 
S.  467)  von  Magnus.  Den  Beweis  wollen  wir  uns  schenken,  da  das 
Feld  ihrer  Anwendbarkeit  kein  grofses  ist;  desgleichen  den  Beweis 
für  die  Relation      ^^.^^^  _i^  +  s\  =  n\l^-l[±  s'], 

die  den  Bogen  s  der  reflektierenden  Kurve,  der  begrenzt  ist  von  den 
Punkten,  die  vom  leuchtenden  die  Abstände  l^  und  l^  haben,  mit  dem 
entsprechenden  der  Kaustika  verknüpft^). 


1)  Briefliche  Mitteilung  von  Oberlehrer  J.  Finsterbusch  in  Zwickau. 

2)  Magnus,  a.  a.  0.   S.  543.     Im  Falle  n-\-n  =^  geht  (7)  auf  die  Ber- 
noulli'sche  Gleichung  zurück. 


668  VII.  Abschnitt;  Abgeleitete  Kurven. 

Ein  neuer  mächtiger  Antrieb  zum  Studium  der  Kaustika  ging 
1808  von  Malus  aus  durch  seine  berühmte  Memoire  sur  VOptique 
(Journ.  de  l'Ecole  polyt.  VII).  Es  ist  hier  nicht  der  Ort^  auf  die 
bewunderungswürdigen  Resultate  derselben  einzugehen,  zumal  sie 
gröfstenteils  die  Verteilung  der  Lichtstrahlen  im  Räume  betreffen  und 
somit  mehr  Beziehung  zur  Geometrie  der  Oberflächen  und  der  Linien- 
kongruenzen als  zur  Geometrie  der  Ebene  haben ,  auf  die  wir  uns 
hier  beschränken  müssen.  Nur  eine  Ausnahme  soll  gemacht  werden, 
und  zwar  wegen  eines  Satzes,  dem  man  die  Einführung  eines  neuen 
Begriffes  verdankt,  der  so  fundamental  ist,  dafs  er  eine  radikale 
Änderung  in  der  Theorie  der  Kaustiken  hervorgerufen  hat. 

Wir  betrachten  zu  dem  Zwecke  die  Kurve  A',  zu  der  alle  ein- 
fallenden Strahlen  normal  sind;  |',  tj'  seien  die  Koordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  derselben,  x^  y  die  des  entsprechenden  der  Kurve  F, 
welche  die  brechenden  Medien  trennt.     Wenn  wir  dann  mit  ^^tj  die 

laufenden  Koordinaten  bezeichnen  und  -^  ==  p  setzen,  so  werden  die 

Gleichungen  des  einfallenden  Strahles,  der  Normale  zur  Kurve  F  und 
des  austretenden  Strahles  bezw.  von  folgender  Gestalt  sein 

V  —  y  =  ^\^  —  ^),  V  —  y  =  —  ^(^  —  ^)^  ri  —  y  =  h{l~-x)', 
da  nun  der  einfallende  Strahl  durch   den  Punkt  (|',  r()  der  Kurve  A' 

g'^H    so    ist  ^'_^  =  jt'(|'_^)^ 

während  die  Gleichung 

n  (1  +  ^P)  n(l  4-  ^<^'  V) 

das  Grundgesetz  ausdrückt,  welches  die  Erscheinung  der  Refraktion 
beherrscht.  Mit  Berücksichtigung  der  vorigen  Gleichung  kann  nun 
diese  geschrieben  werden 

l,  —  x  +  p{n  —  y)  ^^     !>'  —oß+p(n  —y)    _ 


n 


Vil-  xY  +  {r]-  yf  l/(r  -  xf  +  (ri'  -  yy  ' 


sie  stellt  den  austretenden  Strahl    dar    und  wird   offenbar  befriedigt 
durch  die  Koordinaten  |,  iq  eines  Punktes  N,  von  der  Art,  dafs 


n"]/{l  —  xY-\-{ri~yy  ^  ^  n'^[^-^  x  +  p{ri  —  y)]  ^  ^ 

Schreiben  wir  diese  Beziehungen  folgendermafsen: 

i^-xf  +  (ri-yy  =  ^.  ((I-  ^)^  +  (r,-yy)  i 
^  —  00  +  p{yi  —  y)  =  ^,({^'—  X  -\-  p(7]'  —  y))  , 

so   sehen  wir,  indem  |,  ij  die  laufenden  Koordinaten  sind,   dafs   die 
erste  dieser  Gleichungen  einen  Kreis  K  darstellt,  dessen  Centrum  im 
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Incidenzpimkte  liegt^  und  dessen  Radius  das  Produkt  aus  dem  Brechungs- 

koeffizienten  ^    und   dem  Abstände  lenes  Punktes  vom  leuchtenden 

n 

Punkte  ist.  Die  zweite  Gleichung  entstellt  dann  durch  Differenzieren 
der  ersten  nach  x.  N(^^  rj)  ist  demnach  der  Berührungspunkt  des 
Kreises  K  mit  der  Kurve,  die  von  allen  diesen  analog  konstruierten 
Kreisen  umhüllt  wird.  Der  austretende  Strahl  enthält  sowohl  diesen 
Punkt  N  als  auch  den  Mittelpunkt  (x^  y)  von  K^  er  ist  daher  normal 
zu  diesem  Kreise,  also  auch  zu  der  umhüllten  Kurve;  letztere  ist  also 
normal  zu  allen  austretenden  Strahlen,  mit  anderen  Worten:  sie  ist 
eine  Evolvente  der  Kaustika.  Aus  allem  diesen  ergiebt  sich  nun 
folgender  Satz  von  Gergonne:  Die  Kaustika  B  einer  beliebigen 
(spiegelnden  oder  brechenden)  Kurve  r  für  solche  Strahlen,  die  eine 
Kurve  A  berühren  (oder  zu  einer  Kurve  A',  der  Evolvente  von  A, 
normal  sind)  ist  die  Evolute  einer  Kurve  B',  welche  die  Enveloppe 
der  unendlich  vielen  Kreise  K  ist,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Kurve 
r  liegen,  und  deren  Radien  zu  den  Abständen  der  Mittelpunkte  von 
den  entsprechenden  Punkten  der  Kurve  Ä'  in  einem  konstanten 
Verhältnisse  stehen,  nämlich  des  Sinus  des  Einfallswinkels  zu  dem 
des  Brechungswinkels^).  Zufolge  dieses  Satzes  zerfällt  die  Unter- 
suchung der  Brennlinien  in  zwei  Teile^  nämlich  die  Untersuchung  der 
Enveloppe  des  nach  einem  bestimmten  Gesetze  variabelen  Kreises  und 
die  der  Evolute  einer  gegebenen  Kurve,  und  diese  beiden  können  so- 
wohl geometrisch,  als  auch  analytisch  ausgeführt  werden.  Die  Kurven 
B',  die  Evolventen  der  Brennlinien  B,  tragen  den  ihnen  von  Quetelet^) 
gegebenen  Namen  sekundäre  Kaustiken  (Nebenbrennlinien). 

Wenden  wir  den  soeben  bewiesenen  Satz  von  Gergonne  an  für 
den  Fall  der  Refraktion,  wenn  die  Brechungskurve  eine  Gerade  ist 
und  die  Strahlen  von  einem  Punkte  ausgehen,  so  finden  wir,  dafs  die 
sekundäre  Kaustika  eine  Ellipse  ist;  ist  dagegen  die  brechende  Kurve 
ein  Kreis,  so  ist  sie  ein  Cartesisches  OvaP).  Die  Diakaustika  einer 
(jeraden  ist  also  die  Evolute  einer  Ellipse^);  die  eines  Kreises  ist 
im  allgemeinen  die  Evolute  eines  Cartesischen  Ovales^);  liegt  aber 
der  leuchtende  Punkt  auf  der  Peripherie  des  Kreises,  so  ist  die  Dia- 


1)  Gergonne,  Sur  les  caustiques  planes  (Annales  de  Math.  XV,  1824 — 25). 

2)  Demonstration  et  developpements  des  principes  fondamentanx  de  la  theorie 
des  caustiques  secondaires  (Belgique  Mem.  Y,  1829). 

3)  Salmon-Fi edler,  Höhere  ebene  Curven^  IL  Aufl.  (Leipzig  1882)  S.  127. 

4)  Dieser  spezielle  Satz  wurde  von  Gergonne  schon  1820  bewiesen  (De 
la  maniere  dont  les  poissons  nous  voyent  et  dont  nous  les  voyonSy  Annales  de 
Math.  XI,  1820 — 21),  ein  direkter  analytischer  Beweis  steht  in  Schlömilch, 
Compendium  d.  höh.  Analysis  (5.  Aufl.,  Braunschweig  1881)  I,  S.  132. 

5)  Auch  dieser  Satz  ist  älteren  Datums  als  der  von  Gergonne,  indem  er 
sich  schon  in  den  Becher  dies  d'analyse  sur  les  caustiques  planes  von  C.  Sturm 
findet  (Ann.  de  Math.  XV,  1824—25). 
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kaustika  eine  Kardioide,  welcher  Umstand  schon  dem  Joh.  Bernoulli 
bekannt  war. 

Der  Satz  von  Grergonne^  der  anf  die  Existenz  der  sekundären 
Kaustiken  hinweist^  bedeutet  einen  Höhepunkt  in  der  Geschichte  der 
Theorie  der  Brennlinien*,  die  späteren  Arbeiten  haben  zu  den  be- 
kannten Resultaten  nur  weniges  von  Bedeutung  hinzugefügt:  einige 
wandten  auf  diese  Kurven  die  Methoden  der  natürlichen  Koordinaten 
an  ^) ,  andere  suchten  den  Zusammenhang  mit  einer  anderen  Klasse 
von  Kurven^  nämlich  den  Fufspunktkurven^),  wieder  andere  stellten 
Beziehungen  auf  zwischen  den  Kaustiken  und  der  Theorie  der  Be- 
wegungen^), noch  andere  beschäftigten  sich  mit  den  Sätzen  über  ihre 
Rektifikation^).  Viel  zahlreicher  jedoch  sind  die  Schriften,  die  sich 
mit  der  Bestimmung  und  Untersuchung  der  Brennlinien  spezieller 
Kurven  befafst  haben:  unter  ihnen  ragt  die  Memoir  upon  Caustics 
von  A.  Cayley  hervor  (Phil.  Trans.  CXLVII,  1857  und  CXVII  1867), 
worin  der  Fall,  dafs  die  betrachtete  Kurve  eine  Gerade  oder  ein  Kreis 
sei,  erschöpfend  behandelt  ist.  Nicht  zu  vergessen  seien  auch  die 
Arbeiten,  in  denen  die  Katakaustika  einer  Kardioide  bestimmt  wird^), 
sowie  der  Beweis,  dafs  alle  Kurven,  welche  eine  Polargleichung  von 

der  Form  «         ^/  \+i 

a^  =  ^^(cosmca)- 

haben,  zur  Katakaustika  eine  Kurve  von  folgender  Gleichung  haben  ^) 

+  2 

Q  =  a  Gos-  pcO'SmqG). 

Nennenswert  sind  auch  die  Arbeiten  G.  F.  Steiner's'^),  die  sich  die 
Bestimmung  der  Plücker'schen  Charakteristiken  der  Katakaustiken 
einer  algebraischen  Kurve,  deren  Charakteristiken  bekannt  sind,  zur 
Aufgabe  gestellt  haben;  sich  stützend  auf  die  fundamentalen  Be- 
trachtungen Björling's  in  der  Arbeit  Ueber  entsprechende  Singulari- 
täten in  algebraischen  ebenen  Curven  (Nova  Acta  Reg.  Soc.  Upsal.  1879) 
gelangt  der  Verfasser  zur  Lösung  dieses  Problemes,  nicht  ohne  be- 
merkenswerte Benutzung   von  Resultaten,    die    an   speziellen  Kurven 


1)  Hab  ich,  Sur  un  Systeme  particulier  de  coordonnees.  Application  aux 
caustiques  planes  (Ann.  di  Mat.  2.  Ser.  II,  1868—69). 

2)  Vgl.  Em.  Weyr,  üeher  die  Identität  der  Brennlinien  mit  den  Evoluten  der 
FufspunUcurven  (Zeitschrift  f.  Math.  XIV,  1869). 

3)  G.  Koenigs,  Legons  de  cinematigue  (Paris  1897)  S.  166. 

4)  A.  Genocchi,  Intorno  alla  rettificazione  e  alle  proprietä  delle  caustiche 
secondarie  (Annali  di  Matern.  VI,  1864). 

5)  A.  H.  Curtis,  Geometrical  proofy  that  tJie  caustic  hy  reflexion  of  a  car- 
dioid  produced  hy  rays  proceeding  from  its  cusp  is  an  epicycloid  (The  Messenger, 
2.  Ser.  XII,  1882). 

6)  Lord  M' Laren,  On  the  reflexion-caustics  of  symetrical  curves  (Edinburgh 
Proc.  XVII,  1889). 

7)  Ueber  die  Katahaustiken  algebraischer  ebener  Kurven  (Dissert.  Lund,  1896). 
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erhalten  sind;  die  uns  gesteckten  Grenzen  verbieten  uns^  mehr  als 
diesen  Hinweis  auf  jene  Forschungen  zu  geben. 

269.  Der  Begriff  der  Kaustika  erhielt  eine  bemerkenswerte  Ver- 
allgemeinerung^), die  wir  hier  nicht  unbeachtet  lassen  dürfen.  —  In 
einer  Ebene  sei  eine  Kurve  F  und  ein  Büschel  paralleler  Lichtstrahlen 
gegeben.  Man  betrachte  einen  beliebigen  dieser  Strahlen  a;  M  sei 
der  Einfallspunkt,  ^  der  Winkel,  den  er  mit  der  Tangente  m  an  F 
in  M  bildet  (Taf.  XVI,  Fig.  138),  durch  M  ziehe  man  alsdann  eine 
Gerade  &,  die  mit  m  einen  Winkel  ^'  bildet,  derart,  dafs  immer 

5  =  0 (') 

Ist  ^=1,  so  ist  die  Enveloppe  der  Strahlen  h  die  gewöhnliche  Kata- 
kaustika  der  Kurve  JT,  hat  q  einen  beliebigen  Wert,  so  heilst  die 
Enveloppe  die  Kaustikoide.  Bemerkenswert  sind  die  Fälle  ^  =  —  j 
und  Q  =  —  2 ;  im  ersteren  Falle  ist  b  die  Halbierungslinie  des  Winkels 
(a,  m),  im  zweiten  dagegen  die  Halbierungslinie  des  Winkels  {b,m)j  wie 
es  die  Figuren  139  a  und  h  zeigen. 

Die  bequemste  analytische  Darstellung  der  Kaustikoiden  erhält 
man,  wenn  man  die  Kurve  F  als  durch  die  Gleichung  einer  beliebigen 
ihrer  Tangenten,  in  der  Art  wie  in  Nr.  353  dargestellt,  ansieht,  also 

^^^^^  «/  cos  r  —  ^  sin  r  =  F{t)  . 

Setzen  wir  t  =  0 ^  ,    so  können  wir  sie  schreiben  auch  als 

X  cos  6  -j-  ^  sin  6  =  /'(G) . 

Wir  bezeichnen  nun  mit  y  cos  a  —  x  sin  a  =  0  die  Gleichung  der 
durch  den  Anfang  parallel  zu  den  einfallenden  Strahlen  gezogenen 
Geraden.  Die  allgemeine  Gleichung  der  Geraden  &  ist  offenbar  von 
der  Form 

{x  —  f  cos  6  -f-  /"  sin  6)  cos  l  -\-  {y  —  /"  sin  9  —  f  cos  6)  sin  A  ==  0 

oder  ^  cos  A  +  ^  sin  2  =  /"(G)  cos  (A  —  9)  +  f\^)  sin  (A  —  9) .  .  (8) 
Da  nun   ^  =  9  —  a,    /i'=A— -9,  so  wird  die  Gleichung  (7)  zu 

e  — o;  __  1^ 

und  diese  ermöglicht  uns,  9  aus  der  Gleichung  (8)  zu  eliminieren; 
man  erhält 

^  cos  A  -}-  2/  sm  A  ===  /  I     ,      +  ^)  ^^s       , 

+  r(^:  +  «)sin^. (9) 

Dies  ist  die  „magische  Gleichung"  einer  beliebigen  Tangente  der  Kau- 

1)  Grane,  Ueber  Curven  mit  gleichartigen  successiven  Developpoiden  (Dissert. 
Lund,  1894). 
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stikoide  und  kann  somit  als  analytische  Darstellung  der  Kurve  selbst 
angesehen  werden.  Setzen  wir  im  speziellen  ^  ==  1  und  verwandeln 
der  Bequemlichkeit  halber  A  in  0,  so  erhalten  wir 

^  cos  9  +  ^  smO  =  f[--Y-)  ^^^~r~  +  ^  [2)  ^^^~Y~^ 
oder  auch 

^cosG  +  i/sine  =2^[/'(^^)  sin^^]; 

nun  entsteht   diese   Gleichung  durch  Differenzieren  nach  G  folgender 

Gleichung  o/^/ö  +  ^X    •    e-^ 

'    X  sm 6  —  y  co^Q  =  2f  \-~ — I  sm  — - —  ^ 

demnach  stellt  die  letzte  Gleichung  die  Evolvente  der  durch  die  vor- 
letzte dargestellten  Kurve  dar^  also  der  sekundären  Kaustika  von  jT; 
die  Existenz  dieser  Kurve  ist  somit  von  neuem  dargethan  und  aufser- 
dem  eine  bequeme  analytische  Darstellung  derselben  gezeigt  worden. 
Schliefslich  soll  eine  einfache  Anwendung  der  Gleichung  (9)  ge- 
macht werden,  nämlich  für  den  Fall,  dafs  F  ein  Kreis  mit  dem  Cen- 
trum 0,  dem  Radius  a  sei.     Dann  ist  f(ßi)  =  aj  folglich  wird  Gl.  (9) 

X  cos  A  -f-  y  sm.A  =  a  cos       ,        , 

die  interpretiert  aussagt:  Alle  Kaustikoiden  eines  Kreises  sind  Epi- 

cykloiden,  die  algebraisch  sind  oder  nicht,  jenachdem  q  rational  oder 
irrational  ist. 


Achtes  Kapitel. 

Pufspunktkurven,  Gregenfufspimktkurveii  und  Podoiden. 

270.  Gegeben  eine  Kurve  F  und  ein  fester  Punkt  P,  man  fälle 
von  diesem  auf  alle  Tangenten  von  F  das  Lot,  die  Pufspunkte  dieser 
Lote  bilden  dann  eine  neue  Kurve,  die  man  die  Pufs punktkurve 
oder  Pedale  von  Fin  Bezug  auf  P  nennt.  Der  Begriff  rührt  von  Mac- 
laurin^)  her;  jedoch  der  Name  wurde  ihr  von  0.  Terquem  gegeben^). 
Wenn  man  dagegen  den  Punkt  P  auf  alle  Normalen  von  F  pro- 
jiziert, so  erhält  man  die  Fufspunktkurve  der  Evolute  von  F  in  Bezug 


1)  Phil.  Trans.  1718  und  1719;    Geometria  organica  (London  1720)  S.  95  ff. 

Bilden  die  durch  P   gezogenen  Geraden    einen  konstanten ,    aber  von  —  ver- 

schiedenen  Winkel,  so  hat  man  dagegen  eine  schiefe  Fufspunktkurve;  vgl. 
Barisien,  Aire  de  la  podaire  oblique  de  la  developpee  oblique  de  Vellipse  (Nouv. 
Ann.  4«  Ser.  I.  1900). 

2)  Nouv.  Ann.  V,  1848,  S.  239. 
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aufP;  sie  heilst  die  Gegenfufspunktkurve  oder  Contrapedale^)  und 
kann  punktweise  konstruiert  werden^  indem  man  durcli  P  die  Parallelen 
zu  den  Tangenten  zieht  und  ihren  Schnitt  mit  der  jedesmal  zuge- 
hörigen Normale  bestimmt.  Wenn  man  zu  jeder  Kurve  in  der  Ebene 
die  Fufspunktkurve  bestimmt  hat^  so  hat  man  damit  eine  spezielle 
Berührungstransformation  ausgeführt^  die  Lie  die  Fufspunkttrans- 
formation^)  genannt  hat;  sie  kann  als  das  Produkt  einer  Inversion 
und  einer  Polarität  in  Bezug  auf  einen  Kreis  aufgefafst  v^erden^). 

Ist  die  Kurve  F  algebraisch  und  von  der  Ordnung  n^  so  wollen 
wir  mit  /*=  0  (V) 

ihre  Gleichung  bezeichnen,  sei  es,  dafs  wir  gewöhnliche  kartesische 
Koordinaten  x^y  anwenden,  oder  der  gröfseren  Symmetrie  halber 
homogene  x,  y,  0  (=  1);  der  Punkt  P,  von  welchem  die  Lote  auf  die 
Tangenten  gefällt  werden,  habe  die  Koordinaten  a,  ß.  Dann  wird  die 
Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  M(x^  y)  lauten 

^g  +  ^g+K=<^' (2) 

wenn  x^  y,  z  der  Gl.  (1)  genügen.  Das  von  P  darauf  gefällte  Lot 
hat  die  Gleichung  x.  —  aY-—^  (^ 

~T^  ^  ~^r' 

dx  dy 

Man  erhält  demnach  die  Gleichung  der  Fufspunktkurve  durch  Eli- 
mination von  X  und  y  aus  (1),  (2),  (3).  Nun  haben  die  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (3)  den  gemeinsamen  Wert 

^^-''^Tx  +  ^^-^^dy   _  ^Tx  +  ^Jy-yjx^^d^) 

(ILW  (KV       "  (KW  (KV 

\dx)~^\dy)  \dx)~^  \dy) 

oder  wegen  Gleichung  (2) 


^^V.Q^ 


\dx)  ^  [d 


D. 


Dies  beweist,    dafs    die   Gleichungen  (2),  (3)  gleichbedeutend  mit  fol- 
genden beiden  sind: 


dx         ^  dy 

also  würde  man  die  Gleichung  der  Fufspunktkurve  auch  aus  (1)  und  (4) 


^  =  «  +  £-^'  ^-ß  +  iy-^-^    •      •      •      W 


1)  Craig^  The  counter-pedal  surface  of  the  MUpsoid  (Amer.  Journ.  IV,  1882). 

2)  S.  Lie  und  G.  Scheffers,  Geometrie  der  Beruhrungstransformationen  I. 
(Leipzig  1896)  S.  17. 

3)  Daselbst  S.  27—29. 

Loria,  Ebene  Ivurveu.  43 
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durch  Elimination  von  x^  y  erhalten  können.  Um  nun  die  Ordnung 
n^  der  Fufspunktkurve  zu  finden^  kombinieren  wir  diese  Grieichungen 
mit  der  folgenden  AX  +  BY+0  =  Q (5) 

und  erhalten  (^,  +  ^^  +  ^)[-(|/)^+ Q^] 

Die  gesuchte  Ordnung  ist  nun  gleich  der  Zahl  der  variabelen  Schnitte 
der  beiden  durch  die  Gleichungen  (1)  und  (6)  dargestellten  Kurven 
mit  der  Greraden  (5);  erstere  ist  von  der  Ordnung  n,  letztere  von  der 
Ordnung  '2{n  —  1)^  daher  ist  im  allgemeinen  n^==  2n(n  — 1).  Um 
zu  sehen,  welche  Veränderung  die  Existenz  eines  Doppelpunktes  oder 
einer  Spitze  (in  endlicher  Entfernung)  hervorruft,  wollen  wir  an- 
nehmen, dafs  der  Anfangspunkt  ein  Doppelpunkt  oder  eine  Spitze  sei. 
Im  ersten  Falle  können  wir  schreiben:  /*=  /^  +  •*•==  0,  und 
sehen  dann,  dafs  die  Glieder  niedrigsten  Grades  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (6)  lauten 

(^.+^,+o)[(|§y+(|4)"], 

demnach  ist  auch  der  Anfangspunkt  von  (6)  ein  Doppelpunkt,  und 
damit  haben  wir  für  %  eine  Verminderung  um  vier  Einheiten. 

Im    zweiten    Falle    schreiben   wir:    f  =  y^ '-\- -  -  -  =:  0,    und    die 

rechte  Seite  von  Gl.  (6)  beginnt  dann  mit  (Äa  -\-  Bß  -\-  G)  4:y^  -\ ; 

die  beiden  Kurven  haben  dann  eine  Spitze  und  die  Spitzentangente 
gemeinsam;  die  Spitze  absorbiert  demnach  sechs  Schnitte  der  beiden 
Kurven.    Hat  nun  die  gegebene  Kurve  d  Doppelpunkte  und  ]c  Spitzen, 

^^  ^^^^-  n,  =  2n(n  —  l)  —  4d—6Jc. 

Nun  gilt  bekanntlich  für  die  Klasse  v  einer  Kurve  die  Formel 

j,^n(n  —  l)  —  2d  —  3Jc, 
demnach  ist  %  =  2  ^' , 

und  das  heifst  in  Worten:  Die  Ordnung  der  Fufspunktkurve  einer 
algebraischen  Kurve  ist  im  allgemeinen  doppelt  so  grofs  als  die 
Klasse  dieser^). 

Nehmen  wir  z.  B.^)  als  Kurve  F  die  Ellipse 

:^'  _j_  l!  —  1 
«2  "»"  &2         ^y 


1)  Weiteres  über  diese  und  ähnliche  Fragen  s.  m.  bei  A.  Rosen,  Om  fot- 
puYbktkuTvers  lcaralctere7\  Akademisk  afhandling  (Lund  1884). 

2)  S.  Roberts,  On  the  pedals  of  conic  sections  (Proc.  of  the  London  math 
Soc.  III,  1869—71). 
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SO  kann  die  Gleicliung  ihrer  Tangente  dargestellt  werden  durch. 
X  cos  (p  ^.     y  sincp  ^ 

das  auf  sie  vom  Punkte  P  (a^  ß)  gefällte  Lot  hat  die  Gleichung 

(x  —  cc)  sin  qp  (y  —  ß)  cos  cp  ^ 

h  a 

Die  Gleichung  der  Fufspunktkurve  ist  nun  das  Resultat  der  Elimi- 
nation von  9?  aus  diesen  letzten  beiden  Gleichungen:  man  erhält 
[^2  4-  ^2  __  ^^^  j^  ßyyY  _  ^2(^  _.  ^Y  —  h\y  —  ßy. 

Die  Fufspunktkurve  ist  also  eine  bizirkulare  Kurve  vierter  Ordnung 
mit  P  als  Doppelpunkt^  demnach  eine  Lemniskate  von  Booth  (s.  Nr. 
64  und  65).  —  Geben  wir  dem  h^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen, 
so  erhalten  wir  die  Fufspunktkurve  der  Hyperbel.  Besonders  be- 
merkenswert ist  der  Fall,  dafs  P  auf  eine  Axe  oder  in  das  Centrum 
des  Kegelschnittes  fällt. 

Ändere  Beispiele  von  Fufspunktkurven  finden  sich  in  Nr.  24, 
30  und  42  für  die  Parabel,  in  welchem  Falle  jene  von  der  dritten 
Ordnung  ist^),  ferner  in  Nr.  70  für  den  Kreis,  in  Nr.  75 — 77  für  die 
dreispitzige  Hypocykloide  und  in  Nr.  105  für  die  reguläre  Astroide 
(s.  auch  Nr.  136  IV). 

Wenn  F^  die  Fufspunktkurve  von  F  in  Bezug  auf  P  ist,  so  kann 
man  in  derselben  Weise  auch  die  von  F^  in  Bezug  auf  P  konstruieren 
als  jTg?  sowie  die  Fufspunktkurve  Fg  von  F^  u.  s.  w.-,  die  so  entstandenen 
Kurven  heifsen  die  zweite,  dritte  .  .  .  Fufspunktkurve.  —  Be- 
trachten wir  z.  B.  die  Sinusspirale  mit  der  Gleichung 

q'^  cos  m  03  =  a^^ , 

so  erhält  man  als  Gleichung  der  n^^"^  Fufspunktkurve  in  Bezug  auf 
den  Pol  ü^         ,  ,  '^ 

Q  COS  1 — — — 7  G))  =  a  , 

^  V      mn  —  1    /  ^ 

weshalb  die  erhaltene  Kurve  wiederum  eine  Sinusspirale  ist^). 

1)  Barisien,  Podarie  rispetto  alla  parahola  (Period.  di  matem.  XVI,  1900 
—1901). 

2)  Unter  den  Kurven,  deren  successive  Fufspunktkurven  zu  wichtigen 
Folgerungen  führen,  tritt  besonders  die  gleichseitige  Hyperbel  hervor;  nimmt 
man  als  festen  Punkt  das  Centrum  der  Kurve,  so  erhält  man  Linien,  die  seit 
1847  von  W.  Roberts  als  Verallgemeinerungen  der  Bernoulli'schen  Lemniskate 
betrachtet  V7urden  (s.  die  Abh.  Generalisation  d'une  propriete  de  la  lemniscate, 
Liouvilles  Journ.  XII,  1847);  er  schuf  dadurch  eine  bedeutende  Erweiterung ,  des 
Talbot'schen  Satzes  (vgl.  C.  Sturm,  Demonstration  de  deux  theoremes  sur  la 
lemniscate\  Annales  de  Math.  XIV,  1823—24),  die  besagt:  „Multipliziert  man 
die  Differenz  zwischen  dem  unendlich  langen  Bogen  der  gleichseitigen  Hyperbel 
x^  —  y^  =  a^  und  ihrer  Asymptote  mit  der  Länge  des  Quadranten  der  Lemniskate 

{oii'^ -^  y^Y  — '^ a^ {x^  —  2/^)  =  0,    so  erhält  man  —7—  •" 

43* 
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271.  Wenn  F  eine  geschlossene  und  überall  konvexe  Kurve  ist^ 
und  der  Punkt  P  innerhalb  derselben  liegt,  so  besteht  zwischen  den 
Flächen  A  und  A^  der  Fufspunktkurve  und  der  Gegenfufspunktkurve 
von  r  eine  bemerkenswerte  Beziehung,  die  1881  von  E.  Catalan 
entdeckt  wurde  ^),  die  sich  1894  bei  K.  Tsuruta^)  wiederfindet  und 
auf  welche  im  folgenden  Jahre  einige  Mitarbeiter  des  Intermediaire 
des  matJiematiciens  stiefsen,  als  sie  von  E.  Baris ien^)  ausgesprochene 
Sätze  verallgemeinerten.  Um  diese  Beziehung  zu  erhalten,  machen  wir 
zweckmäfsig  von  der  „magischen  Gleichung^^  der  Tangente  von  F  An- 
wendung, indem  wir  diese  so  schreiben: 

X  Goscp  -^  y  sincp  —  p  =  0, (7) 

wo  p  eine  gegebene  Funktion  von  cp  ist.  Es  ist  klar,  dafs  cp  und  p 
die  Polarkoordinaten  eines  erzeugenden  Punktes  der  Fufspunktkurve 
von  F  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  sind;  daher  hat  man 

A  =  ^fp''d(p, 

wobei  das  Integral  auf  den  ganzen  Umfang  von  F  auszudehnen  ist. 
Differenzieren  wir  (7),  so  erhalten  wir 

—  X  sijKf  -{-  y  cos  q)  —  p  ==  0 
oder  auch        x  cos  ( y  +  9) j  -|-  ^  sin  ( y  +  g? j  —  p  =  0] 

da  diese  eine  Normale  der  Kurve  F  darstellt,  so  ist  klar,  dafs  -^  -\-  (f 

und  p  die  Polarkoordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Gegen- 
fufspunktkurve sind.     Infolgedessen  ist 

A='\Jp^'^^>\ 

und  daher  A  —  A^  =  ^f{p' ~  p'')  -  dcp  .     .....     (8) 

Bezeichnen  nun  9,  ca  die  Koordinaten  eines  Punktes  von  F,  so  er- 
kennt man  alsbald,  dafs  die  Relationen  bestehen 

p  =  Q  COS  (g9  —  ^) ,         P  =  Q  sin  {p  —  ^) , 

oder  auch  p'^  -|-p'2  _,  ^2^  ^  —  g)  =  arc  tg  — ; 

daraus  folgt  dco  —  dq)  =     3,    fg   •  dcp  , 

daher  ^  =  3  oder     Q^dco  ==  (p^  -\-pp')  -dq) . 


1)  Vgl.  die  Melanges  mathematiques  (Mem.  de  la  Soc.  de  Liege,  2.  Ser.  XIII, 
1886)  ö.  230. 

2)  Gounter  pedals  (The  Messenger,  2.  Ser.  XXIII,  1894). 

3)  Intermediaire  II,  1896,  S.  107—109  und  344—345. 
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Wird  nun  die  Fläche  der  Kurve  F  mit  C  bezeichnet,  so  erhält  man 

C  =  2-/(i^^  •\'m')  '  ^^  ; 

wobei  das  Integral  sich  über  die  ganze  Kurve  F  zu  erstrecken  hat. 
Integriert  man  teilv^eise,  so  erhält  man 

Jpp' '  ^^  =  PP'  — Jp^  'dcp ^ 
der  integrierte  Teil  wird  aber  zu  Null,  wenn  das  Integral  sich  über 
die  ganze  Kurve  erstreckt,  demnach  ist 

C='^fip'-p")-dcp (9) 

Ein  Vergleich  der  beiden  Gleichungen  (8)  und  (9)  ergiebt  dann 

C^A-A^, (10) 

welche  Beziehung  folgender  Satz  ausdrückt:  Die  Differenz  der  Flächen- 
inhalte der  Fiifspunktkiirve  und  Oegenfufspiinktkurve  einer  ge- 
schlossenen, überall  konvexen  Kurve  r  in  Bezug  auf  einen  inner- 
halb r  gelegenen  Punkt  P  ist  gleich  der  Fläche  der  Kurve  r  selbst. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  für  F  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen 
a,  h  und  als  P  einen  ihrer  Brennpunkte;  dann  ist  die  Fufspunkt- 
kurve  ein  Kreis  mit  dem  Radius  a,  also  A  =  7ca^]  da  C==ah7t^  so 
ist  die  Fläche  der  Gegenfufspunktkurve  gleich  7ta(a  —  &),  ist  also  an 
Inhalt  gleich  einer  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  a — b. 

Auf  die  Fläche  der  Fufspunktkurve  einer  geschlossenen  und  kon- 
vexen Linie  bezieht  sich  auch  ein  bemerkenswerter  Satz,  den  Steiner 
entdeckt  hat^).  Um  diesen  darzulegen,  erinnern  wir  zunächst  daran, 
dafs  man  nach  diesem  Geometer  unter  dem  Krümmungsschwer- 
punkt einer  Kurve  denjenigen  Schwerpunkt  versteht,  den  die  Kurve 
haben  würde,  wenn  die  Dichtigkeit  ihres  ümfanges  nicht  gleichmäfsig, 
sondern  der  Krümmung  proportional  wäre.  Ist  daher  s  der  Bogen, 
B  der  Krümmungsradius  der  Kurve  F,  so  werden  die  Koordinaten 
^0,  i/q  des  Krümmungsschwerpunktes  gegeben  sein  durch 

/'x-ds  Py-ds 


^0  /^  rio      ?  ^0 


r  ds   ^       ^ö        /^ 


E 


wobei  die  Integration  sich  über  alle  Punkte  von  F  zu  erstrecken  hat. 
Führen  wir  noch  den  Kontingenzwinkel  dr  ==  -^  ein,  so  dafs  also  t 
den  Winkel  der  Normalen  mit  der  ^-Axe  bezeichnen  würde,  so  können 
wir  schreiben:  ^  /^.^r  _  fydr 

^^~~fd^'  ^«~     fdx     ' 


1)  S.  die  berühmte  Abhandlung  Vom  Krümmung sschioer punkte  ebener  Cu/rven 
(Crelles  Journ.  XXI,  1838;  Gesammelte  Werke  II,  S.  97). 
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Da  nun  nach   der  Annahme  F  eine    geschlossene   Kurve    ist^    so   ist 
r^t  =  2%,  also 

Nehmen  wir   nun    die  Kurve  F  als    durch    die    magische    Gleichung 
ihrer  Tangente  dargestellt  an 

X  cos  r  ~\-  y  sint  —  /'(r)  =  0 (12) 

und  kombinieren  diese  Gleichung  mit  ihrer  Abgeleiteten 

—  ;:^  sin  r  -f-  ^  cos  t  —  f'(t^  =  0, 
so  bekommen  wir 

X  =  f  cos  X  —  /"  sin  T  j         1/  =  /*  sin  r  +  / '  ^^^  '^  ? 
und  dann  werden  die  Gleichungen  (11)  zu 

2  7t Xq  =  jf  cos  T'dr  —  I  f  sinr  '  dt  j 
27tyQ  =  ff  sin  r '  dt  -{- Jf"  gos  r  -  dr . 
Integrieren  wir  aber  teilweise 

ff  ^inr  '  dt  =  f  sin  t  —  ff  cos  r  -  dx , 
j  f  cos  X' dx  =  f  G08X -{-  ff  ^inx 'dx  y 

so  verschwinden ;   da   die  Integration  sich  über   die   ganze  Kurve  er- 
strecken soll;  die  integrierten  Teile,  und  es  bleibt  nur 

TtXQ  ==ff  COS  X'dx ,         TtifQ  =  ff  sin  x^dx . 
Betrachten  wir  nun,  nachdem  dies  vorausgeschickt,  einen  beliebigen 
Punkt  P(a,ß)    in    der  Ebene    der    durch   Gleichung  (11)   definierten 
Kurve,   so  hat  das  von  P  auf  die  durch  diese  Gleichung  dargestellte 
Gerade  gefällte  Lot  die  Länge 

?  =  «  cosr  + /3  sinr — /'(r) 
und  bildet  mit  der  ^-Axe   den  Winkel  y  + '^-     Demnach  wird    die 
Fläche  S  der  Pufspunktkurve  von  F  in  Bezug  auf  P  gegeben  durch 

vS  =  -^  I  (cc  cos  r  +  /3  sin  T  —  fy  •  dx , 

wobei  die  Integration   sich  wieder  über    alle  Punkte  von   F  zu    er- 
strecken hat.     Daraus  folgt 

2S  =  a^  fcos^X'dx  +  ß^fsiR^X'dx  +  2c)cßfsmx-Gosx.dx 
—  2affcosx'dx  —  2ßJfsmx'dx~\'Jf^'dx. 
Nun  ist  im  allgemeinen 

J  COH^X'  dx  =  -\X  -\-  — ^-j  ;  J  Sm^r  .  dx  =~\X  —  — 2— j  ; 

2  1  smr-  cosr -ar  =  —  — - — , 
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wenn  wir  daher  zwischen  r  =  Tq  und  r  =  r^  +  2:7t  integrieren,  er- 
halten wir  bezw.  die  Resultate  jCj  7t ^  0.     Daher  können  wir  schreiben 

2S^7t{a^  +  ß^--2ax^  —  2ßx^)-\-Jp'dt.     .     .     (13) 

Aus  dieser  bemerkenswerten  Formel  ergeben  sich  mehrere  Folgerungen. 
Schreiben  wir  sie  in  folgender  Weise 

a^  j\^  ß^  -2ax,  —  2ßx,+  ^^''^l~~^^   ==0,   .     .     (14) 

so  erkennen  wir:  Diejenigen  Punkte,  in  Bezug  auf  welche  die  Fläche 
der  Fufspunktkurve  einer  gegebenen  geschlossenen  und  konvexen 
Linie  konstant  ist,  liegen  auf  einem  Kreise,  dessen  Centrum  der 
Krümmungsschwerpunkt  jener  Linie  ist.  —  Wir  schreiben  nun  die 
Gleichung  (13)  in  folgender  Weise: 

2  2i 

Da  die  Fläche  »S   ihren  kleinsten  Wert  erhält,    wenn   der  Punkt  P 

mit    dem    Krümmungsschwerpunkte  M  zusammenfällt,    so   ist  dieses 

Minimum  ^  jp,  ^i^  __^(^r^^2j^y^^^ 

und  daher  wird  die  Gleichung  (13')  zu 

Dies  besagt:  Die  Fläche  der  Fufspunktkurve  einer  geschlossenen 
konvexen  Linie  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P  ihrer  Ebene  ist  gleich 
der  Fläche  der  Fufspunktkurve  in  Bezug  auf  den  Krümmungs- 
schwerpunkt, vermehrt  um  die  Fläche  des  Halbkreises,  der  den  Ab- 
stand dieses  Punktes  von  JP  zum  Radius  hat  Wenn  z.  B.  die  be- 
trachtete Kurve  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  C  und  dem  Radius  r 
ist,  so  ist  die  Fläche  der  Fufspunktkurve  eines  beliebigen  Punktes  P 
gleich  der  Fläche  des  gegebenen  Kreises  vermehrt  um  den  Halbkreis, 
dessen  Radius  PC  ist;  im  speziellen,  wenn  P  auf  der  Peripherie 
liegt,  ist  die  Fläche  der  Fufspunktkurve,  die  eine  Kardioide  ist, 
gleich  ~7tr^. 

372.  Andere  Formeln,  die  sich  auf  die  Fläche  der  Fufspunkt- 
kurven beziehen,  erhält  man  unschwer,  wenn  man  die  Kurve  P,  von 
der  man  ausgeht,  als  durch  eine  Polargleichung  dargestellt  annimmt, 
also  durch  q  =  /(co),  wobei  man  den  festen  Punkt  0  als  Pol  nimmt. 
Wir  wollen  allgemein  mit  ^^,  C3^^  die  Koordinaten  des  Punktes  M^^ 
der  m*®^  Fufspunktkurve  T.^  bezeichnen,  der  dem  Punkte  -M(^,  co) 
von  P  entspricht  und  mit  A^  die  Fläche  dieser  Fufspunktkurve.  Da 
der  Winkel  OM^M  ein  rechter  ist,  so  geht  der  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer OM  durch  ikf^;  betrachten  wir  ein  ebensolches  Punktepaar 
M'M[  und  P  und  P^,  so  erkennt  man,  dafs  der  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer OM'  durch  M[  gehen  mufs.    Wenn  nun  M'  dem  M  unendlich 
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nahe  kommt ^  so  wird  auch  M[  mit  M^  zusammenrücken,  und  die 
Gerade  M^M[  wird  sowohl  mit  der  in  M^  an  F^  als  auch  mit  der 
Tangente  in  M^  an  den  Kreis  OM^M  zusammenfallen.  Demnach 
berührt  die  Tangente  t^  in  M^  an  F^  den  Kreis  OM-^M,  infolge- 
dessen geht  die  Normale  in  M^  zu  F^  durch  den  Mittelpunkt  C  der 
Strecke  OM'^).  Der  Fufspunkt  Wl^  des  von  0  auf  die  Tangente  des 
Kreises  über  OM  in  M^  gefällten  Lotes  gehört  also  der  zweiten 
Fufspunktkurve  F^  an.  Ähnlich  findet  man  den  Punkt  Jfg  u.  s.  w. 
alle  die  dem  Punkte  M  entsprechenden  Punkte  der  successiven  Fufs- 
punktkurven. 

Ist  nun  (Taf.  XVII,  Fig.  140)  ^i  der  Winkel,  den  die  Tangente 
in  Jf  an  F  mit  dem  Vector  bildet,  so  hat  man  bekanntlich, 

*§^  =  ^-5l'       ^^^^      ^  =  arctg-^,      .     .     .     (15) 

wobei  die  Accente  immer  die  Ableitungen  in  Bezug  auf  F  bedeuten. 
Aufserdem  ergiebt  sich  aus  der  einfachen  Betrachtung  der  Figur,  dafs 

/i  ==  Ol  —  03  +  -|-  , 

daher  c^  ^  ^  j^  \ 

und  wegen  der.  obigen  Gleichung  (15) 

^  =  ?l+lllizlll (16) 

dco  Q^  +  q'^ 

Überdies  hat  man  ^^  =  ^  sin^,  und  deshalb  wegen  Gleichung  (15) 

^'-y^F <"> 

Kombiniert  man  die  Gleichungen  (16)  und  (17),  so  bekommt  man  fol- 
genden Ausdruck  für  die  Ableitung  der  Fläche  der  ersten  Fufspunkt- 
kurve lA  _}_     2 ^  ^  l!  q^  +  ^q—qq' 

dco  ~  2^^    dco  ~"  2        (q^  +  q^) 
Ebenso  findet  man 

0)2  ==  2  (CO^  —  (O)  -}-  (0  ,  ^2  =  ^1  ^^^  i"'  ? 

oder  zufolge  des  Vorhergehenden 

032  =  2  (^  —  y)   +  G}  ,  ^2  =  ^  ^iu^  ^  , 

Ähnlich  findet  man  dann,  dafs  im  allgemeinen 

«^m==^(f^  — y) +  «;        ^m  =  ^sin^>     '     •     •     (18) 
und  daher  ist    ^a  ^2/      ^2     x^^    /     n'2_on"  \ 

^  =  Y(7f7^)-(-V+^  +  0    •    •    •    (1») 

1)  Bertrand,  Calcul  differentiel  (Paris  1864)  S.  10  und  73;  Peano,  AppU- 
cazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  (Torino  1887)  S.  91;  Lie-Scheffers, 
a.  a.  0.  S.  17. 
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als  bemerkenswerter  Ausdruck  für  die  Pläclie  der  m*®^  Pufspunkt- 
kurve  ^).  Diesen  z.  B.  für  die  Sinusspiralen  anzuwenden^  überlassen 
wir  dem  Leser. 

373,  Die  Reihe  der  aufeinander  folgenden  Pufspunktkurven  einer 
gegebenen  Kurve  F  kann  man  aucb  rückwärts  fortsetzen  und  somit 
die  Kurve  r_^^  betrachten,  von  welcher  T*  die  m^^  Pufspunktkurve 
sein  würde.  Sie  wird  als  die  m*^  negative  Pufspunktkurve  be- 
zeichnet, und  auf  sie  kann  man  auch  die  Gleichung  (19)  anwenden, 
wenn  man  das  Vorzeichen  von  m  wechselt.  Insbesondere  handelt  es 
sich  meistens  um  die  erste  dieser  Kurven,  die  man  schlechthin  als 
die  negative  Pufspunktkurve  von  F  bezeichnet.  Ein  Beispiel 
hiervon  liefert  uns  die  Trisektrix  von  Catalan  (Nr.  49),  welche  die 
negative  Pufspunktkurve  einer  Parabel  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt 
ist.  Es  ist  klar,  dafs  die  F_^  die  Enveloppe  derjenigen  Geraden  ist, 
die  in  den  Punkten  von  F  auf  den  Verbindungslinien  derselben  mit 
dem  festen  Punkte  0  senkrecht  stehen.  Hieraus  ergiebt  sich  ein  ein- 
faches Verfahren,  die  Gleichung  der  negativen  Pufspunktkurve  zu 
erhalten  für  eine  Kurve  JT,  die  durch  die  Polargleichung  q  =  f{o3) 
dargestellt  ist,  unter  der  Annahme,  dafs  der  feste  Punkt  0  mit  dem 
Pole  zusammenfällt.     Da  in  diesem  Falle 

X  cos  (o  -\-  y  mim  —  f{(D)  ==  0 

die  allgemeine  Gleichung  der  genannten  Senkrechten  ist,  so  hat  man 
nur  aus  dieser  und  ihrer  x^bleitung  —  x  ^mm  -^  y  cos  ca  —  f  {^)  =  0 
G3  zu  eliminieren,  um  die  Enveloppe  zu  erhalten. 

Man  hat  weiterhin  auch  bemerkt,  dafs  das  analytische  Problem 
der  Auffindung  der  Gleichung  der  negativen  Pufspunktkurve  nicht 
verschieden  ist  von  dem,  die  Parallelkurve  zu  bestimmen.  Um  diese 
Beobachtung  zu  beweisen,  betrachten  wir  eine  beliebige  Kurve  F  mit 
der  Gleichung  f{x,  y)  =  0,  sowie  diejenige  F',  die  man  erhält,  wenn 
man  die  vom  Anfangspunkte  ausgezogenen  Vectoren  von  F  verdoppelt, 

dann  ist  die  Gleichung  von  F'  offenbar  /"(-,  f )  =  ö-  Di^  Parallel- 
kurve von  r"  im  Abstände  h  ist  die  Enveloppe  des  Kreises  (X  —  xY 
-j- (Z — i/)2  == /(;2.  wenn  man  nun  x  =  2i,,  y  =^  2yj  setzt,  so  wird 
ihre  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  |,  rj  aus  den  drei 
folgenden  Gleichungen  sein 

f(hv)-0,     (X-2^f  +  (Y-2vy  =  lc^     ^^  =  1^.(20) 

ag  dn 

1)  Betreffs  weiterer  Entwickelungen  über  diesen  Gegenstand  s.  man  die 
Note  von  Barisien,  Sur  les  poäaires  successives  cVune  coiirhe  (Nouv.  Ann.  3.  Ser. 
XIV,  1895)  und  für  die  Untersucliung  einer  speziellen  Klasse  von  Fufspunkt- 
kurven  die  Abb.  von  F.  P.  Ruffini,  Delle  fedali  delle  parabole  cubiche  divergenti 
(Bologna  Mem,  5.  Ser.  V,  1896), 
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Nun  ist  aber  die  negative  Fufspunktkurve  Yon  JT,  wenn  der  Pol  im 
Anfangspunkte  liegt^  die  Enveloppe  der  oo^  durcli  die  Grleichung 

dargestellten  Geraden ,  wobei  der  Punkt  (x,  y)  auf  F  variiert;  dem- 
nacli  ist  deren  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  x,  y  aus 
den  dreien 

f{x,  y)  =  0,      {X-2xY  +  {Y-2yy  =  ^X^+  Y')A 

X  —  2X  _   Y—2y  .    .    (21) 

dl     ~     dl    '  I 

dx  dy 

Vergleichen  wir  die  beiden  Systeme  (20)  und  (21)  mit  einander^  so 
sehen   wir    sogleich^    dafs    das    letztere   aus   den  ersteren  hervorgeht^ 

indem  man  —  an  Stelle  von  |/X^+  ^^  setzt;  daher  kann  man  folgen- 
den Schlufs  ziehen:  Es  sei  eine  elbene  Kurve  F  gegelben;  man  kon- 
struiere eine  zweite  r\  indem  man  die  von  einem  festen  Punkte  JP 
ausgehenden  Vectoren  von  r  verdoppelt.  Hat  man  mm  die  Glei- 
chung der  Parallelkurve  von  r'  im  Ahstande  J^  gefunden,  so  erhält 
man  die  der  negativen  Fufspunktkurve  von  r  in  Bezug  auf  P, 
wenn  man  in  jener  Gleichung  k  durch  2yx^-\-y^  ersetzt^). 

Die  Deii^ition  der  negativen  Fufspunktkurve  einer  Kurve  F  als 
Enveloppe  aufgefafst  ist  so  einfach^  dafs  sie  uns  gestattet,  durch 
geometrische  Überlegungen  ganz  leicht  viele  von  den  Eigenschaften 
jener  Kurve  abzuleiten,  insbesondere  Avenn  F  algebraisch  ist;  dies 
soll  im  Folgenden  gezeigt  werden^). 

Um  anzudeuten,  dafs  die  Ausgangskurve  von  der  Ordnung  n  sein 
soll,  wollen  wir  sie  im  Folgenden  mit  F^  bezeichen  und  ihre  negative 
Fufspunktkurve  in  Bezug  auf  den  Pol  0  mit  77.  Bemerken  wir 
zunächst,  dafs  einem  r-fachen  Punkte  von  F"^  eine  r-fache  Tangente 
von  F  entspricht,  insbesondere  einem  Doppelpunkte  von  F^  eine 
Doppeltangente  von  U,  einer  Spitze  aber  ein  Wendepunkt.  —  Greifen 
wir  in  der  Ebene  der  beiden  Kurven  einen  beliebigen  Punkt  P  heraus 
und  beschreiben  über  OP  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  wird  dieser 
die  F^  in  2n  Punkten  schneiden;  jeder  von  diesen  ist  Ausgangspunkt 
einer  durch  P  gehenden  Tangente  von  71;  somit  giebt  es  2)^  Tan- 
genten derselben  die  durch  P  gehen,  und  da  es  andere  nicht  giebt, 
so  folgt:  Die  negative  Fufspunktkurve  77  von  F''  ist  im  allgemeinen 
von  der  Klasse  2^.  Aus  den  gemachten  Überlegungen  geht  auch 
hervor,  dafs,  wenn  P  ein  y^-facher  Punkt  von  F^  wäre  und  diese  i-mal 


1)  Dieser  Satz  ist  von  Strebor  (d.  i.  W.  Roberts)  ausgesprochen  in  der 
Note:  Theoreme  sur  les  courhes  planes  (Nouv.  Ann.  XIX,  1860). 

2)  Am  es  e  der,   Theorie  der  negativen  FufspunJctJcurven  (Archiv  der  Math. 
LXIV,  1879). 
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durch  die  uüendlicli  fernen  Kreispunkte  ginge,  die  Klasse  von  77  auf 
2(n  —  i)  —  k  sinken  würde.     Wenn  z.  B.  n  gerade  und  i  =^h  =  — 

wäre,  so  würde  die  Klasse  von  der  negativen  Fufspunktkurve  =  — 
sein,  was  im  Falle  n  ==  2  offenbar  zutrifft. 

Es  sei  U  ein  unendlicli  ferner  Punkt  von  r'\  der  nicht  mit  einem 
der  Kreispunkte  zusammenfällt;  das  von  u  auf  PU  gefällte  Lot  fällt 
dann  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen,  daher  wird  diese 
eine  Tangente  von  71,  und  sie  ist  dies  so  oft,  als  es  unendlich  ferne 
Punkte  auf  F^  giebt,  die  nicht  Kreispunkte  sind.  Demnach:  Wenn 
eine  Kurve  r'^  durch  jeden  der  Kreispunkte  geht;  so  hat  ihre  nega- 
tive Fufspunktkurve  77  die  unendlich  ferne  Gerade  als  (n  —  2i)-fache 
Tangente.  Wenn  in  diesem  Falle  P  ein  Macher  Punkt  von  F"^  ist, 
so  schneidet  die  Gerade,  welche  ihn  mit  einem  der  Kreispunkte  ver- 
bindet, aufserdem  die  Kurve  F"^  in  n  —  Ä  —  i  Punkten  §;  die  von  Q 
auf  PQ  gefällten  Lote  fallen  bekanntlich  mit  diesen  Geraden  selbst 
zusammen;  daher:  Die  negative  Fufspunktkurve  eines  Zc-fachen 
Punktes  JP  einer  Kurve,  die  t-mal  durch  jeden  der  beiden  unendlich 
fernen  Kreispunkte  geht,  hat  die  Geraden,  welche  JP  mit  den  Kreis- 
punkten verbinden,  als  (n — Je  —  /)-fache  Tangenten. 

Wir  beschreiben  einen  beliebigen  Kreis  über  OP  als  Durchmesser, 
und  betrachten  zwei  seiner  Schnittpunkte  M^  und  M^  mit  der  ge- 
gebenen Kurve.  PM^  ^  i^^  und  Pilfg  ^  t^  werden  dann  Tangenten 
der  negativen  Fufspunktkurve  von  0  sein.  Stellen  wir  uns  nun 
vor,  dafs  dieser  Kreis  sich  in  der  Weise  verschiebe,  dafs  M^  und  M^ 
zusammenrücken;  alsdann  kommt  i^g  <ier  t^  uu endlich  nahe,  und  der 
Punkt  P,  in  welchem  sich  t^  und  i^g  schneiden,  strebt  dahin,  mit  dem 
Berührungspunkte  der  Geraden  t^  mit  ihrer  eigenen  Eveloppe  zu- 
sammenzufallen, d.  h.  mit  einem  Punkte  von  77.  Greifen  wir  daher 
auf  F"^  beliebig  den  Punkt  M  heraus  und  beschreiben  den  Kreis,  der 
durch  0  geht  und  F"^  in  M  berührt;  der  zweite  Endpunkt  des  durch 
0  gehenden  Durchmessers  ist  ein  Punkt  der  negativen  Fufspunkt- 
kurve von  F^  in  Bezug  auf  0,  und  die  Gerade  PM  ist  die  zugehörige 
Tangente.  Damit  haben  wir  eine  Punktkonstruktion  für  die  negative 
Fufspunktkurve  77. 

Es  sei  t  eine  der  von  0  an  F^  gezogenen  Tangenten,  T  der  zu- 
gehörige Berührungspunkt;  die  in  T  zu  ^  errichtete  Senkrechte  n 
wird  dann  eine  Tangente  von  77  sein.  Konstruieren  wir  jetzt  den 
Berührungspunkt  nach  dem  oben  angegebenen  Verfahren,  so  sehen 
wir,  dafs  er  ins  Unendliche  fällt.  Die  negative  Fufspunktkurve  hat 
also  so  viele  Asymptoten,  als  es  Tangenten  vom  Pole  0  an  die 
Fundamentalkurve  gieht;  sie  entsprechen  den  Normalen  der  Funda- 
mentalkurve selbst.  Ist  F"^  eine  allgemeine  Kurve  ihrer  Ordnung, 
und  der  Punkt  0  gehört  dieser  nicht  an,  so  ist  die  Zahl  der  Asymptoten 
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n{n  —  1),  und  dai  in  diesem  Falle  die  unendlicli  ferne  Gerade  eine 
^^-fache  Tangente  von  77  ist  (s.  oben)^  so  hat  diese  insgesamt  n{n-\-l) 
Schnitte  mit  der  unendlich  fernen  Geraden;  das  zeigt^  dafs  die  nega- 
tive Fufspunktkurve  einer  Kurve  von  der  Ordnung  n  im  allgemeinen 
von  der  Ordnung  n{n  -^X)  ist.  Die  Veränderungen ,  die  diese  Zahl 
in  speziellen  Fällen  erleidet,  lassen  sich  leicht  durch  einfache  Modi- 
fikationen der  hier  angewendeten  Schlüsse  ermitteln. 

Wenn  ein  durch  0  gehender  Kreis  F""  sowohl  in  M  als  auch 
in  M  berührt,  so  ist  der  dem  Punkte  0  diametral  gegenüberliegende 
Punkt  P  ein  Berührungspunkt  der  negativen  Fufspunktkurve  U  so- 
wohl mit  der  Geraden  FM,  als  auch  mit  FM,  demnach  ist  P  ein 
Doppelpunkt  von  77.  Die  Kurve  77  hat  also  soviele  Doppelpunkte, 
als  es  doppeltberührende  Kreise  r""  giebt,  die  durch  O  gehen;  ähn- 
lich erkennt  man,  dafs  77  soviele  Spitzen  hat.  als  es  Schmiegungs- 
kreise  von  r^  gieht,  die  durch  P  gehen.  Wenn  V  eine  allgemeine 
Kurve  ist,  die  zum  Punkte  P  keine  spezielle  Lage  hat,  so  hat  die 
Kurve  77  4.{n — l){2n  —  3)  Doppelpunkte  und  Q{n — 1)  Spitzen. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dafs  P"^  ein  centrischer  Kegelschnitt  sei^), 
so  wird  die  negative  Fufspunktkurve  77  im  allgemeinen  sechster  Ord- 
nung sein,  von  der  vierten  Klasse  und  mit  4  Doppelpunkten  und 
6  Spitzen;  Doppeltangenten  derselben  sind  die  unendlich  ferne  Gerade 
und  die  Geraden,  welche  den  festen  Punkt  P  mit  den  Kreispunkten 
verbinden.  Ist  aber  F""  eine  Parabel^  so  ist  ihre  negative  Fufspunkt- 
kurve auch  von  der  vierten  Klasse,  aber  nur  von  der  fünften  Ord- 
nung; sie  hat  4  Spitzen,  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Parabelaxe  ist 
für  sie  ein  Wendepunkt  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  zu- 
gehöriger Tangente  u.  s.  w. 

Wenn  insbesondere  F""  die  Ellipse  ist  mit  der  Gleichung 

^'  4_  l!  —  1 

SO  heilst  die  erste  negative  Fufspunktkurve  die  Talbot'sche  Kurve, 
von  dem  Namen  des  Geometers,   der  zuerst  bemerkt  hat^),   dafs  ihre 
Rektifikation  von  elliptischen  Integralen  abhängt.    Setzt  man  zur  Ab- 
kürzung a^J^¥^2s^,         a^  —  b^  =  2d^, 
so  lautet  die  Gleichung  dieser  Kurve  ^) 

[5{a'x'  +  bY)  —  4(s^  +  Sd'^f 

^  [9(52  __.  3^2)^2^2  _|_  9(52  _|_  3^2)J2^2  _  8^2(^4  _  9^4)-j2  _  Q, 


1)  Ameseder,  Negative  FiofspunktMrmn  der  Kegelschnitte  (Archiv  der  Math. 
LXIV,  1879). 

2)  Annales  de  math.  XIY,  1823—24,  S.  380. 

3)  Tortolini,  Sopra  Vequazione  di  una  curva  del  sesf  ordine,  che  sHn- 
contra  in  un  prohUma  riguardante  VeUissi  (Raccolta  di  lettere  etc.  II,  Roma  1846; 
Crelle's  Journ.  XXXIII,  1846);  InviUppo  d'una  perpendicolare  condotta  a  im  dia- 
metro  delV  ellisse  alV  estremitä  di  questo  diametro  (Nouv.  Ann.  V,  1846). 


Achtes  Kapitel:  Fulspunktkurven,  Gregenfufspunktkurven  u.  Podoiden.     685 

sie  ist  also  von  der  sechsten  Ordnung  in  Übereinstimmung  mit  der 
allgemeinen  Theorie^). 

274.  Wenn  man  den  Ort  der  Punkte  aufsucht,  die  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  Tangenten  einer  Kurve  F  zu  einem  festeu  Punkte  0 
sind,  so  erhält  man  eine  neue  Kurve,  die  offenbar  homothetisch  zur 
Fufspunktkurve  von  F  in  Bezug  auf  den  Punkt  0  ist,  indem  das 
Homothetie -Verhältnis  gleich  2  ist.  Sie  heifst  die  Podoide  von  F 
in  Bezug  auf  0.^)  Wenn  man  0  als  Anfang  nimmt,  und  f{pc,y)  =  0 
als  Gleichung  von  F,  so  ist  die  der  Tangente  im  Punkte  x,  y 

WO  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind.  Sind  nun  x^,  y^  die  des 
entsprechenden  Punktes  M  der  Podoide,  so  wird  die  Gleichung  der 
Geraden,  welche  die  Strecke  OM  senkrecht  halbiert, 

sein;  diese  fällt  aber  nach  der  Annahme  mit  jener  Tangente  zu- 
sammen; daher  mufs 

^f  ^f        ^l    ^f    s      K\ 

und  folglich 

'  ~~    (KW  (KV  ^^'  ~  '(K\\  (KV  ^y' 

\dx)  "^  \dy)  \dx)  "^  \dy) 

Diese  Gleichungen  stellen  analytisch  die  podoidale  Transformation 
dar.  Bei  dieser  entspricht,  in  gleicher  Weise  wie  bei  der  Fufspunkt- 
transformation,  jeder  Tangente  einer  Kurve  ein  Punkt:  wie  jene,  ist 
sie  in  gewissem  Sinne  analog  zu  derjenigen,  welche  jeder  Tangente 
das  Centrum  des  Kreises,  in  welchen  sie  sich  durch  eine  gegebene 
Transformation  durch  reziproke  Radien  verwandelt,  entsprechen  läfst. 
Nehmen  wir  als  Anfang  das  Centrum  derselben,  und  nehmen 

X cos  (f  -\-  y  sing)  —  f((p)  =  0 (23) 

1)  Ändert  man  das  Vorzeichen  von  ö^,  so  erhält  man  die  Gleichung  der 
ersten  negativen  Fufspunktkurve  der  Hyperbel,  welche  im  Falle  h  ==  a  die  Polar- 

2  2 

—  4         — -f         /      2     \ 
gleichung  q        =a        cos  1  —  -^  ^)   ^^^  ^^^   ^i^6  Sinusspirale  ist;    s.  Ann.  de 

math.  XII,  S.  321  und  XIII^  S.  115  u.  142.  Ein  anderes  Beispiel  einer  speziellen 
negativen  Fufspunktkurve  findet  sich  in  der  Abh.  Ruffini's,  Delle  Unee  piane 
algehriclie  le  pedali  delle  quali  possono  essere  curve  che  Jianno  potenza  in  ogni 
punto  del  loro  piano  (Bologna  Mem.  5.  Ser.  IV,  1895). 

2)  Brocard,  Notes  de  hihliographie  des  courhes  geometriques  (Bar  le-Duc 
1897)  S.  221. 
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als  „magisclie  Gleiclmng^^  der  Tangente  an  die  gegebene  Kurve,  und 
ist  W  die  Potenz  jener  Transformation^  so  verwandelt  sich  die 
Gerade  (23)  in  den  Kreis 

^^  +  2/^  —  ^  (^  cos  9)  +  ^  sin  9?)  =  0 .      .     .     .     (24) 

Da  sein  Mittelpunkt  nun  die  Koordinaten  hat 

_  h^  cos  y  _  h^  sin  y  .^.. 

^0  —     2/'(9)    '        ^0  —     2/^(9)    ;••;»•      K^^) 

SO  ist  dies  die  parametrische  Darstellung  der  Inversionskurve  zur 
gegebenen^).  —  Die  beiden  angegebenen  Transformationen  haben  bis 
jetzt  keine  Resultate  geliefert,  die  uns  veranlassen  könnten,  weiteres 
über  sie  anzuführen  als  diesen  flüchtigen  Hinweis. 


Neuntes  Kapitel. 

Die  isoptischen  und  orthoptischen  Kurven. 

275.  Bewegt  man  einen  Winkel  a  so,  dafs  seine  beiden  Schenkel 
immer  dieselbe  Kurve  F  berühren,  so  beschreibt  der  Scheitelpunkt  A 
eine  neue  Kurve,  welche  die  isoptische  Kurve  von  F  heifst,  weil 
sie  offenbar   der  Ort  der  Punkte   ist,  von  welchen  aus   die  Kurve  F 

unter  dem  gleichen  Winkel  a  gesehen  wird.    Ist  dieser  Winkel  a  =  — , 

so  heifst  die  Kurve  die  orthoptische^).  Ist  z.  B.  F  ein  centrischer 
Kegelschnitt,  so  ist  die  orthoptische  Kurve  ein  Kreis,  ist  sie  eine 
Parabel,  so  ist  jene  eine  Gerade  (nämlich  die  Direktrix);  die  isopti- 
schen Kurven  dagegen  sind  uns  schon  bekannte  Kurven  vierter  Ord- 
nung (s.  Nr.  64). 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dafs  die  Tangente  in  einem  Punkte  A 
der  isoptischen  Kurve  von  F  daselbst  auch  den  Kreis  berührt,  der 
durch  A  und  die  beiden  entsprechenden  Berührungspunkte  der  Schenkel 
des  bewegten  Winkels  mit  F  geht^). 

Ist  die  Kurve  F  durch  die  magische  Gleichung  ihrer  Tangente 
definiert  ^  cost  —  ^  sinr  — /-(r)  =  0, (1) 


1)  R.  Raimondi,  Sülle  curve  d'inversione  (G-iorn.  di  Matern.  XXVI,  1888). 

2)  Diese  Namen  wurden  von  C.  Taylor  {Note  on  a  theory  of  ortlioptic  and 
isoptic  loci,  Proc.  of  tlie  R.  S.  London  XXXVII,  1884;  Rep.  Brit.  Ass.  1885;  The 
Messenger  XVI,  1886)  vorgeschlagen.  Für  den  Fall  der  Kegelschnitte  wandte 
Laquiere  {Theorie  geometrique  des  courbes  anallagmatiques,  seetions  plans  de  la 
eyclide,  Nouv.  Corr.  math.  VI,  1880)  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  den  Namen 
parallaktische  Kurven  an,  den  man  auch  im  allgemeinen  benutzen  könnte. 

3)  Bertrand,  Cälcul  differentiel  (Paris  1864)  S.  13  u.  84, 
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so  ist  klar^  dafs  die  isoptische  Kurve  durch  das  System  der  Gl.  (1) 
™^  y  cos  {x-\-a)  —  x^m{t  +  a)—f{r  +  a)=^0.     .     .     (2) 

dargestellt  wird.     Leitet  man  nun  hieraus  die  folgenden  ab, 

x^ma  =  sin  {t  -{-a)-  f{t)  —  sin  r  •  f{t  +  cc) ,  |  ,^. 

^  sinc^  =  cos(r-(-  a)  'f(t)  —  cosr -/'(r-f-  a) ^  J 

so  hat  man  eine  parametrische  Darstellung  der  isoptischen  Kurve. 
Die  Aufstellung  der  Kurvengleichung  (das  direkte  Problem  der 
isoptischen  Kurve)  erfordert  also  nur  algebraische  Operationen. 
Schwieriger  ist  das  umgekehrteProblem  der  isoptischenKurven: 
dahin  gehört  u.  a.  die  Aufsuchung  derjenigen  Kurven,  die  mit  den 
Kegelschnitten  die  Eigenschaft  teilen,  dafs  ihre  orthoptischen  Kurven 
Kreise  seien  ^). 

Die  Betrachtung  der  hier  besprochenen  Kurven  geht  bis  in  den 
Anfang  des  18.  Jahrhunderts  zurück,  indem  schon  De  La  Hire  die 
isoptischen  der  Kegelschnitte^)  und  der  Cykloiden^)  bestimmt  hat, 
und  bald  darauf  Clairaut  sich  mit  dem  inversen  Problem  der  isop- 
tischen Kurven  beschäftigte^)  und  Fontanes  mit  dem  direkten^). 
Später  entdeckte  Chasles^),  dafs  die  isoptische  einer  gemeinen  Epi- 
cykloide  eine  verlängerte  bezw.  verkürzte  Epicykloide  ist,  eine  Er- 
weiterung eines  der  von  La  Hire  erhaltenen  Resultate. 

Wenn  F  eine  algebraische  Kurve  ist,  so  werden  es  auch  alle 
isoptischen  sein;  daher  ergiebt  sich  die  Aufgabe,  die  Plücker'schen 
Charakteristiken  derselben  zu  bestimmen,  wenn  die  von  F  bekannt 
sind-,    diese   wurde   teils    von    de  Jonquieres^),    vollständiger   von 

1)  Es  ist  dies  die  Question  1049  der  Nouv.  Ann.,  gestellt  von  Kiepert 
und  gelöst  von  Bourget  (Das.  2.  Ser.  XII,  1873,  S.  328);  vgl.  auch  die  Be- 
merkungen von  Doucet  (Das.  S.  571),  aufserdem  Nouv.  Ann.  2.  Ser.  XYIII,  1878^ 
S.  144. 

2)  Construction  generale  des  lieiix  oü  sont  les  sommets  de  tous  les  angles 
egaux,  droits,  aigus  ou  ohtus  qui  sont  formes  par  les  toucJiantes  des  sections  coni- 
ques  (Mem.  de  Paris  1704).  Die  isoptische  eines  Kegelschnittes  in  einer  all- 
gemeinen projektiven  Mafsbestimmung  ist  der  Ort  der  Punkte,  von  denen  man 
an  zwei  Kegelschnitte  zwei  Paare  von  Tangenten  ziehen  kann,  die  ein  gegebenes 
Doppel  Verhältnis  haben;  dieser  ist  eingehend  von  Cayley  untersucht  worden 
(On  a  locus  derived  from  a  conic.   Quart.  Journ.  VIII,  1867). 

3)  Description  d'un  Heu  geometrique,  oü  sont  les  sommets  des  angles  egaux^ 
formes  par  deux  touchantes  d'une  cycloide  (Mem.  de  Paris,  1704). 

4)  Solution  de  plusieurs  prohlemes  oü  il  s'agit  des  courhes  dont  la  propriete 
consiste  dans  une  certaine  relation  entre  leurs  hranches,  exprimee  par  une  equation 
donnee  (Mem.  de  Paris,  1724).  5)  Ebendaselbst. 

6)  Apergu  historique  (2.  Aufl.  Paris  1875)  S.  125  Note.  Ygl.  Loucher,  Sur 
le  Heu  des  sommets  des  angles  constantes  circonscrits  ou  normaux  ä  une  epicy- 
clo'ide  (Nouv.  Ann.  2.  Ser.  XI,  1892). 

7)  Lieu  geometrique  du  sommet  dhm  angle  de  grandew  constante  circonscrit 
ä  une  cowhe  de  elasse  n  (Nouv.  Ann.  XX,  1861). 
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Taylor^)  behandelt,  und  mit  Benutzung  der  Björling'schen  Methoden 
von  A.  T.  Ljungh^)  vollständig  gelöst. 

Der  Begriff  der  isoptischen  Kurve  läfst  sich  verallgemeinern: 
man  kann  den  Ort  der  Scheitel  eines  Winkels  von  konstanter  Gröfse 
betrachten,  dessen  Schenkel  fortwährend  zwei  gegebene  Kurven  r\  F' 
berühren^).  Wenn  diese  algebraisch  sind,  so  ist  es  auch  die  resul- 
tierende Kurve  und  man  kann  auch  ihre  Charakteristiken  erhalten, 
indem  man  die  Resultate  für  die  Plücker'schen  Zahlen  der  isoptischen 
einer  Kurve  in  Anwendung  bringt.  Wenn  man  nämlich  die  beiden 
Kurven  T'  und  T"  als  eine  einzige  F  betrachtet,  so  wird  die  isop- 
tische  von  F  bestehen  1)  aus  der  von  J",  2)  aus  der  von  F'\  3)  aus 
der  von  F'  und  F'';  da  man  nun  die  Charakteristiken  von  F',  F'',  F 
kennt  und  die  der  Kurven  1)  und  2)  bestimmen  kann,  so  lassen  sich 
die  von  3)  daraus  ableiten.  —  Wenn  der  konstante  Winkel  ein  rechter 
ist,  so  wird  die  erhaltene  Kurve  auch  die  Fufspunktkurve  der 
einen  Kurve  in  Bezug  auf  die  andere  genannt^).  Reduziert  sich 
nämlich  die  eine  der  beiden  Kurven  auf  einen  Punkt,  so  haben  wir 
wieder  die  Fufspunktkurve  der  anderen  im  gewöhnlichen  Sinne;  damit 
ist  eine  Beziehung  zwischen  den  orthoptischen  und  den  Fufspunkt- 
kurven  hergestellt. 

Das  Problem  der  orthoptischen  Kurve  zweier  Kurven  (sowie 
das  der  isoptischen)  läfst  sich  ebenfalls  umkehren.  Sind  nämlich 
zwei  Kurven  F'  und  F  gegeben,  so  kann  man  eine  dritte  Kurve  F'' 
aufsuchen,  derart,  dafs  F  die  orthoptische  der  beiden  Kurven  F'  und 
F'  wird.  F"  ist  dann  offenbar  die  Enveloppe  des  zweiten  Schenkels 
des  rechten  Winkels,  dessen  erster  Schenkel  fortwährend  die  Kurve 
F'  berührt  und  dessen  Scheitel  F  durchläuft.  Die  Aufsuchung  von 
F''  bietet  also  keine  theoretischen  Schwierigkeiten.  Wenden  wir  dies 
an  auf  den  Fall,  dafs  F'  die  logarithmische  Kurve  mit  der  Gleichung 

^  =  log  - 

a  ^  a 

sei  und  die  Kurve  F  ihre  Asymptote  ^  =  0^).     Da  nun 

Y^a  —  alog-  —  -X=0 
die   allgemeine    Gleichung    der    Tangente   ist,    so    mufs    die    gesuchte 

1)  S.  die  in  Note  2  S.  686  citierten  Schriften. 

2)  S.  die  Diss.  lieber  isoptische  und  orthoptische  Kurven  (Lund  1895),  wo 
die  allgemeinen  Resultate  auf  einige  bemerkenswerte  Kurvenfamilien,  wie  die 
Parabeln  höherer  Ordnung,  die  Epicykloiden  etc.  angewandt  sind. 

3)  H.  G.  S.  Schotten,  Ueher  Fufspunhtskurven  (Progr.  Hersfeld,  1887). — 
Auf  derartige  Kurven  bezieht  sich  die  Question  187,  gestellt  von  Chasles  in  den 
Nouv.  Ann. 

4)  Habich,  Annali  di  Matern.  2.  Ser.  II,  1868—69,  S.  141. 

5)  Die  folgenden  Sätze  wurden  dem  Verfasser  brieflich  mitgeteilt  von 
J.  Finsterbusch  in  Zwickau. 
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Kurve  JT"  die  Enveloppe  der  oo^  Geraden  sein^  die  bei  Variation 
von  X  dargestellt  werden  durch 

Differenzieren -wir  nach  x^  so  erhalten  wir     x  ^=  ^  ^    daher  wird  die 

vorige  Gleichung      -^  ,    ^  .      a        ^ 

X-}-  2a  —  alog^  =  0; 

öder  Y+^ct        ,      X 

diese  Gleichung  beweist,  dafs  die  gesuchte  Kurve  selbst  eine  der  ge- 
gebenen gleiche  Kurve  ist.  Die  beiden  Kurven  F'  (die  gegebene) 
und  r''  (die  gesuchte)  entsprechen  sich  Punkt  für  Punkt;  die  Gerade, 
welche  zwei  entsprechende  Punkte  P'  und  P"  verbindet,  umhüllt 
eine  Kettenlinie,  die,  wie  sich  leicht  zeigen  läfst,  die  Gleichung  hat 

ebenso  leicht  läfst  sich  zeigen,  dafs  dieselbe  der  geometrische  Ort 
der  Mittelpunkte  der  Strecken  P1P2  ist. 


Zehntes  Kapitel. 
Die  Dlfferenzial-  und  Integralkurven;  ähnliche  Ableitungsgesetze. 

276.     Ist  die  Gleichung  einer  Kurve  in  kartesischei^  Koordinaten, 

y-m (1) 

gegeben,  so  kann  man  dem  Beispiele  Kästner 's  folgend,  eine  neue 
Kurve  betrachten,  die  durch  die  Gleichung 

y  =  n^) (2) 

dargestellt  wird.  Diese  heifst  die  Differenzialkurve^)  oder  Deri- 
vationskurve ^)  der  gegebenen.  Verfährt  man  nun  mit  der  Kurve  (2) 
wie  mit  (1),  so  erhält  man  eine  zweite  Differenzialkurve,  dann  eine 
dritte  u.  s.  w.;  das  Verfahren  würde  nur  dann  zu  einem  Abschlüsse 
kommen,  wenn  f  ein  ganzes  Polynom  von  x  wäre.  Die  Eigenschaften 
der  abgeleiteten  Kurve  lassen  sich  mit  Leichtigkeit  aus  denen  der 
Originalkurve  herleiten,  wenn  man  die  Beziehungen  beachtet,  die 
zwischen  einer  Funktion  und  ihrer  Ableitung  bestehen:  so  entsprechen 
den  Kulminationspunkten  der  ursprünglichen  Kurve  die  Schnitte  der 


1)  Cantor,  Vorlesungen  über  Gesch.  d.  Math.  III,  2.  Aufl.  (Leipzig  1901)  S.  583. 

2)  E.  Rehfeld,  Die  Derivationshurve  der  Cykloide  (Diss.  Marburg,  1884). 

Loria,  Ebene  Kxirven,  44 
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abgeleiteten  mit  der  ^-Axe^  den  Wendepunkten  jener  die  Kulminations- 
punkte dieser  u.  s.  w. 

Die  Betrachtung  der  Differenzialkurve  bietet  namentlich  dann  ein 
gewisses  Interesse^  wenn  f{x)  eine  transscendente  Funktion^  f  {^)  aber 
algebraisch  ist^  weil  dann  der  Fall  yorliegt^  dafs  eine  transscendente 
Kurve  mit  einer  algebraischen  eng  verknüpft  ist.  Dies  trifft  ins- 
besondere zu  bei  der  Cykloide.     Diese  hat  nämlich  die  Gleichung 

y  =  arc  cos \-  ']/2ax  —  x^ ; 

ihre  Differenzialkurve  aber  ist 


y  = 


y^ax — x^ 

^^^^  {x  —  2a)f^x^^ (3) 

Sie  ist  daher  eine  Kurve  dritter  Ordnung^  die  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  x-kx!^  ist  und  ganz  innerhalb  des  von  den  Geraden  ^  =  0 , 
X  ^=2a  begrenzten  Streifens  liegt,  letztere  Gerade  ist  eine  Wende- 
asymptote   derselben,    die    übrigen    reellen  Wendepunkte    haben    die 

Koordinaten   ^  =  77,    'U  -\ — :=- ;    sie   hat   also    die   Gestalt  einer  Ser- 

pentine.     Ihre  Hesse'sche  hat  zur  Gleichung 

xy^  +  4^2/^  ■\-  X  —  2a  =  0 ; 

setzt  man  hierin  2  a  —  o?  ==  |,    so  wird  diese  zu 

(1-6%^  + 1  =  0, 

die  sich  von  (3)  nur  durch  den  Übergang  von  x  in  i,  und  von  a  in 
3a  unterscheidet.  Folglich:  Die  Differenzialkurve  der  Cykloide  ist 
eine  Kurve  dritter  Ordnung,  deren  Hesse'sche  eine  dieser  ähnliche 
Kurve  ist;  es  ist  dies  dies  die  hervorragendste  Eigenschaft  derselben. 
Auch  für  Polarkoordinaten  sind  die  Differenzialkurven  be- 
trachtet worden,  und  zwar  von  J.  Sobotka^).  Ist  ^=/*(g))  die  Glei- 
chung einer  Kurve,  so  ist  q!  =:f{p)  die  der  zugehörigen  Differenzial- 
kurve. Denkt  man  sich  nun  den  Vector  q  von  demselben  Pole  aus 
abgetragen,  aber  in  senkrechter  Richtung  zu  ^,  so  ist  sein  Endpunkt 
bekanntermafsen  der  Endpunkt  der  zugehörigen  Subnormalen.  Wir 
haben  es  also  in  diesem  Falle  mit  dem  geometrischen  Orte  V 
der  Endpunkte  der  Polars  üb  normalen  einer  Kurve  F  zu  thun^). 
Die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  ^{^^(xi)  von  T  und  den  Punkten 
P'  (^',  o)')  von  V  wird  durch  die  Formeln 

«»  =5^'         «  =«  +  ^ (4) 


1)  S.   §  II    des    'Beitrag   zur    infmitesimdlen    Geometrie    der   Integralkwven 
(Wiener  Ber.  CVII,  1898). 

2)  Vgl.  Schlömilch,   Uehungshuch  mm  Studium  der  höheren  Analysis  I. 
(III.  Aufl.  1878)  S.  124. 
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ausgedrückt.  Ist  F  algebraisch^  so  wird  es  auch  JT'  sein^  und  es  ent- 
steht dann  die  Frage^  welche  Beziehung  zwischen  den  Ordnungen  der 
beiden  Kurven  bestehe.  Nehmen  wir  daher  an,  dafs  f(x,  y)  ==  0  die 
Gleichung  von  F  in  rechtwinkligen  kartesischen  Koordinaten  sei^  so 
hat  man,  um  den  Punkt  T\x',  y)  von  V  zu  finden,  der  dem  Punkte 
Pix^y)  entspricht,  den  Schnittpunkt  der  Tangente  in  P  an  F  mit 
der  in  0  zu  OP  errichteten  Senkrechten  aufzusuchen.  Nun  haben 
die  genannten  Geraden,  wenn  X,  Y  die  laufenden  Koordinaten  sind, 
bezüglich  die  Gleichungen 

X^-Y^^^x^  —  y^,        Xx+Yy  =  0', 
oy  ox  öy       *^  cx^  *       *^  ' 

infolgedessen  ist 

dl  _     dl  K.^     K 

^  ~~y     df   ,       df  '  y  ~        ^    df    ,      df  *     '     '     ^  ' 

dx   *   '^  dy  dx   '   "^  dy 

Diese  Formeln  liefern  für  jedes  Wertepaar  ^, «/,  das  der  Gleichung  (4) 
genügt,  die  Koordinaten  des  entsprechenden  Punktes  x\  y.  Um  die 
Ordnung  von  F'  zu  finden,  müssen  wir  aufsuchen,  wie  viele  ihrer 
Punkte  sich  auf  der  beliebigen  Geraden  r 

Ax  +  By  +  C  =  0 
befinden.     Es  mufs  dann  auch 

Ax  +  By  +  G^O 
sein,  oder  wegen  Gleichung  (5) 

Nun  stellt  diese  Gleichung  im  allgemeinen  eine  Kurve  von  der  Ord- 
nung ^^  -|-  1  ^^^;  welche  die  Kurve  n^^"^  Ordnung  f{x,  y)  =  0  in  den- 
jenigen  Punkten  P  schneidet,  deren  entsprechende  Punkte  P'  auf  der 
Geraden  r  liegen;  also:  Der  Ort  der  Endpunkte  der  Polarsubnormaleii 
einer  Kurve  n^^'^  Ordnung  ist  im  allgemeinen  von  der  Ordnung 
n^n-^-l),^)  Jeder  ^-fache  Punkt  vermindert  diese  Zahl  im  all- 
gemeinen um  p(p — 1)  Einheiten^);  für  eine  rationale  Kurve  ^*^^' Ord- 
nung reduziert  sie  sich  daher  auf  n(n  +  l)~  (n  —  l)(n  —  2)  =  2(2n  —  1). 

1)  Z.  B.  für  einen  Kegelschnitt  ist  sie  eine  Kurve  sechster  Ordnung;  vgl. 
Schlömilch,  a.  a.  0.  S.  124. 

2)  Als  Kontrolle  betrachte  man  eine  Kurve  F  von  der  Ordnung  n^  die  aus 
zwei  Kurven  P^ ,  F^  von  den  Ordnungen  n^  bezvi^.  n^  zusammengesetzt  ist.  Der 
Ort  der  Endpunkte  der  Polarsubnormalen  von  F  besteht  alsdann  aus  den  beiden 
F^  und  JTg  entsprechenden  Orten,  ist  daher  von  der  Ordnung  n^  (n^  -|- 1)  +  '^2  (^2  H~  ^)- 
Diese  Zahl  mufs  man  auch  erhalten,  v^enn  man  den  obigen  Satz  auf  P,  vrelches 
die  Ordnung  n^-\-n^  hat,  anwendet,  als  (^i+^2)(%+^2  +  l)  —  '^n-^n^-^  A^Q^  ist 
aber  gleich  ^i(%  +  l)-|-%(^2  +  l)5  wie  eben  gefunden. 

44* 
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Wenn  ferner  der  Pol  ein  p-facher  Punkt  ist,  so  vermindert  sich  die 
Ordnung  um  jp^  Einheiten. 

Die  Analogie  führte  auch  zur  Betrachtung  des  Ortes  F^  der  End- 
punkte der  Polarsubtangenten  ^).  Sind  P(q^(d)  und  -Pi(^i;  ca^) 
zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Kurven,  so  hat  man 

^1  =^  ^2  ••  ^?  ß^i  =  09  +  Y  , (6) 

welche  Beziehungen  uns  die  Gleichung  von  F^  finden  lassen,  wenn 
die  von  F  gegeben  ist.  Wenn  hingegen  F  durch  eine  Grleichung  in 
kartesischen  rechtwinkligen  Koordinaten  gegeben  wäre,  so  hätte  man, 
um  die  von  F^  zu  finden,  folgende  Formeln  anzuwenden: 

dx   ^    ^  dy  dx    '    ^  dy  .„^ 

^1  —        y     df  df  ^  ^^        ^     df  df  ^     '     '     ^^ 

die  man  durch  ähnliche  Rechnungen  wie  die  Gleichungen  (5)  findet. 
Aus  (7)  ergiebt  sich  durch  eine  der  obigen  ähnliche  Betrachtung,  dafs 
der  Ort  der  Endpunkte  der  Polarsubtangenten  einer  Kurve  n^^'^  Ord- 
nung von  der  Ordnung  n{n-{-l)  ist;  jeder  ^-fache  Punkt  vermindert 
diese  um.  p(p  —  1)  Einheiten  [für  eine  rationale  Kurve  ist  sie  daher 
2(2n  —  1)],  wenn  aber  dieser  Punkt  mit  dem  Pole  zusammenfällt,  so 
beträgt  die  Verminderung  p^  Einheiten. 

'277.  Aus  der  durch  Gleichung  (1)  dargestellten  Kurve  lassen 
sich  noch  andere  unzählig  viele  durch  ein  dem  vorigen  entgegen- 
gesetztes Verfahren  ableiten,  indem  man  aus  (1)  die  Gleichung 

y  =  ffipo)  'dx  -\-  c (9) 

u 
ableitet.  Hierbei  bedeutet  c  eine  beliebige  Konstante,  durch  deren 
Variation  man  Kurven  erhält,  von  denen  die  eine  aus  der  anderen 
durch  eine  blofse  Verschiebung  in  der  Richtung  der  y-Axe  hervor- 
geht; es  genügt  daher  von  diesen  eine  einzige  zu  betrachten  z.  B.  die 
durch  den  Anfangspunkt  gehende,  die  dem  Falle  c  =  0  entspricht. 
Die  neuen  Kurven  JT^  heifsen  Integralkurven  und  bieten  mancherlei 
Interesse,  insbesondere  durch  ihre  praktischen  Anwendungen^).  Ihre 
hauptsächlichsten  Eigenschaften  drücken  geometrisch  aus,  welche  Be- 
ziehung zwischen  einer  Funktion  und  ihren  Integralen  besteht:  so 
erkennt  man  z.  B.  dafs  den  Schnitten  von  F  mit  der  ^-Axe  die  Kul- 


1)  Schlömilch,  a.  a.  0.  S.  121. 

2)  Abdank-Abakanowicz,  Die  Integraphen.  Die  IntegralJmrven  und 
ihre  Anwendungen,  deutsch  bearbeitet  von  E.  Bitterli  (Leipzig  1889).  Bezüg- 
lich des  Begriffes  und  der  Eigenschaften  der  inversen  Integralkurven  und 
der  Integralkurven  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kurve  verweisen  v^ir 
^en  Leser  auf  die  o.  a.  Arbeit  von  Sobotka. 
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minationspunkte  von  F-  entsprechen,  dagegen  den  Kulminationspunkten 
von  r  die  Wendepunkte  von  F-,  u.  s.  w.  Wir  wollen  die  Reihe  solcher 
Sätze  nicht  weiter  verfolgen,  sondern  lieber  den  Satz  von  d'Ocagne 
beweisen,  der  uns  das  Krümmungscentrum  für  einen  beliebigen  Punkt 
der  Integralkurve  zu  konstruieren  lehrt ^).  Dieser  Satz  lautet:  Ist  R 
der  Krümmiingsradiiis  der  Integralkurve  F-,  a  die  Subtangente  der 
gegebenen  Kurve  F,  und  6  der  Winkel,  den  die  Tangente  von  F^ 
mit  der  x-Axe  bildet,  so  ist 

(T  =  Bcos2e.sine (10) 

Es  seien  (Taf.  XVII,  Fig.  141)  M  und  M.  zwei  entsprechende 
Punkte  von  F  und  F-,  F  der  Schnittpunkt  von  Ox  mit  der  Ordinate 
MM^,  MT  die  Tangente  von  T,  dann  ist 

^  dy 
Setzen  wir  aber  M^^F  =  Y,  so  ist 

dY       .     . 

also  tg  G  =  2/;  ^i^d  daher  . 

ö     dy 
Wenn  nun  ds^  das  Differenzial  des  Bogens   der  Integralkurve  ist,  so 
hat  man  bekanntlich  .7o 

TD  ^^i  . 

^^  ~"  de  ' 

es  ist  aber         -,  dx  ,    ^  de  ^ 

äs^  == ^ ,       tg  0  =  ^ ,       — 2^  =  dy : 

*        cos  0  ^         *  '^ '       cos^0  *^ ' 

folglich  jj  _  _äx_  .  ^        (^g2e  _  ^  .  __1_. 

cos  0  '     ^  dy     cos^  0 

Eliminieren  wir  hieraus  -t~    vermittelst  der  vorigen  Gleichungen,  so 

finden  wir  in  der  That  die  Relation  (10).  —  Hieraus  läfst  sich  eine 
Konstruktion  der  Krümmungscentrums  C  ableiten:  Die  Normale  J£. 
an  F.  schneide  die  Ordinate  von  T  in  T\  die  in  T'  auf  der  Normalen 
errichtete  Senkrechte  schneide  die  Ordinate  von  M^  in  Q;  die  durch  Q 
zur  x-Axe  gezogene  Parallele  schneidet  die  Normale  in  dem  gesuchten 
Punkte  C.  Den  Beweis  mit  Hilfe  der  Gleichung  (10)  zu  führen,  über- 
lassen wir  dem  Leser. 

Die  Konstruktion  von  d'Ocagne  könnte  man  auch  aus  einer 
Eigenschaft  der  Integralkurven  herleiten,  die  J.  Sobotka  geometrisch 
bewiesen  hat^),  zu  der  man  jedoch  auch  schnell  durch  folgende  Rech- 
nung gelangen  kann. 

Wir  wollen  annehmen,  dafs  die  Kurve  F,  deren  Gleichung  y  ===  f(x) 


1)  Vgl.  Abdank-Abakanowicz  a.  a.  0.  S.  160—161. 

2)  S.  §  I.  des  in  Note  1,  S.  690  citierten  Beitrags. 
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sei^  durch  den  Punkt  P{(i,  V)  gehen  möge;  die  Tangente  t  in  diesem 
Punkte  hat  dann  die  Gleichung 

wo  X  und  ri  die  laufenden  Koordinaten  auf  der  Tangente  selbst  sind. 
Nehmen  wir  nun  an^  dafs  P^,  die  Integralkurve  von  IT,  durch  F^{A,B) 
gehey  so  wird  deren  Gleichung  lauten 

X 

Y—B=Jf(x)-dx (a) 

A 

Konstruieren  wir  jetzt  die  Integralkurve  T  der  Tangente  i  unter  der 
Voraussetzung j  dafs  sie  durch  den  Punkt  P^  gehe^  so  wird  deren 
Gleichung  x 

H  —  jB  =/[/'(a?)  +  ix  —  a)f\d)\  dx 

A 

oder  ^_B  =  {x-A)f{a)  +  ^^^^f{a) {ß) 

T  ist  also  eine  Parabel.  Aus  den  Gleichungen  {a)  und  (/3)  ergiebt 
sich  nun  sofort,  dafs  für  den  Punkt  P,  ist  r=H,  Y'=W,  Y"=W\ 
und  dies  beweist,  dafs  die  Kurven  JT^  und  T  sich  nicht  nur  in  dem 
gemeinsamen  Punkte  ^  berühren,  sondern  daselbst  eine  Berührung 
zweiter  Ordnung  haben.  Somit  ergiebt  sich:  Der  Tangente  t  der 
Kurve  r  in  irgend  einem  Punkte  JP  derselben  entspricht  als  Inte- 
gralkurve eine  Parabel  T,  welche  die  Integralkurve  r^  von  r  in  den 
dem  Punkte  P  entsprechenden  Punkte  P^  oskuliert. 

278.  Eine  gewisse  Analogie  mit  den  Differenzialkurven  bieten 
solche  Linien,  die  man  aus  der  Kurve  y  =  f(x)  erhält,  wenn  man  y 
gleich  einer  Funktion  von  f  (x)  setzt  ^).  Auf  die  hauptsächlichsten 
derselben  soll  hingewiesen  werden,  sowie  auf  einige  neuen  Kurven,  die 
man  durch  solches  Verfahren  erhält. 

I.  Wir  betrachten  wieder  eine  Kurve  F  mit  der  Gleichung  y  ===  fix), 
sowie  in  ihrer  Ebene   einen   beliebigen   festen  Punkt  K  (Taf.  XVII, 


1)  Elementarer,  jedoch  weniger  wichtig  und  fruchtbar  ist  das  Verfahren, 
aus  einer  Kurve  mit  der  Gleichung  y  =  f(x)  eine  neue  2/1  =  F{f{x))  ab- 
zuleiten,   wo   F  eine  neue  gegebene  Funktion  ist.     Z.  B.   kann  man  als  neue 

Kurve   ableiten    y^=-—-~'^    eine    einfache    Rechnung    zeigt,    dafs    die   beiden 
/  ix) 

Kurven  in  zwei  derselben  Ordinate  entsprechenden  Punkten  gleiche  Subtangenten 
aber  von  entgegengesetzten  Vorzeichen  haben  (W.  Rulf,  JJeher  eine  allgemeine 
Eigenschaft  der  Kurve  der  rezip7'oJcen  Ordinalen^  Archiv  der  Math.  2.  Ser.  XIII, 
1894;  vgl.  auch  den  §  VI  des  0.  a.  Beitrags  von  J.  Sobotka).  —  Ähnlich  kann 
man  die  Kurve  2/1  ==f{^Y  bilden;  die  Subtangente  in  einem  beliebigen  Punkte 
der  neuen  Kurve  ist  gleich  der  Hälfte  der  Subtangente  im  entsprechenden  Punkte 
der  gegebenen  (W.  Rulf,  Bemerlmng  zu  den  aus  einer  Curve  abgeleiteten  Curven, 
Das.).  Im  allgemeinen  Falle  hat  man,  wenn  S  und  ;S^i  die  Subtangenten  in  ent- 
sprechenden Punkten  der  beiden  Kurven  y  =  f{x),   y^  =  F(f{x))  sind, 

S,:S^F{f):fF\f). 
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Fig.  142)^  den  wir  als  auf  der  ^-Axe  gelegen  mit  der  Abscisse  —h 
annehmen  wollen,  und  eine  beliebige  Gerade  g^  die  wir  der  Einfach- 
heit halber  als  mit  der  ^/-Axe  zusammenfallend  annehmen.  In  einem 
beliebigen  Punkte  P  von  F  ziehen  wir  die  Tangente  und  durch  K 
zu  ihr  die  Parallele,  bis  sie  die  Gerade  g  in  Q  schneidet;  die  in  Q 
zu  g  errichtete  Senkrechte  schneide  die  Ordinate  von  P  in  P'. 
Variiert  man  nun  P  auf  F,  so  beschreibt  der  Punkt  P'  eine  neue 
Kurve  T",  die  von  A.  Hochheim  die  Differenzialkurve  von  F 
genannt  wird  ^).  Um  deren  Gleichung  zu  finden,  beachte  man,  dafs 
die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  P  {x,  y)  lautet 

die  zu  ihr  durch  K  gezogene  Parallele  aber  hat  die  Gleichung 

r=r(*)(z  +  ^); 

wenn  man  nun  X===0  macht,  so  erhält  man  h'f{x)  als  Wert  für 
die  gemeinsame  Ordinate   der  Punkte  Q  und  P'.     Daraus  folgt,  dafs 

y,  =  h-nx)    ........     (11) 

die  Gleichung  von  F'  ist;  diese  Kurve  ist  also  affin  zu  der  Diffe- 
renzialkurve von  F  in  Kästner'schem  Sinne  (Nr.  276).  Wiederholen 
wir  für  P'  dieselbe  Operation  wie  bei  F  und  fahren  so  fort,  so  er- 
halten wir  nach  r  Operationen  die  Kurve 

y^^¥f\x), (12) 

die  nach  Hochheim  die  r*^  Differenzialkurve  von  F  heifst. 

Falls  F  durch  eine   Gleichung,  die  nicht  nach  tj  auflösbar,  ge- 
geben ist,  etwa  durch  ^/^  -?/)  =  0 

so  würde  man  die  Differenzialkurve  erhalten,  indem  man  y  aus  dieser 
Gleichung  und  der  folgenden 

dy  ^^    '       dx 
eliminiert;  ist  also  F  eine  algebraische  Funktion  n*^^  Grades  in  x^y^ 
so  ist  die  abgeleitete  Kurve  im  allgemeinen  von  der  Ordnung  2n(n  —  1); 
sie  ist  ferner  von  immer  demselben  Geschlechte  wie  F. 

Welches  auch  die  Natur  der  Funktion  f  sein  möge,  immer  hat  man 

ß,  ■  dx  =Jh  ■  fix)  -dx  =  k[f(ß)  -  /■(«)] , 

und  daher  ist  die  abgeleitete  Kurve  immer  quadrierbar. 

Als  Beispiel  nehmen  wir  zunächst  die  Parabel  y^  =  2px]  dann 
ist  die  Gleichung  von  F' 

2/i  =  ^]/£      oder      2^2/^2  ==ä2^. 

1)  TJeber  die  DifferentialMrve  der  Kegelschnitte  (Halle  1874). 
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Demnach  ist  P'  eine  Kurve  dritter  Ordnung  symmetriscli  zur  ^-Axe 
und  ganz  auf  der  positiven  Seite  derselben  gelegen;  der  unendlich 
ferne  Punkt  von  Ox  ist  eine  Spitze  der  Kurve,  der  unendlich  ferne 
von  Oy  ein  Wendepunkt.    Die  Tangentialgleichung  dieser  Kurve  lautet 

und  bezeugt,  dafs  sie  von  der  dritten  Klasse  ist. 
Als  zweites  Beispiel  nehmen  wir  die  Ellipse 

5  +  1-1=1      oder     y  =  ^ya'  —  xK 

r'  hat  dann  die  Gleichung 

^1  =  + ,  oder     a^x^y.^  —  h^V^x^  —  a^y.'^  =  0 , 

und  ist  demnach  (vgl.  Nr.  97)  eine  Kohlenspitzkurve. 

Wechseln  wir  das  Vorzeichen  von  &^,   so  erkennt  man,  dafs  die 

von  der  Hyperbel  ^  —  —  =  1    abgeleitete  Kurve  die  Gleichung  hat 

a^x^y^^  +  ¥¥x^  —  ahj^^  =  0; 

diese  ist  also  eine  Kreuzkurve  (s.  Nr.  97). 

"279.  IL  Die  Daten  seien  dieselben  wie  im  Falle  I,  auf  die 
Kurve  F  werde  dieselbe  Konstruktion  angewendet  mit  dem  Unter- 
schiede, dafs  an  Stelle  der  Tangente  die  Normale  in  P  tritt  und  dafs 
Ä,  0  die  Koordinaten  des  festen  Punktes  seien.  Durch  eine  Rechnung, 
die  ähnlich  wie  im  Vorigen  auszuführen  ist,  läfst  sich  zeigen,  dafs^ 
wenn  der  Punkt  P  die  Kurve  P  y  =  fi^)  durchläuft,  der  Punkt  P' 
eine  Kurve  P'  beschreibt,  deren  Gleichung  ist 

^i  =  m; (14) 

sie  heifst  die  erste  abgeleitete  Kurve  in  Bezug  auf  P^);  ihre  un- 
endlich fernen  Punkte  entsprechen  den  Kulminationspunkten  von  P. 
Verfährt  man  mit  P'  ebenso  wie  mit  P,  so  erhält  man  die  zweite 
abgeleitete  Kurve;  ihre  Gleichung  lautet 


dx 


'\f{x)) 


(15) 


daher  ist  F"  unabhängig  von  Ä;   ihre  unendlich  fernen  Punkte  ent- 
sprechen den  Wendepunkten  von  P.     In  ähnlicher  Weise  kann  man 


1)  C.  Völker,  Ueber  die  Relation  zwischen  einer  gegebenen  Ctirve  y  =  f(x) 

und  einer  daraus  abgeleiteten  Kurve  y  =  k  -j-  =    ,        mit  specieller  Anwendung 

auf  die  Ellipse  (Diss.  Marburg,  1880).     Ygl.  auch  Azzarelli,  Älcuni  luogJii  geo- 
metrici  (Atti  dell'  Accad.  dei  Nuovi  Lincei  XLVI,  1893). 
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die  dritte  abgeleitete  Kurve  betrachten^  u.  s.  w.  —  Wenn  F  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form 

dargestellt  wäre,  so  würde  man  die  von  F'  erhalten,  indem  man  y 
aus  dieser  und  der  folgenden 

BF   ,    T  dF       ^ 
•^^  ox    '       dy 

eliminiert;  wenn  daher  F  von  der  Ordnung  n  ist,  so  mufs  F'  im 
allgemeinen  von  der  Ordnung  2n{n  —  1)  sein;  beide  Kurven  sind 
ferner  vom  selben  Geschlecht. 

Aus   der   Gleichung  (14)   geht  hervor,  dafs,  wenn  F'  mit  F  zu- 
sammenfallen soll,  es  notwendig  und  hinreichend  ist,  dafs 

y  =  Je  -^     oder     y^  =  2^^  +  Z ;      ....     (16) 

mit  Variation  der  beliebigen  Konstanten  l  stellt  (10)  oo^  selbst  ab- 
geleitete Parabeln  dar. 

Ähnlich  ergiebt  sich    aus   (15),    dafs  P"  mit   F  übereinstimmt, 
wenn  y  der  Differenzialgleichung 

-^  =  y     oder     €  +  ^  =  0 

y       ^  y    ^    y 

Genüge  leistet.     Wird  die  erste  Integration  ausgeführt,  so  ergiebt  sich 

y  -y'  =  a  (wo  a  eine  Konstante  bedeutet) 

und  nochmals  integriert,  so  erhält  man 

^2  _  2a^  +  &, (17) 

welche  Gleichung  cx)^  Parabeln  darstellt,  deren  jede  mit  ihrer  eigenen 
zweiten  abgeleiteten  Kurve  übereinstimmt.  Offenbar  sind  in  dieser 
neuen  Serie  die  oo^  durch  (16)  dargestellten  Parabeln  mit  einbegriffen. 
Wenden  wir  das  hier  beschriebene  Ableitungsverfahren  auf  einen 
centrischen  Kegelschnitt  an,  so  gelangen  wir  zu  zwei  bemerkenswerten 
Kurven  vierter  bezw.   sechster  Ordnung.     Ist  nämlich  die  Gleichung 

von  F  ^,2        ^.2  jy     

-^2  +  y2=l      oder     y^  +  ~V<^^  —  ^\ 

so  hat  F'  die  Gleichung 


2/  =  +  '"^^^Jj""''      oder     ¥x^y^  +  ¥a^x^  —  ¥a^  ==  0;  .  (18) 

sie  ist  demnach  eine  rationale  Kurve  vierter  Ordnung,  die  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  die  Koordinataxen  ist,  durch  die  Endpunkte 
der  Pokalaxe  der  Ellipse  geht,  im  unendlich  fernen  von  Ox  einen 
isolierten  Punkt,  und  im  unendlich  fernen  von  Oy  einen  Berührungs- 
knoten  mit    dieser   xlxe   als    zugehöriger  Tangente   hat.     Die  Kurve 
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besitzt  keine   anderen   vielfachen   Punkte^    aber   die  vier  Punkte  mit 
den  Koordinaten  ^  JcaV^ 

sind  Wendepunkte  (vgl.  Taf.  XVII,  Fig.  143). 

Die  zweite  abgeleitete  Kurve  hingegen  bat  die  Gleichung 


^__j_5^y^-^    oder    ay +  &V  — ^2^2^4  =  0;   .   .   (19) 

sie  ist  eine  rationale  Kurve  sechster  Ordnung  (Taf.  XVII,  Fig.  144), 
die  durch  die  Endpunkte  der  Fokalaxe  der  Ellipse  geht,  und  im 
Mittelpunkte  einen  Berührungsknoten  mit  dieser  Axe  als  zugehöriger 
Tangente  hat.     Die  Punkte  mit  den  Koordinaten 

—       r    3   ^  ^  —  3-|/2 

sind  Kulminationspunkte;  sie  liegt  ganz  innerhalb  der  Ellipse,  hat  keine 
reellen  unendlich  fernen  Punkte  aufser  den  auf  der  y-Axe,  u.  s.  w.^). 
280.  III.  Nehmen  wir  wieder  die  Kurve  F  als  durch  die  Glei- 
chung y  =  f{x)  bestimmt  an;  wir  betrachten  die  Ordinate  eines  be- 
liebigen Punktes  P  derselben  und  ziehen  durch  den  Koordinaten- 
anfang eine  Parallele  zu  der  Tangente  und  zu  der  Normale  in  P  an 
r,  diese  mögen  die  Ordinate  in  P^  bezw.  Pg  schneiden.  Variieren 
wir  nun  P,  so  beschreiben  die  Punkte  F^  und  Pg  zwei  neue  Kurven, 
von  denen  die  erste  die  Tangentenkurve,  die  zweite  die  Normal- 
kurve von  r  heifst^).  Eine  kurze  Rechnung  lehrt  uns,  dafs  jene 
beiden  Kurven  resp.  die  Gleichungen  haben 


X 


y^:==^OC'f{x),  y^^jr^. (20) 


1)  Vgl.  die  Programm abbandlung  (Berlin  1884)  von  C.  Völker,  I.  Die 
derivierten  Curven  der  Hyperbel.  IL  Die  LemnisJcate  zweiter  Art.  Mit  letzterem 
Namen  bezeichnet  Völker  folgende  Kurve:  Eliminiert  man  aus  obiger  Gl.  (18) 
und  ihrer  Abgeleiteten  die  Konstante  h,  so  erhält  man 

a^y  •  dx  -\-  x{a^  —  x^)'dy  =  0. 
Folglich    lautet    die    Differenzialgleichung    der    orthogonalen   Trajektorien    des 
Systems  der  oo^  Kurven  (18) 

a^y  '  dy  —  x{a^  —  x'^)'dx  =  0. 
Integriert  man  unter  der  Voraussetzung,  dafs  für  x  =  ()  auch  y==0  ist,  so  be- 
kommt man  ^       

2/  =  — -y^a'^  —  x^. 

Die  Diskussion  dieser  Gleichung  offenbart  uns  leicht  die  Gestalt  dieser  Kurve, 
und  zeigt,  dafs  der  Name,  den  sie  erhielt^  berechtigt  ist:  es  ist  eben  die  Lem- 
niskate  zweiter  Art. 

2)  L.  Henkel,    TJeler    die    aus    einer    Curve   y  ==  f{x)   abgeleitete    Cwrve 

y^=x  .—  ==  xf\x)  (Tangentencurve)    und    y^  =  —  ^'T~  "^  —  7^T~\     T-^«^^^^^- 

a  X  ^  y  T  \p^) 

curve)  mit  spezieller  Anwendung  auf  die  Parabel  (Dissert.  Marburg,  1882). 
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Wenden  wir  diese  Verwandlung  anstatt  auf  die  Kurve  F,  auf  die 
Kurve  F  an,  die  durch  r  dx  ,,-.^^ 

y^-J-füß^ (^1) 

dargestellt  ist^  so  erkennt  man  leicht,  dafs  die  Tangentenkurve  F  mit 
der  Normalkurve  von  F  zusammenfällt  und  umgekehrt;  man  nennt 
daher  solche  Kurven  konjugiert.  —  Wir  bemerken  aufserdem;  wenn 
man  teilweise  integriert,  so  erhält  man 

fy^  •  dx  =  fx '  f\x)  '  dx  =  X '  f{x)  —  ff{oc)  -dx  =^  x-  f(x)  —  fy  -dx, 

b  b 

daher  ist  Jy^  -  dx  -\-  fy  -  dx  =  b  -  f(b)  —  a  •  f{a)  5  .     .     .     .     (22) 

a  a 

wenn  man  also  F  quadrieren  kann,  so  kann  man  auch  I\  quadrieren 
und  umgekehrt. 

Dieses  Ableitungsverfahren  soll  jetzt  auf  die  Parabel 

y2===2p(x  —  a) (23) 

angewendet  werden,  wobei  p>0  angenommen  wird.  Wir  bemerken 
zunächst,  dafs  sie  als  konjugierte  Kurve  die  semikubische  Parabel 
besitzt  9^^2_3(^^_^)3^ 

Ihre  Tangentenkurve  dagegen  ist 

Vi  =    r^   ^"^      ,     oder     y^' {x-  a)  =  l~x\.     .     .     (24) 

Die  hierdurch  dargestellte  Kurve  dritter  Ordnung  ist  symmetrisch  in 
Bezug  auf  Ox^  der  Anfang  ist  ein  Doppelpunkt,  genauer  ein  Knoten 
oder  isolierter  Punkt,  je  nachdem  cc  ^  0  (Taf.  XVII,  Fig.  145  a^V)\ 
die  reellen  Punkte  der  Kurve  erhält  man  für  x^  a.  Wenn  a  >  0,  so 
sind  die  Punkte  mit  x  =  2^  Kulminationspunkte  (bezw.  mit  zu  Ox 
paralleler  Tangente),  die  mit  x  ^=  A^a  sind  Wendepunkte.  In  allen 
Fällen  ist  die  Gerade  x  ==■  a  Wendeasymptote  der  Kurve.  In  dem 
bislang  ausgeschlossenen  Falle  c^  =  0  zerfällt  die  Gleichung  (24)  in 
i:^  =  0,  yi  ==  jy,  d.  h.  in  die  ^-Axe  und  die  Parabel,  deren  Ordinaten 
die  Hälfte  der  gegebenen  sind.  Durch  Anwendung  der  Gleichung  (24) 
erhalten  wir  ferner 

6  b 

Jij^ .  dx  =  &]/2p(&  — c^)  —  ay2p(a  —  a)  --fy2p(x  —  a)  •  dx 

=  y2p{h-a)^^-y2p(^)^^', 
wenn  c^  <  0,  hat  man  im  besonderen 

2cc 


fi 


y^dx  =  y —  2p 


a 


3    ^ 

als    bemerkenswerten  Ausdruck   für    die   Fläche   zwischen  der  Kurve 
und  der  Asymptote. 
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Bestimmen  wir  hingegen  die  Normalkurve  derselben  Parabel  (23)^ 
so  erhalten  wir 


^2  =  ^1/"^ ^^^^       jy^  -\-  CCOO^  —  X^  =  0] 

diese  ist  ebenfalls  eine  zur  ^-Axe  symmetrische  Kurve  dritter  Ordnung, 
deren  reelle  Punkte  man  für  x'^a  erhält  (Taf.  XVII;  Fig.  146,  a,  &); 
sie  hat  im  Anfang  einen  Knoten-,  Rückkehr-  oder  isolierten  Punkt,  je 

nachdem  a  =  0 ;    im  zweiten  Falle  ist  die   Kurve  nichts  anderes  als 

die  semikubische  Parabel.     Wenn  c^<0,  so   sind  die  beiden  Punkte 

mit    der    Abscisse    -^   Kulminationspunkte,    wenn   c^  >  0,    die    mit 

X  =  -^  Wendepunkte;  in  allen  Fällen  ist  der  unendlich  ferne  von  Oy 

ein  Wendepunkt  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  zugehöriger 
Tangente. 

Die  Transformation,  durch  welche  man  von  einer  Kurve  zu 
ihrer  Tangentenkurve  gelangt,  wurde  später  auch  von  H.  Brocard 
wieder  aufgefunden^)  und  von  ihm  pseudo-Newton'sche  Trans- 
formation genannt.  Indem  er  sie  auf  spezielle  transscendente 
Kurven  anwandte,  leitete  er  aus  ihnen  algebraische  Kurven  ab, 
und  gelangte  so  zu  einer  neuen  Verbindungsbrücke  zwischen  diesen 
beiden  grofsen  Kategorien,  in  welche  sich  alle  ebenen  Kurven  ver- 
teilen. Wendet  man  sie  aber  auf  algebraische  Kurven  an,  so  erhält 
man  immer  wieder  Kurven  derselben  Art;  die  Beziehungen  zwischen 
diesen  und  den  ursprünglichen  Kurven  findet  man  in  einer  speziellen 
Arbeit  von  V.  Retali  niedergelegt^). 

381.  IV.  Brocard  hat  jedoch  noch  eine  zweite  Methode  erdacht, 
von  einer  Kurve  andere  abzuleiten;  diese,  die  er  die  Roberval'sche 
Transformation  nannte,  besteht  in  Folgendem:  Es  sei  wieder  eine 
Kurve  F  gegeben,  dargestellt  durch  Gleichung  (1),  sowie  eine  be- 
liebige Gerade  r,  die  man  als  durch  den  Anfang  gehend  annehmen 
kann,  ^        y 

a  l 

Man  betrachte  die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  P  von  F 
und  bestimme  ihren  Schnittpunkt  M  mit  r ;  die  durch  P  zu  Oy  ge- 
zogene Parallele  schneide  die  durch  M  zu  Ox  gezogene  in  P':  der 
Ort  der  Punkte  P'  ist  die  Roberval'sche  Kurve  von  F.  —  Da  nun 


1)  Sur  une  transformation  geometrique  (Transformation  pseudonewtonienne) 
(Belgique  Mem.  LIX,  1899). 

2)  Sur  une  transformation  geometrique  (Mem.  de  la  Soc.  de  Liege,  3.  Ser. 
II,  1900). 
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die  Gleicliung  der  genannten  Tangente,  so  ist  die  Ordinate  des 
Punktes  M,  in  welchem  sie  die  r  schneidet, 

Y^l--£^^t=:m. (25) 

af{x)  —  0    '  ^     ^ 

sie  ist  zugleich  die  Ordinate  von  P';  die  Abscisse  dieses  Punktes  ist 
dieselbe  wie  von  P,  und  daher  ist  (25)  die  Gleichung  der  ßoberval- 
schen  Kurve.  Die  Robervarsche  sowie  die  pseudo-Newton'sche  Trans- 
formation sind  Spezialfälle  einer  dritten  von  V.  Retali^)  untersuchten 
geometrischen  Transformation. 

382.  V.  Auf  der  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  P  der 
durch  die  Gleichung  y  =  f{x)  dargestellten  Kurve  F  bestimme  man 
einen  Punkt  F'  derart,  dafs  das  von  den  Ordinaten  der  beiden  Punkte 
P,  P'  abgeschnittene  Stück  der  ^-Axe  eine  bestimmte  Länge  h  habe, 
und  aufserdem  FF'  die  positive  Richtung  der  Tangente  bezeichnet. 
Der  Ort  des  Punktes  P'  ist  eine  neue  Kurve  P',  welche  die  Tangential- 
kurve  von  F  genannt  wird^).  Es  ist  klar,  dafs  die  Gleichung  von 
F'  erhalten  wird,  wenn  man  x,  y  aus 

X~X=h,  y  —  y'=(x  —  x)^^,  V  =  f{x) 

eliminiert;  sie  lautet  daher 

y'  =  f{x  +  l)  -  hf{x'  +  Ä) .  «)     .     .     .     .     (26) 
Als  Kurve  F  nehmen  wir  einmal  die  Parabel 

dann  wird  die  F'  sein 

y'  =  YpJM^      oder      4.x' y'  =  p{2x'  -  If. 

Die  Tangentialkurve    einer   Parabel    ist    demnach    eine  Kurve    dritter 

Ordnung,  die  symmetrisch  zu  deren  Axe  liegt,  den  Punkt  (-g;^)  ^^^ 

Doppelpunkt,  den  unendlich  fernen  von  Oy  als  Wendepunkt  hat  mit 
dieser  Axe  als  zugehöriger  Tangente;  im  unendlich  fernen  Punkte  von 
Ox  wird  die  Kurve  von  der  unendlich  fernen  Geraden  berührt 
(s.  Taf.  XVII,  Fig.  147). 

Wird  dieselbe  Ableitung  auf  die  Ellipse 

(i^^lzL«)!  +  |!  =  l      oder     y^'L^a{x-h)-{x-kf 


1)  Sojgra  una  corrispondenza  [m,n]  (Lomb.  Ist.  Rendic.  2.  Ser.  XXXII,  1899). 

2)  Hochheim,  TangentialJcurven  der  Kegelschnitte  (Zeitschrift  f.  Math.  XV, 
1870).     S.  auch  das  schon  in  Note  1  S.  695  citierte  Werk,  S.  100  ff. 

3)  Eine  ähnliche  Konstruktion  für  die  Normalen  ausgeführt,  liefert  eine 
Kurve,  deren  Grleichung  ]^ 

lautet. 
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angewendet,  so  erhält  man  die  Gleicliung 

y 


'^ax  — x^  —  Ä;(a  —  x)  (VTs 


y^ax  —  x^ 

für  die  Tangentialkurve  der  betrachteten  Ellipse.  Sie  ist  also  eine 
in  Bezug  auf  die  grofse  Axe  symmetrische  Kurve  vierter  Ordnung, 
die  ganz  innerhalb  des  von  x=0  und  x  ==  2a  begrenzten  Streifens 
liegt.     Auf  der  Abscissenaxe    hat    sie    einen  Doppelpunkt  und  einen 

isolierten,  dessen  Abscissen  bezw.  —  (2(X  -f~  ^  ih  l/4a^-|-  Fj  sind;  ein 

dritter  Doppelpunkt  ist  der  unendlich  ferne  von  0^,  mit  den  Geraden 

X  =0^  X  =2a  als  entsprechenden  Tangenten  (Taf.  XVII,  Fig.  148). 

Ähnlich  läfst  sich  zeigen,  dafs  die  Tangentialkurve  der  Hyperbel 

^ r — ^- |-  =  1  dargestellt  wird  durch 

,         h  2ax  — x^  —  ]c(a  —  x) 

^= ,  -' 

«  yx^—2ax 

Sie  ist  eine  mit  denselben  projektiven  Eigenschaften  wie  (27)  aus- 
gestattete Kurve  vierter  Ordnung,  hat  aber  eine  ganz  andere  Gestalt, 
die  uns  Fig.  149  wiedergiebt. 

VI.  Schliefslich  sei  noch  eine  von  M.  d^Ocagne^)  vorgeschlagene 
Ableitung  besprochen.  „Gegeben  seien  zwei  feste  Punkte  0  und  P 
sowie  eine  Kuve  JT;  M  sei  ein  beliebiger  Punkt  derselben,  M^  da- 
gegen derjenige  Punkt,  in  welchem  der  Radius  vector  OM  von  der 
durch  P  zu  der  Normalen  in  M  parallel  gezogenen  Geraden  ge- 
schnitten wird.  Variiert  man  M  auf  F,  so  beschreibt  M-^_  eine  Kurve 
F^,  welche  die  von  d'Ocagne  betrachtete  ist.^^  Fällt  M  in  den  Pufs- 
punkt  einer  von  P  gezogenen  Normalen,  so  fällt  M^  mit  M  zu- 
sammen; folglich  enthält  die  Kurve  r^  die  Fufspunkte  der  von  JP 
auf  r  gefällten  Normalen.  Wenn  hingegen  M  in  den  Fufspunkt 
einer  von  0  auf  JT  gefällten  Normalen  fällt,  so  befindet  sich  M^ 
im  Unendlichen;  also  geht  1^  durch  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  von  O  zu  P  gezogenen  Normalen.  Nehmen  wir  an,  dafs  die 
Kurve  r\  vollständig  gezeichnet  vorliegt,  so  ist  klar,  dafs  man  in 
jedem  beliebigen  Punkte  von  F  die  Normale  zeichnen  kann  und 
d'Ocagne  hat  gezeigt,  dafs  man  damit  auch  das  Krümmungscentrum 
finden  kann.  Ohne  uns  hiermit  aufzuhalten,  gehen  wir  zu  der  Be- 
merkung über,  dafs  das  angegebene  Verfahren  zwei  Methoden  liefert, 
die  eine  invers  zur  anderen,  um  aus  einer  Kurve  eine  andere  abzuleiten. 
Um  dies  klar  zu  legen,  wollen  wir  die  Koordinaten  von  üf  mit  x^  y, 


1)  Sur  certaines  courhes  qu'on  peut  ajoindre  aux  coitrhes  planes  pour  Vetude 
de  leurs  proprietes  infinitesimales  (Amer.  Journ.  XI,  1889).  In  dem  Extrait  d'une 
lettre  de  M.  d'Ocagne  ä  M.  Craig  (Amer.  Journ.  XIV,  1892)  ist  ein  zweifelhafter 
Punkt  jener  Abhandlung  richtig  gestellt  worden. 
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die  von  M^  mit  x^^  y^  bezeichnen ;  0  als  Anfangspunkt  und  OP  als 
^-Axe  nehmen.    Setzen  wir  OP  =  a^  so  bestehen  dann  die  Gleichungen 

y  ^yi        ^  ^  a  —  x^ (^28) 

sc  JC-i  (A/  tXj  oX 

Ist  also  die  Gleichung  von  T  als  f{x^  y)  =  0  gegeben^  so  kann  die 
von  r^  durch  einfache  Differenziationen  und  Eliminationen  erhalten 
werden.  Ist  hingegen  die  Gleichung  von  F^  als  F{x^y  y^)  ==  0  ge- 
geben^ so  erkennt  man^  indem  aus  (28)  sich  ergiebt 

ax-dx  ay-dx 

^        x-dx-\-y'dy^  ^^        X'dx-\-y'dy^ 

dafs  r  die  Integralkurve  folgender  homogenen  Dififerenzialgleichung  ist 

^/       aX'dx  ay-dx      \  ^ 

'  \X'dx-\- y-dy^    x-dx-\-y-dy)  ^ 

somit  kann  die  Aufsuchung  von  F  immer  auf  Quadraturen  zurück- 
geführt werden. 

Als    Beispiel   nehmen   wir    für    F^    die    Gerade    y-^  =  mx^-\-  n^] 
F  wird  dann  eine  Integralkurve  von  folgender  Gleichung  sein 

ay'dx  =  max'dx  -f-  n{x'dx  +  y'dy) . 

Setzen  wir  nun   y  ==  tx ,    so  wird  diese  Gleichung  zu 

^  + ^-^ =  0,.    ....    (2) 

n  n 

WO  die  Variabelen  schon  getrennt  sind.  Wird  die  Integration  aus- 
geführt^ so  erhält  man  je  nach  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  der 
Gleichung^  ^  /wn  \ 

n       ^    \  n      '       / 
verschiedene  Resultate. 

1-  Fall.      E.  sei     t' -  ±t -^r  (^^  +  l)  =  {t- p){t  -  q) 


und 


I  >  ^.     Dann  ist 
t 


P 


n  n 

daher  bekommt  man  durch  Integration  von  (2) 

l^g  ^  +  ^^  l^g  (^  —  i^)  —  ^-ZT^  log  (^  —  ^)  =  ^:i^ 

oder  ..       .« 

(t-p)P  _ 

und^  wenn  für  t  wieder  sein  Wert  gesetzt  wird^ 

{y — pxY  =  c(y  —  qxy (3) 
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In  diesem  Falle  ist  F  also  eine  Parabel  oder  Hyperbel^  die  algebraisch 
oder  interscendent  ist,  je  nachdem  p  und  q  beide  rational  sind  oder 
nicht. 

2.  Fall      f  —  ~t+(^^  +  l^  =  (t—p)\    In  diesem  Falle  hat 
^  P         i         ^       . 


n  \  n  J 


(t-py    I    (t-p) 


—  r))  1 


daraus  ergiebt  sich  bei  der  Integration  von  (2) 

log  ^  -  JZTp  +  lög(^— JP)  =  %^; 


oder  x{t — p)  —  ce 


t-p 


bezw.  y  —  px  =  ce^    ^^ (4) 

F  ist  demnach  immer  eine  transscendente  Kurve. 

3.  Fall.     t^  —  ^t-\-{^^^l)={t+ay+ß\    Setztman^  +  6^ 
=  X,  so  ist 

t-dt  (r  —  cc)-d'v_ld{t^  +  ß^)  a  ß 


folglich  liefert  Gleichung  (2) 

log^  +  log')/T2_|_^2  _  |.  arc  tg^  =  logc, 

a  t 

oder  xy{t  +  ay-{-ß^  =  ee^  ^ 

a               y-\-ocx 
—   arc  tg  — 


und  endlich       Y^y -}- ax)^ -\- ß^x^=  ce^  ^"^ (5) 

Dieses  Beispiel  läfst  hinreichend  erkennen,  dafs  der  Übergang  von 
F^  zu  F  in  der  Regel  zu  ziemlich  komplizierten  Kurven  führen  dürfte. 
Die  für  F^  angegebene  Konstruktion  führt  von  selbst  zu  einer 
anderen  Kurve  F^,  die  in  folgender  Weise  konstruiert  wird.  Die 
Daten  seien  dieselben,  man  läfst  aber  dem  Punkte  M  denjenigen 
Punkt  M2  entsprechen,  in  welchem  der  Radius  vector  OM  die  durch 
P  zur  Tangente  in  M  gezogene  Parallele  schneidet;  F^  ist  dann 
der  Ort  des  Punktes  M^^  wenn  M  die  Kurve  F  durchläuft.  Pg  ^^^^ 
ersichtlich  durch  die  Berührungspunkte  der  von  P  an  J"  gezogenen 
Tangenten  gehen.  Die  neue  Kurve  kann,  wenn  sie  gezeichnet  vor- 
liegt, nicht  blofs  zur  Konstruktion  der  Tangenten  an  F  dienen^  son- 
dern ebenfalls  zur  Bestimmung  der  Krümmungsmittelpunkte.    Werden 
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dieselben  Bezeichnungen  und    Axen   beibehalten,    so   finden  zwischen 
den  Koordinaten  der  Punkte  M  und  M^  die  Beziehungen  statt 

oder  ^   _        ax-dy  ^^   _        ay-dy 


y  —  y-dx^  ^2         x-dy  —  y-dx^ 

wenn  also  f{x^,y^  =  ^  die  Gleichung  von  F^i^i,  so  wird  F  eine 
Integralkurve  der  folgenden  homogenen  Differenzialgleichung  sein: 

flax^dy  .     «y%      \        0 (g) 

'  \x-dy  —  y-dx^    x-dy  —  y-dxj  ^  ^ 

Nehmen  wir  als  F^  wieder  die  Gerade  y^  =  mx^  -\-  n\  dann  hat 
F  der  Gleichung  zu  genügen 

ay'dy  =  max  •  dy  -\-  n{x  -dy  —  ^  •  dx) . 

Setzen  wir  wieder  y  =  tx, 

TT.            .                dx    ,    ma-\-n  —  at  t,        ^ 
SO  erhalten  wir  —  -h t7 ir—  dt  =  0 

X     '       at{m  —  t) 

T  dx    ,     ma-\-n  rdt  dt    ~]    ,       dt  ^ 

oder ! —   --  —  7 +  7 ■  =  0 ; 

X     *        ma      \_t         t  —  mj    ^    t  —  m  ' 

wir  integrieren  und  erhalten 
oder  auch  ^^1^+^ 

(j.      K     ma 
ri^J       (^ -»*)  =  *, 

und  schliefslich  y'^^^'r^  =  c{y  —  mxY , 

wo  c  und  y^  beliebige  Konstanten  sind;  die  gesuchte  Kurve  ist  dem- 
nach eine  Parabel  oder  Hyperbel,  die  algebraisch  oder  interscendent 
ist,  je  nachdem  die  beiden  Gröfsen  ma  -\-  n  und  n  beide  rational 
sind  oder  nicht. 

Die  Integration  der  Gleichung  (6)  läfst  sich  auch  in  dem  Falle 
ausführen,  dafs  F^  ein  Kreis  mit  dem  Centrum  0  ist.  Alsdann  kann 
F  betrachtet  werden  als  der  Ort  eines  Punktes,  der  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  auf  einen  festen  Punkt  zustrebt,  während  er  zugleich 
von  einem  anderen  nach  Richtung  und  Kraft  konstanten  Zuge  be- 
einflufst  wird.  Sie  ist  demnach  die  Kurve,  die  von  einem  Schwimmer 
beschrieben  wird,  der  auf  einen  Punkt  des  Flufsufers  zustrebt;  man 
könnte  sie  daher  die  Schwimmerkurve  nennen.  Vor  d'Ocagne 
wurde  sie  schon  von  Collignon^)  betrachtet. 


1)  Assoc.  fran9aise  pour  Tavanc.  des  sciences,  Compte  rendu  1887. 
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Elftes  Kapitel 

Die  Gregenkurven. 

283.  Es  liege  ein  recht-  oder  schiefwinkliges  kartesisches  Ko- 
ordinatensystem vor;  will  man  einen  Punkt  P  konstruieren^  dessen 
Koordinaten  Xj  y  gegeben  sind^  so  verfährt  man  gewöhnlich  in  der 
Weise,  dafs  man  auf  der  Abscissenaxe  OM^=x^  auf  der  Ordinataxe 
OJSf  =  y  abträgt  und  durch  M  zu  der  letzteren  Axe^  durch  N  zu  der 
ersten  die  Parallele  zieht;  diese  schneiden  sich  dann  in  dem  ge- 
suchten Punkte  P.  Man  kann  aber  die  Konstruktion  auch  anders 
ausführen.  Nachdem  man  wie  oben  die  Punkte  M  und  N  gezeichnet 
hat,  beschreibe  man  um  M  mit  \y\^  und  um  N  mit  \x\  als  Radius 
einen  Kreis;  die  beiden  schneiden  sich  in  P.  Sie  schneiden  sich  aber 
noch  in  einem  zweiten,  eindeutig  bestimmten  Punkte  P^.  Auf  diese 
Weise  wird  jedem  Punkte  P  der  Ebene  ein  zweiter  P^  eindeutig  zu- 
geordnet, welchen  man  den  Gregenpunkt  des  ersteren  nennen  könnte; 
und  wenn  P  eine  Kurve  F  durchläuft,  beschreibt  P^  die  Gegen- 
kurve r^  ^). 

Die  Konstruktion  des  Punktes  P^  läfst  sich  praktisch  in  be- 
quemerer Weise  ausführen.  Es  sei  ca  der  Winkel  der  beiden  Axen 
(Taf.  XVII,  Fig.  150),  a  der  Winkel  an  der  Grundlinie  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  NFF^,  ß  der  an  der  Grundlinie  von  MPP^] 
verbindet  man  nun  die  in  der  Figur  gezeichneten  Punkte  miteinander, 
so  lassen  sich  die  Werte  der  entstehenden  Winkel  leicht  berechnen. 
(Die  Resultate  dieser  Berechnung  sind  in  der  Figur  selbst  angegeben.) 
Aus  ihnen  ergiebt  sich  dann,  dafs  die  Geraden  NM  und  OP^  zuein- 
ander parallel  sind,  dafs  PP-^  senkrecht  zu  diesen  beiden  ist,  und 
(was  weniger  von  Bedeutung)  dafs  OP^  und  PM  sich  in  einem 
Punkte  Q  des  um  M  mit  MP  als  Radius  beschriebenen  Kreises 
schneiden.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dafs  man  auch,  um  den  Punkt  P^ 
aus  P  zu  erhalten,  folgendermafsen  verfahren  kann:  Man  konstruiere 
das  Parallelogramm  OMPN,  welches  zwei  Seiten  auf  Ox  und  Oy, 
und  als  Gegenecken  0  und  P  hat,  ziehe  die  Diagonale  MN  und  zu 
ihr  durch  0  die  Parallele,  auf  diese  lote  man  den  Punkt  P;  der  er- 
haltene Punkt  P^  ist  der  Gegenpunkt  von  P.  Diese  Konstruktion 
bietet  den  Vorteil,  dafs  sie  uns  leichter  zu  den  Formeln  gelangen 
läfst,  welche  die  Koordinaten  x^y  von  P  mit  denen  von  Pi(^i;^i) 
verknüpfen.  Da  OM  =  Xj  ON=yy  so  ist  nämlich  die  Gleichung 
der  Geraden  MN,  wenn  X,  Y  laufende  Koordinaten  sind, 

^  +  ^  =  1 

X     '     y 


1)  K.  Glänz  er,  Bie  GegenJcurve  der  geraden  Linie  (Progr.  Forbach,  1874). 
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die  der  zu  ihr  parallelen  Geraden  0  Q  ist  demnach 

Dagegen  hat  das  Ton  P  auf  MN  gefällte  Lot  die  Gleichung 

X  —  X  y  —  X  cos  CO 

Y — y  X  —  y  cos  CO 

Lösen  wir  nun  die  beiden  letzten  Gleichungen  nach  X^  Y  auf,  so  er- 
halten wir  die  Koordinaten  x^^  y^  des  Punktes  F^,  nämlich 

x^  —  y^  x"^  —  y^  r-tK 

^  x^  —  ^xy  cos  CO  -\-  y^  ^  ^^  ^  x^  —  2xy  cos  cd  -{-  y^         ^  ^ 

Umgekehrt  dagegen  findet  man,  dafs 

xJ -\-y.^-\- 2  x.y.  cos  CO  x J -\- y.^  4- 2  x.  y.  cos  co     .ck\ 

1  X^^  —  2/i  ^1    —  2/i 

Aus  diesen  ergiebt  sich  dann  die  nützliche  Relation 

x^-{-  y^^^  2 xy  cos  CO  ^i  ^  +  2/i  ^  it  ^ ^i  2/i  cos  «  /g\ 

x^  —  y^  ^1^  — 2/i^ 

Die  Gleichung  (1)  sowohl  wie  (2)  lassen  erkennen,  dafs  die  Beziehung 
zwischen  den  Punkten  P  und  P^  eine  Crem ona 'sehe  Transformation 
dritten  Grades  ist,  in  welcher  den  Geraden  der  einen  Ebene  cirkulare 
Kurven  dritter  Ordnung  entsprechen,  die  0  als  Doppelpunkt  mit  den 
Halbierungslinien  der  Axenwinkel  als  zugehörigen  Tangenten  haben; 
es  sind  also  oo^  Strophoiden  (vgl.  Nr.  35  ff.).  Man  hat  es  also  hier 
mit  einer  speziellen  kubischen  Transformation  De  Jonquieres'  zu 
thun,  bei  welcher  zwei  einfache  Fundamentalpunkte  in  die  K*reis- 
punkte,  die  beiden  anderen  aber  dem  Doppelpunkte  in  zueinander 
senkrechten  Richtungen  unendlich  nahe  liegen. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

^1^  — yi'==  A;       x^^-{-y^^+2x^y^cosco=  7;, 

so  sieht  man,  dafs  für  die  Kurve  JT,  deren  Gleichung 

k  =  n 

ist,  die  Gegenkurve  F^  dargestellt  wird  durch 

2  ^r"  t!^  %  («1, — «/j = 0 . 

Die  öegenkurve  einer  Kurve  ii*^''  Ordnung  ist  also  im  allgemeinen 
von  der  Ordnung  3ii,  hat  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  als 
n-fache  und  den  Anfangspunkt  als  2^i-fachen  Punkt;  von  den  Tan- 
genten in  diesem  Punkte  fallen  n  mit  der  einen,  n  mit  der  anderen 
Halbierungslinie  der  Axenwinkel  zusammen. 

45* 
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Die  Gegenkurve  einer  Geraden  ist^  wie  schon  gesagt ^  eine  Stro- 
phoide^  die  eines  Kegelschnittes  eine  Kurve  sechster  Ordnung^  die 
K.  Glänz  er  im  allgemeinen  sowohl^  als  auch  für  spezielle  Fälle  genau 
untersucht  hat^).  Aus  seinen  Untersuchungen  ergiebt  sich^  dafs  jene 
Kurve  auf  den  vierten  Grad  zurückgeht^  wenn  der  Kegelschnitt  ein 
durch  den  Anfang  gehender  Kreis ,  oder  eine  gleichseitige  Hyperbel 
mit  dem  Centrum  im  Anfange  (alsdann  ist  die  Gegenkurve  eine 
Bernoulli'sche  Lemniskate)  oder  eine  Parabel  mit  dem  Scheitel  im 
Anfangspunkte  ist.  Alle  diese  Kurven  vierter  und  sechster  Ordnung 
sind  ziemlich  bekannte  Kurven. 

Da  die  betrachtete  Transformation  nicht  involutorisch  ist,  so 
wird  man,  wenn  sie  auf  r\  angewendet  wird,  eine  Kurve  F^  erhalten, 
die  von  F  verschieden  ist,  sie  heifst  die  zweite  Gegenkurve  von  F] 
aus  ihr  läfst  sich  in  derselben  Weise  die  dritte  ableiten  u.  s.  w. 
Ist  nun  P^(x2,y2)  Aer  Gegenpunkt  von  -Pi(%;^i),  so  erhalten  wir 
zufolge  Gleichung  (2) 

_       x^^  +  y^^  +  2x,y,co8a)  _  „  ,,  x^^+ y^^-j- 2 x^y^  cos  co       .,.,. 


und  die  Gleichung  (3)  ergiebt 


^1'  — 2/1^  ^2'  — 2/2' 

Multiplizieren  wir  die  Ausdrücke  (2)  mit  den  homologen  (2')  und 
benutzen  (3'),  so  entstehen,  wenn  D<^  und  7^  die  analoge  Bedeutung 
wie  oben  1).^  und  T^  haben,  und  noch  ^g^  +  ^2^  —  ^^2^2  ^^^  ca  =  6^ 
gesetzt  wird,  die  Gleichungen 

^2  '  -^2  ^2  '  -^2  ( L\ 

X  =  X2     jj~2~  y         y  ^^^  fh     jY^~  ^     •     •     •     •     v  y 

diese  bestimmen  die  Koordinaten  des  zweiten  Gegenpunktes  P^  von  F. 
Betrachtet  man  in  ähnlicher  Weise  Pg^  ^^^  dritten  Gegenpunkt  von 
P,  so  erhält  man  die  Gleichungen 


_      _5  __      Zs 

3  3 


(2") 


und  _ 

^2^ +  2/2' +  ^2^2  t^QS^     _   ^s'  +  ^g'r-L^^S^S   cos  CO    ^  ^         ^         /ijv. 

^2. ,2  ^.    2.,2  •••\/ 


«^2  2/2  '^S  2/3 


Kombinieren  wir  diese  mit  (4),  so  ergiebt  sich 


^3-7;^      .,_     ..  u,-T,^ 


^3   2)  3  ^     y        ^3   /)  3 


(5) 


1)  Die  Gegenkiirven  der  Kegelschnitte  (Progr.  Hamburg,  1889). 
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und  diese  Beziehungen  geben  analytisch  die  Beziehung  zwischen  den 
Koordinaten  des  Punktes  P  und  denen  seines  dritten  Gregenpunktes 
wieder.  Wird  nun  dieses  Verfahren  wiederholt^  so  gelangt  man  zu 
dem  Ergebnis^  dafs  zwischen  den  Koordinaten  x^  y  des  Punktes  P  und 
denen  seines  r^^^  Gegenpunktes  P^  (x^.^  y^  die  Beziehungen  bestehen: 

r  +  l  r  —  l^ 

wenn  r     \  T^  ^    ■  U^  ^  T~^ ■  U~^ 


r-f- 
^  r 

-1            r—1 

r 
^  r 

T 

r 

u? 

ungerade,]      ■"  —  •"»•  x>;  ,      !^  —      %  jj^ 

r  r  r  r 

wenn  r     i        _       T^^  ■  U^^  _       T^^  ■  17/ 

gerade,    j     «^  -  *-       j^r       ,  y—Vr       jj^ 


(6) 


Zwischen  P  und  P^  besteht  also  eine  Cremona'sche  Transformation 
(2r-j-l)*®^  Grrades.  Den  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  in  der 
anderen  Kurven  (2r-|-  1)*®^  Ordnung,  die  man  als  Verallgemeinerungen 
der  Strophoide  ansehen  kann  (und  zwar  der  geraden,  wenn  co  =  90^, 
der  schiefen,  wenn  ca=|=90^  ist). 


Zwölftes  Kapitel. 

Die  von  einer  Knrvengrnppe  abgeleiteten  Kurven. 

384.  Die  bisher  in  diesem  Abschnitte  behandelten  Kurven  sind 
alle  nur  von  einer  einzigen  Kurve  abgeleitet;  das  Beispiel  der  Jacobi- 
schen Kurve  dreier  gegebenen  zeigt  aber,  dafs  man  auch  aus  einer 
Kurvengruppe  eine  neue  Kurve  ableiten  kann.  Auf  andere  derartige 
Ableitungsgesetze  soll  nun  in  diesem  Schlufskapitel  hingewiesen 
werden,  wir  wollen  uns  in  der  Regel  jedoch  darauf  beschränken,  ihre 
Definition  zu  geben  und  die  bezüglichen  Arbeiten  anzuführen,  da  es 
sich  um  Linien  handelt,  die  nur  von  minderer  Wichtigkeit  sind. 

1.  Es  seien  m  Kurven  jT^  durch  ihre  Polargleichungen  Qk^^fj^icj) 
gegeben  (wo  ^  =  1,  2,  ...  w),  und  m  Zahlkoeffizienten  A^^,  Ag;  •  •  •  -^m; 
dann  stellen  die  beiden  Gleichungen 

]c  =  l  k  =  l 

zwei  neue  Kurven  dar;  da  die  beiden  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen 
Funktionen  sind,  die  man  als  eine  Verallgemeinerung  des  arithmetischen 
bezw.  harmonischen  Mittels  der  m  Gröfsen  fj^  ansehen  kann,  und  dem- 
nach als  hyperarithmetisches  bezw.  hjperharmonisches  Mittel  genannt 
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werden  können  ^)^  so  lieifsen  die  entsprechenden  durch  (1)  und  (2) 
dargestellten  Linien  die  hyperarithmetische  ^)  bezw.  hyperhar- 
monische Kurve  der  gegebenen  in  Bezug  auf  das  System  der 
Koeffizienten  %.^^  l,^  ,  ,  .  l^. 

Wenn  man  an  die  gegebenen  Kurven  T^  (^=:  1,  2,  3,  . . .,  m) 
die  Tangenten  ziehen  kann^  so  kann  man  es  auch  an  die  ab- 
geleiteten Kurven.  Sind  nämlich  ^J?  S^^\  .  .  .  /S;  ^  die  Polar- 
subnormalen der  Kurven  JT^^  Fg?  •••  ^m  ^^^  ^  ^^^  ^^^  Kurve  (1)^  so 
hat  maU;  da    S^  =  — ,  die  Beziehung 


Ä.=  Va.ä^^) 


welche  uns  die  Normale  und  demnach   die  Tangente  an  (1)  zu  kon- 
struieren gestattet. 

Bezeichnen  wir  ähnlich  mit  Sl^\  .  . ..  S^^^  die  Polarsubtangenten 
der  Kurven  JT^^  .  .  .  JT^  und  mit  S^  die  der  Kurve  (2)  und  beachten^  dafs 


1   cIq 


dg      cl    /1\ 

Q^-doa  d(o  \q/  ' 


SO  erhalten  wir 


k=m 


vermittelst    welcher   Beziehung  wir    die    Subtangente  und   damit  die 
Tangente  von  (2)  erhalten  können. 

II.  In  gleicher  Weise  seien  m  durch  die  Gleichungen  y==f^(x) 
definierte  Kurven  gegeben^  so  kann  man  aus  diesen  zwei  neue  ab- 
leiten^ wenn  man  setzt 

h  —  m  ^.~Jüf 


lc  =  l 


■^,m 


Insbesondere  ist  der  Fall  betrachtet  worden^   dafs  nur  zwei  Kurven 

—  •,  die  resr 

fi  (^)  +  A  (^) (^5) 


gegeben  sind^  und   >ii  =  -^2  "==  ö" '  ^^^  resultierende  Kurve 


1)  Schlömilcli,  Hyperarithmetische  und  hyperharmonische  Mittel,  nebst 
geometrischen  Anioendungen  (Zeitschrift  für  Math.  XXXIV,  1889). 

2)  Unter  hyperarithmetischen  Kurven  versteht  man  auch  in  einem 
anderen  Sinne  solche,  deren  Gleichung  eine  derartige  Mischung  algebraischer 
und  transscendenter  Funktionen  darstellt,  dafs  sie  sich  den  gewöhnlichen  arith- 
metischen Berechnungen  meist  ganz  entziehen,  z,  B. 

y=^x^^^,        log  {y^ '\- ay)  =  &m  {x^  —  hx). 
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heifst  dann  kurz  die  Mittelkurve^).     Sind  z.  B.  die  beiden  logarith- 

X  X 

mischen  Linien  y  =  ae^j   y  =  ae    "^  gegeben,  so  ist  ihre  Mittelkurye 

die  Kettenlinie  y  =  yv  "^  ^  "*/'  ^^^  ^^^  ^^^^  Ellipsen  mit  den- 
selben Fokalaxen,  so  entsteht  die  sogenannte  Berard'sche  Kurve^), 
u.  s.  w. 

Aus  denselben  beiden  Grleicbungen  y  =  fi{oo)j  y  =  f2(^)  kann 
man  auch  ableiten  ^  _  y^^^^y  f^^^y^ ^g^ 

da  nun  die  (6)  ergiebt 

so  besteht  zwischen  den  Subtangenten  der  drei  Kurven  die  Beziehung 

die  uns  die  Tangente  an  die  dritte  Kurve  zu  ziehen  lehrt,  wenn  wir 
die  Tangente  der  beiden  ersten  zu  konstruieren  wissen^). 

III«  Es  seien  zwei  beliebige  Kurven  gegeben  (die  eine  kann 
auch  auf  einen  Punkt  reduziert  sein),  dann  heifst  der  Ort  der  Mittel- 
punkte derjenigen  Kreise,  welche  beide  Kurven  berühren,  die  Äqui- 
distante  der  beiden  gegebenen^);  sind  die  letzteren  z.  B.  Kreise,  so 
ist  die  Äquidistante  bekanntlich  ein  Kegelschnitt.  Allgemeiner  kann 
man  den  Ort  der  Punkte  betrachten,  deren  Abstände  von  zwei  ge- 
gebenen Kurven  in  einem  bestimmten  Verhältnisse  stehen^).  In  ähn- 
licher Weise  hat  man  den  Ort  der  Punkte  erforscht,  von  denen  die 
Tangenten  an  zwei  gegebene  Kurven  ein  gegebenes  Verhältnis  haben, 
insbesondere  einander  gleich  sind^). 

IV«  Bewegen  sich  zwei  Punkte  A  und  _B  auf  zwei  gegebenen 
Kurven  derart,  dafs  die  Tangenten  in  A  und  5  mit  A13  als  Grund- 
linie immer  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bilden,  so  beschreibt  der 
Mittelpunkt  der  Strecke  J.jB  eine    Kurve,    die    in    der    angewandten 


1)  Brocard,  NoUb  de  bibliographie  des  courhes  geometriques  (Partie  comple- 
mentaire)  (Bar-le-Duc  1899)  S.  208. 

2)  Brocard,  Das. 

3)  DeLisleferme,  Construction  de  la  tangente  ä  certaines  courhes  (Mathesis 
III,  1883). 

4)  Frolov,  Sur  les  courhes  equidistantes  (Ass.  fr.  Caen,  1894). 

5)  Mannheim,  Construction  du  centre  de  la  courhur e^  Heu  des  points  dont 
les  distances  ä  deux  courhes  donnees  sont  dans  un  rapport  constant  (Ann.  di  .Matern. 
I,  1858). 

6)  Laguerre,  Sur  le  lieu  des  points  tels  que  les  tangentes  menees  de  ces 
points  ä  deux  courhes  planes  soient  egales  entre  elles  (Bull,  de  la  Soc.  math.  de 
France,  Y,  1876—77). 
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Mathematik  auftritt:  früher  wurde  sie  wohl  als  Longitudinalaxe 
bezeichnet^  heute  nennen  sie  die  französischen  Mathematiker  nach 
einem  Vorschlage  von  M.  d'Ocagne^)  fibre  moyenne^)^  die  Deut- 
schen Mittelfaserkurve. 

285.  V.  Es  seien  zwei  Kurven  F^j  JTg  durch  die  Gleichungen 
fiip^y)^^^)  /iC^?^)"^^  gegeben;  der  Ort  eines  Punktes  A  von 
der  Beschaffenheit^  dafs  das  zwischen  den  beiden  Kurven  gelegene 
Stück  A-^  A^  seiner  Normalen  den  Punkt  A  als  Mittelpunkt  hat,  heifst 
die  Axoide  der  beiden  gegebenen  Kurven^).  Sind  x^y^  ^dVi]  ^2;  ^2 
die  Koordinaten  von  A^A^^A^^  so  hat  man 

Die  Differenzialgieichung  der  Axoide  wird  demnach  erhalten,  wenn 
man  x^,y^,  ^2;  ^2   ^^^   diesen  Gleichungen  und  den  beiden  folgenden 

eliminiert;  die  Elimination  von^g;  ^2  vollzieht  sich  leicht  und  ergiebt 

fiiß^uVi)  =  0,        f^{2x  —  x^,  ^y  —  Vi)  =  0, 

{x  —  x^dx  +  {y  —  y^dy  =  0; 

um  aber  auch  x^,  y^  zu  beseitigen,  mufs  man  die  Form  der  Funktionen 
f^^  f^  kennen.  Ist  z.  B.  f^  =  mXj  f^  =  —  mXy  so  erhält  man  als 
Axoiden  die  Hyperbeln  xy'"^  =  Const  —  Es  möge  bemerkt  werden, 
dafs  bei  der  Definition  der  Axoiden  die  beiden  gegebenen  Kurven 
auch  identisch  sein  können.     Fallen  die  beiden  z.  B.  mit  der  Ellipse 

"2  +  I2  ="  1    ^^^^  ^^^  Parabel   y^  =  2px  zusammen,    so    erhält  man 

c^  0  a^  __x 

als  Axoiden  die  beiden  transscendenten  Linien  y  =  xe^"" ,  y  ==  ce  ^  . 
Bemerkenswert  ist  noch  „dafs  die  Evoluten  der  Axoiden  ebenfalls 
Axoiden  sind^^^). 

VI.  Wenn  zwei  gegebene  Kurven  parallele  Normalen  haben, 
so  hat  Aoust  eine  dritte  Kurve  betrachtet,  die  er  Resultanten- 
kurve nannte,  deren  Normalen  parallel  zu  den  Normalen  der  beiden 
ersteren  und  deren  Krümmungsradius  in  jedem  Punkte  gleich  der 
Summe  der  Krümmungsradien  in  den  entsprechenden  Punkten  der 
gegebenen  ist^). 

VII.  Schliefslich  seien  zwei  Kurven  F^  und  F^  von  der  Ord- 
nung n  bezw.  m  gegeben  und  ein  Punkt  0  ihrer  Ebene;   man   ziehe 


1)  Cours  de  geometrie  descriptive  (Paris  1896)  S.  275. 

2)  Gr.  de  Longchamps,  Sur  la  courbe  dite  fibre  moyenne  (Journ.  de  math. 
spec.  XXI,  1897);  Mannheim,  Das. 

3)  Resal,  Axoides  de  deux  Ugnes  planes  (C.  R.  CXX,  1895). 

4)  Mannheim,  Une  propriete  generale  des  axoides  (Das.). 

5)  Analyse  infinitesimale  des  coiirhes  planes  (Paris  1873)  S.  53 — 56. 
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durch.  0  eine  beliebige  Gerade  g,  die  F^  in  n  Punkten  Ä^  F^  in  m 
Punkten  B  schneidet;  dadurch  entstehen  auf  g  n-m  verschiedene 
Strecken  AB]  trägt  man  nun  diese  von  0  aus  auf  ^  ab;  so  ist  der 
Ort  ihrer  Endpunkte  eine  neue  Kurve^  die  Sektorie  genannt  worden 
ist^).  Benutzt  man  die  Polargleichungen  von  F^  und  F^  mit  0  als 
Pol;  so  ist  die  Auffindung  der  analogen  Gleichung  der  Sektorie  nur 
Sache  einer  einfacben  Elimination. 


1)  0.  Jezek,  üeher  Sectorien  (Prager  Ber.,  1882). 


Note  I. 

Für  die  Anwendung  der  Polarkoordinaten  auf  die  Diskussion  der  Kurven 
soll  ihre  gewöhnliclie  Definition  modifiziert  und  durch  folgende  ersetzt 
werden,  die  der  Verfasser  in  dem  „Periodico  die  Matematica  per  Tinsegna- 
mento  secondario"  XV,  1899  {Osservazioni  sopra  le  coordinate  polari)  kund- 
gegeben hat)  ^). 

Man  betrachte  in  der  Ebene  einen  festen  Punkt  0  und  einen  festen, 
von  ihm  ausgehenden  Halbstrahl  a  und  stelle  sich  vor,  dafs  ein  anderer 
Halbstrahl  sich  um  0  von  der  Lage  a  aus  drehe  und  in  dem  als  positiv 
angenommenen  Sinne  rotiere  (oder  im  entgegengesetzten).  Dann  haben 
wir  auf  jeder  seiner  Lagen  unendlich  viele  Punkte  M  und  ebensoviele  auf 
dem  entgegengesetzten  Halbstrahle,  die  wir  mit  M  bezeichnen  wollen.  Um 
nun  die  Lage  eines  Punktes  31  festzulegen,  nehmen  wir  die  Gröfsen 

^  ==  +  Länge  OM^       co  =  Winkel  (ar)^ 

dagegen,  um  die  Lage  eines  der  Punkte  M  zu  bestimmen,  die  Gröfsen 

Q  =  —  Länge  0  Jf ,        cö  ==  Winkel  (ar)  . 

Infolge  dessen  haben  alle  Punkte  eines  Halbstrahles  die  erste  Koordinate 
positiv,  die  des  entgegengesetzten  Halbstrahls  aber  negativ;  und  umgekehrt, 
wenn  ein  Punkt  die  erste  Koordinate  negativ  hat,  so  liegt  er  auf  dem 
entgegengesetzten  Halbstrahle. 

Diese  Bestimmungen  sind  im  Texte  fortwährend  angewendet  worden, 
und  hier  soll  eine  nützliche  Folgerung  angeführt  werden,  zu  der  ihre  An- 
wendung führt. 

Die  Konchoide  des  Mkomedes  (Nr.  65)  pflegt  man  gewöhnlich  durch 
die  Gleichunef  ^ 

^  ^  =  -^  +  ? (1) 

^  cos  03    —  ^   ^ 

darzustellen;  das  doppelte  Vorzeichen,  das  in  vielen  Fällen  unbequem  ist, 
kann  man  nun  unterdrücken,  wenn  man  die  Polarkoordinaten  in  unserem 
Sinne  nimmt.     Betrachten  wir  nämlich  die  Gleichung 

^  =  -^  +  ? (2) 

^  PA«  r.-i       '  ^     ^ 


a 


und   erteilen   dem   co    einen   bestimmten  Wert  a^    so   folgt   q^== f- Z, 


1)  Nach  ihrer  Veröffentlichung  erfuhr  Verf.,  dafs  gleiche  Ideen,  wie  die 
in  seiner  Abhandlung  enthaltenen,  schon  von  A.  de  Morgan  und  von  Baltzer 
ausgesprochen  seien;  da  diese  jedoch  noch  nicht  hinreichend  in  die  Öffentlichkeit 
gedrungen  zu  sein  scheinen,  so  mögen  sie  hier  nochmal  kurz  entwickelt  werden. 
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welches  einen  Punkt  il!f;j_  bestimmt  auf  dem  Halbstrahle,  für  welchen  (ar)  =  cc. 
Geben  wir  dem  co  den  Wert  7t +  a,  so  erhalten  wir 


COS  c^  \  cos  a         J  ' 


dementsprechend   erhalten   wir   einen   Punkt  ilig,    der   auf  dem    entgegen- 
gesetzten Halbstrahl  mit  der  Anomalie  7t-\-a  liegt,   das   ist  also  auf  dem 


a 


ursprünglichen  im  Abstände -l.  Die  Punkte  M^^  M^  sind  also  die- 
selben, die  man  durch  Anwendung  der  gewöhnlichen  Gleichung  (l)  erhält; 
man  kann  also  an  Stelle  derselben  durchaus  (2)  anwenden.  —  In  ähnlicher 
Weise  sieht  man,  dafs  man  zur  Darstellung  der  PascaFschen  Schnecke  besser 
die  Gleichung  ^  ==  2  a  cos  co  +  ^  anwendet,  als  die  übliche  ^  =  2  a  cos  co  +  L 


l^ote  II. 


Das  Problem,  von  der  natürlichen  Gleichung  einer  Kurve  zu  der  Dar- 
stellung in  kartesischen  Koordinaten  überzugehen,  ist  zuerst  von  J.  Eiccati 
in  folgender  Weise  gelöst  worden^).  Es  sei  B  =  f{s)  die  gegebene  Glei- 
chung, so  kann  man  setzen 

dx-d^y  —  dy-d^x       'w* 

Man  nehme  nun  s  als  unabhängige  Yariabele;  dann  folgt  aus  äs^  =  dx'^-\-  dy^^ 

dafs    d^x  = — —   1  ^^^  daher  wird  die  vorige  Gleichung  zu 

et  X 

dx  '  ds  ./  N 

oder,  da   dx=  yds^  ~  dy^^ 


d^  ~/W- 

ds^ 
Man  setze  nun   ~j^  =  P'-^  dann  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 


dp  ds 


daher  ist 


yi_p2      f(s)' 

/*ds 
m 

Setzt  man  demnach  ^^g 


-"ffk' (" 


so  hat  man    j9  =  sin  9p,   ]/l  —p'^  =  cos  cp\    infolge  dessen  ist 


1)  S.  die  Abh.  Data  in  qualsivoglia  modo  per  la  curva,  che  deve  descriversi, 
la  espressione  del  raggio  eomtaciante ,  determinare  la  curva  medesima  (Opere  del 
Conte  Jacopo  Riccati,  III,  Lucca  1764). 
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dx  =  yds^  — dy^  =  dsyl—p^  =  äs '  008  (p-^     dy  =  p  -  ds  =  ds- sin  (p^ 

und  daher  x  =  jcos  cp  •  ds^       y  =J  sin  (p-ds (II) 

Die  Gleidaungen  (I)  und  (II)  lösen  das  Problem.  Die  Lösung  ist  nicht 
von  derjenigen  verschieden,  die  Boole^)  dem  Whewell  zuschreibt.  Wenn 
/■(s)  sich  auf  eine  Konstante  reduziert,  so  ist  die  Kurve  von  konstanter 
Krümmung  und  wird  von  Krause  Unicurva  genannt  (sie  ist  dann  eine 
Gerade  oder  ein  Kreis);  im  anderen  Falle  hat  man  eine  Versicurva  nach 
der  Namengebung  des  genannten  Geometers^). 

1)  Ä  treatise  on  differential  equations^  4.  Aufl.  (London  1882)  S.  264. 

2)  Nova  theoria  linearum  curvarum  (München  1835)  S.  24. 


Nachwort. 

Rückblick  über  die  liistorische  Entwickeluiig  der  Theorie  der 

ebenen  Knrven. 

Das  Bestreben,  die  vielgestaltigen  Untersucliungen,  die  im  Laufe  von 
zwanzig  Jahrhunderten  (so  alt  ist  schon  jene  Disciplin)  über  spezielle  ebene 
Kurven  aufgenommen  und  durchgeführt  sind,  in  eine  logische  Ordnung  zu 
bringen,  veranlafste  uns  häufig,  in  unserer  Darlegung  die  chronologische 
Ordnung  zu  verlassen  (vgl.  Vorwort).  Um  diesem  Übelstande  abzuhelfen, 
halten  wir  es  für  das  beste,  zum  Schlüsse  noch  einen  flüchtigen  Rückblick 
zu  halten  über  das,  was  auf  den  vorigen  Seiten  nur  vereinzelt  und  ver- 
streut dargelegt  ist. 

Der  Ursprung  der  Theorie  der  ebenen  Kurven  verliert  sich  ins  Dunkel 
der  Zeiten;  die  Betrachtung  der  Bewegung  der  Gestirne  und  des  Falles 
schwerer  Körper,  die  Beobachtung  des  geradlinigen  Weges  des  Lichtes  und 
die  des  Schattens,  den  undurchsichtige  Körper  werfen,  diese  und  viele 
andere  Phänomene  solcher  Art  mufsten  bei  jedem,  der  Augen  hatte  zu  sehen, 
und  den  Verstand  zum  Nachdenken,  den  Begriff  der  Linie  hervorrufen,  sei 
es  als  die  Spur,  die  ein  bewegter  Punkt  hinterläfst,  oder  als  eines  ge- 
wissen Etwas,  das  den  einen  Teil  einer  Pläche  von  dem  benachbarten 
scheidet.  Und  in  der  That,  alle  alten  Bauwerke,  die  als  Reste  einer  ver- 
schwundenen Kultur  übrig  geblieben  sind,  tragen  auf  ihren  Wänden  Zeich- 
nungen von  Kurven,  oder  sie  setzen  in  ihrer  Konstruktion  Kenntnisse  über 
solche  Linien  voraus.  Wir  werden  jedoch  nicht  versuchen  festzulegen, 
welcher  Person,  ebensowenig  welchem  Volke  die  Entdeckung  des  Begriffes 
der  Linie  zuzuschreiben  ist;  das  grofse  Buch  der  Geschichte  würde  stumm 
bleiben  für  jeden,  der  sich  mit  dieser  Frage  befassen  würde.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  der  Bestätigung,  dafs  bei  allen  Völkerschaften,  die  es  zu 
einer  gewissen  Kulturstufe  gebracht  haben,  nicht  blofs  der  Begriff  der 
Geraden  und  des  Kreises  vorhanden  ist,  sondern  auch  Versuche  vor- 
liegen, die  Länge  dieser  Linie  zu  messen  und  die  Gröfse  der  von  ihr  um- 
schlossenen Fläche  zu  bestimmen. 

Ein  festerer  Boden  bietet  sich  aber  demjenigen,  der  auf  den  Ursprung 
der  Kegelschnitte  zurückgehen  will,  da  man  nämlich  die  Entdeckung 
jener  berühmten  Triade  dem  Menaechmus,  dem  Lehrer  Alexanders  des 
Grofsen  zuschreibt;  mehr  als  zweitausend  Jahre  eifrigen  und  fast  ununter- 
brochenen Studiums  haben  nicht  ausgereicht,  die  Aufzählung  aller  ihrer 
Eigenschaften  zu  erschöpfen.  Menaechmus  erhielt  diese  Kurven,  indem  er 
einen  geraden  Kreiskegel  mit  einer  Ebene  schnitt,  oder  sollte  er  diese 
Kurven  in  der  Ebene  gezeichnet  haben,  in  der  Absicht,  das  Problem  der 
Würfelverdoppelung   zu   lösen?     Die   Antwort    ist   zweifelhaft.      Nicht  un- 
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wichtig  ist  aber  die  Bemerkung,  dafs  zufolge  seines  Verfahrens  die  Geo- 
metrie wenigstens  um  eine  Methode  bereichert  wurde,  die  der  weitgehend- 
sten Anwendung  und  vielfacher  Verallgemeinerung  fähig  ist,  um  neue 
Kurven  zu  erzeugen  und  zu  erforschen;  sie  besteht  darin,  eine  bekannte 
Oberfläche  durch  Ebenen  zu  schneiden,  oder  eine  Kurve  mit  ihrer  Central- 
projektion  in  Beziehung  zu  setzen,  oder  schliefslich  eine  metrische  Be- 
ziehung aufzustellen,  der  alle  Punkte  einer  Kurve  gehorchen.  —  Eine 
Anwendung  des  ersten  Verfahrens  findet  sich  bei  Perseus,  um  eine  inter- 
essante Gruppe  von  Kurven  zu  erhalten,  nämlich  die  spirischen  Linien 
(s.  Nr.  62  fP.);  das  zweite  Verfahren  lieferte  dem  Newton  seine  Klassi- 
fikation der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung  (Nr.  15),  und  kann  als  Ur- 
quell der  gesamten  heutigen  projektiven  Geometrie  betrachtet  werden;  in 
dem  dritten  schliefslich  erkennt  man  die  ersten  Anfänge  der  analytischen 
Geometrie.  Dennoch  enthüllten  jene  Methoden  —  wie  sehr  sie  auch  in 
verschiedener  Weise  angewendet,  in  mehrfacher  Weise  modifiziert  und  ge- 
wissermafsen  umgeändert  wurden,  durch  Apollonius  von  Pergae  in  seinem 
berühmten  Werke  über  die  Kegelschnitte  —  ihre  ganze  Fruchtbarkeit  erst 
viele  Jahrhunderte  später.  Im  allgemeinen  waren  es  jedoch  nicht  jene 
Methoden,  die  von  den  alten  Geometern  angewendet  wurden,  um  die  Zahl 
der  speziellen  ebenen  Kurven  zu  vermehren,  vielmehr  gaben  sie  den  kine- 
matischen Methoden  den  Vorzug.  Und  das  darf  uns  nicht  Wunder 
nehmen;  ist  es  doch  viel  natürlicher,  eine  Linie  dadurch  zu  definieren,  dafs 
man  die  Gesetze  der  Bewegung  des  sie  erzeugenden  Punktes  angiebt!  So 
war  es'  die  Vereinigung  der  drehenden  Bewegung  einer  Geraden  mit  der 
fortschreitenden  eines  Punktes  (oder  einer  zweiten  Geraden),  welche  die  von 
dem  Sophisten  Hippias  von  Elea,  einem  Zeitgenossen  des  Sokrates,  er- 
dachte Quadratrix  entstehen  liefs  (Nr.  175).  Die  Quadratrix  des  Hippias 
und  des  Dinostratus  bilden  die  ersten  Glieder  in  der  Eeihe  der  Kurven, 
die  zum  Zwecke  der  Quadratur  des  Kreises  ersonnen  wurden;  unter  ihnen 
finden  sich  sowohl  algebraische  Kurven,  wie  die  virtuellen  Parabeln  (Nr.  82), 
als  auch  transscendente  Kurven,  wie  die  Tschirnhausen^sche  Quadra- 
trix (Nr.  178)  und  die  Kochleoide  (Nr.  181). 

Der  Bewegung  entstammen  auch  die  von  Archimedes  erfundene 
Spirale  (Nr.  182)  und  die  Konchoide  des  Nikomedes  (Nr.  66),  das- 
selbe gilt  von  der  Cykloide  (Nr.  195),  die  vielleicht  auch  schon  den 
Alten  bekannt  gewesen;  ebenso  von  den  Kurven,  die  durch  Erweiterung 
des  Begriffes  der  Konchoide  erhalten  werden  (Nr.  69 — 71)  und  von  den 
cyklischen  Kurven  (Nr.  203),  für  die  kartesische  Parabel  (Nr.  31) 
und  die  Watt' sehe  Kurve  (Nr.  106). 

Wenn  nun  auch  die  Konchoide  des  Nikomedes  vermittelst  der  Be- 
wegung definiert  wurde,  so  war  sie  doch  zu  dem  Zwecke  erdacht,  das 
berühmte  Problem  der  Würfelverdoppelung  und  der  Winkeldreiteilung  zu 
lösen,  welche  Probleme  bekanntermafsen  die  Dämonen  waren,  welche  den 
alten  Geometern  schlaflose  Nächte  bereiteten.  Zu  demselben  Zwecke  wurde 
die  Gissoide  desDiokles  (Nr.  22)  erfunden,  und  es  ist  bemerkenswert, 
dafs  durch  die  Erfindung  der  Gissoide  —  ebenso  durch  die  der  Konchoide  — 
die  Geometrie  um  ein  treffliches  Verfahren  bereichert  war,  aus  einer  be- 
liebigen Kurve   eine   andere   abzuleiten,    die   man  die   cissoidale  Kurve 
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der  ersteren  zu  nennen  pflegt  (Nr.  29).  Koncboide  und  Cissoide  gehören 
überdies  einer  zahlreichen  Gruppe  von  Kurven  an,  die  man  wegen  ihrer 
hauptsächlichsten  Anwendungen  als  Multiplikatrix-,  Mediatrix-  und 
Sektrix  Kurven  bezeichnet  hat  (Nr.  47—51,  98,  141  —  152). 

Die  Völkerwanderungen,  die  Einfälle  der  Barbaren,  und  die  Eeligions- 
kriege,  die  das  Mittelalter  erfüllten,  wie  auch  humanistische  Studien,  die 
dazumal  ihr  Interesse  beanspruchten,  verursachten  eine  derartige  Stagnierung 
bezw.  Ablenkung  der  geistigen  Thätigkeit  des  Menschengeschlechts,  dafs 
ganz  besonders  die  von  den  Mathematikern  des  goldenen  Zeitalters  der 
griechischen  Geometrie  gestreuten  Keime  schlummerten  ohne  Früchte  zu 
zeitigen.  Das  überkommene  Erbteil  der  Geometrie  blieb  nicht  nur  nicht 
auf  seinem  Bestände,  sondern  erlitt  auch  beklagenswerte  Verluste;  wir 
brauchen  nur  daran  zu  erinnern,  dafs  in  jener  Epoche  der  Barbarei,  in 
welcher  die  rohe  Gewalt  über  die  Vernunft  herrschte,  Werke  wie  die 
Porismen  des  Euklides,  die  Ebenen  Örter  des  ApoUonius,  und  wer 
weifs  wie  viele  andere  Schriften,  von  denen  nicht  einmal  der  Titel  oder 
dc^  Name  des  Autors  übrig  geblieben,  für  immer  vernichtet  worden  sind. 
Die  von  den  Arabern  nach  Europa  gebrachten  Fragmente  griechischer 
Wissenschaft,  die  sich  aus  dem  gewaltigen  geistigen  Schiffbruche  des  Mittel- 
alters gerettet  hatten,  erweckten  alsbald  auch  bei  den  Abendländern  den 
eingeschläferten  Geist  zur  Erforschung  der  Wahrheit,  und  die  ebenen  Kurven 
gaben  alsbald  den  Beweis  von  der  geistigen  Arbeit  der  Mathematiker. 
Die  Theorie  dieser  interessanten  Gebilde  erfuhr  alsbald  durch  die  Ver- 
dienste eines  Descartes  und  Fermat  eine  vollständige  ümwandelung  und 
eine  ungeahnte  Entwickelung.  Die  Koordinatenmethode  ist  die  Zauberin, 
die  mit  einem  Schlage  eine  derartige  Umwandlung  bewirkte!  Sie  liefert 
ja  nicht  blofs  ein  einheitliches  Verfahren,  jede  Kurve  symbolisch  darzu- 
stellen, sondern  sie  bietet  auch  die  Möglichkeit  eine  allgemeine  Theorie 
der  Kurven  zu  schaffen,  und  setzt  jeden  in  den  Stand,  die  Schar  der  spe- 
ziellen ebenen  Kurven  um  neue  Elemente  zu  bereichern. 

Mit  der  Entstehung  der  analytischen  Geometrie  ist  die  Untersuchung 
einer  Kurve  eigentlich  identifiziert  mit  der  einer  Funktion;  jeder  Fort- 
schritt in  der  Analysis  macht  sich  auch  in  einem  solchen  der  Geometrie 
bemerkbar;  zwei  Disziplinen,  die  zunächst  in  verschiedener  Eichtung  und 
zu  verschiedenen  Zwecken  streben,  vereinigen  sich  und  gehen  für  immer 
zusammen.  Und  dieser  Vereinigung  verdanken  unzählige  wichtige  Kurven 
ihre  Entstehung;  wir  erwähnen  zunächst  das  Fo.lium  Cartesii  (Nr.  32),  die 
Parabeln  (Nr.  116)  und  die  Hyperbeln  höherer  Ordnung  (Nr.  120), 
die  Perlkurven  (Nr.  122),  die  Lame^schen  Kurven  (Nr.  124)  und  die 
triangulär-symmetrischen  (Nr.  125);  ebenso  die  Polyzomalkurven 
(Nr.  128)  und  andere  (Nr.  114).  In  zweiter  Linie  heben  wir  hervor  die 
trigonometrischen  (Nr.  222,  223),  die  logarithmische,  die  hyper- 
geometrische von  Euler  und  die  Kurve  von  Wallis  (Nr.  224  u.  225), 
sowie  die  aus  der  Theorie  der  Polynome  entspringenden  (Nr.  161  ff.)  und 
die  aufserordentlichen  Kurven  (Nr.  226). 

In  der  Epoche  in  der  Descartes  und  Fermat  herrschten,  begannen 
auch  die  schon  von  Archimedes  ausgestreuten  Samen  der  Infinitesimal- 
rechnung, die  Hunderte  von  Jahren  unfruchtbar  im  Boden  gelegen  hatten. 
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Keime  zu  treiben.  Eben  in  dieser  Epoche  gelangen  Ergänzungen  zur 
Theorie  einiger  wichtiger  Kurven  von  allergröfster  Bedeutung,  die  man 
nach  heutiger  Bezeichnung  als  Bestimmung  der  analytischen  Natur  ge- 
wisser, in  der  Geometrie  auftretender  Funktionen  bezeichnen  kann.  Denn, 
gehört  nicht  die  Untersuchung  hierher,  die  dazu  führt,  dafs  jeder  Bogen 
der  Archimedischen  Spirale  gleich  einem  passend  gewählten  auf  der  Parabel 
sei?  (vgl.  Nr.  183).  Heute  sind  wenige  Zeilen  Rechnung  erforderlich, 
um  die  Wahrheit  dieses  Satzes  nachzuweisen,  aber  welcher  grofse  Scharf- 
sinn war  nicht  erforderlich,  um  die  Identität  von  Bogen  solch  verschie- 
dener Kurven,  wie  die  obigen,  zu  erkennen?  Und  das  um  so  mehr,  als  das 
Problem  der  Rektifikation  einer  Kurve  ein  Hindernis  war,  dem  die  Waffen 
der  alten  Geometer  nicht  gewachsen  waren,  und  vor  dem  selbst  ein 
Archimedes  sich  als  besiegt  erklären  mufste! 

Dieses  glänzende  Resultat  ermutigte  die  Mathematiker,  den  Versuch  zu 
machen,  auch  andere  gekrümmte  Linien  auszumessen  oder  sie  mit  anderen 
verschiedenen  zu  vergleichen.  In  der  That  verallgemeinerte  Format  den 
oben  genannten  Satz,  indem  er  die  Gleichheit  zwischen  dem  Bogen  einer 
Parabel  höherer  Ordnung  und  dem  einer  jener  Spiralen  erkannte ,  zu  denen 
man  durch  Verallgemeinerung  der  Archimedischen  gelangte  (Nr.  185).  Nicht 
lange  Zeit  war  verflossen,  als  auch  schon  (und  zwar  fast  gleichzeitig  und 
unabhängig  voneinander)  der  Franzose  Format,  der  Engländer  Neil  und  der 
Holländer  Heuraet  eine  algebraische  Kurve  entdeckten,  die  exakt  rektifizierbar 
war:  die  semikubische  Parabel;  diesem  Resultate  kann  die  fast  zur  selben 
Zeit  gelungene  Rektifikation  einiger  transscendenter  Kurven  an  die  Seite 
gestellt  werden,  wie  die  der  logarithmischen  Spirale  (Nr.  191),  der  ge- 
meinen Cjkloide  (Nr.  195),  der  Epi-  und  Hypocjkloiden  (Nr.  303),  sowie 
einiger  anderer  (Nr.  197).  Diese  schönen  Ergebnisse  führten  später  den 
Grafen  von  Fagnano  zu  einer  ganzen  Familie  von  Parabeln,  die  Bogen 
enthalten,  deren  Differenz  rektifizierbar  ist  (Nr.  119)  und  zu  seinen  be- 
rühmten Untersuchungen  über  die  Rektifikation  der  Lemniskate  (Nr.  94), 
welche  wichtige  Vorarbeiten  zur  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  bildeten. 
Von  derselben  Bedeutung  sind  auch  die  neueren  Untersuchungen  über  die 
Kurven,  deren  Rektifikation  von  vorher  bestimmten  Funktionen  abhängt; 
von  den  Früchten,  die  sie  gezeitigt  haben,  weisen  wir  nur  auf  die  Ent- 
deckung der  Serret'schen  Kurven  (Nr.  167),  sowie  die  der  Sinus- 
spiralen (Nr.  169)  hin. 

Das  durch  die  analytische  Geometrie  angewiesene  Verfahren,  unzählig 
viele  spezielle  Kurven  zu  erhalten  (nämlich  sie  durch  die  entsprechenden 
Gleichungen  zu  definieren)  läfst  nicht  immer  ihre  Gestalt  erkennen  und 
führt  meistens  nur  mit  grofser  Umständlichkeit  zu  einer  organischen  Er- 
zeugung derselben.  Es  ist  daher  nicht  zu  verwundern,  wenn  ein  Geo- 
meter —  Guido  Grandi  —  sich  die  Aufgabe  stellte,  die  Eigenschaften 
gewisser  Kurven  von  vorher  bestimmter  Gestalt,  nämlich  der  Rhodoneen 
(Nr.  134)  zu  untersuchen,  und  wenn  bald  darauf  die  Gelehrten  zu  der 
Methode  der  Alten,  d.  h.  zu  der  kinematischen  Methode  zurückkehrten, 
um  neue  Kurven  zu  erhalten.  Dem  Beispiele  des  genannten  italienischen 
Geometers  sind  auch  einige  der  neueren  gefolgt:  das  zeigt  uns  die  Er- 
findung der  geometrischen  Blätter  (Nr.  138),   der   dreieckigen  und 
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orbiformen  Kurven  Euler^s  (Nr.  139),  einiger  Ovale  und  des  Trifolium 
pratense  (ßr.  113).  Jene  Rückkehr  zu  den  älteren  Methoden  bezeugen 
uns  weiter  einige  treffliche  Arbeiten  De  la  Hire^s  —  es  genüge  die  An- 
führung derjenigen,  die  sich  auf  die  allgemeinen  Konchoiden  beziehen 
(Nr.  69)  —  als  neuere  Ergebnisse  dieser  Methode  haben  wir  die  Oyk- 
loiden  (Nr.  195)  und  die  glänzende  Schar  verwandter  Linien,  wie  die 
Epi-  und  Hypocykloiden,  die  allgemeinen  Trochoiden  (203 — 13),  ins- 
besondere die  Kurven  von  Delaunay  und  Sturm,  die  Olistoiden  —  ins- 
besondere die  Astroiden  (Nr.  103)  —  die  Verfolgungskurven  (Nr.  249), 
die  Reptorien  Joh.  Bernoullis  (Nr.  214),  die  syntrepenten  und  isotrepenten 
Kurven  (Nr.  214)  anzuführen. 

Derartige  Studien  führten  zu  wichtigen  Untersuchungen  und  zur  Auf- 
stellung von  Folgerungen,  die  in  den  Jahrbüchern  der  Mathematik  nieder- 
gelegt worden  sind.  Aufser  den  unzähligen  Sätzen  über  das  Ziehen  der 
Tangenten,  über  die  Bestimmung  der  Kurvenbogen  und  Flächenberechnung 
(viele  derselben,  wenn  sie  auch  heute  in  Vergessenheit  geraten  sind,  sind 
dennoch  würdig,  den  berühmten  Resultaten,  die  Archimedes  erzielte,  an  die 
Seite  gestellt  zu  werden)  möge  noch  eine  Gruppe  vollständig  neuer  Sätze 
und  Aufgaben  erwähnt  werden,  die  aus  derartigen  Studien  hervorgegangen 
sind.  Entdeckt  wurde  der  Tautochronismus  der  Cykloide  (Nr.  200),  be- 
merkt wurde,  dafs  sie  die  Brachistochrone  im  leeren  Räume  sei,  man  ging 
an  die  Aufgabe,  statt  Kurven  mit  vorherbestimmten  geometrischen  Eigen- 
schaften aufzusuchen,  solche  mit  bestimmten  mechanischen  Eigenschaften 
zu  bestimmen.  So  entstand  das  Problem  der  „curva  descensus  aequabilis", 
das  von  der  semikubischen  Parabel  (Nr.  118)  gelöst  wird,  das  der  Seil- 
und  Segelkurven,  welches  die  Kettenlinie  löst  (Nr.  239),  das  der  Elastizitäts- 
und Muldenkurve,  das  durch  dieselbe  Kurve  gelöst  wird  (Nr.  237)  und 
das  der  paracentrischen  Isochrone  von  Leibniz  (Nr.  238).  Nicht  unerwähnt 
bleibe  auch  die  Aufgabe,  die  zur  Traktrix  führt  (Nr.  230)  und  ein  all- 
gemeines, von  Joh.  BernouUi  gestelltes  Problem,  welches  von  den  heute 
Tautobaryden  und  Barytropen  genannten  Kurven  gelöst  wird  (Nr.  218); 
ferner  mögen  denjenigen  Kurven,  die  man  als  physikalisch-mathematische 
bezeichnen  kann,  noch  die  Cartesischen  Ovale  (Nr.  78)  hinzugefügt  werden, 
indem  man  sie  als  aplanetische  Linien  betrachtet,  und  die  Cassini' sehen 
Ovale  (Nr.  90),  angesehen  als  vorgebliche  Bahnen  der  Planeten,  die  Äqui- 
tangentialkurven  (Nr.  231),  die  Isophanen  (Nr.  255),  die  Kettenlinie  gleichen 
Widerstandes  (Nr.  236),  die  Konchospiralen  (Nr.  193),  die  elektromagne- 
tische Kurve  Em.  Weyr's  (Nr.  240),  die  Lissajous^schen  Kurven  (Nr.  173), 
die  Galilei^sche  Spirale,  die  Herpolhodie  und  die  Poinsot^sche  Spirale  (Nr.  239). 

Das  inverse  Problem  der  Tangente  ist  in  seinem  Ursprünge  mit  einer 
bemerkenswerten  Kurvenklasse  verknüpft,  welche  als  Debeaune^sche  Kurven 
bezeichnet  werden  (Nr.  215),  während  es  in  anderen  Stadien  seiner  Ent- 
wickelung zu  den  Ribaucour'schen  Linien  (Nr.  217),  zur  Spirale  von 
Norwich  (Nr.  220)  und  zur  Euler'schen  Kurve  führte  (Nr.  221). 

Die  Koordinatenmethode  führt  auch,  abgesehen  davon,  dafs  sie  un- 
zählig viele  spezielle  Kurven  hervorspriefsen  läfst,  zu  einem  sehr  einfachen 
Verfahren,  eine  Kurve  in  eine  andere  zu  verwandeln ,  dessen  Idee  zuerst 
Varignon  voll  und  klar  erfafst  hatte  (Nr.  242):   man  verwandelt  nämlich 
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die  kartesischen  in  Polarkoordinaten.  Diesem  einfachen  Verfahren  ver- 
danken ihre  Entstehung  aufser  der  logarithmischen  Spirale  (zu  der  man 
allerdings  auch  auf  anderem  Wege  gelangt)  die  hyperbolische  (Nr.  188) 
und  die  parabolische  (Nr.  187)  Spirale  und  die  höheren  Grades  (Nr.  185); 
ferner  der  Lituus  (Nr.  190),  sowie  ein  grofser  Teil  der  algebraischen 
Spiralen  (Nr.  188).  Indem  man  ein  ähnliches  Verfahren  auf  die  ge- 
wöhnliche Traktrix  anwandte,  gelangte  man  zur  Traktrix  complicata 
(Nr.  332). 

Die  geometrische  Methode  des  Cartesius  und  Fermat,  wenngleich  sie  von 
dem  allerhöchsten  und  unbestreitbaren  Nutzen  ist,  bietet  dennoch  unter 
Umständen  ziemliche  Unbequemlichkeiten,  die  man  vergeblich  zu  leugnen 
oder  zu  beseitigen  versuchen  würde:  die  erste  derselben  ergiebt  sich  aus 
der  Notwendigkeit,  dafs  man  immer  die  Koordinataxen  zu  berücksichtigen 
hat,  und  zwar  als  fremde  und  häufig  hinderliche  Elemente.  Die  Versuche, 
diesen  Unbequemlichkeiten  auszuweichen,  gehen  bis  zum  Ende  des  18.  Jahr- 
hunderts zurück.  Dies  zeigen  folgende  Worte,  die  Lacroix  in  der  Vorrede 
seines  grofsen  Traue  du  Calcul  differentiel  et  cht  Calcul  integral  (Paris  1797) 
S.  XXV  schrieb:  „En  ecartant  avec  soin  toutes  l^s  constructions  geo- 
metriques,  j^ai  voulu  faire  sentir  au  lecteur  qu'il  existoit  une  maniere  d^en- 
visager  la  Geometrie,  qu^on  pourroit  appeler  Geometrie  analytique, 
et  qui  consisteroit  a  deduire  les  proprietes  de  Tetendue  du  plus  petit 
nombre  de  principes,  par  des  methodes  purement  analytiques,  comme 
Lagrange  Ta  fait  dans  sa  Mechanique  a  Tegard  des  proprietes  de  Tequi- 
libre  et  du  mouvement."  Diese  Eichtung  in  der  Geometrie,  meisterhaft 
innegehalten  in  den  Werken  besonders  eines  Hesse  und  Clebsch,  hat 
schliefslich  dazu  geführt,  das  Studium  der  ebenen  Kurven  mit  der  Theorie 
der  ternären  algebraischen  Formen  zu  identifizieren:  ihr  verdanken  wir 
fast  die  ganze  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Kurven,  auf  ihren  un- 
geheueren Wert  hinzuweisen,  wäre  daher  überflüssig.  Aber  auch  sie  genügt 
noch  nicht  vollständig  den  Wünschen  nach  Befreiung  von  der  unumgäng- 
lichen Betrachtung  solch  künstlicher  Elemente,  wie  die  Koordinaten  sind, 
dem  Bestreben  eine  analytische  Geometrie  zu  besitzen,  die  ausschliefslich 
mit  Elementen  operiert,  die  mit  der  zu  untersuchenden  Kurve  in  engem 
Zusammenhange  stehen.  Diesem  Bedürfnisse  zu  genügen,  versuchte  Leibniz 
mit  seiner  Characteristica  geometrica,  und  dies  gelang  Grafsmann  durch  den 
in  seiner  Ausdehnung sleJire  enthaltenen  geometrischen  Kalkül.  Dies  zu 
erreichen  waren  auch  diejenigen  bemüht,  die  eine  Kurve  durch  eine  Glei- 
chung darzustellen  suchten,  in  welcher  keine  künstlichen  Elemente,  son- 
dern nur  solche  vorkommen,  die  mit  der  Gestalt  der  Kurve  zusammen- 
hängen, wie  Bogenlänge  und  Krümmungsradius.  Die  Anfänge  dieser 
Methode  sind  schon  mehr  als  ein  Jahrhundert  alt,  und  schon  1798  be- 
merkt Lacroix  im  IL  Bande  des  vorhin  rühmlichst  erwähnten  Traue, 
nachdem  er  davon  eine  Anwendung  gemacht  hat  (S.  392):  „cette  maniere 
de  presenter  Tequation  d^une  courbe,  est  remarquable  en  ce  qu^elle  n^em- 
ploie  que  des  quantites  absolument  inherentes  a  la  courbe  proposee  et 
qu^elle  ne  laisse  d^arbitraire  que  le  choix  du  premier  point."  Andere 
Beiträge  für  denselben  Gedankengang  liefern  die  beiden  Werke  von 
0.  F.  Krause   und  A.  Peters,    die   wichtigen   Abhandlungen   von   Whewell, 
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Onnen  und  anderen^).  Derjenige  Geometer  aber,  dem  dieser  neue  Zweig 
der  analytischen  Geometrie  einen  Kanon  von  Gesetzen  verdankt,  die  einen 
richtigen  Gebrauch  desselben  sichern,  ist  E.  Cesaro,  der  dieser  Disziplin, 
die  er  G-eometria  intrinseca  nannte,  zunächst  eine  Reihe  von  Abhandlungen, 
und  dann  ein  vorzügliches  Buch  widmete,  das  kürzlich  auch  in  deutscher 
Bearbeitung  erschienen  ist. 

Wir  haben  auf  diesen  neuen  Zweig  der  Geometrie  besonders  deswegen 
hingewiesen,  weil  aus  ihm  die  Entdeckung  vieler  spezieller  Kurven  und 
Eigenschaften  schon  früher  bekannter  Kurven  hervorgewachsen  ist,  ferner 
aber  auch,  weil  er  ein  Mittel  bietet  —  ähnlich  dem  von  Varignon  ge- 
lieferten —  um  wieder  neue  Kurven  zu  erhalten;  man  braucht  nur  in  der 
Gleichung  irgend  einer  Kurve  die  kartesischen  oder  Polarkoordinaten  ganz 
oder  teilweise  durch  natürliche  Koordinaten  zu  ersetzen,  um  aus  jener  eine 
neue  Kurve  abzuleiten  (vgl.  Nr.  243).  Es  möge  auch  nicht  verschwiegen 
werden,  dafs  in  vielen  Fällen  die  natürliche  Gleichung  einer  Kurve  ganz 
von  selbst  zu  Verallgemeinerungen  führt,  zu  denen  man  wohl  nie  auf 
anderen  Wegen  gelangt  sein  würde;  die  Sternkardioiden  (Nr.  72),  die 
Pseudocykloiden  (Nr.  200),  die  Pseudotraktrix  (Nr.  231)  und  die  Pseudo- 
katenarien  (Nr.  235)  mögen  zum  Nachweise  dafür  dienen. 

An  diese  Erzeugungs-  oder  Verallgemeinerungsarten  analytischer  Natur 
schliefsen  wir  diejenigen  an,  die  in  der  Anwendung  einer  vorher  bestimmten 
geometrischen  Transformation  auf  eine  gegebene  Kurve  bestehen,  und  wollen 
wir  unter  diese  auch  jene  rechnen,  die  einer  Kurve  ihre  Evolute,  Evolvente 
(Nr.  251),  Parallelkurve  (261),  Kaustika  oder  Eufspunktkurve  (Nr.  270) 
entsprechen  lassen.  Erwähnen  wir  schliefslich  noch  die  Untersuchung  der 
Kurven,  die  durch  eine  geometrische  Transformation  wieder  in  sich  selbst 
übergehen  (Nr.  153  if.,  156,  227,  229),  so  haben  wir  damit  die  Auf- 
zählung der  wichtigsten  Wege  erschöpft,  auf  denen  die  Gelehrten  an  der 
Aufstellung  der  reichen  Scharen  spezieller  ebener  Kurven  gearbeitet  haben, 
und  die  jederzeit  von  allen  denen  beschritten  werden  können,  die  ihnen 
nacheifern  wollen. 

Aber  gerade  die  beträchtliche  Ausdehnung,  welche  diese  Scharen  langsam 
und  unaufhörlich  annahmen,  und  die  grofse  Mannigfaltigkeit  ihrer  Elemente 
liefsen  immer  dringender  den  Wunsch  hervortreten,  sie  in  eine  gute  und  gesetz- 
mäfsige  Ordnung  zu  bringen.  Die  Klassifikation  der  Kurven  dritter  Ordnung, 
die  vor  mehr  als  zweihundert  Jahren  ausgeführt  wurde,  dann  die  der  Kurven 
vierter  Ordnung,  sowie  die  gegen  1750  von  Euler  und  Gramer  geschaffenen 
methodischen  Bearbeitungen  der  algebraischen  Kurven,  bezeugen,  wie  alt 
dieser  Wunsch  schon  ist.  Derartige  Arbeiten  hat  das  verflossene  Jahr- 
hundert nicht  weniger  als  vier  von  gröfster  Bedeutung  hinzugefügt:  zwei 
von  wesentlich  analytischer  Natur,  durch  P  lue  k  er  und  0  leb  seh,  die  dritte, 
die  man  als  eklektisch  bezeichnen  kann,  von  Salmon,  und  schliefslich  die 
vierte  halb-  oder  pseudosynthetische  von  Oremona.  Für  eine  streng  syn- 
thetische Theorie  der  algebraischen  Kurven  haben  schon  E.  de  Paolis  und 


1)  Wer  sich  spezieller  hierüber  informieren  will,  nehme  den  trefflichen 
Bericht  über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Lehre  von  den  natürlichen  Koordinaten 
von  E.  Wölffing  zur  Hand  (Bibl.  math.  3.  Ser.  I,  1900). 
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E.  Kötter  die  wesentlichsten  Elemente  geliefert.  Was  uns  durchaus  noch 
fehlt,  ist  eine  Theorie  der  nicht  algebraischen  Kurven,  die,  wenn  sie  auch 
nicht  alle  bekannten,  so  doch  wenigstens  die  gröfste  Zahl  der  transscen- 
denten  Kurven  umfassen  möchte. 

Manche  und  vielleicht  wichtige  Bausteine  zur  Ausfüllung  dieser  Lücke 
haben  wir  schon,  wie  uns  eine  eingehende  Betrachtung  der  Darlegungen 
des  Abschnittes  VI  insbondere  und  teilweise  auch  des  Abschnittes  YII  lehren. 
Nämlich  die  meisten  der  dort  betrachteten  Kurven  erfreuen  sich  der  Eigen- 
schaft, dafs  für  jeden  Punkt  derselben  der  Neigungskoeffizient  der 

Tangente   (7^  =  ^'     ^^    rechtwinkligen     kartesischen    Koordinaten)     die 

Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  ist,  deren  Koeffizienten  ganze 
Polynome  in  oß,  y  sind;  mit  anderen  Worten:  jede  derartige  Kurve  ist 
die  Integralkurve  einer  irreduzibelen  Differenzialgleichung  (erster  Ordnung) 
von  folgendem  Typus 

r  =  n 

F(x,y,y')^2U^,y)-y'"-''-o, (1) 

r  =  0 

WO  die  foT  fif  f2')  •  -  ")  fn  ^  Polynome  ohne  gemeinsamen  Faktor  sind;  zu 
dieser  Klasse  gehören  fast  alle  transscendenten  Kurven,  die  einen  beson- 
deren Namen  erhalten  haben,  ausgenommen  die  Klothoide,  die  Euler^sche 
Kurve,  die  Linien  von  Mercator,  die  Kettenlinie  gleichen  Widerstandes,  die 
Lemniskatrix  und  die  Additions-  und  Subtraktions-logarithmische  Kurve. 
Da  sich  nun  der  oben  erwähnten  Eigenschaft  auch  alle  algebraischen 
Kurven  erfreuen,  so  können  jene  transscendenten  Kurven  als  eine  Verall- 
gemeinerung derselben  ausgssehen  werden.  Wir  haben  sie  daher  mit  dem 
Namen  panalgebraische  Kurven  bezeichnet;  n  wollen  wir  ihren  Grad 
nennen,  und  v^  den  höchsten  Grad  der  Polynome  fo,  /i,  .  •  .,  Z'^,  ihren  Eang. 
Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  die  panalgebraischen  Kurven  eine  Eeihe  von 
Eigenschaften  besitzen,  die  ganz  analog  den  bekannten  der  algebraischen 
Kurven  sind^). 

Mit  u  und  v  bezeichnen  wir  die  Plücker^schen  Koordinaten  der  Tan- 
gente im  Punkte  (x^  y)  einer  panalgebraischen  Kurve,  die  der  Gleichung  (l) 
genügt;  die  Ableitungen  nach  x  wollen  wir  im  allgemeinen  durch  Accente 
ausdrücken.     Dann  haben  wir  ersichtlich 

V  —1 

V  ==  • 


y  —  xy  '  y  —  xy  ' 

daraus  folgt: 

,  u  ,  yy"  ,  xy"  v        /dv\  x 

^  v'  {y — xyy^  {x  —  xyY^         u        \du/  y^ 

und  daher  dv  du 

X  = 


u-dT)  —  v-du''        ^       U'dv  —  v-du 

Setzen  wir  nun  in  die  Gleichung  (l)  für  x^y^y    die  eben  als  Funktionen 
von  u  und  v  gefundenen  Werte  ein,  so  erhalten  wir: 

1)  Weitere  Einzelheiten  finden  sich  in  der  Abhandlung  des  Verf.  lue  curve 
panalgebriche  (Prager  Ber.,  1901);  wieder  abgedruckt  mit  Berichtigungen  und 
Zusätzen  in  Le  matematiche  pure  ed  appUcate  II,  1902. 
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Nun  ist  dies  eine  Differenzialgleichung  in  u  und  v  von  analoger  Be- 
schaffenheit wie  (l),  aber  vom  Grade  v.  Dies  zeigt  uns,  dafs  die  pan- 
algebraischen Kurven  in  ähnlicher  Weise  wie  die  algebraischen,  zweier  zu 
einander  dualer  Definitionen  fähig  sind,  oder  anders  gesagt,  man  kann 
aussprechen  den  folgenden 

Satz  I.  Eine  panaigebraisclie  Kurve  kann  ebensowohl  als 
Punktort,  als  auch  als  Enveloppe  von  Tangenten  aufgefafst  werden. 

Die  Betrachtung  der  Differenzialgleichung  (l)  führt  auch  sehr  leicht 
zur  Erkenntnis  der  geometrischen  Bedeutung  der  Zahlen  n  und  v]  man 
findet  nämlich  als 

Satz  II.  In  einer  Schar  panalgebraischer  Kurven  vom  Grade 
n  und  vom  Range  v  ünden  sich  n  Kurven,  die  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  gehen  und  v,  welche  eine  gegebene 
Gerade  der  Ebene  berühren. 

Dieser  Satz  ist  schon  enthalten  in  einem  allgemeineren,  der  sich  z.  B. 
mit  Hilfe  der  Methoden  der  abzählenden  Geometrie  leicht  beweisen  läfst^), 
nämlich  in  folgendem: 

Satz  III.  In  einem  System  panalgebraischer  Kurven  vom 
Grade  n  und  vom  Hange  v  giebt  es  fnv  -{-  fift  Kurven,  die  eine 
algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  m  und  der  Klasse  fi  be- 
rühren. 

Aus  den  Entwickelungen  in  der  Einleitung  zum  VI.  Abschnitt  folgt 
ferner  (vgl.  S.  408)  der 

Satz  IV.  Die  Berührungspunkte  der  von  einem  beliebigen 
Punkte  an  eine  panalgebraische  Kurve  vom  Grade  n  und  vom 
Range  v  gezogenen  Tangenten  liegen  auf  einer  Kurve  von  der 
Ordnung  v  -{-  n^  die  jenen  Punkt  als  m^- fachen  Punkt  hat. 

Satz  V.  Die  Tangenten  in  den  Punkten  einer  panalgebraischen 
Kurve  vom  Range  v  und  vom  Grade  n,  in  denen  sie  von  einer 
beliebigen  Geraden  geschnitten  wird,  gehören  einer  Kurve  von  der 
Klasse  n  -\-  v  an,  die  jene  Gerade  als   r- fache  Tangente  hat. 

Eine  interessante  Eigenschaft  der  panalgebraischen  Kurven  ergiebt 
sich  aus  einem  Fundamentalsatz  über  die  singulären  Lösungen  der  Diife- 
renzialgleichungen  erster  Ordnung,  den  man  Darboux  verdankt^).  Dieser 
Satz  besagt,  dafs  man  durch  Elimination  von  y   aus  den  beiden  Gleichungen 

^-0'      |f  =  o (3) 

die  Gleichung  des  Ortes  der  Spitzen  der  Integralkurven  der  Gl.  (l)  erhält. 
Nun  ist  die  resultierende  Gleichung  algebraisch,  und  auf  dem  Orte  liegen 


1)  Vgl.  Schubert,  Kalkül  der  ahmMenden  Geometrie  (Leipzig  1879)  S.  51. 

2)  Sur  les  Solutions  singulieres  des  equations  derivees  ordinaires  du  premier 
ordre  (Bull,  des  Sc.  math.  IV,  1873),  vgl.  E.  Picard,  Traite  d'analyse  III.  (Paris 
1896)  S.  47. 
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insbesondere  auch  die  Spitzen  einer  jeden  beliebigen  unter  jenen  Integral- 
kurven; man  schliefst  daher  den 

Satz  VI.  Die  Spitzen  einer  panalgebraischen  Kurve  liegen  auf 
einer  algebraischen. 

Hieran  können  wir  wegen  der  Dualität  (vgl.  Satz  l)  hinzufügen  den 

Satz  YII.  Die  Wendetangenten  einer  panalgebraischen  Kurve 
berühren  eine  algebraische  Kurve. 

Jede  „algebraische"  Berührungstransformation,  wie  sie  durch  Glei- 
chungen vom  Typus 

cp{x,y,y;  x^,y^,y^)  =  0,       lip.y.y',  %,  ^i,  ^i')  ==  ^^ 
^{x.y.y^,   x^,y^,y^)  =  0 

definiert  wird,  wo  q)^%^  i\)  ganze,  rationale  algebraische  Funktionen  der 
Koordinaten  x^y.y  und  %,^i,«/i'  der  beiden  sich  entsprechenden  Linien- 
elemente sind,  verwandelt  offenbar  die  Differenzialgleichung  (2)  in  eine 
andere  von  demselben  Typus,  verwandelt  daher  jede  Integralkurve  von  (2) 
in  eine  andere  analoge;    daraus  geht  hervor  der 

Satz  VIII.  Jede  panalgebraische  Kurve  V7ird  durch  eine  Be- 
rührungstransformation in  eine  andere  umgewandelt. 

So  sind  z.  B.  alle  Parallelkurven  Fufspunktkurven,  Inversen  einer  pan- 
algebraischen Kurve  wieder  panalgebraisch. 

Die  orthogonalen  Trajektorien  der  oo^  Integralkurven  der  Differenzial- 
gleichung (2)  genügen  der  Differenzialgleichung 

r==0 

und  da  diese  dieselbe  Form  hat  wie  (2),  so  besteht  folgender 

Satz  IX.  Die  orthogonalen  Trajektorien  einer  Schar  pan- 
algebraischer Kurven  sind  ebenfalls  panalgebraisch  und  von  dem- 
selben Grade  und  Range. 

Die  Para-Polarkurven  der  Punkte  der  Ebene  in  Bezug  auf  eine  pan- 
algebraische Kurve  besitzen  jede  eine  bestimmte  Zahl  singulärer  (fester 
oder  auch  von  Kurve  zu  Kurve  variabeler)  Punkte  von  bestimmter  Viel- 
fachheit. Es  wird  daher  im  allgemeinen  00^  Parapolaren  geben,  von 
denen  jede  wenigstens  einen  Doppelpunkt  mehr  hat;  daher  kann  man 
(von  der  Analogie  geleitet)  den  Ort  der  Punkte  aufsuchen,  die  aufser  dem 
gewöhnlichen  noch  einen  Doppelpunkt  haben,  ebenso  den  geometrischen  Ort 
dieser  Doppelpunkte.  Diese  beiden  Orte  kann  man,  wegen  der  Analogie, 
die  sie  mit  jenen  Ko Varianten  einer  algebraischen  Kurve,  die  den  Namen 
Steiner^s  und  Hessens  tragen,  als  die  Para-Steiner^sche  und  die 
letztere  als  Para-Hesse^sche  bezeichnen.  Dann  kann  man  leicht  be- 
weisen den 

Satz  X.  Die  Para-Steiner'sche  und  Para-Hesse'sche  einer  pan- 
algebraischen Kurve  sind  algebraisch.  Damit  nämlich  die  durch  die 
Gleichung  /•=« 

2fr{^.y){^-yT-''\^--^y-^ (5) 
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dargestellte  Kurve,  welclie  ja  die  Polare  des  Punktes  (Z,  Y)  ist,  einen 
Doppelpunkt  in  (x^y)  habe,  müssen  aufser  der  Gleichung  (5)  noch  die 
beiden  folgenden  bestehen: 


r=0 


2  {^(Y~yY-'--(X-xy-(n-r)UT~yy-'-^-(X-xy]  =  0. 


(6) 


Eliminiert  man  aus  (5)  und  (6)  X  und  Y",  so  erhält  man  die  Gleichung 
der  Para-Hesse^schen,  dagegen  oc^  y^  die  der  Para-Steiner^schen.  Diese 
Elimination  ist  im  allgemeinen  zwar  nicht  ausführbar,  jedenfalls  aber  ist 
sicher,  dafs  in  beiden  Fällen  das  Resultat  eine  algebraische  Gleichung 
sein  wird  (von  der  man  auch  durch  Anwendung  bekannter  Sätze  aus  der 
Algebra  den  Grad  bestimmen  kann),  womit  der  Satz  bewiesen  ist.  Die 
Elimination  von  X,  Y  aus  (5),  (6)  läfst  sich  aber  ausführen,  wenn 
fi  =  /2  ^  /s  ^  *  •  ■  "==  /^-i  ===  ö  ist;  in  dem  Falle  nämlich  stellen  sich  jene 
Gleichungen  in  folgender  Form  dar 


UY~yy  +  UX-xy  =  0;.     .     .     . 

nf„{X-xy-\ 


+  |§(X-.)'» 


jy-i^-^y+^i^-^y-^fo(Y- 


Schreibt  man  die  beiden  letzteren  wie  folgt, 


(5') 
(6') 


g/o  (Y-y)"    ,    df„ 
dx   {X—xf  "^  dx 


-dy{Y-yf^dy         Y-y' 


nfo 


X—x' 
so  erkennt  man,  wenn  man  sie  mit  der  ersteren  kombiniert,  dafs  sie  werden  zu 


/o 

dx 


fn 

dx 


X  —  x' 


fn  fo 

dy       dy 


^fnfo 

Y-y 


erheben  wir  diese  in  die  n^^  Potenz,  wenden  von  neuem  Gleichung  (6)  an, 
so  erhalten  wir 


H^U 


fo 

fn 

n 

8fo 

8fn 

+  4 

dx 

dx 

fn  '0 

dy      dy 


=  0  . 


(7) 


als  Gleichung  der  Para-Hesse'schen  der  gegebenen  panalgebraischen  Kurve 
sowohl  als  auch  aller  derjenigen,  welche  der  oben  gekennzeichneten  DifFe- 
renzialgleichung  erster  Ordnung  genüge  leisten. 

Wenn  man,  was  noch  spezieller  ist,  n=-l   setzt,  und  der  Einfachheit 
wegen  fy^  =  9,  fo'^'^  setzt,  so  wird  die  vorige  Gleichung 
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(p  ^  0 

d  cp  dcp 

dx  dy  ^ 

dx  dy  ^ 


=  0 (8) 


Man  beacMe  nun,  dafs  man  sich  die  Gleichung  der  Para-Hesse^schen  einer 
panalgebraischen  Kurve   immer   in  dieser  Form   geschrieben  denken  kann. 

Löst  man  nämlich  die  Differenzialgleichung  (2)  auf  nach  y  ==  -t~  ,  so  er- 
hält man  ein  Eesultat  von  folgender  Gestalt 

^  —  _  _^  f€k\ 

dx  op  ' ^^^ 

wo  g)  und  ijj  bestimmte,  immer  endliche  Funktionen  von  x  sind;  sucht 
man  nun  die  Bedingung  dafür,  dafs  die  Parapolare  des  Punktes  (X,  F), 
nämlich  die  Kurve  ^ ^  ^ 

Y  —  y  ~  ~~  qp 

einen  Doppelpunkt  habe,  so  findet  man  in  der  That  die  Gleichung  (8). 

Diese  Bemerkung  führt  uns  zur  Entdeckung  einer  anderen  wichtigen 
Eigenschaft,  die  allen  panalgebraischen  Kurven  gemeinsam  ist.  Differen- 
zieren wir  die  Gleichung  (9),  so  finden  wir 

/    d^  dcp\  I   dip  d(p\ 

clx'^  1p^ 

das  will  besagen,  dafs 

dx^       ip^ 
Aus    diesem    Ausdrucke    geht    hervor,    dafs    für    alle    Punkte,    in    denen 
//=0^    ^  =j=  0,   auch   77-^  =  0    ist,    daher    sind    diese    Punkte   für   die 
Integralkurven   der  betrachteten  Differenzialgleichung  Wendepunkte.     Um- 
gekehrt hat  man  für  einen  Wendepunkt  der  Integralkurve  -p-2=0,  daher 

mufs,  weil  ip  immer  eine  endliche  Funktion  ist,  /i  =  0  sein.  Es  liegen 
daher  auf  der  Para-Hesse^schen  die  Wendepunkte  aller  (speziell  einer  jeden) 
der  betrachteten  Integralkurven.     Wir  schliefsen  somit  den 

Satz  XL  Die  "Wendepunkte  jeder  panalgebraischen  Kurve 
liegen  auf  einer  algebraischen  Kurve. 

Und  wegen  der  Dualität  (s.  Satz  I)  können  wir  auch  schliefsen  auf 
den  folgenden 

Satz  XII.  Die  Spitzentangenten  jeder  panalgebraischen  Kurve 
berühren  eine  algebraische  Kurve. 

Aus  XI  ergiebt  sich  eine  bequeme  Methode,  die  Gleichung  der  Para- 
Hesse'schen  einer  panalgebraischen  Kurve  zu  finden.     Wenn  diese  nämlich 
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in  kartesischen  Koordinaten  definiert  ist,  so  braucht  man  nur  einen  Aus- 
druck für  ^5-4,  herzuleiten   und   e^leich   Null   zu   setzen,   nachdem  man  die 

transscendenten  Funktionen  vermittelst  der  Kurvengleichung  eliminiert  hat. 
Ist  dagegen  die  Kurve  durch  eine  Gleichung  in  Polarkoordinaten  definiert, 
so  genügt  es,  die  Gleichung 

i+i.{i)  =  0 W 

ZU  berechnen  und  dann  so  zu  reduzieren  vermittelst  der  Gleichung  der  ge- 
gebenen Kurve,  dafs  sie  algebraisch  erscheint. 

Die  bislang  angestellten  Betrachtungen  zeigen  uns,  dafs  die  pan- 
algebraischen Kurven  enge  mit  der  Betrachtung  einer  ziemlichen  Zahl  al- 
gebraischer Kurven  verknüpft  sind.  Aber  die  angeführten  sind  nicht  die 
einzigen,  die  man  betrachten  kann.  Beachtet  man,  dafs  uns  der  Satz  YII 
beweist,  dafs  man  in  den  meisten  Fällen  bei  den  dargelegten  Entvsrickelungen 
an  Stelle  der  Tangenten  auch  die  Normalen  setzen  kann,  so  führt  uns  die 
gleichzeitige  Betrachtung  der  einen  sowohl  wie  der  anderen  zu  wichtigen 
Bemerkungen,  wie  sich  aus  Folgendem  ergiebt: 

Wir  nehmen  in  der  Ebene  einer  panalgebraischen  Kurve,  die  der 
Differenzialgleichung  (2)  genügt,  einen  beliebigen  Punkt  P(xq^  y^  an. 
Dann   werden   die   Punkte   der    Kurve,    deren   Tangenten   durch  P  gehen. 


durch  die  Gleichung  y  —  y 


y (11) 


definiert  werden.      Die  Normale    in   einem    dieser    Punkte   (o?,  y)  hat   die 
Gleichung  {X-x)  +  {Y-y)y  =  0, 

daher  sind  u  =  ~       ^  v  = -^-— 

x+yy''  oc  +  yy' 

ihre  Koordinaten.     Demzufolge  ist 

y'=l.     .     .     .     (12),       ux  +  vy +  1=0;     .     .     .     (13) 

infolge  von  (12)  wird  dann  Gleichung  (ll) 

vx  —  uy  =  vXq  —  uyQ (14) 

und  diese  kombiniert  mit  (13)  liefert  folgende  Werte 

_  u  +  v(uy^—vx,)  ,,  _  _  ^^ +  ^(^^0  —  ^2/0)  /iR\ 

Setzen  wir  in  (2)  die  Werte  von  (12)  und  (15)  ein,  so  finden  wir 

Da  nun  diese  Gleichung  in  u  und  v  algebraisch  ist,  so  ist  der  Beweis  er- 
bracht für  folgenden 

Satz  XIII.     Die  Normalen  einer  panalgebraischen  Kurve  in  den 
Punkten,  in   denen  sie  von  den   Strahlen   eines   Strahlenbüschel^ 
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berührt  wird,    sind  sämtlich   Tangenten    einer    und  derselben  al- 
gebraischen Kurve. 

Ein  Spezialfall  dieses  Satzes  war  zur  Zeit  schon  bekannt,  indem  Juel 
bemerkte,  dafs  die  Normalen  einer  Epi-(oder  ITypo-)Oykloide  in  den  Punkten, 
in  denen  sie  von  den  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  berührt  wird,  alle 
denselben  Kegelschnitt  berühren  (s.  S.  494). 

Ähnlich  kann  man  beweisen  den  folgenden 

Satz  XIV,  Die  Tangenten  einer  panalgebraischen  Kurve  in 
den  Punkten  von  der  Art,  dafs  die  entsprechenden  Normalen  durch 
einen  Punkt  gehen,  sind  zugleich  Tangenten  einer  algebraischen 
Kurve.  

Die  bisher  bekannten  transscendenten  Kurven,  die  nicht  panalgebraisch 
sind,  sind  noch  so  wenig  zahlreich,  dafs  er  als  verfrüht  und  unklug  er- 
scheinen mufs,  schon  jetzt  ein  Kriterium  für  ihre  Klassifikation  aufzustellen. 
Dennoch  scheint  es  uns  nützlich  zu  sein,  bevor  wir  schliefsen,  auf  einen 
Begriff  hinzuweisen ,  auf  den  man  zurückgreifen  könnte ,  um  wenigstens 
einige  von  diesen  unterzubringen.  Sowie  man  alle  die  transscendenten 
Kurven,  bei  denen  die  Berührungspunkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Ebene  gezogenen  Tangenten  auf  einer  algebraischen  Kurve  liegen^ 
in  eine  erste  Klasse  zusammenfafst,  so  könnte  man  eine  zweite  Klasse 
bilden  von  solchen,  bei  denen  jene  Punkte  auf  einer  panalgebraischen 
Kurve  liegen;  dann  eine  dritte  Klasse,  bei  denen  jene  Punkte  auf  einer 
Kurve  der  zweiten  Klasse  liegen  u.  s.  w.  Diese  neuen  Kurven  ge- 
nügen einer  Differenzialgleichung  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung, 
deren  Koeffizienten  ganze,  rationale  Punktionen  von  ^,  y  sind. 

Möge  das  zwanzigste  Jahrhundert,  gewappnet  mit  allen  ihm  aus  den 
vorigen  Jahrhunderten  überkommenen  Hilfsmitteln^  es  dahin  bringen,  dafs 
die  allgemeine  Theorie  der  transscendenten  Kurven  aufhört,  ein  sehnlichst 
erwünschter  und  unerfüllter  Traum  der  Geometer  zu  sein.  Wenn  für  der- 
artige Bestrebungen  die  vorliegende  Schrift  ein  Vorbereitungs-  und  Hilfs- 
mittel sein  könnte,  so  würde  der  Verfasser  für  die  Mühe,  die  ihm  die 
Abfassung  dieses  Buches  verursacht  hat,  reichlich  entschädigt  sein. 
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s. 


14:, 

Z. 

17 

lies: 

1637 

statt:   1631. 

16, 

31 

n 

Beziehung 

„      Bezeichnung. 

26, 

12 

11 

n^iW- 

-WY  -  ^{W~\'){\\ 

34, 

29 

V 

Perioissoi 

de     statt:  Percissoide. 

39, 

15 

pt}^ 

""' 

X  = 

p'  +  n'' 

y       p^j^ri' 

11 

34 

lies: 

crunodal 

statt:  connodal. 

45, 

21 

n 

—  2  r  cos  (o) 

-a)          „       =2r.... 

57, 

25 

11 

^^»-H/ 

^-i==:(27^— l)a^''2/''     sta 

-h'y 


(2w+l)a^^2/''- 

„  „  Zusatz:  Es  giebt  übrigens  zwei  Monographieen  über  diese  Kurve:  Erd- 
mann,  Das  Descartes'sche  Folium  in  seiner  Verallgemeinenmg 
(Progr.  Münster,  1871);  Rychlicki,  Bas  Folium  von  JDescartes 
(Progr.  Wongrowitz,  1884). 

„  63,   Note  1)  gehört  als  2)  auf  die  vorige  Seite. 

„  66,  Z.  33     lies:  S.  236  und  238. 

,,  75,  Zusatz:  Die  Erfindung  der  Versiera,  die  man  gewöhnlich  der  Maria  Gae- 
tana  Agnesi  zuschreibt  (1748),  kommt  Guido  Grandi  zu,  der  sie 
1703  erdachte  und  ihr  1718  den  heute  üblichen  Namen  beilegte. 
S.  die  Note  von  G.  Vacca,  Sulla  versiera  (Boll.  di  bibl.  e  storia 
delle  sc.  mat.  lY.  1901,  S.  33). 

„  78,    Z.  19     lies:  /57 -f  ya  +  «jS  —  2  =  0     statt: —  2a  =  0. 

„  80,  Zusatz:  Die  hier  Pseudo -Yersiera  genannte  Kurve  war  schon  1684  von 
Ozanam  unter  dem  Namen  Geometrische  Quadratrix  unter- 
sucht worden:  s.  dessen  Geometrie  pratiqiie  sowie  das  JDictionnaire 
mathematique  desselben  Geometers  (Amsterdam  1691,  S.  108);  vgl. 
den  Aufsatz  des  Verf.  Pseudoversiera  e  quadratrice  geometrica  in 
der  Bibl.  math.  3.  Folge,  III.  1902.  S.  127—130. 

„  80,  Z.  16    füge  hinzu:  Leihniz,  ed.  Gerhardt  V,  S.  91. 

„    „      „   25    lies:  YE  statt:  YIII. 

„  82,    „    11       „      1-3  =  0       „       y^a. 

„  91,  Zusatz  zu  Note  1):  C.  Eeu sohle  bezeichnet  die  Kurve  mit  der  Gleichung 
{x-Yy){x^-\-y^)  =  ^axy  als  cirkulares  Folium  {Praxis  der 
Kurvendiscussion,  I.  TL  Stuttgart  1886,  S.  97). 

„  97.  Z.  32     ist  zu  tilgen:  (vgl.  Intermediaire  lY.  1897,  S.  222). 

„    „       Zusatz  zu  Note  2):  Die  älteste  Erwähnung  der  Kurve  vierter  Ordnung 
^4  _  96^2  _  ^4  _j_  ioOä;2  =  0, 

welche  die  eigentliche  „Teufelskurve"  ist,  findet  sich  in  der  In- 
troduction  von  G.  Gramer  (Genf  1750),  woselbst  diese  Gleichung 
(S.  19—23)  sorgfältig  diskutiert  wird,  um  die  Gestalt  der  Kurve 
festzulegen. 

„106,  Z.  16     lies:  dritter  Klasse     statt:  dritter  Ordnung. 

„117,    „      3       „       %Qmos  „       TiLQ'Hog. 

„138,    „    26        „       (x^  +  yy  +  .^.        „       (^2  +  ,/)  +  ...  ,,       ,     , 

„136,  Zusatz:  Die  Konchoide  einer  Kurve  n*^^'  Ordnung,  die  r-mal  durch  den 
Pol  und  s-mal  durch  die  Kreispunkte  geht,  ist  von  der  Ordnung 
2[2^  — (r-J- s)].  S.  eine  Note  des  Yerf.  im  Intermediaire  YIII. 
1901,  S.  297. 

„  181,  Zusatz :  Ebenfalls  eine  Polyzomal-Kurve  vierter  Ordnung  ist  die  von  G.  Bitt 
in  dem  Manuel  des  aspirants  ä  VEcole  polyt  (Paris  1839,  S.  161 
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u.  381)  angegebene  und  von  Brocard  in  der  Note  sur  la  guar- 
tique  y  =  +  y^ax  +  Ya^  —  x^  {Le  matematiche  pure  ed  appUcate 
I.  1901)  und  dann  noch  genauer  von  V.  Retali  in  der  Abh. 
Sopra  %ma  quartica  binodale  (Ebendas.)  untersuchte. 

a  0 

S.  188,  Z.  27     lies:  .  .  •  =  —  A?  . .  .       statt:  -  -  -  ~  jx  ..  . 

0  0 

189,   „24       „      nulla     statt:  nuUo. 

„      „  25       „      delle  „      della. 

209,   „   32       „      Ä,  „       A. 

,,       „   33       „      A^  ,,       A^ . 

,,       „    36       „       ^3  „       ^1 . 

212,   „     8      „      Underweysung    statt:  Underscheidung. 

222,  „   15       „      Durchmessern         „      Durchmesser, 

223,  Zusatz:  Ähnliche  Kurven  3*^^  bis  9*^"'  Ordnung  finden  sich  nachgewiesen 
in  der  Dissertation  von  K.  Dörholt,  Über  einem  Dreieck  um- 
und  eingeschriebene  Kegelschnitte  (Münster  1884).  Beispielsweise 
sei  erwähnt:  „Der  Ort  der  Mittelpunkte  zweier  einander  ähn- 
licher, konzentrischer  Kegelschnitte,  von  denen  der  eine  einem 
Dreiecke  ABC  umbeschrieben,  der  andere  einem  anderen  A^B^  0^ 
einbeschrieben  ist,  besteht  aus  einer  Kurve  siebenter  Ordnung 
und  der  unendlich  fernen  Geraden."  Die  Kurven  selbst  sind 
jedoch  nicht  weiter  untersucht. 

233,  Zusatz:  Nach  Chasles  (Bull,  de  la  Soc.  math.  de  Fr.  YI.  1877—78, 
S.  214)  wurde  der  Name  courbe  ä  longue  inflexion  von 
Hachette  in  seiner  Histoire  des machines  ä  vapeur  vorgeschlagen. 

254,  Zusatz:  Weitere  Anwendungen  der  Methode  eine  Kurve  zu  verallge- 
meinern, indem  man  ihre  Gleichung  verallgemeinert,  finden  sich 
bei  E.  N.  Barisien,  Sur  deux  familles  de  courbes  (Mathesis, 
3.  Ser.  I.  1901);  daselbst  wurden  die  Kurven  mit  der  Gleichung 
y^  dF"  y^       a^  +  ^™ 


rjm   ■) 


untersucht,   die  für  m=l   einer  Cissoide  resp.  Strophoide  an- 
gehören. 

281,  Z.     3    lies:  (vgl.  Nr.  169)     statt:  Nr.  170. 

285,   „16       „      reduzieren  sich  auf. 

305,  „   24       „      die  Kurve  (2)     statt:  (1). 
„      „   25       „      ©=^cöi  „       ö3- 

306,  „     3       „      heranging!)  „       '). 

308,    „    20       „       /•(«,) +  f(ß)  + TT)     „       qp(cö)  +  qp(...  ,        ^       ,,  ^, 

325,  Zusatz:  Der  Fundamentalgedanke  der  Erzeugung  der  Ceva  sehen  Zyk- 
loiden wurde  neuerdings  von  Perrin  wieder  aufgenommen  und 
für  einen  Polysektor-Mechanismus  verwendet;  s.  die  Note  sur  la 
division  mecanique  de  Vangle  (Bull,  de  la  Soc.  math.  de  Fr.  IV. 
1875—76). 

337,  Überschrift,  lies:  Die  Sektrix-Kurven    statt:  Trisektrix-. 

338,  Z.  3.   Zusatz:  Setzt  man  01)^  =  ^^,  so  findet  man  durch  leichte  Rechnung 

n-{-l 

^^^      2       ^  /ißN       j  sinnqp  — sinqp 

o^  =  r ^— —    .  .  .  (16)     oder    q^  =  r     .    J — -^  ...  (16  ) 

^"         cos-^cp  sin(^-l)9 

„      „     9  u.  15     lies:  (16)  und  (16')     statt:  (12)  und  (12'). 

338,   „   19     lies  im  Nenner:   cos-— (o   statt:   cos — - — co. 

2^  2 

343,   „      4       „..  2n+l     statt:  2^+1. 

358,  Zusatz:  Über  die  autopolaren  Kurven  s.  m.  den  wichtigen  Aufsatz  von 
C.  Rabut,  Equations  et  proprietes  fondamentales  des  courbes  auto- 
polaires  dans  le  plan  et  dans  Vespace  (C.  R.  CXXXII,  1901). 
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S.  380,  Zusatz:  Die  Kurven  von  der  Ordnung  Sn,  die  man  aus  den  cirkularen 
Kurven  dritter  Ordnung  durch  eine  isogonale  Transformation  vom 
Typus  tu  ==  cp  {z)  erhält  (wo  qp  ein  Polynom  vom  Grade  n  in  z  ist), 
wurden  zu  analytischen  Zwecken  von  N.  Perry  untersucht  in 
der  Diss.  Das  Problem  der  conformen  Abbildung  für  eine  spezielle 
Kurve  von  der  Ordnung  3n  (München  1901). 

„  398,  Zusatz:  In  der  von  der  Societe  mathematique  de  France  am  3.  März  1875 
abgehaltenen  Sitzung  machte  Halphen  eine  Mitteilung  Sur  les 
courbes  planes  dont  le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  ä  la 
normale  polaire  (Bull,  de  la  Soc.  m.  de  Fr.  IIL  1874—75,  S.  182), 
die  jedoch,  soweit  uns  bekannt,  nicht  publiziert  worden  ist.  Da 
nun  die  Differenzialgleichung  einer  derartigen  Kurve  offenbar 
lautet : 


t''-^(-)]'    =4'-+©']* 


so  zeigen  uns  die  auf  S.  398 — 99  ausgeführten  Rechnungen,  dafs 
diese  Sinusspiralen  sind,   oder  im  Ausnahmefall  logarithmische 
Spiralen. 
411,  Z.  33  lies:  . .  .  schneidet,  und  dafs  die  Durch- "i 

Schnittspunkte  derselben   mit  der  I  statt :  . . .  schneidet,  die  alle 

Geraden  y  =  —  Wendepunkte        I 

2^^         j   1        sin2ß; 

415,  „  16     „      wenn  a  = ,  und  X  =  — - —  ist. 

p  2 

416,  „  11     „      wie  wir  (Nr.  222)  sehen       statt:  Nr.  218. 

466,   „  16     ,,      r^d  ^^       ^  ^  ^^ 

543,   „  27     „      x  =  x^,    y  =  y^-  cos  a. 

sc                                        ^            u                                          sc 
„      „32     „      ■—  =  —  log  cos  cc  -f  log  |- 1     T— —  =  log  cos  a  A-  log  ■ 

551,   „  34     „  ^,  du  Bois-Reymond    statt:  ...Raymond. 

567,  Zusatz:  Über  die  Traktrix-Kurven  im  allgem.  sehe  man  L.  Kleritj, 
TraMoriograpTi  und  ConstruJction  der  transcendenten  Zahlen  „tt" 
und  „e^'  sowie  ConstruJction  der  n-seitigen,  dem-  Kreise  eingeschrie- 
benen regelmäfsigen  Polygone  (Dinglers  polyt.  Journ.  Bd.  305,  1897). 

573,   „     9    lies:  in  Nr.  2B2  untersuchte       statt:  ...Nr.  283. 


575,   „  20 


-f  _  —s+ys'—c^  _  —  g — -[/g^ 

~  c  "     ~  c 


---,  ^  G  C  2s  C        .  C 

576,   „2„e— e        =—  „e-fe         =■ 

579,   „  17      „      mufs  r  <  —=  sein  „      r  >  •  •  • 

1/2 

590,   „4      „      =  Const.  „      —  Const. 
607,  „  20      „      aus  zwei  Wellenzügen. 

„      „  22      „      oberhalb  und  unterhalb  der  x-Axe. 
680,   „     2      „      wird  sowohl  mit  der  Tangente  in  M^  .  .  . 
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(Die  Nummern  bedeuten  die  Seitenzahlen.) 


Abdank-Abakanowicz  692. 
Agnesi  (Maria  Gaetana)  51. 

60.  75.  548.  731. 
Alberi  461. 
Alexander,  T.  579. 
AUe'gret  396.  398.  666. 
Almeida,  de  329. 
Alvera  24. 

Ameseder  102.  229. 682.  684. 
Amodeo  475. 
Ampere  501. 
Amstein  140.  228.  463. 
Andreas!  67. 

Angelis,  St.de  255.  427.  434, 
Antiphon  5. 
Aoust   278.   491.    509.   590. 

627.  712. 
ApoUonius  2.  5.  8.  9. 
Appell  357.  366.  513. 
Archibald  142.400.401.402. 
Archimedes  2.  6.  9.  426. 
Archytas  318. 
Aristaeus  8. 
Aristoteles  1. 
Ariza  (Castizo)  181. 
Armanini  586. 
Astor  87. 
Aubry  127.    174.    182.  184. 

298.  305.  455. 
Audibert  649. 
August  586. 
Auth  306. 

Azzarelli  208.  421.  696. 
Azemar  140. 
Azont  431. 

Balitrand  59. 

Ball  (ßouse)  14. 

Baltzer  427.  714. 

Barbier  666. 

Barbarin  70. 

Barbour  549. 

Barisien  27.  135.  220.  223. 

672.  675.  676.  681.  732. 
Barnes  70. 
Barrow  53.    184.   278.  413. 

533.  539.  663. 
Barsotti  545. 
Battaglini  553. 
Bauer  230. 
Beaudeaux  38. 


Bellacchi  37.  50.  60.  77.  200. 
Bellavitis  10.  50.  57. 87.  226. 

409.  495.  508. 
Bellermann  483.   486.   487. 

495.  501. 
Beltrami  154.  400.  420.  561. 

564.  565. 
Berg,  van  den  454. 
Berard  106. 
BernouUi,  D.  421.  493. 
BernouUi,  Jacob,  140.  171. 

199.    261.    439.    440.    454. 

457.    473.    474.    519.    574. 

578.  583.  584.  663. 
BernouUi,   Johann   43.   44. 

54.  133.  140.  200.  261.  262. 

414.    444.    449.    470.   473. 

474.    514.    519.    520.    521. 

528.    546.    574.    575.    583. 

586.    588.    596.    662.    663. 

667. 
BernouUi,  N.  483. 
Bertini  95. 

Bertrand  643.  680.  686. 
Besant  509. 
Bianchi  563. 
Bidone  548. 
Bierens  de  Haan  200.  203. 

204. 
Binet  242. 
Bjerknefs  31. 
Björling  670.  688. 
Blake  307. 
Blasel  48. 
Blumenthal  499. 
Bobeck  221. 
Bobillier  580. 
Böklen  495. 
Boltzmann  551. 
Bolyai  7. 
Bonati  208. 
Boncompagni  60. 
Bond  368. 

Bonnet  188.  208.  401. 
Boole  409.  555.  716. 
Booth  61.  66.  76.  126.  665. 
Bordoni  570. 
Borel  401. 
Boscovich  11. 
Bossut  421. 
Bouguer  608. 


Bouquet  97.  305.  379.  427. 

631. 
Bourget  687. 
Bourlet  567. 
Boutin  226. 

Bouvelles  (Bovillus)  461. 
Bouwman  593. 
Bragelogne  54.  96. 
Braun  404. 
Braunmühl  8.  212. 
Breton,  de Champs  231.  499. 
Bretschneider  67.  68.  106. 
Brianchon  11. 
Brill  98.  103.  105. 
Briot  97.  305.  379.  427. 
BrocardVIII.  81. 93. 140. 155. 

156.    157.    160.    220.    254. 

307.    354.    379.    415.    442. 

474.    509.    567.    573.    608. 

610.  685.  700.  711.  731. 
Bryson  5. 
Burali-Forti  336. 
Burgi  433. 
Burmester    238.    242.    243. 

244. 

Cabreira  588. 

Caluso  274.  583. 

Cantor,  M.    136.   427.   462. 

539.542.  598.  608.663.689. 
Caporali  99. 
Caraccioli  250.  266.  271. 318. 

416.  427. 
Carcavy  436. 
Cardano  497. 
Carr  112.  238. 
Carre  54.  547. 
Casali  59. 
Casey  31.  111. 
Casorati  371. 
Cassini  193. 
Castillon  142. 
Caswell  490. 
Catalan  86.  181.  231.  236. 

356.  421.  446.  646.  676. 
Cauchy  646. 
Cavalieri  255.  430. 
Cavalli  34. 
Cayley  10.    17.    18.  20.  97. 

164.    166,    195.    220.    221. 
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238.    252.    287.    616.    618. 

646.  670.  687. 
Cazamian  67.  401. 
Cesaro  12.  57.  66.  69.  145. 

199.    204.    281.    285.    286. 

400.    414.    421.    422.    458. 

472.    492.    504.    506.    509. 

512.    526.    552.    557.    563. 

566.    578.    601.    610.    618. 

657.  658. 
Ceva  324.  598. 
Chasles  12.  19.61.164.167. 

285.415.527.687.688.731. 
Chätenet  398. 
CMsholm,  Miss  242. 
Christensen  261. 
Ciani  99,  101.  354.  362. 
Cifarelli  581. 
Clairaut  321.  431.  478.  503. 

687. 
Glebscli   98.  109.  149.  252. 

253.  616. 
Clebscli-Lindemann  14.  88. 

94.  407. 
Clifford  427. 
Colson  424. 
Collignon  519.   705. 
Collins  455. 

Comte  118.  251.  267.  277. 
Copernicus  497. 
Coriolis  580. 
Cornu  458.  662. 
Cotes  44.  133.  445.  447.  540. 

545.  573. 
Cournot  427. 
Cousin  55. 
Cramer  54.  60.  83.  96.  158. 

159.    160.    173.    179.    180. 

219.253.406.417.498.731. 
Craig  179.  544.  673. 
Crelle  644. 
Cremona   12.    14.    18.   100. 

149.  154. 
Crone  97. 
Curtis,  A.  H.  670. 
Cusa,  Cardinal  v.  460. 
Curtze  135.  497. 
Czuber  33.  93. 

Dale  40. 

D'Alembert  54,  193.  200. 

Dandelin  61. 

Darboux  30.  111.  117.  168. 

170.    196.    235.    292.    295. 

361.  375.  563. 
Debeaune  517.  542. 
Dechevrens  405. 
Delanges  215. 
Delaunay  509. 
Desargues  11.  480. 


Descartes  50.  52.  53.  54 
55.  129.  161.  168.  254.  288 
448.461.464.467.468.517, 

Dewall  224. 

Dexter  329. 

Diderot  499. 

Dienger  648. 

Dieu  493. 

Dingeldey  30. 

Dinostratus  410. 

Diokles  36. 

Disteli  32. 

Dittrich  455. 

Dörholt  732. 

Doucet  687. 

Dubois,  E.  525.  527. 

Dubois-Ayme  608.  618. 

Dubois-Reymond  551. 

Duhamel  379. 

Duncker,  G.  591. 

Durege  30.  33.  496. 

Dürer  212.  479. 

Dyck  100.  590. 

Eberle  219. 

Eckardt  484. 

Egger  420. 

Eichler  487. 

Eisenlohr  5. 

Elge  75.  113.  159. 

EUis  405. 

Emery,  G.  580. 

Enneper  200.  440. 

Erdmann  731. 

Eudoxus  8.  318.  319. 

Euklides  2.  9. 

Euler,  J.  A.  546. 

Euler,  L.  11.  96.  135.  311. 

313.347.348.353.380.383. 

386.392.403.409.427.458. 

475.483.507.528.534.546. 

548.  549.  622. 
Eutokius  36.  319. 
Euzet  277. 

Fabri  446. 
Fabroni  451.  461. 
Fagnano  11.  200.  203.  264. 

268.  397. 
Falkenburg  421. 
Fatio  de  Duiller  178. 
Fauquenberg  666. 
Favaro  455. 
Fermat  37.  41.  53.  130.  254. 

261.267.430.434.435.461. 

465.  468.  475.  540. 
Ferroni  201. 

Finsterbusch  544.  667.  688. 
Fleischer,  C.  R.  601. 
Fleur  St.  Denis  646. 


Pontana  268.  418.  420.  543. 

548. 
Fontenelle  547.  627.  662. 
Fontanes  687. 
Foucault  262. 
Fouret  279.  285.    358.  361. 

376.406.408.415.423.442. 

483.  554.  631. 
Franke  587. 
Franklin  111.  541. 
Freeth  238. 
Freuet  163. 
Freund  93. 
Fricke  31.  101. 
Frolov  711. 
Fuchs  262. 
Fusinieri  140. 
Furs,N.  24. 208. 384. 385. 521. 
Fuss,  P.  312.  421.  424.  425. 

483.  545.  546. 

felilei  436.  461.  574.  582. 

Galton  591. 

Gauss,  F.  402.  610. 

Gauss,  K.  F.  368. 

Geiser  99. 

Genocchi  170.  182.  258.  267. 

375.  670. 
Gentry  (Frl.  Ruth)  98. 
Gergonne  221.  421.  669. 
Gerhardt  11.  262. 
Ghinassi  436.  542. 
Giard  573. 
Gilbert  44.  278. 
Gildemeister  483. 
Glan  590. 
Glänzer  706.  708. 
Goettler  380. 
Godefroy  82.  279.  280. 
Goldbach  483. 
Gordan  553. 
Goupilliere(H.  dela)Y.  193. 

224.    233.    396.    454.    605. 

626.  629.  634. 
Gournerie  (de  la)  66.  121. 

185.210.230.281.358.499. 
Grabau  457. 

Grandi,  G.  59.  297.  301.  543. 
Grane  622.  671.  [731. 

Grafsmann  105. 
Grave  552. 

Greenhill  513.  560.^  585. 
Gregorius   a.  St.  Vincentio 

172.  430. 
Gregory  80.  371.  575. 
Gretschel  575. 
Grinten,  van  337. 
Gudermann   576.   577.  580. 
Günther   65.    ßQ.    212.  278. 

431.460.476.545.576.608. 
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Güfsfeldt  343. 
Gutschoven,  van  182. 

Haas    218.    266.    411.    427. 

549.  564.  614. 
Habenicht  307.  309. 
Habich  329.510.629.670.688. 
Hacbette  732. 
Hahn  252. 
Halley  490. 
Halphen   17.  99.    555.  616. 

640.  641.  733. 
Hamilton  652. 
Harnack  16.  98.  549. 
Hart  32. 
Haskell  101. 
Haughton  240. 
Hazzidakis  604. 
Heiberg  36. 
Heilbronner  410. 
Heinzerling  580. 
Hendricks  39. 
Henkel,  L.  698. 
Hennig  484.  493. 
Hermann  227.  520.  575. 
Hermes  67. 
Hermite  253. 
Heron  117. 
Herwig  634. 
Hefs  207.  587. 
Hesse,  K.  335. 
Hesse,  0.  L.  94.  722. 
Hessel  548. 
Heuraet  261. 
Heymann  330.  332. 
Heynemann  546. 
Hiern,  P.  621. 
Hilbert  552. 
Hillouse  216. 

Himstedt  298. 301-303. 404. 
Hipparch  479. 
Hippias  410. 
Hippokrates  2.  5. 
Hochheim  106.  695.  701. 
Hoffmann  266.  433.  442. 
Holst  496. 
Holzmüller    125.   266.   373. 

374.  375.  456.  560.  590. 
Hopital  (de  V)  53.   54.  72. 

131.140.266.413.474.518. 

519.520.528.545.586.664. 
Houel  221.  326.  355.  431. 
Huber  190. 
Hudde  53.  223.  262. 
Hülsen  540. 
Humbert  31.  101.  111.  112. 

313.  366.  367. 
Hurwitz  191. 
Huygens  6.  37.  42.  43.  53. 

54.  ß6.  71.  73.  80.  91.  131. 


132.174.178.183.261.262. 
263.273.274.276.277.436. 
462.469.472.473.477.484. 
498.543.544.545.549.562. 
574.  575.  614.  663. 
Hyde  298.  496. 

Igel  25. 
Intrigilia  154. 

Jacob  217. 

Jamblicus  460. 

Jamet  284.  285.  287. 

Jeffery,  H.  M.  594. 

Jentsch  225. 

Jerabek  47.  82. 134. 186. 494. 

Jezeck,  0.  713. 

Johnson  70.  112.  343. 

Jonquieres,  de  241.332.  687. 

Jouanne  140. 

Juel  41.  143.  494. 

JuUien,  P.  528. 

Jung,  G.  421.  576. 

Jung,  J.  575. 

Jungius,  J.  574. 

Kanser  369. 

Kantor,  S.  343. 

Karpus  von  Antiochia  460. 

Kästner  689. 

Keelhoff  610. 

Kempe  339. 

Kepler  10.  317. 

Kiepert  391.  687. 

Kinner  66. 

Klein  7.  100.  454.  553.  556. 

Kleritj  733. 

Kleyer  549. 

Kneser  473.  578. 

Koenigs  233.  238.  513.  670. 

Koersma  142. 

Kohn  209. 

König  588. 

Konon  426. 

Köpke,  A.  551. 

Korteweg,  D.  J.  260.  574. 

Kosch,  F.  557. 

Köttgen  106. 

Krause  459.  597.  716. 

Krimphoff  248.  249. 

Krofs  388. 

Külp  61.  185. 

Küpper  467. 

Kuntzen  256. 

Kramp  549. 

Laboulaye  354. 

Lacour  513. 

Lacroix  475.  583.  586.  722. 

Lagrange  69. 


Laguerre  31.  209.  293.  365. 

366.  373.  662.  711. 
La  Hire  11.  135.  136.  145. 

473.480.483.490.491.497. 

499.  508.  665.  687. 
Laisant  140.  448.  476.  576. 
Laloubere  475. 
Lamarle  509. 
Lambert  6. 
Lame  278. 
Laueret  627.  629. 
Laurent  375.  608. 
Laren,  Lord  M.  278.  670. 
Laquiere  396. 
Laynes  220. 
Lazzeri  329. 
Leautaud  413. 
Leeuwen,  van  499. 
Legendre  6.  387.  405.  473. 

586. 
Lehmann  473. 
Lehmus  61. 
Leibniz  2.  7.  53.  79.  91.  172, 

178.179.261.262.266.406. 

463.470.474.480.518.521. 

538.562.574.585.643.662. 

663. 
Leon  2. 

Lepaige  44.  71. 272. 465.  497. 
Levi,  D.  636. 
Lie  (Scheffers)  280.  454.  553. 

556.  644.  673.  680. 
Liguine  162.  358. 
Lindemann  7.  14. 
Lindlöf  510. 
Liouville  388. 
Littrow  224.  508. 
Ljungh,  A.  T.  688. 
Lissajous  403. 
Lisleferme,  de  711. 
Longchamps,  de  4.  30.  46. 

56.70.  77.78.81.82.87.89. 

90.  91.  108.  135.  142.  144. 

156.158.159.184.187.188. 

210.211.240.317.556.607. 

712. 
Loria36.49.66.71.109. 114. 

117.131.146.218.220.318. 

395.397.424.426.434.452. 

518.539.542.547.651.652. 

714.  724.  731. 
Lucas  368.  374. 376. 379. 666. 
Loucher  687. 
Lüroth  98. 

Machovec  285. 

Maclaurin  81.  255.  266.  270. 

395.  584. 
Macri  663. 
Maggi  638. 
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Magnus   38.   66.   173.    260. 

278.  427.  667. 
Mainardi  409.  473. 
Mairan,  de  162.  662. 
Maisano  219. 
Malus  668. 
Manfred!  606. 
Mannheim    285.    363.    453, 

472.478.491.501.502.527, 

577.  598.  651.  711.  712. 
Manoury  260. 
Mansion  56.   66.   421.  510. 

541.  551.  621.  628. 
Mariantoni  330. 
Marie,F.J.  23. 165.174.403. 
Martin  441, 

Mascheroni  6.  208.  438. 
Massau  44. 
Mattiies  662. 

Mattliiessen49. 132. 226.262, 
Mathieu  606. 
Maupertuis  261.  608. 
Maupin  461. 
Maurolico  663. 
Mehmke  284.  549. 
Melde  306. 
Menaechmus  8. 
Menelaus  434. 
Merkelbach.  509. 
Mersenne  254.  434.  461. 
Meyer,  W.  F.  104. 
Michalitsclike  427.  454. 
Michel  57. 
Michelotti  432. 
Midy  61. 
Miller  231.  343. 
Minich  409. 
Minchin  581. 
Mirman  39. 
Mister  76. 
Miquel  514. 

Moivre,  de  54.  60.  63.  179. 
Monge  262.  503. 
Montferrier   129.    173.  266. 

271.  427.  442. 
Montucci  61.  159.  226. 
Montucla  5.   51.   194.  413, 

462.  468.  472.  542.  663. 
Moore  550. 
Morgan,  A.  de  714. 
Morley  527. 
Moutard  358. 
Mühlenbruch  141. 
Müller,  C.  H.  528. 
Müller,  R.  33.  601. 
Multedo  549. 
Münger  310. 
Murdoch  18. 
Mydorge  11. 
Mylon  431. 

Loria,  Elbene  Kurven. 


Nagel  105. 

Nägelsbach  332. 

Nasir-Eddin  498. 

Naumann  456. 

Neil  261. 

Neuberg  39.  126.  421.  486, 

503.  573.  651. 
Newman  21. 
Newson  71. 
Newton  11.  14.  19.  38.  133, 

165.414.474.490.540.585 
Nicholson  341. 
Nicolaides  527.  532.  621. 
Nicole  508. 
Nies,  C.  601. 
Nievenglowsky  97. 
Nikomedes  128. 

Ocagne,  de   164.  362.  549. 

651.  693.  702.  712. 
Ohrtmann  475. 
Oechling  312. 
Oekinghaus   193.  196.  339, 

541. 
Olivier  396.  596.  636. 
Onnen  459.  509.  618. 
Ozanam  142.  417. 

Padula  154. 

Pagani  120. 

Painvin  154.  258. 

Palatini  331. 

Panton  168.  170. 

Paoli  427. 

Pappus  6.  10.  410.  415.  426, 

431.  434. 
Pascal    11.    136.    140.   272. 

430.  461.  475. 
Peano  47.  77.  136.  163. 197. 

259.  552.  680. 
Peirce  528. 
Perks  418.  424. 
Perrault  562. 
Perrin  732. 
Perry  732. 
Perseus  117. 
Peters  459.  597. 
Petersen  363. 
Petrovich  607. 
Philipps  540. 
Picciati  236. 
Picquet  70.  362. 
Piola  255. 
Pirondini  12.  298.  459.  626. 

661. 
Pittarelli  139. 
Plateau  551. 
Platzmann  528. 
Plücker  4.  14.  97,  223. 
Poinsot  586.  588. 


Poisson  473.  583. 

Pomey  224. 

Poncelet  3.  11.  243. 

Poppe  7.  8.  133.  462.  499. 

Porro  93. 

Poulain,  A.  566. 

Proclus  2.  8.  117.  120.  410. 

Proctor  239.  483.  499. 

Prony  233. 

Puiseux  459.  507.  622. 

Pythagoras  1.  5. 

Querret  608. 
Quetelet  61.  669. 

Raabe  508. 

Rabut  577. 

Radicke  329. 

Raffy  30.  251. 

Raimondi,  R.  686. 

Raleigh  539. 

Rankine  370.  421. 

Reaumur  136.  627.  628. 

Rehfeld  689. 

Reichenbach  57. 

Reincke  487. 

Reitz  590. 

Resal  413.  587.  712. 

Retali    48.    185.    223.   226. 

432.  700.  701.  732. 
Reuleaux  499. 
Reuschle  266.  731. 
Ribaucour    358.    396.    522. 

527.  563. 
Riccati  60.    189.   519.  530. 

568.  715. 
Ricci  476. 
Richter  137. 
Ridolfi  301.  305.   324.  480. 

495.  498.  499. 
Rinaldis,  Girol.  u.  Gius.  547. 
Ritt  61.  731. 
Roberts  170.  224.  230.  238. 

374.    402.    496.   643.   674. 

675.  682. 
Roberval  37.  51.  52. 129. 130. 

135.136.140.254.268.413. 

430.  461.  465.  467.  468. 
Rohn  219. 
Rolle  35. 
Römer  480. 
Rondet  540. 
Rosen  674. 
Rosenstock  67. 
Roth  493.  508. 
Rowening  260. 
Rudio  7.  594. 
Ruffini  146.  363.  365.  661. 

681.  685. 
Rulf  433.  442.  694. 
47 
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Rummer  62. 
Eychlicki  731. 

SacchiSOö. 448. 514.536. 593. 
Saint-Germain  65.  66.  145. 

469.  475. 

Saladini  60.  200.  208.  519. 
Salmon  14.  28.  30.  33.  103. 

640.  651. 
Salmon -Fiedler  32.  290.366. 

498.546.564.566.609.651. 

669. 
Santini  593. 
Sanchez  246. 
Sang  66.  405.  541. 
Sauveur  140. 

Saussure,  R.  de  505.  506. 
Saverien  517. 

Scheffers  12.  291.  453.  530. 
Scheffler  548. 
Schell  140.  575.  580.  585. 
Schiappa-Monteiro  93. 
ScMffner  503. 
Schilling  483.  486. 
Schläüi  149. 
Schlömilch  82. 173. 188. 190. 

198.217.448.484.531.532. 

548.573.579.613.669.690. 

691.  692.  711. 
Schneider  175. 
Schontjes  135. 
Schooten  53.  261.  262.  274. 

275.  688. 
Schott  (Miss)  141. 
Schonte  67.  83.  84.  173.  208, 

210.  260.  325.  408. 
Schroeter  14.  33.  154. 
Schubert,  H.  590. 
Schulz  von  Strafsnitzky  47, 
Schütte  Vm.  450.  596.  647, 
Schwering  486. 512. 594. 648, 
Scorza  95. 
Sedillot  441. 
Segner  260. 
Seidel  317. 
Serenus  10. 
Serret  56. 194.  199.  204.  208, 

270.296.355.385.387.388, 

389.394.402.427.447.458, 

474.497.499.549.602.621, 
Serret-Harnack  270. 
Sharp- Curr an  619. 
Siebeck  121.  122.  125.  154, 
Simon  35.  43.  154.  224.  231 

427. 
Sluse,  R.  de  37.  71.  73.  120 

174.175.182.185.271.272 

274.  275.  276.  435.  465. 


Smith,  H.  J.  S.  252. 
Sobotka  256.  267.  442.  547. 

577.  690.  692.  693.  694. 
Soverus  (Souvey)  427. 
Sparre  587. 
Spitzer  281.  511. 
Sprague  368. 
Spurge  590. 
Stahl  106. 
Staudt  12. 
Stegmann  433. 
Steiner,  G.  F.  670. 
Steiner,  J.  3.  67.  12.94.146. 

191.193.198.202.218.343. 

344.  346.  677. 
Steiner,  M.  217. 
Stiner  46.  201. 
Stöckly  93.  420. 
Stone  414.  539.  540. 
Strnad  31. 
Strauch,  G.  W.  662. 
Sturm, Ch.  203.499.510.532. 

608.  610.  669.  675. 
Stuyvaert  24. 
Suardi  495. 
Sucharda  657. 
Sylvester  221.  442.  532.  618. 

619. 

Tacquet  497. 

Tait  590. 

Talbot  675. 

Tannery  52.   54.   136.  168. 

318.436.460.498.517.542. 
Tarry  506. 

Taylor  139.  686.  688. 
Tedenat  608. 
Teixeira  118.  648. 
Terquem  12.  210.  217.  608. 

672. 
Teydius  2. 
Thaies  5. 
Theon  441. 
Thomson  579. 
Timerding  284.  560. 
Timmerman  619. 
Tisserand  445.  472. 
Todhunter  527. 
Torricelli  59.  268.  436.  451. 

542.  543.  544. 
Tortolini  127.  128.  217.  222. 

232.320.476.598.601.684. 
Tschirnhausen  416.  663. 
Tsuruta  676. 
Tucker  221.  222.  652. 

Uhlhorn  48.  61.  89. 

Yacca  458.  731. 


Valde  521. 
Yaldes  67. 
Yallee  162. 
Yarignon  35.  268.  437.  444. 

449.  478.  528.  595.  597. 
Yaumesle  498. 
Yandermonde  549. 
Yechtmann  193.  202. 
Yerdus,  de  60. 
Yidal  221. 
Yieta  412. 
Yietor  483. 
Yillapaudo  317. 
Yincent  181.  233. 
Yinci,  Leon,  da  608. 
Yiviani  269.  317. 
Yölker  696.  698. 
Yries,  de  219. 

Wallis    42.   255.    256.   257. 

261.268.413.434.467.468. 

538.  549. 
Walton  368. 
Wangerin  196. 
Wantzel  348.  352. 
Wasserschleben  329. 
Wasteels  577.  591. 
Watson  40. 
Watt,  J.  233. 
Weierstrafs  551. 
Weifsenborn  479.  481.  663. 
Weitz  577. 
Welsch  211. 
Weltzien  405. 
Werth,  0.  605. 
Wetzeil  485. 
Weyr,  E.  27.  28.  143.  204. 

441.  589.  670. 
Whewell  618.  716. 
Wicker  sheim  er  135. 
Wiener  483.  491.  551. 
Winckler  401. 
Wirtz  146.  154. 
Withworth  449. 
Wittstein  317. 
Wölffing  YII.  YIII,  12.  418. 

423.424.479.481.504.534. 

547.  598. 
Wolf  490. 
Wolfram  441. 
Wolstenholme  222. 
Wren  461.  467. 
Young,  Mrs.  242. 
Zahradnik   28.    39.    41.  46. 

142.  204. 
Zehme  492. 
Zeuner  557. 
Zeuthen  97.  168. 


Sach-Eegister. 


Die  Nummern  bedeuten  die  Seitenzahlen.     Mit  Ausnahme  von  Kurve,   welclies   überall   durcli  K. 

abgekürzt  ist,  sucbe  man   die  Artikel   immer  unter    dem  Hauptworte,    z.  B.  Arcbimedisclie  Spirale 

unter  Sp.,  aber  Euler'sche  Kurve  unter  E.     Nach  Eigennamen   benannte  Sätze  und  Eormeln  suche 

man  vermittelst  des  Namen-Kegisters. 


Aberrationsk,  593. 
Abgeleitete  K.  592  ff.  696. 
Acampte  662. 
Aclaste  662. 
Additionslog.  K.  549. 
Adiabatische  K.  266. 
Agnesiscbe  K.  76.  84. 
Äbrenk.  305.  494. 
Ala  60. 

Anacampis  274. 
Anaclinoide  580. 
Anaklastische  K.  162. 
Anallagmatische  K.  358. 
Anharmonische  K.  555. 
Antikaustika  640.  662. 
Antiloga  597. 
Antiradiale  661. 
Antizoma  288. 
Apienne  189. 
Aplanetische  K.  163. 
Äquidistante  K.  643.  711. 
Äquipotenzialk.  291,  (Lucas) 

374. 
Äquitangentialk.  576. 
Aranei'den  330. 
Astroide,    allgemeine  229; 

projektive  226;     reguläre 

226.    304.    498.    602.    649; 

schiefe  225.  650. 
Atriphtaloide  240. 
Aufserordentliche  K.  550. 
Autobole  11. 
Autopolare  K.  357. 
Axe  einer  K.  347. 
Axial-symmetrische  K.  347. 
Axoi'de  712. 

Barocentrische  K.  605. 

Barytrope  528. 

Begleitkurve,  der  Cartesi- 
schen  Parabel  51 ;  der  Cis- 
soide  37;  der  Cykloide 
468. 

Berard'sche  K.  711. 

BernouUi'sche  E.  597. 


Berührungsknoten  182. 

Besace  181. 

Bicirkulare  K.  4.  0.  111. 

Bildk.  606. 

Binomische  K.  267. 

Birnförmige  K.  187.  189. 

Blatt,  Cartesisches  52;  ver 
allgemeinertes  Gart.  329; 
parabolisches  89;  geome- 
trisches 307. 

Botanische  K.  307. 

Brachistochrone  474. 

Brennlinie  662. 

Brennpunkte  32.  114. 

Bogen,  proportional  einer 
Potenz  der  Abscisse  526. 
541.  601;  prop.  der  Krüm- 
mung 457;  prop.  demYec- 
tor  448;  prop.  der  tg  des 
Tangenten  winkeis  577. 

Boltzmann's  H-K.  551. 

Caporali'sche  K.  99. 

Capricornoide  244. 

Cartesische  K.  169. 

Cassini'sche  K.  193. 

Cassinoide  194;  mit  ^^Brenn- 
punkten 288.  375. 

Catenaria  575. 

Ceinture  287. 

Centrosymmetrische  K.  343. 

Centrum  343. 

Cesaro'sche  K.  527. 

Cissoide,  gemeine  36.  65.  73. 
85.  521;  schiefe  46;  all- 
gemeine 47;  4.  Ordn.  192. 

Cirkulare  K.  3.  0.  31. 

Clebsch'sche  K.  98. 

Complex  (K.  3.  0.)  17. 

Conchoide  s.  Konchoide. 

Contrapedale  673. 

Convolute  des  Kreises  533. 

Cornoide  246. 

Corolla  231. 

Cosecantoide  540. 


Cosinuslinie  538. 

Cotangensk.  539. 

Courbe,  atuptique  93;  ä  n 
ventres  354;  ä  saut  er  513; 
d'egal  argument  375;  des 
medianes  323;  du  diable 
97;  puissances  288. 

Curva,  catoptrica  312;  de- 
scensus  aequabilis  261. 

Cyklische  K.  479 ,  (Ruffini) 
363. 

Cykloden  618. 

Cykloide,  anomale  324; 
Ceva'sche  324 ;  Permat'sch  e 
475;  cirkulare  498;  ellip- 
tische und  hyperbolische 
476;  gemeine  462.  523. 
527.602.631.658.666.690; 
höherer  Ordnung  487.  508 ; 
Laisant'sche  476;  primäre 
und  sekundäre  477;  ver- 
längerte und  verkürzte  475. 

Darboux'sche  K.  291. 

Debeaune'sche  K.  517. 

Delaunay'sche  K.  508. 

Delisches  Problem  8.  128. 
318. 

Developpee  equilaterale 

Developpoiden  627.      [231. 

Derivationsk.  689. 

Differenzenspirale  455.  507. 

Differenzialk.  689,  (Hoch- 
heim) 695. 

Direktrix  eines  Kegelschnit- 
tes 11,  einer  Gleitk.  224. 

Doppeleilinie  311. 

Doppelherzk.  180. 

Doppelroulette  484. 

Doppelsinusk.  541. 

Doppelspirale  456. 

Doppelverhältnis  12. 

Dreiblatt,  schiefes  156;  ge- 
rades 157;  Cramer'sches 
158. 
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Dreieckige  K.  312. 
Dreiecks-K.  285. 
Dreieckspotenzialk.  557. 
Dreispitzige  K.  4.  0.  142. 
Dreiteilung     des    Winkels 

128.  140.  143.  202. 
Duplikatrix,   kubische   89. 

318;  von  Montucci  159. 
Durchmesser  347. 

Ebene  und  körperliche  Ör- 

ter  1.  5. 
Eiförmige  K.  310. 
Elastizitätsk.  582. 
Elemente  des  Euklid  2.  5. 
Elektromagnetische  K.  589. 
Ellipse  8  11.  106.  127.  509. 

514.  645.  684.  701. 
EUipsograph  181.  498. 
Elliptische  Kurven  97.  109. 

389. 
Ephelix  508. 
Epheublatt  309. 
Epheulinie  s.  Cissoide. 
Epicykloide  140.  387.  479. 

537.  625.  631.  665.  672. 
Epicykel  479,   höhere  508. 
Equilateren  296. 
Euler'sche  K.  534. 
Evolute,    allgemeine    614; 

ähnlich  derOriginalk.  481 ; 

zweite    Ev.     ähnlich    der 

Originalk.  507 ;  Quasi-Ev, 

640;     Halphen'sche    640; 

Evolute     der    Kettenlinie 

609;    der    Klothoide  460; 

der  log.  Spirale  453. 
Evolutoiden  626. 
Evolutionstheoretische     K 

591. 
Evolvente,  allgemeine  614; 

höhere    617 ;    unvoUkom' 

mene     637;     verallgemei 

nerte  626  ff.  638. 
—  des    Kreises    499.    573; 

allgemeine  432. 
Exponentialk.  534. 

Fibre  moyenne  712. 
Flachparabel  266. 
Fliehk.  608. 
Flores  geometrici  298. 
Fokale  58. 
Fokalk.  33. 
Foliate  curves  298. 
Folium  s.  Blatt;  simple  317. 
Fundamentalpunkt  112. 
Fufspnnktknrve    im    allg. 

672;      Brocard'sche    160; 

zweite,  dritte  675;    nega- 


tive 681 ;  der  Astroide  232. 
304;  der  Cykloide  495;  der 
Ellipse  U.Hyperbel  127,(ne- 
gative)  684;  der  Hypocy- 
kloide  154.  160;  der  Kar- 
dioide  223;  des  Kreises 
137;  der  Kreisevolvente 
502 ;  der  Lemniskate  402 ; 
der  Parabel  39.  49.  66.  73; 
(riegat.)  86;  der  hyperb. 
Spirale  574;  der  gleichs. 
Hyperbel  201. 
Fufspunktkurve  von  glei- 
cher Fläche  mit  der  Evo- 
lute 210. 

O^egenkurve  706. 

Gegenfufspunktk.  673. 

Geiser'sche  K.  99. 

Gerade  1.  isotropische  31; 
als  spezielle  Sinus spirale 
401;  als  konforme  Abbil- 
dung der  Cykloide  463 
als  Hypo cykloide  497;  ma- 
gische Gleichung  ders.  621 ; 
als  Radiale  der  Ketten- 
linie 658.  661;  ihre  Dia- 
kaustika  669 ;  ihre  Gegen- 
kurve 708. 

Gewölbelinie  579. 

Gleichgewichtsk.  590. 

Gleitkurve  224. 

Glockenförmige  K.  17.  548 

Gravitationsk.  266. 

Gutschoven'sche  K.  182. 

Halphen'sche  K.  99. 

Halysische  K.  379. 

Handbuch,  math.  d.  Ägyp- 
ter 5. 

Harmonische  K.  62;  (Aku- 
stik) 539. 

Harmonische  Schlinge  68. 

Hauptpunkt  33. 

Helix  Baliani  436. 

Herpolhodie  586. 

Herzkurve  309. 

Hopital's  cubic  401. 

Humbert'sche  K.  101. 

Hundekurve  608. 

Hyp  er  arithmetische  K.  710. 

Hyperbel,  gemeine  8.  107. 
532;  gleichseitige  12.120. 
127.659.675;  kubische 24; 
höherer  Ordnung  266.  660. 
704.  705;  Holzmüller'sche 
(reguläre  und  irreguläre 
w*«^'Ordnung)373.375.  376; 
mesolabische  269. 

Hyperbelfunktionen  278. 


Hyper]]ola  ambigua,  con- 
vergens  etc.  (K.  3.  0.)  19; 
mesolabica  269. 

Hyperbolische  Kurven  270. 

Hyperbolismus  20. 

Hyperboloiden  266. 

Hyper-  und  Hypocissoide 
34.  39. 

Hypercykel  294. 

Hypercyklische  K.  362. 

Hypercykloiden  506. 

Hypergeometrische  K.  549. 

Hyperharmonische  K.  710. 

Hypertrigonometrische  K. 
540. 

Hypocykloide  im  allgem. 
479 ;  zweispitzige  665 ; 
dreispitzige  146.  154.  293. 
498 ;  vierspitzige  s.  Astro- 
ide. 

Indikatrix  218. 

Inflexionsk.  233. 

Integrale,  Euler'sche  393 — 
395. 

Integralk.  692. 

Interscendente  K.  406;  int. 
Parabel  554;  int.  binomi- 
sche K.  287. 

Invariante  der  K.  3.  0.  15. 

Inverse  der  Kegelschnitte 
127.  139;  der  Parabel  46; 
der  Hyperbel  201;  einer 
bizirkul.  K.  4.  Ordn.  114; 
der  Strophoide  64 ;  der  log. 
Spirale  451;  der  Kreis- 
evolvente 573." 

Inversion  358. 

Inversion sk.  686. 

Irrlinien  379. 

Isochrone  261;  Varignon- 
sche  439.  488;  paracen- 
trische  585. 

Isodynamische  K.  379. 

Isogone  Linie  218. 

Isophane  356. 

IsoptischeK.  686 ;  der  Kegel- 
schnitte 123. 

Isotrepente  K.  516. 

Jerabek'sche  K.  186. 

Käferkurve  231. 
Kampyla  319.  321.  658. 
Kappa-K.  182.  659. 
Kardioide  142. 401. 498. 537 ; 

vom  Grade  2n  380. 
Kardioidenförmige  K.  141. 
Katakaustika  662. 
Kataklinoide  580. 
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Kaustica   662;      sekundäre' 

669.  672. 
Kausticoiden  671. 
Kegelschnitte  8.  9. 102. 106. 

113.    124.    127.    133.    208. 

211.  216.  220  ff.  708.  732. 
Kettenlinie,   gemeine  524. 

574.    600.    658.    667.    689; 

gleichenWider  Standes  580. 

658.  661;    (Lindelöf)  510; 

K.  mit  zwei  Nasen  579. 
Kiepert'sche  K.  401. 
Kleeblatt    157.    245.    304; 

vierblätteriges  231. 
Klein'sche  K.  100. 
Klinoiden  580. 
Klothoide  457. 
Knotenk.  184. 
Kocbleoide  418  ff.  445. 
KoMenspitzk.  210.  696. 
Kollinear  itätsb  edingung 

104. 
Konchale  190. 
Konchoide  des  Nikomedes 

128;  Yarignon's  35;  Külp- 

scbe    185;    cirkulare    91; 

Sluse'scbe  71;  des  Kreises 

136;  der  Rhodoneen  354; 

der  archim.  Spirale  433. 
Kondioidalen  135 ;  der  hyp. 

Spirale  446;    der  Korolla 

232. 
Koncbo Spirale  456. 
Konjugierte  K.  699. 
Koordinaten,  natürlicbe  12 

598.  ,715. 

Yerwandlnng  593. 

Kraftlinien  590. 

Kranioide  243. 

Kreis  4.  6.  7.  36.   85.  115 

137.    383.    401.    513.    658, 

665.669;liöliererOrdn.271, 
Kreiskomplex  115. 
Kreisevolvente  432. 499. 533 

573. 
Kreiskoncboide  136;  höhe- 
rer Ordnung  332.  524. 
Kreispunktkurve  33. 
Kreispunkte  (unendl.  ferne) 

7. 
Kreisring-Schnitte  121; 

-Projektion  664. 
Kreiselkurve  188. 
Kremphut  141. 
Kreuzkurve  210.  696. 
Krümmimg  proportional  der 

Anomalie  396 ;  dem  Bogen 

457;  einer  Potenz  des  Bo 

gens  459 ;  einer  Potenz  der 

Abscisse  472.' 


Krümmungsradius  propor- 
tional dem  Yector  534 ;  der 
Subnormalen  529;  einem 
Normalab schnitt  527;  dem 
Abstände  eines  festen 
Punktes  von  der  Tangente 
535;  doppelt  so  grofs  als 
die  Normale  472 ;  sein  Pro- 
dukt in  die  Normale  kon- 
stant 530;  seine  Projektion 
auf  die  Normale  konstant 
581 ;  prop.  der  Polar-Norm. 
732;  mittl.  Proportionale 
zw.  Abscisse  u.  Konst.  472. 

Krümmungsschwerpunkt 

Kukumaeide  61.  [677. 

Kurven  3.  Ordn.  im  allgem. 
14  ff.;  Klassifikation  15; 
einfache,  gemischte,  kon- 
choidale  91 ;  cirkulare  31 ; 
rationale  25 ;  weitere  Bei- 
spiele 690.  699.  700.  701. 

Kurven  4.  0.  im  allg.  94; 
Klassifikation  96;  ellipti- 
sche 109;  bicirkulare  111; 
V. einem  Kegelsch.  abgeleit. 
216. 320 ;  rationale  102 ;  mit 
drei  Inflexionsknoten  199: 
weitere  Beispiele  697.  702 

Kurven  5.  0.  im  allg.  219; 
von  einem  Kegelschnitt 
abgel.  220;  weitere  Bei- 
spiele 278. 

Kurven  6.  0.  und  8.  Ordn, 
220—247.  684.  697.  698. 
732;  9.  u.  25.  Ordn.  247 

—  beliebiger  Ordn.  250  ff. ; 
mit  ^Bäuchen  355;  ihren 
Evolventen    ähnlich    622 
aus  unendl.  vielen  Ovalen 
bestehend  561.  607. 

K.,  die  eine  ganze  Fläche 
ausfüllen  299.  484.  552 

Kurvenpol  621. 

Lame'sche  K.  277. 

Lemniskate,  BernouUi'sche 
200.  394.  401.  537;  allge 
meine  193 ;  Booth'sche  126 ; 
des  Gerono  173;  projek- 
tive 211;  schiefe  211;  höhe- 
rer Ordn.  374;  logarithm 
548;  zweiter  Art  698. 

Lemniskatrix  541. 

Lemniscero  103. 

Lemniscoide  233. 

Lima90n  de  Pascal  136.  309 
498. 

Lineal,  G-eom.  des  L.  3;  Pa- 
rallelschien en-L.  4. 


Linienkoordinaten  593.  648. 
Lissajous'sche  K.  403. 
Lituus  439.  448. 
Logarithmische  K.  542,  667. 

;  reziproke  548. 
Log.  Sinus-K.  549. 
Log.  Spirale  s.  Spirale. 
Longitudinale  580. 
Longitudinalaxe  712. 
Lüroth'sche  K.  98, 

Magische  Gleichung  der  Ge- 
raden 621. 

Magnetische  K.  590. 

Mannheim'sche  K.  598. 

Mediatrix-K.  317.  321. 

Menoklinoide  580. 

Mesochrone  474. 

Mesolabische Hyperbel  269. 

Meridiankurve  des  Körpers 
von  geringstem  Wider- 
stände 585. 

Mercator'sche  Linie  559. 

Mittelf aserk.  712. 

Mittelkurve  711. 

Mittelpunktsk.  614. 

Modulark.  525. 

Moulin  ä  vent  184. 

Muldenkurve  583. 

Multiplikatrixk.  316.  321. 
659. 

Multisektor  341.  732. 

Muschellinie ,  Dürer'sche 
212;  Nikomedische  128. 

]S"atürliche  Gleichung,  Über- 
gang zur  kartesischen  715. 

Neoide  433. 

Nephroide  63.  238. 

Newman'sche  Nomenklatur 
der  K.  3.  0.  21. 

Newton'sche  Klassifikation 
der  K.  3.  0.  20. 

Nierenk.  238. 

Niveaulinie  218. 

Noeuds  184. 

Normalk.  698. 

Norwich'sche  Spirale  530. 

Odontograph  480. 
Ogive  591. 
Olistoide  224. 
Ophiuride  49. 
Optoide  162. 
Orbiforme  313. 
Ortho cykloiden  499. 
Orthogenide  396.  666, 
Orthoptische  K.  686. 
Oval,  Cartesisches  118.  161. 
193;       Cassini'sches    118, 
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eigentliclies  317;  Münger- 
sch.es  310. 
Ozanam'sclie  K.  417. 

Panalgebraische  K.  724. 

Panstrophoiden  67. 

Parabel,  gemeine  30.  39. 
46.  49.  66.  73.  86.  177. 
220.  223.  257.  291.  293. 
401.  501.  524.  537.  655. 
659.  666.  695.  699.  700. 
701;  Cartesische  50;  di- 
vergente 16;  semikubi- 
sche od.  Neil'sche  31.  41. 
261.  604.  699.  700;  kubi- 
sche 262;  biquadratische 
264;  biquadratisch-kubi- 
sche 264;  virtuelle  172ff.; 
höherer  Ordnung  254.  287. 
525.  659.  704;  negativer 
Ordnung  259. 

Paral)ola ,  campaniformis, 
cubica,  cuspiduta  etc.  17 
— 20;  parametralis  256; 
originaria  597. 

Parabolische  K.  260. 

Paracykloiden  505. 

Para-Hesse'sche  K.  726. 

Para-Steiner'sche  E.  726. 

Parallaktische  K.  686. 

Parallelk.  643.  681. 

Parameterdarstellung  252. 

Parameterk.  217. 

Parastroide  651. 

Parazomale  K.  288. 

Pascal' sehe  Schnecke  136. 
309.  498. 

Pedale  672,  s.  Fufspunktk. 

Pericissoide  34. 

Pericjkloide  479. 

Perlkurven  271. 

TT,  Werte  von  5.  6. 

Podoide  658. 

Point  saillant,  de  dedouble- 
ment  551. 

Polarkoordinaten  595.  714. 

Polarsubnormale  konst.  429. 

Polhodie  587. 

Polygonale  K.  552. 

Polynome,  Geom.  der  368. 

Polyode  341. 

Polytropische  K.  557. 

Polyzomal-K.4.  0.170;  all- 
gemeine 287. 

Potenzialk.  396. 

Proportionatrix  317. 

Pseudocatenarie  566.  578. 

Pseudocykloide  504. 

Pseudotraktrix  566. 

Pseudoversiera  79, 


Pteroide  60. 
Punktierte  K.  546.  548. 

Quadratrix  des  Hippias 
und  Dinostratus  330.  410; 
geometrische  731 ;  Tschirn- 
hausen'sche416;  Ozanam- 
sche  417;  weitere  418  ff.; 
der  Hyperbel  423. 

Quadratur  des  Kreises  410. 
440;  der  Parabel  9;  der 
Ellipse  9;  der  Parabeln 
höh.  Ordn.  256;  der  Hy- 
perbeln 267. 

Quersack-K.  181. 

Eadiale  im  allgem.  652 ;  der 
Ellipse  221;   and.  Kurven 

Radialk.  442.  [657. 

Radlinie  460.  508. 

Rationale  K.  3.  Ordn.  25. 
74;  4.  Ordn.  102.  182;  be- 
lielDiger  Ordn.  252. 

Rektifikation  des  Kreises  6 ; 
der  Parabel  430;  der  El- 
lipse 11;  der  Kurven  3.  0. 
30;  älteste  einer  K.  261; 
durch  algebr.  Funktionen 
366;  durch  vorher  be- 
stimmte F.  380;  der  Spira- 
len 435 ;  der  Cykloiden  467. 

Resultantenk.  712. 

Rhodoneen  s.  Rosenkurven. 

Ribaucour'sche  K.  521.  584. 

Richtungsk.  365. 

Roberval'sche  K.  700. 

Rolle'sche  K.  74. 

Rollkurve  im  allgem.  461. 
484.  508;  des  Kreises  s. 
Cykloide,  Epi-  u.  Hypo- 
cykloide;  der  Ellipse  509 ; 
der  Cykloide  471 ;  der  log. 
Spirale  452. 

Roulette  s.  Rollkurve. 

Rosenkurve  297.  495.  657; 
vierblätterige  305. 

Rückblick,  historischer  717. 

Sammlung  d.  Pappus  6.  10. 
Sauerkleeblatt  309.      [410. 
Sauveur's  Zugbrücke  140. 
Schönheitslinie  539. 
Schwimmerk.  705. 
Schv^ingungsk.  306. 
Secantoide  540. 
Segelkurve  578. 
Seilkurve  574. 
Seilspringerk.  513. 
Seiltänzerk.  106. 
Sektorie  713. 
Sektrix-K.   323.    402;    von 


Schoute  325 ;  von  Oeking- 
haus  339. 

Serpentine,  Newton'sche  77 ; 
kubische  91;  cirkulare  91. 

Serret'sche  K.  388. 

Sesquisektrix  329. 

Sextic  Cayley's  402. 

Simplex  (K.  3.  0.)  17. 

Sinuskurve  538. 

Sinusoide,  gerade,  ungerade 
541;  elliptische  538. 

Sinusspiralen  367.  393.  614. 
675.  732. 

Sinusversuslinie  468. 

Skarabäe  231. 

Spinnenlinie  479. 

Spirale,  algebraische  442. 
503;  Archimedische  426. 
4H3.  501.  503;  Cötes'sche 
305 ;  Galilei'sche  436 ;  höh. 
Grades  434.  441;  hyper- 
bolische 444.  574;  Lame- 
sche  396;  logarithmi- 
sche 448  ff.  534.  537.  555. 
563.  625;  Doppelsp.  456; 
parabolische  439;  invers 
parabolische  448;  Sturm- 
sche  oder  v.  Norwich  530; 
trigonometrische  596;  im 
Varignon^schen  Sinne  596. 

Spirische  Linien  117. 
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